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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

1 Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà
Êîðîòêî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåðìîäèíàìèêè.

Òåðìîäèíàìèêà � íàóêà ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ. Îíà îïèðàåòñÿ íà àêñèîìû, êî-
òîðûå âûðàæàþò îáîáùåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ ñâîéñòâ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ ñèñòåì � òåë, ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà N ÷àñòèö (èëè
âîëí) è íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî (ìåõàíè÷åñêîãî, õèìè÷å-
ñêîãî) ðàâíîâåñèÿ èëè â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, áëèçêîì ê ðàâíîâåñíîìó.

1.1 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû
Â ïåðâóþ î÷åðåäü òåðìîäèíàìèêà èñïîëüçóåò âàæíåéøèå ïîíÿòèÿ ìåõàíèêè, òà-
êèå êàê çàìêíóòàÿ ñèñòåìà è àääèòèâíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà � ýòî ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ñòà-
öèîíàðíûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ è íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè òåëàìè. Çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà ïîäñèñòåì � ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë, âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ó÷èòûâàòü
âçàèìíîãî âëèÿíèÿ íà âíóòðåííèå ñâîéñòâà ïîäñèñòåì, íî äîñòàòî÷íî áîëüøîå,
÷òîáû ìîãëà ïðîèçîéòè ðåëàêñàöèÿ âñåé çàìêíóòîé ñèñòåìû ê ïîëíîìó ðàâíîâå-
ñèþ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîäñèñòåìû ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîëîæåíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâå è ÷èñëîì ÷àñòèö, íî ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿõ
(íàïðèìåð, æèäêîñòü è ïàð) èëè ïðîíèêàòü äðóã â äðóãà (êàê ýëåêòðîíû è êðè-
ñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà èç èîíîâ â ìåòàëëå). Àääèòèâíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
� ñîõðàíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíû, êîòîðûå äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ðàâíû
ñóììå èõ çíà÷åíèé äëÿ ïîäñèñòåì. Äëÿ ãàçà è æèäêîñòè â çàìêíóòîì ñîñóäå �
ýòî ýíåðãèÿ E, îáúåì V è ÷èñëî ÷àñòèö N . Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å.
ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Àääèòèâíûå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ è ëþáûå ôóíêöèè îò íèõ íàçûâàþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷è-
íàìè. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
ñðåäû, íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîé âåëè÷èíîé (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü èíòåíñèâíûì,
àääèòèâíûå âåëè÷èíû íàçûâàþò òàêæå ýêñòåíñèâíûìè). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìåõà-
íè÷åñêîì ðàâíîâåñèè îäèíàêîâîå çíà÷åíèå âî âñåõ ïîäñèñòåìàõ èìååò èíòåíñèâ-
íàÿ âåëè÷èíà � äàâëåíèå:

p = −∂E

∂V
. (1)

Ïðè õèìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè âî âñåõ ïîäñèñòåìàõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå èìååò õè-
ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë:

µ =
∂E

∂N
. (2)

1.2 Òåìïåðàòóðà
Àêñèîìà 0. Ñóùåñòâóåò èíòåíñèâíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òåìïå-
ðàòóðà T = T (E, V, N) êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íàãðåòîñòè òåëà è
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ:
T |E=0= 0. (3)
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

2. Òåìïåðàòóðà ìîíîòîííî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè òåëà:

∂T

∂E
> 0. (4)

3. Ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè âñå ïîäñèñòåìû îäèíàêîâî íàãðåòû,
ò.å. èìåþò îäèíàêîâóþ òåìïåðàòóðó:

T1 = T2 = ... (5)

Àääèòèâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà

CV =

(
∂E

∂T

)

V,N

, (6)

ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ýíåðãèè, íåîáõîäèìîìó äëÿ íàãðåâàíèÿ òåëà íà îäèí ãðàäóñ,
íàçûâàåòñÿ òåïëîåìêîñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå.

Âèä ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò ýíåðãèè çàâèñèò îò âåùåñòâà è
âûáîðà òåìïåðàòóðíîé øêàëû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýíåðãåòè÷åñêóþ øêàëó, â
êîòîðîé òåìïåðàòóðà ðàçðåæåííîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T =
pV

N
=

2E

3N
. (7)

Ýòà øêàëà îòëè÷àåòñÿ îò øêàëû ãðàäóñîâ Êåëüâèíà T 0 ìíîæèòåëåì, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Áîëüöìàíà

T = kBT 0, kB = 1.3810−16 erg

grad
. (8)

1.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå
Àêñèîìà 1. Ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Â ÷àñòíîñòè, òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ãàçà èëè æèäêîñòè ïîëíîñòüþ îïè-
ñûâàåòñÿ îäíèì èç íàáîðîâ (E, V,N), (T, V, N) èëè (T, p, N). Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò
èç ïîäñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ àãðåãàòíûõ ñîñòîÿíèÿõ è èìåþùèõ ñëîæ-
íûé ñîñòàâ, òî âî âñåõ ïîäñèñòåìàõ âñå èíòåíñèâíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè-
÷èíû èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, ïðè ôàçîâîì ðàâíîâåñèè æèäêîãî
ðàñòâîðà ñ åãî ïàðîì îäèíàêîâîå çíà÷åíèå â æèäêîñòè è ïàðå èìåþò íå òîëü-
êî òåìåðàòóðà è äàâëåíèå, íî è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû êàæäîé èç êîìïîíåíò
ðàñòâîðà.

Â ðàìêàõ òåðìîäèíàìèêè ëþáîå íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåì, ðàâíîâåñèå
ìåæäó êîòîðûìè íàðóøåíî (íàïðèìåð, ðàçíûå ÷àñòè òåëà ìîãóò èìåòü ðàçíûå
òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ).
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1.4 Ýíòðîïèÿ
Ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè íàèáîëåå êðàñèâî ôîð-
ìóëèðóþòñÿ, åñëè íàéäåí ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï. Â òåðìîäè-
íàìèêå � ýòî ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè.

Ýíòðîïèåé òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, íàçûâàåòñÿ
àääèòèâíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ

S(E) =

∫ E

0

dE

T (E)
. (9)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò òðè âàæíûõ ñâîéñòâà ýíòðîïèè:

(a) S |E=0= S |T=0= 0 (10)

(b)
∂S

∂E
=

1

T
> 0 (11)

(c)
∂2S

∂E2
= − 1

T 2

∂T

∂E
= − 1

T 2CV

< 0 (12)

Òî åñòü ýíòðîïèÿ � ìîíîòîííàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ýíåðãèè. Íåðàâíîâåñíîé
ýíòðîïèåé çàìêíóòîé ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé èç äâóõ ðàâíîâåñíûõ ïîäñèñòåì,
íàçûâàåòñÿ ñóììà

S = S1(E1) + S2(E2). (13)
Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ñóììû ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ïîëíîé

ýíåðãèè E = E1 + E2:

dS

dE1

=
dS1

dE1

+
dS2

dE2

d(E − E1)

dE1

=
1

T1

− 1

T2

= 0, (14)

d2S

dE2
= −

(
1

T 2CV

)

1

−
(

1

T 2CV

)

2

< 0 (15)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà, êîãäà îáå ïîäñèñòåìû èìåþò îäè-
íàêîâóþ òåìïåðàòóðó.

Àíàëîãè÷íî, âàðüèðóÿ ýíòðîïèþ ñèñòåìû ïî îáúåìó è ÷èñëó ÷àñòèö îäíîé
èç ïîäñèñòåì ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ïîëíîãî îáúåìà è ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö
(èñïîëüçóÿ ∂S

∂V
= ∂S

∂E
∂E
∂V

= 1
T
(−p), ∂S

∂N
= ∂S

∂E
∂E
∂N

= 1
T
µ), íàõîäèì, ÷òî ýíòðîïèÿ

ìàêñèìàëüíà, êîãäà ðàâíû äðóã äðóãó äàâëåíèÿ è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïîä-
ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, òðè óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ � óñëîâèÿ ïî-
ñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèåì îäíîãî óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.

1.5 Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè
Âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè ãëàñèò:
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Àêñèîìà 2. Ýíòðîïèÿ íåðàâíîâåñíîé çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè ìîíîòîííî ðàñòåò è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè íàñòóïëåíèè
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ ðàñòåò ýíòðîïèÿ, íàçûâàþòñÿ íåîáðàòèìûìè ïðîöåñ-
ñàìè. Ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå ïðàêòè÷åñêè ïðè ïîñòîÿííîé ýíòðîïèè, íàçûâà-
þòñÿ îáðàòèìûìè èëè àäèàáàòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.

Çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè çàäàåò íàïðàâëåíèå ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà.
Ðàññìîòðèì íåîáðàòèìûé ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ â çàìêíó-
òîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäñèñòåì, èìåþùèõ ïîñòîÿííûå îáúåìû è ÷èñëà
÷àñòèö, íî ýíåðãèÿ êîòîðûõ ìîæåò ïåðåòåêàòü îò îäíîé ïîäñèñòåìû ê äðóãîé ïðè
óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè.

dE1

dt
= −dE2

dt
(16)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ñóììàðíîé ýíòðîïèè (13):

dS

dt
=

dS1

dE1

Ė1 +
dS2

dE2

Ė2 = (
1

T1

− 1

T2

) Ė1 ≥ 0, (17)

Ïóñòü, íàïðèìåð, T2 > T1, òîãäà èç (17) ñëåäóåò, ÷òî Ė1 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåèçâåñòíûé ôàêò, ÷òî ïðè òåïëîâîì êîíòàêòå õîëîäíîå òåëî íàãðåâàåòñÿ, à
ãîðÿ÷åå îõëàæäàåòñÿ, åñòü ñëåäñòâèå âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè. Êðîìå òîãî

dE1

dt
=

dE1

dT1

dT1

dt
= CV1

dT1

dt
= −CV2

dT2

dt
. (18)

Åñëè îäíà èç ïîäñèñòåì ìíîãî ìåíüøå äðóãîé (N1 << N2, CV 1 ¿ CV 2), òî

dT2

dt
= −CV 1

CV 2

dT1

dt
,

∣∣∣∣
dT2

dt

∣∣∣∣ ¿
∣∣∣∣
dT1

dt

∣∣∣∣

è òåìïåðàòóðà áîëüøîé ïîäñèñòåìû ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó áîëüøóþ
ïîäñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîé íàçûâàþò òåðìîñòàòîì.

1.6 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå òîæäåñòâà
Ðàâíîâåñíàÿ ýíòðîïèÿ òåëà åñòü àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ýíåðãèè, îáúåìà è ÷èñëà
÷àñòèö:

S = S(E, V, N). (19)
Ìîæíî, íàîáîðîò, ýíåðãèþ ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ýíòðîïèè è îñòàëüíûõ

àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ:

E = E(S, V, N). (20)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Àêñèîìîé 1 íàáîð (S, V, N) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýêâèâàëåíò-
íûõ íàáîðîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèõ ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå òåëà.
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Íàïèøåì äèôôåðåíöèàë ýíåðãèè

dE =
∂E

∂S
dS +

∂E

∂V
dV +

∂E

∂N
dN. (21)

Èñïîëüçóÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíûõ (1), (2), (11) , ýòîò äèôôåðåíöèàë
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

dE = TdS − pdV + µdN (22)

Ýòî � îñíîâíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî. Îíî ñâÿçûâàåò ìàëûå èç-
ìåíåíèÿ àääèòèâíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ðàâíî-
âåñíîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà ê äðóãîìó.

Ïåðåõîäÿ ê äðóãèì ïîëíûì íàáîðàì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó-
÷àåì äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå òîæäåñòâà

dF = d(E − TS) = −SdT − pdV + µdN, (23)
dW = d(E + pV ) = TdS + V dp + µdN, (24)
dΦ = d(F + pV ) = −SdT + V dp + µdN, (25)
dΩ = d(F − µN) = −SdT − pdV −Ndµ, (26)

Èç (22) äëÿ äèôôåðåíöèàëà ýíòðîïèè ïîëó÷àåì

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN. (27)

Ýíåðãèÿ E = E(S, V, N) è ôóíêöèè

F (T, V, N) = E − TS, (28)

W (S, p, N) = E + pV, (29)
Φ(T, p, N) = F + pV = µ(T, p)N, (30)
Ω(T, V, µ) = F − µN = −p(T, µ)V, (31)

íàçûâàþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè. Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â (30),
(31) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì àääèòèâíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïîòåíöèàëîâ2. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë åñòü òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë, îòíåñåííûé ê îäíîé ÷àñòèöå, à äàâëåíèå � òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë, îòíåñåííûé ê åäèíèöå îáúåìà. Èç ñðàâíåíèÿ (30) è (25), à òàêæå (31)
è (26) ïîëó÷àåì

dµ = − S

N
dT +

V

N
dp, dp = −S

V
dT − N

V
dµ, (32)

Ïóñòü ñèñòåìà ìîæåò îáëàäàòü ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Òîãäà âî âíåøíåì ìàãíèò-
íîì ïîëå êàæäûé èç ââåäåííûõ âûøå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðèîáðå-
òàåò äîáàâêó mdH. Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (22) ïåðåïèøåòñÿ

dE = TdS − pdV + µdN −mdH. (33)
2Φ = Φ(T, p, N), íî T è p � èíòåíñèâíûå, ëîêàëüíûå âåëè÷èíû. Ïîýòîìó èç àääèòèâíîñòè

Φ ñëåäóåò Φ(T, p,N) = Nf(T, p), ãäå f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Íî òîãäà µ = ( ∂Φ
∂N ) = f è îòñþäà

Φ = µN . Àíàëîãè÷íî äëÿ Ω.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

m = −
(

∂E

∂H

)

SV N

= −
(

∂Φ

∂H

)

pTN

= −
(

∂F

∂H

)

V TN

= −
(

∂Ω

∂H

)

µTV

. (34)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ìàëûõ äîáàâêàõ.
Ëþáîé èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò âñå òåðìî-

äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà òåëà. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûå îò ñâîáîäíîé ýíåðãèè F
îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è
òåïëîåìêîñòè:

p = −
(

∂F

∂V

)

TN

, µ =

(
∂F

∂N

)

TV

, CV = T

(
∂S

∂T

)

V N

= −T

(
∂2F

∂T2

)

V N

(35)

Èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ òîæäåñòâ ñëåäóþò òàêæå âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ òèïà
(

∂S

∂V

)

TN

=

(
∂p

∂T

)

V N

= −T
∂2F

∂T∂V
. (36)

1.7 Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöè-
àëîâ

Ðàññìîòðèì íåîáðàòèìûé ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
â çàìêíóòîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ìàëîé ïîäñèñòåìû � òåëà 1 è òåðìîñòàòà
2. Ïóñòü, â îòëè÷èå îò ïóíêòà 1.4, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåëî íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè ÷àñòè÷íîãî âíóòðåííåãî ðàâíîâåñèÿ, òàêîì ÷òî íåêîòîðûé ïàðàìåòð
òåëà , íàïðèìåð ìàãíèòíûé ìîìåíò, M îòëè÷åí îò ñâîåãî òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâ-
íîâåñíîãî çíà÷åíèÿ Mterm = M(E1, V1, N1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â õîäå ïðîöåññà
ðåëàêñàöèè ó òåëà ìîæåò ìåíÿòüñÿ íå òîëüêî M , íî è E1, V1, N1, ïðè óñëîâèè
ñîõðàíåíèÿ ïîëíûõ ýíåðãèè, îáúåìà è ÷èñëà ÷àñòèö Etot, Vtot è Ntot. Ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè îò ñóììàðíîé ýíòðîïèè òàêîé ñèñòåìû

Stot = S1(E1, V1, N1,M) + S2(Etot − E1, Vtot − V1, Ntot −N1) (37)
ðàâíà (ñì. (27))

Ṡtot = Ṡ1 + Ṡ2 = Ṡ1 − 1

T2

Ė1 − p2

T2

V̇1 +
µ2

T2

Ṅ1 (38)

Â òå÷åíèå íåîáðàòèìîãî ïðîöåññà òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå è õèìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë òåðìîñòàòà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ è ôàêòè÷åñêè èãðàþò ðîëü âíåøíèõ
óñëîâèé äëÿ ìàëîé ïîäñèñòåìû. Â äàëüíåéøåì ïàðàìåòðû òåðìîñòàòà áóäåì ïè-
ñàòü áåç èíäåêñà 2.

Ïîñêîëüêó ïðè íåîáðàòèìîì ïðîöåññå ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû
ìîæåò òîëüêî ðàñòè Ṡtot ≥ 0, òî èç (38) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

−T Ṡ1 + Ė1 + pV̇1 − µṄ1 ≤ 0 (39)
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïóñòü òåëî èìååò ôèêñèðîâàííûå îáúåì è ÷èñ-

ëî ÷àñòèö, è áëàãîäàðÿ òåïëîâîìó êîíòàêòó åãî òåìïåðàòóðà ðàâíà òåìïåðàòóðå
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

òåðìîñòàòà: T1 = T . Ýòî � èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ñîãëàñíî (39)
ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå ïîíèæåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè òåëà.

Ḟ1 =
d(E1 − TS1)

dt
≤ 0 T1 = T = const, V1 = const, N1 = const (40)

Ïðè èçîáàðè÷åñêîì ïðîöåññå, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïîñòîÿíåí íå îáúåì, à äàâ-
ëåíèå, ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà:

Φ̇1 =
d(E1 − TS1 + pV1)

dt
≤ 0 T1 = T = const, p1 = p = const, N1 = const (41)

Íàêîíåö, åñëè íà ãðàíèöå òåëà ñ òåðìîñòàòîì ïðîèñõîäèò îáìåí ÷àñòèöàìè,
ìîíîòîííî óáûâàåò Ω- ïîòåíöèàë:

Ω̇1 =
d(E1 − TS1 − µN1)

dt
≤ 0 T1 = T = const, V1 = const, µ1 = µ = const (42)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáðàòèìûå ïðîöåññû ñîïðîâîæäàþòñÿ óìåíüøåíèåì îäíîãî
èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ.

Èç ôîðìóëû (38) ñëåäóåò åùå îäíî âàæíîå ñîîòíîøåíèå. Ïðîèíòåãðèðóåì (38)
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî âðåìåíè îò t = +∞ äî t = −∞. Ýòî äàåò óìåíüøå-
íèå ýíòðîïèè çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå òåëà èç ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ â
íåðàâíîâåñíîå (ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà òåðìîñòàòà):

∆Stot = −Rmin

T
. (43)

Âåëè÷èíà
Rmin = ∆E1 + p∆V1 − T∆S1 − µ∆N1 (44)

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ðàáîòîé. Ýòî ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà, êîòîðóþ äîëæåí âû-
ïîëíèòü âíåøíèé èñòî÷íèê, ÷òîáû ïåðåâåñòè äàííîå òåëî, íàõîäÿùååñÿ âî âíåø-
íåé ñðåäå, èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.

Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè òåëî, íàõîäÿ-
ùååñÿ âî âíåøíåé ñðåäå (òåðìîñòàòå) èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå çà ñ÷åò ðàáîòû
A âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Òîãäà èçìåíåíèå ýíåðãèè òåëà ∆E1 è ñðåäû ∆E
ñâÿçàíû ñ ðàáîòîé ñîîòíîøåíèåì

∆E1 + ∆E = A.

Ïîñêîëüêó ñðåäà âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî

∆E = T∆S − p∆V + µ∆N.

Ââèäó òîãî, ÷òî

∆S + ∆S1 ≥ 0, ∆V + ∆V1 = 0, ∆N + ∆N1 = 0,

èìååì
Rmin = ∆(E1 − TS1 + pV1 − µN1) ≤ A. (45)
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

Òàêèì îáðàçîì, Rmin èìååò ñìûñë ìèíèìàëüíîé ðàáîòû, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ïåðåâåñòè òåëî èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå (êîòîðûå íå äîëæíû áûòü ðàâíîâåñíû-
ìè). Åñëè òåëî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî äëÿ áåñêîíå÷íî
ìàëûõ èçìåíåíèé èìååì

δRmin = (T1 − T ) δS1 − (p1 − p) δV1 + (µ1 − µ) δN1 (46)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè òåëî, íå íàõîäÿùååñÿ â ðàâíîâåñèè, ïîìå-
ñòèòü â ñðåäó, òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàáîòà êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òàêèì
òåëîì ðàâíà

Rmax = −∆(E1 − TS1 + pV1 − µN1) . (47)

1.8 Òåðìîäèíàìèêà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå àãðåãàòíûå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà: òâåðäîå, æèäêîå, ãàçîîá-
ðàçíîå. Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ôåððîìàãíåòèê ïåðåõîäèò â ïàðàìàãíèòíîå
ñîñòîÿíèå. Ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû èëè äàâëåíèÿ â òâåðäîì òåëå ïðîèñõî-
äÿò ïåðåõîäû èç îäíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû â äðóãóþ. Ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ íàáëþäàþòñÿ ïåðåõîäû ìåòàëë-äèýëåêòðèê, âîçíèêàåò ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòü. Âñå ýòî � ðàçëè÷íûå ôàçû âåùåñòâà. Ðàâíîâåñèå ôàç èìååò ìåñòî, êîãäà
òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû îáåèõ ôàç ñîâïàäàþò:

T1 = T2, p1 = p2, µ1 = µ2 (48)

Ýòè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ìîæíî âûâåñòè èç ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîñòè
ýíòðîïèè. Äëÿ òåìïåðàòóðû ýòî áûëî óæå äîêàçàíî (ñì. (14)). Äîêàæåì, íàïðè-
ìåð, ðàâåíñòâî õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ îáåèõ ôàç èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè
ñóììàðíîé ýíòðîïèè S = S1 + S2 ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ÷àñòèö N = N1 + N2:

dS

dN1

=
dS1

dN1

+
dS2

dN2

d(N −N1)

dN1

=
µ1

T1

− µ2

T2

= 0 (49)

Îòñþäà, ïîñêîëüêó T1 = T2, òî è µ1 = µ2 (àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ ïî îáúåìó,
äîêàæåì òðåòüå èç ñîîòíîøåíèé (48)).

Õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ðàçíûõ ôàç ïî ðàçíîìó çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è
äàâëåíèÿ. Âèä ýòèõ çàâèñèìîñòåé óñòàíàâëèâàåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, â ðàì-
êàõ òåðìîäèíàìèêè ýòè çàâèñèìîñòè ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûìè. Óñëîâèå
ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ

µ1(p, T ) = µ2(p, T ) (50)
íåÿâíûì îáðàçîì çàäàåò âèä êðèâîé ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ p = p(T ). Ýòó çàâèñè-
ìîñòü óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (50) ïî òåìïåðàòóðå:

(
∂µ1

∂T

)

p

+

(
∂µ1

∂p

)

T

dp

dT
=

(
∂µ2

∂T

)

p

+

(
∂µ2

∂p

)

T

dp

dT
(51)

Èç òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà

dµ = −sdT + vdp, s = S/N, v = V/N (52)
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ñëåäóåò, ÷òî
s = − ∂µ

∂T
, v =

∂µ

∂p
(53)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó Êëàéïåðîíà-Êëàóçèóñà

dp

dT
=

q

Tv12

, q = T (s1 − s2), v12 = v1 − v2, (54)

êîòîðàÿ âûðàæàåò íàêëîí êðèâîé ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ p(T ) ÷åðåç îòíîøåíèå
òåïëîòû ïåðåõîäà q ê ðàçíîñòè îáúåìîâ v12, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíó ìîëåêóëó
âåùåñòâà.

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïàðîîáðàçîâàíèå. Äàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ïàð
è æèäêîñòü íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, íàçûâàåòñÿ
äàâëåíèåì íàñûùåííûõ ïàðîâ. Ïóñòü ôàçà 1 åñòü ïàð, à ôàçà 2 � æèäêîñòü,
ïðè÷åì s2 << s1, è v2 << v1 = T/p. Òîãäà ïðèáëèæåííî èìååì

dp

dT
=

s1

v1

=
ps1

T
. (55)

Ýíòðîïèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó ìîëåêóëó ïàðà åñòü áîëüøàÿ áåçðàçìåðíàÿ âå-
ëè÷èíà, êîòîðàÿ ñëàáî (ëîãàðèôìè÷åñêè) çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ. Â
ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ñ÷èòàòü íàñûùåííûé ïàð èäåàëüíûì ãàçîì. Ïðåíå-
áðåãàÿ ýòîé çàâèñèìîñòüþ, ïîëó÷àåì

p = AT s1 (56)

Ìû âèäèì, ÷òî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ áûñòðî ðàñòåò.
Ôàçîâûå ïåðåõîäû, â êîòîðûõ ñêà÷êîì ìåíÿþòñÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå õèìè-

÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (s, v), íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè ïåðâîãî ðîäà. Ïðè
ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ âòîðîãî ðîäà ñêà÷êîì ìåíÿþòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå � òåï-
ëîåìêîñòü è ñæèìàåìîñòü. Îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïðîöåññ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì � êâàçèñòàöèîíàð-
íûì � ïðîöåññîì. Îí ïðîèñõîäèò ïóòåì îáðàçîâàíèÿ âíóòðè îäíîé ôàçû êîìïàêòíûõ
çàðîäûøåé äðóãîé ôàçû. Ïðè ýòîì òåïëîâîå è ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå âûïîëíÿåòñÿ,
íî õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû çàðîäûøà è ñðåäû íå ðàâíû äðóã äðóãó. Âû÷èñëèì ýíåð-
ãèþ îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøà ε(R), êîòîðóþ îïðåäåëèì êàê ðàçíîñòü ýíåðãèé ñèñòåìû
ñî ñôåðè÷åñêèì çàðîäûøåì ðàäèóñà R è áåç íåãî ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîé
ýíòðîïèè, îáúåìà è ÷èñëà ÷àñòèö

ε(R) = {E1(S1, V1, N1) + E2(S − S1, V − V1, N −N1) + 4πσR2} − E2(S, V,N) (57)

Â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ âûïèñàíà ýíåðãèÿ ãåòåðîôàçíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êîòî-
ðàÿ ðàâíà ñóììå ýíåðãèé êàæäîé ôàçû è ýíåðãèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 4πσR2.
Ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî çàðîäûøà ñâÿçàí ñ ÷èñëîì ÷àñòèö â íåì ñîîòíîøåíèåì

R = aN
1/3
1 (58)

ãäå a = (3v1/4π)1/3, v1 � îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíó ÷àñòèöó çàðîäûøà.
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Ýíòðîïèÿ S1, îáúåì V1 è ÷èñëî ÷àñòèö N1 çàðîäûøà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíòðî-
ïèåé, îáúåìîì è ÷èñëîì ÷àñòèö ñðåäû, òàê ÷òî ðàçíîñòü ýíåðãèé ñðåäû â (57) ìîæíî
çàìåíèòü ñ ó÷åòîì (22) íà ñóììó ïðèðàùåíèé

E2(S − S1, V − V1, N −N1)− E2(S, V, N) = −T2S1 + p2V1 − µ2N1

è ïîëó÷èòü
ε(R) = {E1(S1, V1, N1)− T2S1 + p2V1 − µ2N1 + 4πσR2} (59)

Èç îïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ãèááñà (30) ýíåðãèþ âåùåñòâà çàðî-
äûøà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

E = TS − pV + µN (60)

Ýòî äàåò
ε(R) = (µ1 − µ2)N1 + (T1 − T2)S1 − (p1 − p2)V1 + 4πσR2. (61)

Ïðåäïîëàãàÿ òåïëîâîå ðàâíîâåñèå, èìååì T1 = T2 = T . Ìåõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñôå-
ðè÷åñêîãî ýàðîäûøà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè äàâëåíèå â íåì óâåëè÷åíî íà äàâëåíèå ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ:

p1 = p +
2σ

R
, p2 = p, µ1(p1) = µ1(p) +

2σ

R
v1 (62)

Âûðàæåíèå (61) ïðèíèìàåò âèä

ε(R) = (µ1(p)− µ2(p))N1 + 4πσa2N
2/3
1 (63)

Ñóùåñòâåííî, ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì N1 áûñòðåå, ÷åì ïîñëåäíèé.
Åñëè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàðîäûøà (ïðè äàâëåíèè ðàâíîì äàâëåíèþ ñðåäû) ìåíü-
øå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñðåäû, òî ýíåðãèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çàðîäûøà îò-
ðèöàòåëüíà. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìàëüíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöè-
àëîâ, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äîëæíî ðåëàêñèðîâàòü â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ çàðîäûøà äî
òåõ ïîð, ïîêà ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåùåñòâà íå ïåðåéäåò â íîâóþ ôàçó è õèìè÷åñêèå
ïîòåíöèàëû îáåèõ ôàç ñðàâíÿþòñÿ. Äëÿ ìàëåíüêîãî çàðîäûøà îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò
ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ñèñòåìà ðåëàêñèðóåò â ñîñòîÿíèå áåç çàðîäû-
øà. Ïðîèçâîäíàÿ îò (63) ïî ÷èñëó ÷àñòèö â çàðîäûøå ðàâíà

dε

dN1
= (µ1(p)− µ2(p)) +

8
3
πσa2N

−1/3
1 . (64)

Ìû âèäèì, ÷òî ñìåíà íàïðàâëåíèé ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ïðîèñõîäèò â êðèòè÷åñêîé
òî÷êå

Nc =
[
8
3
π

σa2

µ2(p)− µ1(p)

]3

(65)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñ çàðîäûøåì êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà Nc íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿ-
íèè àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ìåæäó ñîñòîÿíèåì ñðåäû áåç çàðîäûøåé è
ñîñòîÿíèÿìè ñ çàêðèòè÷åñêèìè çàðîäûøàìè èìååòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð. Ïîýòî-
ìó ñîñòîÿíèå áåç çàðîäûøåé ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíûì è ïåðåõîäèò â ñòàáèëüíîå,
òîëüêî áëàãîäàðÿ ãåòåðîãåííûì ôëóêòóàöèÿì.
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

1.9 Òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà íà ïðèìåðå
ôåððîìàãíåòèêîâ

Âåùåñòâî ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèÿõ: ãàç, æèäêîñòü,
òâåðäîå òåëî. Ñóùåñòâóåò äâà êëàññà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ � ïåðåõîäû ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà. Ïåðåõîäû ïåðâîãî ðîäà ïðîèñõîäÿò ñ âûäåëåíèåì òåïëîòû ôàçîâîãî
ïåðåõîäà. Ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ âòîðîãî ðîäà ñêà÷êîì ìåíÿåòñÿ òåïëîåìêîñòü.
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò èçëîæåíà òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà Ëàíäàó.
Ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ âòîðîãî ðîäà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè âåùåñòâà. Ýòó ñèììåòðèþ óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ïàðàìåòðîì äàëüíåãî ïî-
ðÿäêà. Ó ôåððîìàãíåòèêà èìååòñÿ âåêòîðíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà � ñïîíòàííàÿ
íàìàãíè÷åííîñòü. Ó ñâåðõïðîâîäíèêà � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà, êîòî-
ðûé óñëîâíî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîëíîâóþ ôóíêöèþ êóïåðîâñêèõ ïàð.
Ïðè ïåðåõîäå â áîëåå ñèììåòðè÷íóþ ôàçó ýòîò ïàðàìåòð èñ÷åçàåò.

Èç ýëåêòðîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåáîëüøîì óâåëè÷åíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà òåëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó

dE =
1

4π
HdB

Ïîýòîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè F (T, B) òåëà
â ìàãíèòíîì ïîëå ñëåäóåò ïèñàòü â ôîðìå

dF = −SdT − pdV + µdN +
1

4π
HdB

×òîáû íå çàíèìàòüñÿ ïðîáëåìîé ðàçìàãíè÷èâàþùåãî ôàêòîðà, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ðàññìàòðèâàåìîå òåëî èìååò ôîðìó äëèííîãî öèëèíäðà è âíåøíåå ïîëå H íà-
ïðàâëåíî âäîëü îñè öèëèíäðà. Òîãäà íàïðÿæåííîñòü H ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè
òåëà ðàâíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, è áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé íå èíäóêöèþ B = H + 4πM , à íàïðÿæåííîñòü H è ýô-
ôåêòèâíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F (T, H) = F (T, B)− 1

8π
H2 −HM,

äëÿ êîòîðîé òåðìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî èìååò âèä

dF = −SdT − pdV + µdN −MdH

Â òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè íàìàãíè÷åííîñòü îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ôóíêöèè F (T, H)

M = −
(

∂F
∂H

)

T

Ó ôåððîìàãíèòíûõ âåùåñòâ äàæå â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ñïîíòàííîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Ïðè çàäàííîé òåì-
ïåðàòóðå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè F (T, H = 0,M). Åñëè ýòîò ìèíèìóì
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

îòâå÷àåò çíà÷åíèþ M = 0, òî òåëî íàõîäèòñÿ â ïàðàìàãíèòíîì ñîñòîÿíèè. Åñëè
îïóñòèòüñÿ ïî òåìïåðàòóðå íèæå òåìïåðàòóðû Êþðè Tc, òî ìèíèìàëüíîìó çíà-
÷åíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè îòâå÷àåò M 6= 0. Êîëè÷åñòâåííóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî
ÿâëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, çàïèñàâ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ òåëà â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ
ïî ñòåïåíÿì íàìàãíè÷åííîñòè

F = F0 (T ) + a (T ) M2 +
1

2
b (T ) M4 (66)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî èçîòðîïíî. Ïîýòîìó íå÷åòíûõ ñòåïåíåé ~M â
ýòîì ðàçëîæåíèè íåò. Öåëü òåîðèè Ëàíäàó � îïèñàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå è ìàã-
íèòíûå ñâîéñòâà ôåððîìàãíåòèêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè Êþðè. Âáëèçè ýòîé òî÷êè
íàìàãíè÷åííîñòü äîëæíà áûòü ìàëîé âåëè÷èíîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî b (T ) > 0.

Òîãäà áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé íàìàãíè÷åííîñòè â ðàçëîæåíèè (66) ìîæíî íå
ó÷èòûâàòü

Ìèíèìóì ôóíêöèè (66) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
∂F
∂M

= a (T ) M + b (T ) M3 = 0 (67)

∂2F
∂M2

= a (T ) + 3b (T ) M2 > 0 (68)

Åñëè êîýôôèöèåíò a (T ) ïîëîæèòåëåí, òî ìèíèìóì íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, è âåùåñòâî ïàðàìàãíèòíî. Åñëè a (T ) < 0, òî ìèíèìóì íàõîäèòñÿ â òî÷êå

M =

√
|a (T )|
b (T )

(69)

è âåùåñòâî îáëàäàåò ñïîíòàííûì ìîìåíòîì. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, ðåàëèçóþùåé
ýòó ñèòóàöèþ, ÿâëÿåòñÿ

a (T ) = α(T − Tc), α > 0, b (T ) = b = const (70)

Â ýòîé ìîäåëè íàìàãíè÷åííîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî êîðíåâîìó çàêîíó

M = M0 (T ) =

√
α

b
(Tc − T ), T < Tc (71)

M = 0, T > Tc

Ðàâíîâåñíîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíîâåñíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè (66) ðàâíî

F = F0 (T )− 1

2

α2

b
(Tc − T )2, T < Tc (72)

F = F0 (T ) , T > Tc

Ýíòðîïèÿ òåëà S = −∂F
∂T

ðàâíà

S = S0 (T )− α2

b
(Tc − T ), T < Tc (73)

S = S0 (T ) , T > Tc
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Ëåêöèÿ 1. Òåðìîäèíàìèêà

Â ôåððîìàãíèòíîì ñîñòîÿíèè ýíòðîïèÿ èìååò îòðèöàòåëüíóþ äîáàâêó, óêàçû-
âàþùóþ íà íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé ïîðÿäîê. Ýòà äîáàâêà ïðèâîäèò ê ñêà÷êó
òåïëîåìêîñòè C (T ) = T ∂S

∂T

C (T ) = T
∂S

∂T
= C0 (T ) +

α2

b
T, T < Tc (74)

C (T ) = C0 (T ) , T > Tc

Ðåàëüíî â òî÷êå Êþðè òåïëîåìêîñòü èìååò áîëåå ñèëüíóþ îñîáåííîñòü, êîòî-
ðàÿ îáóñëîâëåíà òàê íàçûâàåìûìè êðèòè÷åñêèìè ôëóêòóàöèÿìè. Òàêîå ïîâåäå-
íèå òåïëîåìêîñòè ìîæíî îïèñàòü, çàìåíèâ ìîäåëü (70) íà ìîäåëü áîëåå îáùåãî
âèäà

a (T ) = α(Tc − T )γ, 0 < γ < 1 (75)
Âåëè÷èíà γ íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì èíäåêñîì. Â ýòîé ìîäåëè ôåððîìàãíèòíàÿ
äîáàâêà ðàâíà

δF = −1

2

a2

b
= −1

2

α2

b
(Tc − T )2γ, T < Tc

è äîáàâêà ê òåïëîåìêîñòè â òî÷êå Êþðè îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïî çàêîíó

δC = +γ (2γ − 1)
α2

b
T (Tc − T )2γ−2, T < Tc

Ýòà îñîáåííîñòü íàïîìèíàåò ãðå÷åñêóþ áóêâó ëÿìáäà è íàçûâàåòñÿ ëÿìáäà-
òî÷êîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôåððîìàãíåòèêà â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè ýòîì
ìû îãðàíè÷èìñÿ ìîäåëüþ Ëàíäàó (70). Â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ (66) ïðèíèìàåò âèä

F (T, H, M) = F0 (T ) + a (T ) M2 +
1

2
bM4 −HM (76)

Íàéäåì ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè

∂F
∂M

= a (T ) M + bM3 −H = 0 (77)

Â ïàðàìàãíèòíîé îáëàñòè, ïðåíåáðåãàÿ êóáè÷åñêèì ÷ëåíîì èìååì

M =
H

a (T )
, T > Tc

è ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Êþðè-Âåéññà

χ =

(
∂M

∂H

)

H=0

=
1

α(Tc − Tc)
, T > Tc

Íèæå òåìïåðàòóðû Êþðè ðàâíîâåñíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü áëèçêà ê ñïîíòàííîìó
çíà÷åíèþ (71)

M = M0 + δM
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Ëåêöèÿ 2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì (70), (71) èìååì

a (T ) δM + 3bM2
0 δM −H = 0; a (T ) δM − 3a (T ) δM −H = 0

δM =
H

2 |a (T )|
Êàê è â ïàðàìàãíèòíîé îáëàñòè, âîñïðèèì÷èâîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,

íî ñ äðóãèì êîýôôèöèåíòîì

χ =

(
∂M

∂H

)

H=0

=
1

2α(Tc − T )
, T > Tc

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ôåððîìàãíåòèêà âû÷èñëÿåò
â ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîé òåîðèè Ëàíäàó è äàåò êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà Êþðè
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà ýíåðãèè îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ íà ñî-
ñåäíèõ àòîìàõ.

2 Ëåêöèÿ 2. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè

Òåðìîäèíàìèêà óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè âåëè-
÷èíàìè, íî íå äàåò ñïîñîáà èõ âû÷èñëåíèÿ. Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ôèçèêà, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò ìåòîäû ìèêðîñêîïè÷åñêîé ôèçèêè � êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè è òåîðèè ïîëÿ ñ ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-
êè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì.
(Ê ñîæàëåíèþ, â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñëîâî �ñîñòîÿíèå� èñïîëüçóåòñÿ ñðàçó â
òðåõ ñìûñëàõ � ýòî è ñîñòîÿíèå îäíîé ÷àñòèöû, è ìåõàíè÷åñêîå ñîáñòâåííîå ñî-
ñòîÿíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, è ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå ñîñòîÿíèå
ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû. Íî ïîäíèìàòü âîïðîñ î ÿñíîñòè ôèçè÷åñêîé òåðìè-
íîëîãèè ñ÷èòàåòñÿ íåïðèëè÷íûì è ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ñìèðèòüñÿ.)

2.1 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñèñòåìû, ñðåäû � ýòî òåëà èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö èëè ïîëÿ
ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñîñòîÿíèå ñðåäû èçâåñòíî âñåãäà âåñüìà
ïðèáëèæåííî. Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
A, ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá � ó îäíîé ñèñòåìû ìíîãîêðàòíî â ìîìåíòû âðåìåíè ti ïîâòî-
ðÿåòñÿ èçìåðåíèå ýòîé âåëè÷èíû A(t1), A(t2), ..., A(tn), è ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå
ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. Òàêîå ñðåäíåå < A >t íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ïî âðåìåíè

Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áåðåòñÿ ìíîæåñòâî (àíñàìáëü) îäèíà-
êîâûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â îäèíàêîâûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ è îäèíàêîâî ïðèãî-
òîâëåííûõ, è ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïî ðåçóëüòàòàì îäíîêðàòíîãî èçìåðåíèÿ
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âåëè÷èíû A ó êàæäîé ñèñòåìû:

< A >=
1

n
(A1 + A2 + ... + An). (1)

Òàêîå ñðåäíåå, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Ā èëè < A >, íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì
ïî àíñàìáëþ. Èìååò ìåñòî �ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà�, ñîãëàñíî êîòîðîé îáà ñïîñîáà
óñðåäíåíèÿ äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò äëÿ âñåõ âåëè÷èí ó âñåõ ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Äëÿ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì,
ñîñòîÿíèå êîòîðûõ ýâîëþöèîíèðóåò âî âðåìåíè, ñîõðàíÿåò ñìûñë òîëüêî âòîðîé
ñïîñîá óñðåäíåíèÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùèõ ëåêöèÿõ ïîä óñðåäíåíèåì áóäåò âñåãäà
ïîäðàçóìåâàòüñÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ.

Ðàçíîñòü ∆A = A− < A > íàçûâàåòñÿ ôëóêòóàöèåé âåëè÷èíû A. Âåëè÷è-
íà σA =

√
< (∆A)2 > åñòü ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ èëè äèñïåðñèÿ

âåëè÷èíû A. Ñðåäíåå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôëóêòóàöèé < ∆A∆B > � åñòü
êîððåëÿöèÿ âåëè÷èí A è B.

Çàìåòèì, ÷òî â çàìêíóòîé ñèñòåìå ýíåðãèÿ è äðóãèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ J âî
âðåìåíè íå ôëóêòóèðóþò, è äëÿ íèõ < (∆J)2 >t= 0. Òàê ÷òî äëÿ äèñïåðñèé èíòåãðà-
ëîâ äâèæåíèÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà íåñïðàâåäëèâà.

2.2 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü è çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë
Äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, íåêîððåëèðîâàíû, åñëè

< ∆A∆B >= 0. (2)

Äâà òåëà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, åñëè âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ
ê îäíîìó òåëó íå êîððåëèðîâàíû ñî âñåìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè âòîðîãî òåëà.

Òåïåðü ìîæíî äàòü áîëåå ïîëíîå îïðåäåëåíèå �ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû�.
Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ýòî òàêîå òåëî, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà M (M >> 1) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîäñè-
ñòåì. ×òîáû ïîäñèñòåìà áûëà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìîé îò ñîñåäíåé ïîäñèñòå-
ìû, íåîáõîäèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òîáû âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïîäñè-
ñòåìû áûëî ìíîãî ñèëüíåå, ÷åì ïîãðàíè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè
äàííîé ïîäñèñòåìû è ÷àñòèöàìè ñîñåäíåé ïîäñèñòåìû. Ýòî, êàê ïðàâèëî, èìå-
åò ìåñòî, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå N1 äîñòàòî÷íî âåëèêî (N1 >> 1). Â
èäåàëüíîì ãàçå, ÷àñòèöû êîòîðîãî íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, óæå îäíà
÷àñòèöà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Òàê ÷òî èäåàëüíûé
ãàç èç ñòà ÷àñòèö âïîëíå ìîæíî íàçûâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèì òåëîì. Íî ìû ýòîãî
äåëàòü íå áóäåì, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëèêî íå òîëüêî ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå,
íî è log N >> 1.

Ìûñëåííî ðàçîáüåì ìàêðîñêîïè÷åñêîå îäíîðîäíîå òåëî (ãàç, æèäêîñòü, êðè-
ñòàëë) íà áîëüøîå ÷èñëî M îäèíàêîâûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì.
Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé îäèíàêîâûõ ïîäñèñòåì < Ei > ðàâíû äðóã äðóãó. Ïî-
ýòîìó ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû åñòü

〈Etot〉 =

〈
M∑
i

Ei

〉
= M 〈E1〉 . (3)
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Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ýíåðãèè ñèñòåìû:

σ2
tot =

〈
∆E2

tot

〉
=

〈∑
i

∆Ei

∑
j

∆Ej

〉
=

∑
i

〈
(∆Ei)

2〉 +
∑

i6=j

〈∆Ei∆Ej〉 . (4)

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèè ó âñåõ ïîäñèñòåì � îäèíàêîâûå, à êîððåëÿöèè ôëóêòóàöèé
íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ðàâíû íóëþ, òî

σ2
tot = Mσ2

1. (5)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, ðàâíàÿ
σtot

Ētot

=
σ1

Ē1

√
M

, (6)

î÷åíü ìàëà, åñëè M >> 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò, êîòîðûé â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë, ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû.

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìîäè-
íàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë � ýòî ïðåäåë E, V, N,M → ∞
ïðè ñîõðàíåíèè ïëîòíîñòè ýíåðãèè E/V è ïëîòíîñòè ÷àñòèö N/V . Â ýòîì ïðåäåëå
ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû íå ôëóêòóèðóþò. Êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû óäîáíåå ïðîâîäèòü
ïðè áîëüøîì, íî êîíå÷íîì çíà÷åíèè îáúåìà ñèñòåìû. À ïåðåõîä ê òåðìîäèíàìè-
÷åñêîìó ïðåäåëó ïðîèçâîäèòñÿ â êîíå÷íûõ ôîðìóëàõ.

Èç çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî
1. Îäíîêðàòíîå èçìåðåíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû , õàðàêòåðèçóþùåé

ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó, äàåò ðåçóëüòàò, áëèçêèé ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ýòîé
âåëè÷èíû. Ýòî ïîçâîëÿåò äîâåðÿòü îïèñàíèþ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ,
îïóáëèêîâàííîãî â îäíîé-äâóõ ðàáîòàõ, è íå æäàòü ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ
ýêñïåðèìåíòà.

2. ×òîáû ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åå ñðåäíåå çíà÷åíèå.

2.3 ×èñëî ñîñòîÿíèé, ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé
Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè � àääèòèâíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ è ôóíê-
öèÿìè îò íèõ. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé îáúåì è
÷èñëî ÷àñòèö çàäàíû, à îñòàëüíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, òàêèå êàê èìïóëüñ, ìî-
ìåíò èìïóëüñà, ìàãíèòíûé è ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíòû, ðàâíû íóëþ. Òîãäà âñå
òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò ýíåðãèè E, è çàäà÷à ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ ÿâíîãî âèäà ýòîé çàâèñèìîñòè, ò.å. ê
îïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû T (E), äàâëåíèÿ p(E) è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ(E)
êàê ôóíêöèé îò ýíåðãèè.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíè-
åì Øðåäèíãåðà

HΨα = EαΨα. (7)
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Çäåñü H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Âèä âîëíîâîé ôóíêöèè Ψα è ýíåðãèÿ Eα îä-
íîçíà÷íî çàäàåòñÿ �òî÷êîé� (ôàêòè÷åñêè, íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë) α.

Êàê ìû ìû óâèäèì íèæå, ïðè âû÷èñëåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí âîç-
íèêàþò ñóììû âèäà ∑

α

f(Eα). (8)

×òîáû âû÷èñëèòü ýòî âûðàæåíèå ñëåäóåò ñíà÷àëà íàéòè ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ
óðîâíÿ E, ò.å. ÷èñëî âñåõ ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó óðîâíþ ∆Γ(E), à
çàòåì âçÿòü ñóììó ïî óðîâíÿì ýíåðãèè. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, òîëüêî åñëè ñïåêòð
ýíåðãèè èìååò ýêâèäèñòàíòíóþ ñòðóêòóðó. Â îáùåì ñëó÷àå ýòó ïðîãðàììó ìîæ-
íî âûïîëíèòü, ââåäÿ ïîíÿòèå î ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Èç îïðåäåëåíèÿ äåëüòà-
ôóíêöèè ñëåäóåò ôîðìóëà

f(Eα) =

∫
dEf(E)δ(E − Eα). (9)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (8) è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
∑

α

f(Eα) =

∫
dEf(E)

dΓ

dE
, (10)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
dΓ

dE
≡

∑
α

δ(E − Eα). (11)

Ýòî � îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòå-
ìû ÷èñëåííî ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò âåëè÷èíû

Γ(E) =
∑

α

θ(E − Eα), (12)

êîòîðàÿ åñòü ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé â èíòåðâàëå îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,
êîòîðîå âñåãäà ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, äî E:

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà ðàâíà θ(x) = 1 ïðè x > 0 è θ(x) = 0 ïðè
x < 0, ïðè÷åì

dθ(x)

dx
= δ(x) (13)

Óïîìÿíóòîå âûøå ÷èñëî ñîñòîÿíèé c ýíåðãèåé E ñâÿçàíî ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòî-
ÿíèé î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì:

∆Γ(E) =
dΓ

dE
∆E, (14)

ãäå ∆E åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ñèñòåìû.
Â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ∆Γ(E) ñ ýíåðãèåé E î÷åíü áûñòðî

ðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè (ñîîòâåòñòâåííî, áûñòðî ðàñòåò è ÷èñëî ñîñòÿíèé Γ(E)
ñ ýíåðãèåé îò íóëÿ äî E). Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð � N ñïèíîâ S = 1/2
â ìàãíèòíîì ïîëå. Ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé òîëüêî îäíî � âñå ñïèíû íà-
ïðàâëåíû ïî ïîëþ. Ñëåäóþùèé óðîâåíü ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïåðåâåðíóòîìó
ñïèíó, íà ýòîì óðîâíå N ñîñòîÿíèé (ïåðåâåðíóòü ìîæíî ëþáîé èç N ñïèíîâ). Äâà
ïåðâåðíóòûõ ñïèíà ìîæíî ïëó÷èòü óæå N(N−1)

2 ñïîñîáàìè è ò.ä.
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2.4 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ
Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëîãàðèôì ÷èñëà ñîñòîÿíèé

σ(E) = ln Γ(E) (15)

Îáðàòíî, ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíî

Γ(E) = eσ(E). (16)

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû ýòà âåëè÷èíà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ëîãàðèô-
ìîì ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E (14):

σ∗(E) = ln ∆Γ (17)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (16) íàõîäèì

ln ∆Γ = ln

(
dΓ

dE
∆E

)
= ln

(
eσ(E) dσ

dE
∆E

)
= σ(E) + ln

(
dσ

dE
∆E

)
(18)

Ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà ñòîèò ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Ýòîò ëîãàðèôì îò-
íîñèòñÿ ê ìàêðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíå σ(E) êàê ln N ê N. Ïîýòîìó, îïóñòèâ â
(18) ëîãàðèôì, ìû äîïóñòèì èñ÷åçàþùå ìàëóþ îøèáêó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

ln ∆Γ = ln Γ (19)
Ïðè âû÷èñëåíèè ýíòðîïèè êîíêðåòíûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë ñ îäèíàêîâîé òî÷-
íîñòüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ èç ôîðìóë (15) èëè (17). Ôîðìóëà (19) åñòü
îäèí èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ, êîãäà äâå ðàçíûå ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøèå
âåëè÷èíû èìåþò îäèíàêîâûå ëîãàðèôìû. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î ðàâåí-
ñòâå âåëè÷èí â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Èìåÿ â âèäó íåïðèâû÷íîñòü ýòî-
ãî ðàâåíñòâà, ïðèâåäåì äðóãîé âûâîä, êîòîðûé, âîçìîæíî, ñäåëàåò åãî áîëåå ïî-
íÿòíûì.

×èñëî ñîñòîÿíèé Γ(E) òîæäåñòâåííî ðàâíî èíòåãðàëó

Γ(E) =

E∫

0

dE ′ dΓ

dE

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (17), ïåðåïèøåì åãî â âèäå

Γ(E) =

E∫

0

dE ′eσ∗ 1

∆E

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìàêñèìàëüíî íà âåðõíåé ãðàíèöå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàçëàãàÿ ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû ïî îòêëîíåíèþ îò âåðõíåãî ïðåäåëà, ëåãêî íà-
õîäèì

Γ(E) =
1

∆E dσ∗
dE

eσ∗(E) (20)
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Ëîãàðèôìèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

σ(E) = ln Γ(E) = σ∗(E)− ln

(
∆E

dσ∗

dE

)
(21)

Êàê è â (18), ïîñëåäíèì ëîãàðèôìîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è, ñëåäîâàòåëüíî, σ∗ = σ.
Íàêîíåö, ïðèâåäåì åùå îäíî îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ

σ(E) = σ∗(E). Ïóñòü (ýòî îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå î çàâèñèìîñòè Γ (E) îò ÷èñëà
÷àñòèö)

Γ (E) ∼ exp (Nϕ (E/N)) , (22)
ãäå ϕ (E/N) � âåëè÷èíà ïîðÿäêà åäèíèöû. Êðîìå òîãî,

ϕ > 0, ϕ′ > 0, ϕ′′ < 0. (23)

Çäåñü øòðèõ � äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî (E/N) . Òîãäà

∂Γ (E)
∂E

= ϕ′ exp (Nϕ)

∂2Γ (E)
∂E2

= exp (Nϕ)
((

ϕ′
)2 +

ϕ′′

N

)
≈ exp (Nϕ)

((
ϕ′

)2
)

> 0 (24)

Èìååì
∆Γ = ∆E

∂Γ (E)
∂E

< Γ (E) <
∂Γ (E)

∂E
E

Ëåâîå íåðàâåíñòâî âñåãäà âåðíî, òàê êàê ñëåâà ñòîèò ÷èñëî ñîñòîÿíèé â óçêîé êîðî÷êå
E, êîòîðîå, êîíå÷íî æå ìåíüøå, ÷åì Γ (E) . Ïðàâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, òàê êàê
∂Γ(E)

∂E � ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ E (ñì. (24)) è ýòî íåðàâåíñòâî åñòü ñèëüíî çàâûøåííàÿ
îöåíêà ñâåðõó.

Ñ îäíîé ñòîðîíû (ñì. (22), (24)), σ = ln Γ (E) ∼ σ∗ = ln∆Γ (E) ∼ N,òàê êàê ϕ′ ∼ 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû

|σ − σ∗| ≤
∣∣∣∣ln

∂Γ (E)
∂E

E − ln∆E
∂Γ (E)

∂E

∣∣∣∣ = |ln (E/∆E)| ∼ lnN

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ σ = σ∗.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîíî-
òîííî ðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

(a) σ|E=0 = min, (25)

(b) β =
dσ

dE
> 0, (26)

Ìåíåå òðèâèàëüíîå ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

(c)
d2σ

d2E
< 0. (27)

Îòðèöàòåëüíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé σ(E) ïî ýíåðãèè íåîáõîäèìà äëÿ ñõîäèìî-
ñòè ïîñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ ïî ýíåðãèè. Ñóùåñòâóþò ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ó
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êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, íî äëÿ òàêèõ ñèñòåì îòñóòñòâóåò ñîñòîÿ-
íèå óñòîé÷èâîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, è îíè ðàñïàäàþòñÿ. Íàïðèìåð,
äëÿ êîñìè÷åñêîãî òåëà � ÷åðíîé äûðû σ ∼ E2, è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ýíòðîïèè ïîëîæèòåëüíà. Ýòî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáåííîñòüþ
ýâîëþöèè ÷åðíûõ äûð: áîëüøèå äûðû íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò, à ìàëûå èñïàðÿþò-
ñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò çàðîäûøè íîâîé ôàçû �
íàïðèìåð, ïóçûðüêè ïàðà â êèïÿùåé âîäå.

Êðîìå òîãî, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ åñòü àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòàâëåíà èç äâóõ íåçà-

âèñèìûõ ïîäñèñòåì A è B, è åå ñîñòîÿíèÿ â òî÷êå α = (a, b) èìååò ýíåðãèþ
Eα = Ea + Eb. ×èñëî ñîñòîÿíèé (12) òàêîé ñèñòåìû ðàâíî

ΓAB(E) =
∑

a

∑

b

θ(E − Ea − Eb). (28)

Çäåñü ñóììà ïî b îáðàçóåò ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîäñèñòåìû B ñ ýíåðãèåé (E − Ea).
Ïîëó÷àåì

ΓAB(E) =
∑

a

Γb(E − Ea). (29)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, ïåðåïèøåì ýòó ñóììó â âèäå

ΓAB(E) =

∫
dEa

dΓa

dEa

eσb(E−Ea) =

∫
dEa

(
eσa(Ea) dσa

dEa

)
eσb(E−Ea) =

∫
dEaβae

f (30)

f(Ea) = σa(Ea) + σb(E − Ea) (31)

Âåëè÷èíà f(Ea) ìàêðîñêîïè÷åñêè âåëèêà è ðåçêî çàâèñèò îò ýíåðãèè Ea. Ýòî
ïîçâîëÿåò âçÿòü èíòåãðàë ìåòîäîì ïåðåâàëà. Ôóíêöèÿ f èìååò îñòðûé ìàêñèìóì
â òî÷êå Ea = Em, â êîòîðîé

df

dEa

∣∣∣∣
Em

= βa − βb = 0 (32)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f îêîëî åå ìàêñèìóìà

f = fm +
1

2

d2f

dx2
x2, x = Ea − Em. (33)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f
′′

=
(

d2σ
d2E

)
a

+
(

d2σ
d2E

)
b
îòðèöàòåëüíà â ñèëó (27). Ïîäñòàâèì

ðàçëîæåíèå (33) â (30) è âûíåñåì ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â òî÷êå (32):

Γ(E) = βae
fm

∫
dxe−

1
2
|f ′′ |x2

. (34)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí
√

2π/ | f ′′ |. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

σAB(E) = ln ΓAB(E) = σa(E
m
a ) + σb(E

m
b ) + ln

(
β

√
2π

| f ′′ |

)
. (35)
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Îïÿòü ïðåíåáðåãàåì ëîãàðèôìîì. Òîãäà ëîãàðèôì ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñîñòàâíîé
ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò ÿâíî àääèòèâíóþ ôîðìó

(d) σAB(E) = σa(E
m
a ) + σb(E

m
b ). (36)

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ âåëè÷èíà σ(E), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèåé Áîëüöìàíà, îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîé ýíòðîïèè: îíà ìèíèìàëüíà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (a), ìîíîòîí-
íî ðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè (b), åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ýíåðãèè îòðèöàòåëü-
íà (c) è, íàêîíåö, ýòî � àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà (d). Áîëåå òîãî, ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ýíòðîïèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû σAB(E) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ýêñòðåìàëüíîñòè � îíà
ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ñóììû ñòàòèñòè÷åñêèõ ýíòðîïèé ïîäñèñòåì, ïðè-
÷åì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàçäåëÿòñÿ ïî ïîäñèñòåìàì òàê, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò
ñòàòèñòè÷åñêèõ ýíòðîïèé ïîäñèñòåì ïî ýíåðãèè ðàâíû äðóã äðóãó (ñì.(32)). Ïî
ýòîé ïðè÷èíå âåëè÷èíà β−1, îáðàòíàÿ ïðîèçâîäíîé îò ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè
ïî ýíåðãèè, íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé τ :

dσ

dE
=

1

τ
(37)

2.5 Òðè ïðèìåðà
Íàéäåì ÷èñëî ñîñòîÿíèé Γ (èëè ∆Γ) è ñòàòèñòè÷åñêóþ ýíòðîïèþ σ äëÿ íåñêîëü-
êèõ ïðîñòåéøèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì.

2.5.1 N ñïèíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå
Ñèñòåìó N ñïèíîâ S = 1

2
, íàõîäÿùèõñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå B, áóäåì îïèñûâàòü

ãàìèëüòîíèàíîì

H = −2µB

N∑
i=1

(
sz

i −
1

2

)
. (38)

Ýíåðãèÿ îäíîãî ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå, ðàâíàÿ −2µBsz
(
sz = ±1

2

)
, ñäâèíóòà íà

êîíñòàíòó, ÷òîáû ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ áûëà ðàâíà íóëþ. Åñëè (N −M) ñïèíîâ
íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (sz = 1/2), à M ñïèíîâ � â âîçáóæäåííîì (sz =
−1/2), òî ñèñòåìà èìååò ýíåðãèþ E = M∆E , ãäå ∆E = 2µB. Òàêàÿ ýíåðãèÿ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ÷èñëîì ñïîñîáîâ, ðàâíûì

∆ΓM =
N !

M !(N −M)!
. (39)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà ôàêòîðèàë ïðèáëè-
æåííî ðàâåí

N ! ≈ (N/e)N , (40)
è âûðàæåíèå (39) ïðèíèìàåò âèä

∆Γ =

(
N

e

)N ( e

M

)M
(

e

N −M

)N−M

=
NN

MM (N −M)N−M
. (41)
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Ëîãàðèôì ýòîé âåëè÷èíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
σ∗ = ln ∆Γ = −N(n ln(n) + (1− n) ln(1− n)) (42)

Âåëè÷èíà
n =

M

N
=

E

(N∆E)
(43)

èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè âîçáóæäåííûõ ñïèíîâ.
Êðîìå ñàìîé ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû

ÿâëÿþòñÿ åå ïðîèçâîäíûå ïî ýíåðãèè. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà îíè ðàâíû:
1

τ
=

dσ

dE
=

1

∆E
ln

(
1− n

n

)
, (44)

d2σ

dE2
= − 1

N(∆E)2n(1− n)
. (45)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñ ðîñòîì ñðåäíåãî ÷èñëà âîçáóæäåííûõ ñïèíîâ n îò íóëÿ
äî ïîëîâèíû òåìïåðàòóðà τ ðàñòåò îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, à ïðè äàëüíåéøåì
âîçðàñòàíèè ÷èñëà n (â èíòåðâàëå 1/2 < n < 1) �òåìïåðàòóðà� τ îòðèöàòåëüíà.
Ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé òåìïåðàòóðîé âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî ðàâíî 2N .

2.5.2 N îñöèëëÿòîðîâ
Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ çàäàííîé ýíåðãèåé â ñèñòåìå N îäèíàêîâûõ
îñöèëëÿòîðîâ. Çà âû÷åòîì ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

E = ∆E

N∑
i=1

ni, ∆E = ~ω. (46)

ãäå ni- íîìåð âîçáóæäåíèÿ i-òîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòî çíà÷åíèå ýíåðãèè ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ÷èñëîì ñïîñîáîâ, êîòîðîå ñëåäóåò èç êîìáèíàòîðèêè

(N + M − 1)!

(N − 1)!M !
≈ (N + M)N+M)

NNMM
. (47)

Ëîãàðèôì ýòîãî ÷èñëà (êîòîðûé, êàê ìû óæå çíàåì, åñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðî-
ïèÿ ñèñòåìû) ðàâåí

σ = ln∆Γ = N(−nln(n) + (1 + n)ln(1 + n)), n =
M

N
. (48)

È çäåñü n = M/N = E/(N∆E) � ñðåäíåå ÷èñëî âîçáóæäåíèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà
îäèí îñöèëëÿòîð. Ïðîèçâîäíûå ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè (48) ðàâíû

dσ

dE
=

1

∆E
ln

(
1 + n

n

)
, (49)

d2σ

dE2
= − 1

N(∆E)2n(1 + n)
. (50)

×èñëî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû îñöèëëÿòîðîâ áåñêîíå÷íî, è ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé
òåìïåðàòóðîé îòñóòñòâóþò.
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2.5.3 Èäåàëüíûé ãàç
Ïîñëåäíèé ïðèìåð � âû÷èñëåíèå ÷èñëà ñîñòîÿíèé äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ñ ÷èñëîì
÷àñòèö N è îáúåìîì V . Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèö âñåãäà êâàçèêëàññè÷-
íî. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êîé â 6N�
ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

α = (r1,p1, r2,p2, ..., rN,pN) (51)

×èñëî òî÷åê â ýëåìåíòå 6-ìåðíîãî ôàçîâîãî îáúåìà dr3dp3 ñîãëàñíî ïðàâèëó
Áîðà-Çîììåðôåëüäà ðàâíî îòíîøåíèþ ýòîãî îáúåìà ê (2π~)3. Îáîáùåíèå ýòîãî
ïðàâèëà íà ñëó÷àé N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö äàåò äèôôåðåíöèàë ÷èñëà ñîñòîÿíèé

dΓα =
1

N !

N∏
i=1

d3rid
3pi

(2π~)3
. (52)

Ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ïîäåëåíî íà N ! äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîíôèãóðà-
öèè, ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â 6N -ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã
îò äðóãà ëèøü ïåðåñòàíîâêàìè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, ó÷èòûâàëèñü òîëüêî îäèí
ðàç. Ñ ïîìîùüþ ( 52 ) ïðîèçâîëüíàÿ ñóììà ïî ñîñòîÿíèÿì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â ôîðìå èíòåãðàëà ∑

α

Fα =

∫
dΓαFα. (53)

Ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé � ÷èñëî òî÷åê â 6N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ýíåðãèåé

Eα =
N∑

i=1

p2
i

2m
(54)

â èíòåðâàëå ìåæäó 0 è E âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì (ñì.(12)):

Γ(E) =

∫
dΓαθ(E − Eα) =

1

N !

∫ N∏
i=1

d3rid
3pi

(2π~)3
θ

(
E −

N∑
i=1

p2
i

2m

)
. (55)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì êàæäîé ÷àñòèöû äàåò îáúåì
V , è ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ñòèëüòüåñà ïîëó÷àåì

Γ(E) =

(
V e

N(2π~)3

)N

J3N(E), (56)

J3N(E) =

∫ N∏
i=1

d3piθ

(
E −

N∑
i=1

p2
i

2m

)
. (57)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå E = P 2/2m, ñîêðàòèì â àðãóìåíòå θ-ôóíêöèè ìíîæèòåëü
1/2m, è ïåðåïèøåì èíòåãðàë (57) â ôîðìå îáúåìà 3N -ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà P :

J3N(E) = V3N(P ) =

∫
d3Npθ

(
P 2 −

N∑
i=1

p2
i

)
. (58)
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Îáúåì ìíîãîìåðíîãî øàðà ðàâåí

Vn(R) =
π

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
)Rn ≈

(
2eπR2

n

)n
2

. (59)

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, íàõîäèì ëîãàðèôì ÷èñëà ñîñòîÿíèé (56) , ò. å. ñòàòèñòè-
÷åñêóþ ýíòðîïèþ èäåàëüíîãî ãàçà:

σ(E) = lnΓ(E) = N ln

[
V e

N(2π~)3

(
4πemE

3N

) 3
2

]
.

Ïðîèçâîäíàÿ îò ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè ïî ýíåðãèè îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ñòà-
òèñòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó èäåàëüíîãî ãàçà (ñì. (37)):

1

τ
=

dσ

dE
=

3N

2E
, τ =

2E

3N
. (60)

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû â ëåêöèè ïî òåðìîäèíàìèêå ôîðìóëîé äëÿ ýíåðãèè èäå-
àëüíîãî ãàçà

E =
3

2
NT (61)

îïðåäåëåíà øêàëà òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî τ =
T , ò.å. ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà åñòü îáû÷íàÿ òåìïåðàòóðà , à ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ýíòðîïèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òåìïåðàòóðîé ôîðìóëîé (37), åñòü òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ýí-
òðîïèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàâíà

d2σ

dE2
= − 3N

2E2
. (62)

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ýíòðîïèè ïî ýíåðãèè,êàê è äîëæíî áûòü, îòðèöàòåëüíà è ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâíà îòíîøåíèþ −N/E2. Äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì (ñì.(45), (50)), íàõî-
äÿùèõñÿ â ñëàáî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ, ýòà îöåíêà íåñêîëüêî ìåíÿåòñÿ:

d2σ

dE2
∼ −1/E, n << 1. (63)

3 Ëåêöèÿ 3. Î ñòàòñóììå, ðàñïðåäåëåíèÿõ...
3.1 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà
Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýíòðîïèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû
ðàâíà ëîãàðèôìó îò ÷èñëà ñîñòîÿíèé. Çíàÿ ýíòðîïèþ σ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè,
ìîæíî íàéòè òåìïåðàòóðó è äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Îäíàêî âû-
÷èñëèòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé

Γ =
∑

α

θ(E − Eα), (1)
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èëè ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû
dΓ

dE
=

∑
α

δ(E − Eα) (2)

ñëîæíî èç-çà íàëè÷èÿ â íèõ θ� èëè δ� ôóíêöèé, êîòîðûå íàêëàäûâàþò æåñòêèå
îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììàðíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû. Áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé
âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà

Z(β) =
∑

α

e−βEα , β > 0. (3)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ðàâíà îáðàçó Ëàïëàñà îò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
∫ ∞

0

dEe−βE dΓ

dE
=

∫ ∞

0

dEe−βE
∑

α

δ(E − Eα) = Z(β). (4)

Ïîñêîëüêó
Γ = eσ,

dΓ

dE
=

d

dE
eσ = eσ dσ

dE
, (5)

òî ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå èíòåãðàëà

Z(β) =

∫ ∞

0

dEeσ−βE dσ

dE
, (6)

Èíòåãðàë òàêîãî òèïà ìû óæå áðàëè íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ðàçëîæèì ïîêàçà-
òåëü ýêñïîíåíòû f = σ−βE â ðÿä îêîëî òî÷êè Em è îãðàíè÷èìñÿ êâàäðàòè÷íûì
ïðèáëèæåíèåì:

f(E) = fm + f ′mx +
1

2
f ′′x2, x = E − Em. (7)

Òî÷êà Em îïðåäåëÿåò ìaêñèìóì ôóíêöèè, åñëè

f ′ =
dσ

dE
− β = 0, (8)

f ′′ =
d2σ

dE2
< 0. (9)

Íåðàâåíñòâî (9) âûðàæàåò îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêîé ýíòðîïèè
σ. Îíî âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òðåõ ïðèìåðàõ, ðàññìîòðåííûõ íà ïðåäûäóùåé ëåê-
öèè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðèçíàêîì âîçìîæíîñòè
óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå.

Èòàê, åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå Em ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè (7), òî ñ
ó÷åòîì çíàêà f ′′èìååì

f(E) = fm − 1

2
| f ′′ | x2, (10)

è èíòåãðàë (6) ïðèíèìàåò âèä

Z(β) = efm

∫ ∞

−∞
dx

dσ

dE
e−

1
2
|f ′′|x2

, (11)
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Êàê ïîêàçàíî â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè, | σ′′ |∼ N/E2 èëè 1/E, è ïîäèíòå-
ãðàëüíàÿ ýêñïîíåòà èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì â òî÷êå Em ñ øèðèíîé

∆E = (σ′′)−
1
2 << E. (12)

Ïîýòîìó íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â (11) çàìåíåí íà −∞. Ïî ýòîé æå
ïðè÷èíå ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè (ñ ó÷åòîì (8)) èç ïîä
çíàêà èíòåãðàëà è ïðèâåñòè èíòåãðàë ê ôîðìå Ãàóññà:

Z(β) = βefm

∫ ∞

−∞
dxe−

1
2
|f ′′|x2

. (13)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

Z(β) = βefm

√
2π

| f ′′ | . (14)

Ëîãàðèôìèðóÿ, íàõîäèì

ln Z(β) = σ(Em)− βEm + ln

[
β

√
2π

| σ′′ |

]
. (15)

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì äâà ïåðâûõ àääèòèâíûõ ÷ëåíà ñïðàâà âåëèêè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäíèì ëîãàðèôìîì, è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì,
ëîãàðèôì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå ðàâåí

ln Z(β) = σ(Em)− βEm. (16)

Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì A è B, ýíåðãèÿ êî-
òîðîé â òî÷êå α = (a, b) ðàâíà Eα = Ea + Eb, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ðàñïàäàåòñÿ
íà ìíîæèòåëè:

ZA,B(β) =
∑

a,b

e−β(Ea+Eb) = ZA(β)ZB(β). (17)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò àääèòèâíîñòü ëîãàðèôìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-
ìû

ln ZA,B(β) = ln ZA(β) + ln ZB(β). (18)
Ïîýòîìó ôîðìóëó (16) ìîæíî ÷èòàòü â îáå ñòîðîíû. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
äîêàçàííóþ íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè àääèòèâíîñòü σ (àääèòèâíîñòü ýíåðãèè íå
îáñóæäàåòñÿ), ôîðìóëà (16) äåìîíñòðèðóåò àääèòèâíîñòü ln Z. Íî åñëè îïèðàòü-
ñÿ íà äîêàçàííóþ â (18) àääèòèâíîñòü ln Z, òî (16) ïåðåíîñèò ýòî ñâîéñòâî íà
ñòàòèñòè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Êðîìå òîãî, èç (8) è (17) ïîëó÷àåì

dσ

dE

∣∣∣∣
AB

=
dσ

dE

∣∣∣∣
A

=
dσ

dE

∣∣∣∣
B

= β. (19)

Ïîñëåäíÿÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ýí-
òðîïèé ïî ýíåðãèè äëÿ ïîäñèñòåì è îò ïîëíîé ýíòðîïèè îäèíàêîâû è ðàâíû β.
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Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî àðãóìåíò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (3) β èìååò ñìûñë îáðàòíîé
òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåìïåðàòóðû:

T =
1

β
. (20)

à ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ åñòü òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ

σ(Em) = S(Em), (21)

ïðè÷åì Em = E(T ) åñòü ýíåðãèÿ òåëà ïðè òåìïåðàòóðå T .
Óìíîæèì îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà (16) íà T :

T ln Z(β) = Tσ(Em)− Em, (22)

Ñ ó÷åòîì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñìûñëà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ýòî óðàâíåíèå, ïåðå-
ïèøåì åãî â âèäå

T ln Z

(
1

T

)
= TS − E, (23)

Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåò, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � ñâîáîäíàÿ ýíåð-
ãèÿ F = E − TS- ðàâåí

F = −T ln Z

(
1

T

)
, (24)

Ýòî ãëàâíàÿ ôîðìóëà ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà äàåò åäèíûé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí:

1. Âíà÷àëå ñëåäóåò çàäàòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû è ðåøèòü êâàòîâîìåõàíè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó � íàéòè âèä ñïåêòðà ýíåðãèè Eα.

2. Çíàÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð, ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (3).
3. Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëå (24) îïðåäåëÿåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, ïðîèçâîäíûå

îò êîòîðîé çàäàþò âñå îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû.

3.2 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Âûøå ïðè óñòàíîâëåíèè ñâÿçè ìåæäó "ìåõàíè÷åñêèìè"âåëè÷èíàìè � σ, τ, Z è
òåðìîäèíàìè÷åñêèìè � S, T, F èç ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè áûë èñïîëüçîâàí
òîëüêî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ wα åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè α è ðàâíà â ýòîé òî÷êå âå-
ðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ â ìåõàíè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì
íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë α. Åñëè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A â òî÷êå α ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå Aα, òî åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî

< A >=
∑

α

wαAα. (25)

Ïîëàãàÿ â ýòîì âûðàæåíèè A = 1, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîð-
ìèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ∑

α

wα = 1. (26)
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Åñëè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì Â, êîòîðûé â
ïðåäñòàâëåíèè α èìååò íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, òî âìåñòî (25) ñëåäóåò ïèñàòü
âûðàæåíèå áîëåå îáùåãî âèäà

< A >=
∑

αβ

ραβAβα = Sp(ρ̂Â). (27)

Ýðìèòîâ îïåðàòîð ρ̂, ñëåä êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå

Spρ̂ = 1, (28)

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè èëè ñòàòèñòè÷åñêèì îïåðàòîðîì.
Ìàòðèöà ïëîòíîñòè è åå äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � äà-

þò ïîëíîå îïèñàíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþò
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå çàâèñÿò îò ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå åñòü òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, èëè ïîëíûé íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë, èëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, òî ñòàòèñòè÷å-
ñêîå ñîñòîÿíèå � ýòî ñîâîêóïíîñòü, ìíîæåñòâî ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ðàçìû-
òûõ ïî íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîãî èëè ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â çàäàííîì ìåõàíè÷åñêîì ñîñòîÿíèè α0. Òîãäà

ραβ = δαβwα, wα = δαα0 . (29)

Òàêîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âîë-
íîâîé ôóíêöèåé Ψα0 è íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì èëè êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì.

Ýâîëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Íàïîìíèì, êàê îíî âûâîäèòñÿ â êóðñå êâàíòîâîé ìåõà-
íèêè. Â ïðåäñòàâëåíèè Ãàéçåíáåðãà âîëíîâûå ôóíêöèè è ìàòðèöà ïëîòíîñòè çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû îò âðåìåíè íå çàâèñÿò, è çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïåðåíîñèòñÿ
íà îïåðàòîðû:

Â(t) = ei Ĥt
~ Âe−i Ĥt

~ . (30)
Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåëè÷èíû < A > çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

< A >= Sp
(
ρ̂Â (t)

)
= Sp

(
ρ̂ei Ĥt

~ Âe−i Ĥt
~

)
. (31)

Ïîä çíàêîì øïóðà ìîæíî ïðîèçâåñòè öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó, íå ìåíÿÿ
âåëè÷èíû ñëåäà îò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ïîýòîìó ôîðìóëà (31) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäîèçìåíåííîé ôîðìå

< A >= Sp(e−i Ĥt
~ ρ̂ei Ĥt

~ Â) = Sp(ρ̂(t)Â). (32)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü çàïèñü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû A â ïðåäñòàâ-
ëåíèè Øðåäèíãåðà, â êîòîðîì îïåðàòîð Â îò âðåìåíè íå çàâèñèò, à çàâèñèìîñòü
îò âðåìåíè ïåðåíåñåíà íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè:

ρ(t) = e−i Ĥt
~ ρ̂ei Ĥt

~ . (33)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ëè-
óâèëëÿ:

∂ρ̂

∂t
= − i

~
[Ĥ, ρ̂]. (34)

Çäåñü [f, g] ≡ fg − gf. Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ëè-
óâèëëÿ ïðèíèìàåò âèä ñêîáîê Ïóàññîíà, íî ìû êëàññè÷åñêóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ
Ëèóâèëëÿ èñïîëüçîâàòü íå áóäåì.

Èç óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðàâ-
íîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

[Ĥ, ρ̂] = 0. (35)

Ýòî åñòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òîãî, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ìàòðèöà
ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Äâà îïåðàòîðà, êîòîðûå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, èìåþò îáùóþ ñèñòåìó
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {Ψα}. Ïîýòîìó ðàâíîâåñíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè â ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà äèàãîíàëüíà è ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ � íàáîðó äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Âåðîÿòíîñòè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ïåðåìíîæàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç p íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì â ñîñòîÿíèè
α = (α1, α2, ..., αp) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ

wα = wα1wα2 ...wαp . (36)

Ëîãàðèôìèðóÿ, ïîëó÷àåì ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ëîãàðèôìà ðàâíîâåñíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

ln wα = ln wα1 + ln wα2 + ... + ln wαp . (37)

Îáúåäèíÿÿ (35) è (37), ïðèõîäèì ê î÷åíü âàæíîìó ðåçóëüòàòó � ëîãàðèôì
ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü àääèòèâíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Ó
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íå áîëåå 7 íåçàâèñèìûõ àääèòèâíûõ èíòåãðà-
ëîâ äâèæåíèÿ: ýíåðãèÿ, òðè êîìïîíåíòû èìïóëüñà è òðè êîìïîíåíòû ìîìåíòà
èìïóëüñà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå òåëà, êîòîðûå íåïîäâèæíû è
íå âðàùàþòñÿ. Òîãäà îñòàåòñÿ îäèí åäèíñòâåííûé àääèòèâíûé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ � ýíåðãèÿ, à âñå äðóãèå àääèòèâíûå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû äîëæíû áûòü
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ýíåðãèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ln wα = A + BEα, (38)

à ñàìà ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà èìåòü âèä

wα = e(A+BEα). (39)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (26):
∑

α

e(A+BEα) = 1. (40)
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×òîáû ýòà ñóììà ñõîäèëàñü ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôè-
öèåò B áûë îòðèöàòåëüíûì. Ïîëîæèì B = −β, β > 0 è âûíåñåì eA çà çíàê
ñóììû:

eA
∑

α

e−βEα = 1. (41)

Èç ýòîé ôîðìóëû íàõîäèì ñâÿçü êîíñòàíòû A ñ ëîãàðèôìîì îò ñòàòèñòè÷åñêîé
ñóììû (3):

A = − ln Z(β). (42)
Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî àðãóìåíò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû β èìååò ñìûñë îá-
ðàòíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (ñì.(20)), à ëîãàðèôì ñòàòèñòè÷åñêîé
ñóììû íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé (ñì. (24)). Ýòî äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïåðåïèñàòü ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (39) â îêîí÷àòåëüíîé
ôîðìå

wα = e
F−Eα

T . (43)
Âûðàæåíèå (43) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà èëè êà-

íîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ãëàâíîå ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà - âñå ìåõà-
íè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ α ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé ðàâíîâåðîÿòíû. Â ïðåäñòàâëåíèè
îáùåãî âèäà, â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí èìååò íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåí-
òû, ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ïðåâðàùàåòñÿ â ìàòðèöó ïëîòíîñòè

ρ̂ = e
F−Ĥ

T . (44)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà âû-
÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñèñòåìû è åå äèñïåðñèþ:

〈E〉 =
∑

α

wαEα =

∑
α e−βEαEα∑

α e−βEα
= − 1

Z

dZ

dβ
= −d ln Z

dβ
= −T 2 d

dT

F

T
= F + TS. (45)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå äàåò íîâîå è áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû (24). Äàëåå

〈
E2

〉
=

∑
α

wαE2
α =

1

Z

d2Z

dβ2
, (46)

Ðàçíîñòü ïðåäûäóùèõ âûðàæåíèé îáðàçóåò äèñïåðñèþ:
〈
∆E2

〉
=

〈
(E − 〈E〉)2

〉
=

〈
E2

〉− 〈E〉2 =

1

Z

d2Z

dβ2
− 1

Z2

(
dZ

dβ

)2

=
d

dβ

(
1

Z

dZ

dβ

)
=

− d

dβ
〈E〉 = T 2dE

dT
= T 2CV . (47)
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè A(E) îò ýíåðãèè ñèñòåìû â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

〈A〉 =
∑

α

w (Eα) A (Eα) =

∫
dE

dΓ

dE
w(E)A(E) =

∫
dEf(E)A(E), (48)

ãäå ôóíêöèÿ
f(E) =

dΓ

dE
w(E) (49)

èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ïðè èçìåðåíèè ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû äàí-
íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî åñòü ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè (à
ôîðìóëà Ãèááñà � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî α−ñîñòîÿíèÿì). Ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåð-
ãèè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìîíîòîííî ðàñòóùåé ïëîòíîñòè ïî ýíåðãèè è ìîíîòîííî
óáûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (6)
è èìååò îñòðûé ìàêñèìóì â òî÷êå Em. Ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà îïè-
ñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãàóññà:

f(E) ∼ e−
1
2
|σ′′|(E−Em)2 . (50)

c î÷åíü óçêîé øèðèíîé ∆E, äëÿ êîòîðîé ìû ìîæåì òåïåðü äàòü òî÷íóþ òåðìî-
äèíàìè÷åñêóþ îöåíêó:

∆E2 =
1

| σ′′ | , | σ′′ |=
∣∣∣∣
∂2S

∂E2

∣∣∣∣ =
1

T 2CV

, ∆E = T
√

CV . (51)

Íå ñëó÷àéíî, ÷òî ýòà øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè ðàâíà äèñïåðñèè ýíåðãèè
ñèñòåìû (47).

Ïîäñòàâèì (50) â ïîñëåäíèé èíòåãðàë (48 ):

〈A〉 = A(Em). (52)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì
〈E〉 = Em. (53)

Ïðè âû÷èñëåíèè (52) âàæåí íå êîíêðåòíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ (43), à òîëüêî -
÷ðåçâû÷àéíàÿ óçîñòü ôóíêöèè (50). Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó Êàöà:

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîì ïðåäåëå(E, V, N → ∞, íî E/V = const,N/V = const) â êà÷åñòâå ðàâíîâåñ-
íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíê-
öèþ, íîðìèðîâàííóþ íà åäèíèöó è ñïàäàþùóþ ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ áûñòðåå,
÷åì dΓ

dE
.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû
÷àñòî âûáèðàþò ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

w(Eα) = const δ(E − Eα), (54)
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èëè ôóíêöèþ
w(Eα) = const θ(E − Eα), (55)

èëè äàæå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå
wα = δα,α0 , (56)

íî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà � îòñóòñòâèå
æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó ýíåðãèè ñèñòåìû.

3.3 Íåðàâíîâåñíàÿ ýíòðîïèÿ
Âûøå áûëè äàíû äâå ôîðìóëèðîâêè ýíòðîïèè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òåðìî-
äèíàìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

S(E) =

∫ E

0

dE

T (E)
(57)

è ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà

S(E) = ln Γ(E) = ln ∆Γ. (58)

Åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîé ýíòðîïèè âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå óñðåä-
íåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà (43):

〈ln w〉 =
F − 〈E〉

T
= −S. (59)

Ñëåäîâàòåëüíî, ýíòðîïèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

S = −〈ln w〉 =
∑

α

wα ln wα, (60)

èëè â îïåðàòîðíîì âèäå
S = −Sp(ρ ln ρ). (61)

Ýíòðîïèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ñðåäíèé ëîãàðèôì ðàñïðåäåëåíèÿ (ñî çíàêîì ìè-
íóñ), íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé Ãèááñà. Èìåííî ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåòñÿ â ñòà-
òèñòè÷åñîêîé ôèçèêå â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ íà íåðàâíîâåñíûå ñèñòåìû, êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ìàòðèöåé ïëîòíîñòè îáùåãî âèäà.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (60) äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåðàâíîâåñíîé ýíòðîïèè ôåðìè- è
áîçå-ãàçîâ.

Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãàçà èìååò âèä
ïðîèçâåäåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ âåðîÿòíîñòåé w(np) òîãî, ÷òî èìïóëüñ p èìåþò np

÷àñòèö:
wα = w (np1) w (np2) w (np3) ... (62)

Ýíòðîïèÿ (60) ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

S = −
∑

α

wα ln wα =

−
∑
np1

∑
np2

∑
np3

... {w(np1)w(np2)w(np3)...}

{ln w(np1) + ln w(np2) + ln w(np3) + ...}. (63)
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Ñóììèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî ïî np1 , np2 , np3 , ... c ó÷åòîì íîðìèðîâêè∑
np

w(np) = 1 äàåò:

S = −




∑
np1

w(np1) ln w(np1) +
∑
np2

w(np2) ln w(np2) +
∑
np3

w(np3) ln w(np3) + ...




(64)

Ó ôåðìè-ãàçà íà êàæäîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè p íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ
áîëüøå îäíîé ÷àñòèöû. Ïîýòîìó êàæäàÿ ñóììà ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ

−
∑
np

w(np) ln w(np). (65)

èìååò äâà ÷ëåíà
∑
np

w(np) ln w(np) = w(0p) ln w(0p) + w(1p) ln w(1p). (66)

Âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p � w(0p) è âåðîÿòíîñòü îáíàðó-
æèòü îäíó ÷àñòèöó ñ èìïóëüñîì p � w(1p) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñðåäíåå ÷èñëî
çàïîëíåíèÿ:

n̄p =
∑
np

w (np) np = w(1p), w(0p) = 1− w(1p). (67)

Ñóììà (65) ïðèíèìàåò âèä

−[(1− n̄p) ln(1− n̄p) + n̄p ln n̄p]. (68)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íåðàâíîâåñíîé ýíòðîïèè ôåðìè ãàçà

S = −
∑

p

[(1− n̄p) ln(1− n̄p) + n̄p ln n̄p] . (69)

Â áîçå-ãàçå ñèòóàöèÿ ñëîæíåå � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óðîâíÿ p ïðèíèìàþò ëþáîå
çíà÷åíèå îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, è, â ïðèíöèïå, âîçìîæíî ëþáîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ. ×òîáû âûðàçèòü ñóììó (65) ÷åðåç îäèí ïàðàìåòð �
ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà ýòîì óðîâíå, ïðèìåì, ÷òî ýòà ñóììà èìååò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïðè çàäàííîì n̄(p). Ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò âåðîÿòíîñòü

w(n) = (1− q)qn, q =
n̄

1 + n̄
. (70)

Âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñóììó (65) è ñóììèðóÿ ïî èìïóëüñàì,
ïîëó÷àåì íåðàâíîâåñíóþ ýíòðîïèþ áîçå-ãàçà:

S =
∑

p

[(1 + n̄p) ln(1 + n̄p)− n̄p ln n̄p]. (71)

Åñëè ãàç èìååò âûñîêóþ òåìïåðàòóðó, òî ÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû ïî ÷èñëó
óðîâíåé, êîòîðîå ìíîãî áîëüøå ÷èñëà ÷àñòèö. Òîãäà n̄(p) << 1, ðàçëè÷èå ìåæäó
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ôåðìè- è áîçå-ãàçàìè ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì, è ôîðìóëû (69), (71) ïðèâîäÿò
ê îäèíàêîâîìó âûðàæåíèþ � ýíòðîïèè íåðàâíîâåñíîãî áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà

S = −
∑

p

n̄p ln
n̄p

e
. (72)

Âûðàæåíèå (60) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå Áîëüöìàíà, åñëè îáîáùèòü ïîíÿ-
òèå ÷èñëà ñîñòîÿíèé íà íåðàâíîâåñíûé ñëó÷àé. Îãðàíè÷èìñÿ íåðàâíîâåñíûìè
ñòàòèñòè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî ïî
ìåõàíè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì (òî÷êàì), èìåþùèì ýíåðãèþ â èíòåðâàëå (E,E + ∆E)
è ðàñïîëîæåíî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè M ôàçîâîãî (ãèëüáåðòîâà) ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò ∆Γ òî÷åê. Òàêîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì wα = wm äëÿ òî÷åê, â êîòîðûõ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ñ îäèíàêîâîé
âåðîÿòíîñòüþ, è wα = 0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì

∑
α

wα = wm∆Γ = 1, wm =
1

∆Γ
. (73)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàñïðåäåëåíèå â (60), ïîëó÷àåì íåðàâíîâåñíóþ ýíòðîïèþ â ôîðìå
Áîëüöìàíà

S = − < ln w >= −
∑
α⊂M

wm ln wm =
∑
α⊂M

wm ln ∆Γ = ln ∆Γ, (74)

4 Ëåêöèÿ 4. Î çàêîíå âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè...
4.1 Çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè
Òåðìîäèíàìèêà ïîñòóëèðóåò, ÷òî íåðàâíîâåñíàÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ðåëàêñèðóåò â ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì ýíòðî-
ïèÿ ñèñòåìû ìîíîòîííî ðàñòåò è äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýí-
òðîïèè íåîáõîäèìî âûâåñòè èç çàêîíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè.

Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ýâîëþöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì Ëèóâèëëÿ

∂ρ̂

∂t
= − i

~
[Ĥ, ρ̂]. (1)

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ýíòðîïèè Ãèááñà
(61):

−∂ < ln ρ̂ >

∂t
= −Sp

[
ln ρ̂

∂ρ̂

∂t

]
. (2)

×òîáû íàéòè ýòî âûðàæåíèå óìíîæèì (1) íà − ln ρ̂ è âîçüìåì ñëåä îò îáåèõ
÷àñòåé ðàâåíñòâà
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−∂ < ln ρ̂ >

∂t
= − i

~
Sp{[Ĥ, ρ̂] ln ρ̂} = − i

~
Sp

{
Ĥ [ρ̂, ln ρ̂]

}
= 0. (3)

Èòàê, èç óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (1)
ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêîé ðåçóëüòàò îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíò ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè
äîñòàòî÷íî ââåñòè îäèí ðàç � ïðè ôîðìèðîâàíèè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à
äàëüíåéøåå äâèæåíèå ñèñòåìû èäåò ïî çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñì.(30)):

ρab(t) = e−
i
~ (Ea−Eb)tρab(0). (4)

Ïî ñóòè äåëà, ÷òîáû ñðàâíèòü íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è èõ
ýíòðîïèè, ñëåäóåò êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå èçìåðèòü. Ïðè èçìåðåíèè âíîñÿòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå îïåðàöèè � âî ïåðâûõ íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïî ñòåïå-
íè òî÷íîñòè èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû, âî âòîðûõ ñëåäóåò ó÷åñòü äëèòåëüíîñòü
ýêñïåðèìåíòà τ è, íàêîíåö, îøèáêó, âíîñèìóþ íåòî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà
âðåìåíè, â êîòîðûé íà÷èíàëîñü èçìåðåíèå τ ′. Óñðåäíåíèå ïî ïðèáîðíûì îøèáêàì
ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ÷òîáû íå çàíèìàòüñÿ ïðîáëåìîé êîíêðåòíîãî èçìå-
ðåíèÿ (õîòÿ ïî ýòîìó ïðåäìåòó åñòü ñâîÿ èíòåðåñíàÿ íàóêà). Óñðåäíèì ìàòðèöó
ïëîòíîñòè (4) ïî âðåìåíè èçìåðåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãàóññà

< ρab(t) >τ=

∫
dt′G(t′, τ)e−

i
~ (Ea−Eb)(t+t′)ρab(0) = ρab(t)e

− 1
2

(
τ(Ea−Eb)

~

)2

. (5)

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñèñòåìû � àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà, à ìàñøòàá �íåîïðåäå-
ëåííîñòè ýíåðãèè�, âíîñèìîé êîíå÷íûì âðåìåíåì èçìåðåíèÿ τ î÷åíü ìàë, òî ïî-
ñëå èçìåðåíèÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ
ïðàêòè÷åñêè ðàâíîé ðóëþ è ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó â ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Ôàêòè-
÷åñêè, èçìåðåíèå ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì, ïîñêîëüêó òó æå ðîëü èãðàåò óñðåäíåíèå
ïî òî÷íîñòè ÷àñîâ. Òî÷íîñòü ëþáûõ ÷àñîâ îãðàíè÷åííàÿ. ×åì áîëüøå ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüííûì ìîìåíòîì âðåìåíè t = 0 è ìîìåíòîì âðåìåíè
èçìåðåíèÿ t, òåì áîëüøå íåòî÷íîñòü ôèêñàöèè ýòîãî ìîìåíòà:

τ ′ = ξt. (6)

Çäåñü ξ � ÷èñëåííûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàâëÿÿ â (4) âìåñòî âåëè÷èíû τ âåëè÷èíó
τ ′, ïîëó÷àåì, ÷òî íåòî÷íîñòü ÷àñîâ ïðèâîäèò ê ìîíîòîííîìó è î÷åíü áûñòðîìó
ïðåâðàùåíèþ íåðàâíîâåñíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ìàòðèöó, äèàãîíàëüíóþ ïî
ýíåðãèè.

Íî ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìû íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïðè ðåàëüíîì îïè-
ñàíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òåëà èñïîëüçóþòññÿ íå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà çàìêíóòîé ñèñòåìû, à ïðåäñòàâëåíèå ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ìîäåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Íàïðèìåð, â ãàçå � ýòî ôóíêöèè
ñ ôèêñèðîâàííûìè èìïóëüñàìè ÷àñòèö α = (p1, p2, p3, ...) Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ýòè ôóíêöèè ïðåâðàùàþòñÿ â èõ ñëîæíóþ ñóïåðïîçèöèþ
è íà÷àëüíîå ðàñïðåäeëåíèå wα ïîñòåïåííî ðàçìûâàåòñÿ ïî âñå áîëüøåìó ÷èñëó
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∆Γ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííîé ýíåðãèåé. Ýâîëþöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, ñèñòåìà ïðèõîäèò â
ðàâíîâåñíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, êîãäà ñèñòåìà ðàâíîìåðíî çàïîëíÿåò âñå
òî÷êè ôàçîâîãî (ãèëüáåðòîâîãî) ïðîñòðàíñòâà ñ ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé, è ëîãà-
ðèôì ÷èñëà ñîñòîÿíèé ln(∆Γ) � ýíòðîïèÿ ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Ôèçè÷åñêè
ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ êàê çàêîí âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè.

Ïðîâåäåííîå âûøå îáñóæäåíèå íå äîêàçûâàåò âîçðàñòàíèå ýíòðîïèè, à ëèøü
óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èñêàòü. Íà ñëåäóþ-
ùèõ ëåêöèÿõ ïðè èçó÷åíèè êèíåòè÷åñêèõ ÿâëåíèé â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ áóäåò ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà âîçðàñ-
òàíèÿ åíòðîïèè. Çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ äåìîíñòðàöèåé òîãî, ÷òî îäíî÷àñòè÷íûå
ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè è Áîçå, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç òðåáîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè â ñîñòîÿíèè òåðìî-
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ Ôåðìè- èëè Áîçå-ãàçîâ ñëåäóåò èñêàòü óñëîâíûé
ýêñòðåìóì âûðàæåíèé (69) èëè (71) ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëíîé ýíåðãèè
è ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ñîñòàâèì ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà:

L = +
∑

p

[(η + np) ln(1 + ηnp)− np ln np]− β
∑

p

npEp − γ
∑

p

np, η = ±1. (7)

Ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèîíàëà ïî ÷èñëó ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì
p :

∂L

∂np

= ln(1 + ηnp)− ln np − βEp − γ = 0. (8)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðè η = 1 ðàñïðåäåëåíèå Áîçå è ïðè η = −1 � ðàñïðåäåëåíèå
Ôåðìè:

np =
1

eβEp−γ − η
. (9)

Òåïåðü íàéäåì ýêñòðåìóì ýíòðîïèè Ãèááñà (61) ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ýíåð-
ãèè ñèñòåìû è íîðìèðîâêè. Èñõîäèì èç ôóíêöèîíàëà

L = −Sp (ρ ln ρ)− βSp(ρH)− γSpρ. (10)
Ñîñòàâëÿåì âàðèàöèþ

δL = −Sp{δρ(ln ρ + 1 + βH + γ)}. (11)
Èç ðàâåíñòâà âàðèàöèè íóëþ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ρ = e−(1+γ+βH), (12)
êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëå-

íèåì Ãèááñà (43).
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4.2 Òåîðåìà Íåðíñòà
Ñîãëàñíî òåðìîäèíàìè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ (57) ýíòðîïèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,
ýíåðãèÿ êîòîðîãî ðàâíà ðàâíà íóëþ (è Ò=0), òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Èç ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ (58) ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé Γ(0) ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé Å=0. Ó áîëüøèíñòâà òåë îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì � Γ(0) = 1, è

S(0) = ln Γ(0) = 0. (13)

Ýòî ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Íåðíñòà. Îäíàêî, â ñèñòåìå
N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ S ýíåðãèÿ êàæäîãî ñïèíà â îòóòñòâèè ìàãíèò-
íîé ýíåðãèè (2S + 1)�êðàòíî âûðîæäåíà ïî íàïðàâëåíèÿì ñïèíà. Ýíòðîïèÿ ýòîé
ñèñòåìû íå çàâèñèò íè îò òåìïåðàòóðû, íè îò äàâëåíèÿ è ðàâíà

S(0) = ln Γ(0) = N ln(2S + 1). (14)

Îáû÷íî ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ åñòü ïîäñèñòåìà âåùåñòâ ñ ïà-
ðàìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Ýíòðîïèÿ ïàðàìàãíåòèêà ðàâíî ñóììå ýíòðîïèé ïîä-
ñèñòåì � ñïèíîâîé, ôîíîííîé è ýëåêòðîííîé. Ýíòðîïèÿ ôîíîííîé ïîäñèñòåìû
ïðîïîðöèîíàëüíà T 3, à ýëåêòðîííîé (â ìåòàëëàõ) � T . Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ
ýíòðîïèÿ ïàðàìàãíåòèêà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ðàâíà

S(T ) = ln Γ(0) = N ln(2S + 1) + AT 3 + BT. (15)

Îòñþäà íàõîäèì òåïëîåìêîñòü

C(T ) = T
∂S

∂T
= 3AT 3 + BT. (16)

Â ñèñòåìàõ, êîòîðûå èìåþò "ùåëü"∆ â ñïåêòðå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé,
ýíòðîïèÿ è òåïëîåìêîñòü îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè T → 0 ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó

S(T ) ∼ C(T ) ∼ e−
∆
T . (17)

Îáðàùåíèå òåïëîåìêîñòè â íóëü ïðè T → 0 � âàæíåéøåå ñëåäñòâèå òåîðåìû
Íåðíñòà.

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåðìîäèíàìèêè è
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Äàëåå áóäåò èçëîæåí "ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ",
êîòîðûé åùå ïîíàäîáèòñÿ, à íà ôèçòåõîâñêèõ êóðñàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå
îáû÷íî íå èçó÷àåòñÿ.

5 Ëåêöèÿ 5. Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå êîëåáàíèé
ðåøåòêè

5.1 Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå êîëåáàíèé ðåøåòêè
Â ýòîé ëåêöèè áóäåò êîðîòêî èçëîæåí ïîëåçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä � "âòî-
ðè÷íîå êâàíòîâàíèå", êîòîðîå ïîçâîëÿåò êîìïàêòíî ôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà
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ìíîãî÷àñòè÷íûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â îïèñàíèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Â êóðñå
êâàíòîâîé ìåõàíèêè ýòîò ìåòîä ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì îñ-
öèëëÿòîðå.

Êîðîòêî íàïîìíèì çàäà÷ó î "âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè"îñöèëëÿòîðà. Ãàìèëüòîíè-
àí îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

Ĥ =
p̂2

2M
+

Mω2x2

2
(1)

ãäå êîììóòàòîð x è èìïóëüñà p̂ = −i~∇ ðàâåí [x, p̂] = i~. Îáåçðàçìåðèì (1) íà åäèíèöó
ýíåðãèè ~ω.

ĥ =
Ĥ

~ω
=

1
~ωM

p̂2

2
+

Mω

~
x2

2
(2)

Âîçíèêëè åñòåñòâåííûå åäèíèöû äëèíû è èìïóëüñà

p0 =
√
~ωM ; x0 =

√
~

Mω
; p0 x0 = ~ (3)

è áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
P̂ =

p̂

p0
; Q̂ =

x

x0

â êîòîðûõ áåçðàçìåðíûé ãàìèëüòîíèàí (2) ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

ĥ =
1
2
(P̂ 2 + Q̂2) (4)

ãäå êîììóòàòîð P̂ è Q ðàâåí
[Q̂, P̂ ] =

[x, p̂]
p0 x0

= i (5)

Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (4) ìîæíî ôàêòîðèçîâàòü ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äëÿ
îáû÷íûõ ÷èñåë òàêàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ýëåìåíòàðàíà (a2 + b2) = (a + ib)(a − ib). Äëÿ
îïåðàòîðîâ ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, íå çàáûâàÿ, îäíàêî, îá èõ íåêîì-
ìóòàòèâíîñòè. Ââîäèì íåýðìèòîâû, ñïðÿæåííûå äðóã äðóãó îïåðàòîðû

â =
1√
2
(Q̂ + iP̂ ); â+ 1√

2
(Q̂− iP̂ ) (6)

Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

Q̂ =
1√
2
(â + â+); P̂ =

i√
2
(â+ − â) (7)

Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (4) ê âèäó

P̂ 2 + Q̂2 = â+â + ââ+ (8)

Îñòàëîñü âûÿñíèòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ â è â+.
[
â, â+

]
=

1
2

[(Q̂ + iP̂ ), (Q̂− iP̂ )] =
i

2

(
[P̂ , Q̂]− [Q̂, P̂ ]

)
= 1 (9)
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î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî [â, â] = [â+, â+] = 0
Áåçðàçìåðíûé ãàìèëüòîíèàí (4) ñ ó÷åòîì (8) è (9) ïðèíèìàåò âèä

ĥ =
1
2

(â+â + ââ+) =
1
2
(2â+â + [â, â+]) = â+â +

1
2

(10)

Îêîí÷àòåëüíî, ãàìèëüòîíèàí (1) ïðèíèìàåò âèä

Ĥ = ~ω (â+â +
1
2
) (11)

Êàê èçâåñòíî, ýíåðãèÿ n-íîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ðàâíà

En = ~ω (n +
1
2
) (12)

Ñðàâíåíèå (72) è (73) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå â+â èìååò ñìûñë îïåðàòîðà
íîìåðà âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà, ò.å. ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî îïåðàòîðà äëÿ n-
íîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà |n〉 ðàâíî n.

â+â |n〉 = n |n〉 (13)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè åäèíñòâåííûå îòëè÷íûå îò
íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ â è â+ ðàâíû

〈n− 1| â |n〉 = 〈n| â+ |n− 1〉 =
√

n (14)

Äåéñòâèòåëüíî

〈n| â+â |n〉 = 〈n| â+ |n− 1〉 〈n− 1| â |n〉 = n

Äëÿ íàãëÿäíîñòè, ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà |n〉 íàçûâàþò ñîñòîÿíèåì ñ n ôîíîíàìè.
Òîãäà îïåðàòîð â+â íàçûâàþò îïåðàòîðîì ÷èñëà ôîíîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò
ýíåðãèþ ~ω. Ïðè ýòîì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (14) ÷èòàþò ñïðàâà íàëåâî è íàçûâàþò
îïåðàòîð â îïåðàòîðîì ïîãëîùåíèÿ ôîíîíà, à îïåðàòîð â+ � îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ
ôîíîíà. Â ñïðàâåäëèâîñòè âñåõ ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòü-
ñÿ, âûðàæàÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà è çàïèñûâàÿ
îïåðàòîð ïîãëîùåíèÿ â ôîðìå

â = x

√
Mω

2~
+ ip̂

√
1

2~Mω

Ðàññìîòðèì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé êðèñòàëëà, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà:

H =
∑

j

p2
j

2M
+

1

2

∑
i,j

U(ri − rj). (15)
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Çäåñü ïåðâàÿ ñóììà åñòü ñóììà êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé àòîìîâ, êîòîðûå êîëåá-
ëþòñÿ îêîëî óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

Rα
j = aα

1 n1 + aα
2 n2 + aα

3 n3. (16)

Òðè âåêòîðà aα
1 ,aα

2 ,aα
3 � ýòî òðè ïåðèîäà ðåøåòêè. Ïðèìåì, ÷òî ÷èñëî íîìå-

ðîâ óçëîâ j = (n1, n2, n3) â êàæäîì èç òðåõ íàïðàâëåíèé ðàâíî N1, à ïîëíîå
÷èñëî ðîñïîëîæåííûõ â óçëàõ àòîìîâ êðèñòàëëà ðàâío N0 = N3

1 . Âòîðàÿ ñóì-
ìà â (15) åñòü ñóììà ïîòåíöèàëîâ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé àòîìîâ. Ãàìèëüòîíèàí
(15) èìååò êëàññè÷åñêèé âèä, íî, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì
îïåðàòîðîì, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà è èìïóëüñ êâàíòîâîé ÷àñòèöû óäîâëåòâîðÿþò
êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà):

[
rα, pβ

]
= rαpβ − pβrα = i~δαβ. (17)

Îòêëîíåíèÿ (ñìåùåíèÿ) àòîìîâ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

uα
j = rα

j −Rα
j (18)

ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåæàòîìíûìè ðàññòîÿíèÿìè, è ïîòåíöèàëû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòèì ñìåùåíèÿì:

U(ri − rj) = U(Ri −Rj + ui − uj) = U(Ri −Rj) + (19)

+Uα(Ri −Rj)(u
α
i − uα

j ) +
1

2
Uαβ(Ri −Rj)(u

α
i − uα

j )(uβ
i − uβ

j ) + ...

Êóáè÷åñêèå è áîëåå âûñîêèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ áóäåì îïóñêàòü. Ïîäñòàâèì
ýòî âûðàæåíèå â (15). Ñóììà íóëåâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ äàåò ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ êðèñòàëëà, êîãäà âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ â óçëàõ ðåøåòêè � U0.Íàñ èí-
òåðåñóþò âîçáóæäåíèÿ êðèñòàëëà è ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó U0 áóäåì îïóñêàòü.
Ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ïî ñìåùåíèÿì ÷ëåíîâ ðàâíà íóëþ

1

2

∑
i,j

[
Uα(Ri −Rj)(u

α
i − uα

j )
]

= 0, (20)

ò.ê. â ðàâíîâåñèè ðàâíà íóëþ ñóììàðíàÿ ñèëà îêðóæàþùèõ àòîìîâ
∑

j

Uα(Ri −Rj) = 0 (21)

Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ãàìèëüòîíèàíå êðèñòàëëà èãðàþò êâàäðàòè÷íûå ïî ñìå-
ùåíèÿì ÷ëåíû:

H =
∑

j

p2
j

2M
+

1

2

∑
i,j

1

2
Uαβ (Ri −Rj)

(
uα

i − uα
j

) (
uβ

i − uβ
j

)
. (22)

Ýòî � ãàìèëüòîíèàí êðèñòàëëà â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Îí çàäàåò ýíåð-
ãèþ êðèñòàëëà êàê ôóíêöèþ 6N ïåðåìåííûõ ñìåùåíèé àòîìîâ uα

j è èõ èìïóëüñîâ
pα

j = M d
dt

uα
j . Ñîâîêóïíîñòü ñìåùåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 3-õ êîìïîíåíò-

íóþ âåêòîð-ôóíêöèþ, çàäàííóþ â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Rj è äëÿ âñåõ
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ìîìåíòîâ âðåìåíè t. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ãàìèëüòîíèàí êðèñòàëëà åñòü ôóíêöèî-
íàë îò äèñêðåòíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ åñòü ôóíêöèîíàë îò 4�ìåðíîãî ïîòåíöèàëà, çàäàííîãî âî âñåõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Ïîýòîìó çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
êðèñòàëëà (è èõ êâàíòîâàíèÿ) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Åñëè ñïåöèàëüíî íå èíòåðåñîâàòüñÿ ïîâåðõíîñòíûìè
êîëåáàíèÿìè, òî íà ñìåùåíèÿ ìîæíî íàëîæèòü óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

uα
n1,n2,n3

= uα
n1+N1,n2,n3

= uα
n1,n2+N1,n3

= uα
n1,n2,n3+N1

. (23)

Â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí (22) ñòàíîâèòñÿ ÿâíûì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâåííî îä-
íîðîäíûì, ò.ê. åãî âèä íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò èç îäíîãî
óçëà â ëþáîé äðóãîé. Âñå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ôîðìû äèàãîíàëèçóþòñÿ
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïåðåõîä ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ò.å. ðàçëîæåíèåì ñìåùåíèé è èìïóëüñîâ àòîìîâ
ïî ïëîñêèì âîëíàì:

uα
j = uα(Rj) =

1√
N0

∑

k

uα
keikRj , uα

k = (uα
−k)

∗ =
1√
N0

∑
R

uα(R)e−ikR, (24)

pα
j = pα(Rj) =

1√
N0

∑

k

pα
ke−ikRj , pα

k = (pα
−k)

∗ =
1√
N0

∑
R

pα(R)eikR. (25)

Çäåñü è äàëåå èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñìåùåíèé è
èìïóëüñîâ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì â ýêñïîíåíòå. Ñîïðÿæåííîñòü êîìïîíåíò ñ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè ñëåäóåò èç äåéñòâèòåëüíîñòè (ýðìèòîâîñòè)
ñìåùåíèé è èìïóëüñîâ. Äëÿ êðàòêîñòè ó ðàäèóñà Rj áóäåì îïóñêàòü íîìåð óçëà.
Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå â (22) è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:

H =
∑

k

pα
kpα
−k

2M
+

1

2

∑

k

uα
kuβ

−kU
αβ
k , (26)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå
∑
R

ei(k1+k2)R = N0δk1,−k2 (27)

è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Uαβ
k =

∑
R

1

2
Uαβ(R)(eikR − 1)(e−ikR − 1) =

∑
R

Uαβ(R)(1− cos(kR)). (28)

Èòàê, ãàìèëüòîíèàí ðàñïàëñÿ íà ñóììó ïî âîëíîâûì âåêòîðàì, íî ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ïî-ïðåæíåìó íåäèàãîíàëüíà ïî òåíçîðíûì èíäåêñàì. Âûðàæåíèå Uαβ(R)
åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ïîýòîìó îíî
äåéñòâèòåëüíî è ñèììåòðè÷íî ïî âåðõíèì èíäåêñàì. Ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòå-
ëåí è ñèììåòðè÷åí òåíçîð (28). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìîæíî
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äèàãîíàëèçîâàòü ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ñìåùåíèé ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ïîëÿðè-
çàöèè êîëåáàíèé eα

ks:

uα
k =

∑
s

ukse
α
ks, Uαβ

k eβ
ks = M (ωks)

2 eα
ks, eα

kse
α
ks′ = δss′ , s = 1, 2, 3 (29)

Òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿåì ê èìïóëüñàì:

pα
k =

∑
s

pkse
α
ks, (30)

Â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí (26) ïðèíèìàåò âèä

H =
∑

ks

[
pksp−ks

2M
+

M

2
(ωks)

2uksu−ks

]
, (31)

Êàæäûé ÷ëåí ñóììû íàïîìèíàåò ãàìèëüòîíèàí íåçàâèñèìîãî îäíîìåðíîãî îñ-
öèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ωks, íî äëÿ îêîí÷àòåëüíîé äèàãîíàëèçàöèè
ãàìèëüòîíèàíà ñëåäóåò èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâåäåíèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè âîëíî-
âûìè âåêòîðàìè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êîìïîíåíòû ñìåùåíèé è èìïóëüñîâ ñ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè k íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè, à ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû
ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó, âûïîëíèì åùå îäíî ïðåîáðàçîâàíèå:

uks = Qks(bks + b∗−ks), Qks = Q−ks, pks = i Pks(b
∗
ks − b−ks), Pks = P−ks. (32)

Òàêîé âèä ïðåîáðàçîâàíèé ÿâíûì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü (ýð-
ìèòîâîñòü) ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ. Ñòðîãî ãîâîðÿ âìåñòî çíàêà êîìïëåñíî-
ãî ñîïðÿæåíèÿ (*) ñëåäóåò ïèñàòü çíàê ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (+). Ìû ýòîãî
íå äåëàåì, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü áëèçîñòü ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ êëàññè÷åñêèé è
êâàíòîâûé êðèñòàëë. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå íå ïèøåì "ãàëî÷êè"íàä îïåðàòîðàìè.
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò

bks =
1

2

(
uks

Qks

+ i
p−ks

Pks

)
, b∗ks =

1

2

(
u−ks

Qks

− i
pks

Pks

)
(33)

Ïåðåéäåì â (31) ê íîâûì ïåðåìåííûì:

H =
∑

ks

[
1

2M
P 2

ks(b
∗
ks − b−ks)(bks − b∗−ks) +

M

2
(ωks)

2Q2
ks(bks + b∗−ks)(b

∗
ks + b−ks)

]
=

(34)
∑

ks

[
1

2M
P 2

ks

(
b∗ksbks − b−ksbks − b∗ksb

∗
−ks + b−ksb

∗
−ks

)
+

M

2
(ωks)

2Q2
ks(bksb

∗
ks + b∗−ksb

∗
ks + bksb−ks + b∗−ksb−ks)

]
.

×òîáû ÷ëåíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè ñîêðàòèëèñü ñëåäóåò
ïîëîæèòü

1

2M
P 2

ks =
M

2
(ωks)

2Q2
ks (35)

46



Ëåêöèÿ 5. Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå êîëåáàíèé ðåøåòêè

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíûé ãàìèëüòîíèàí

H =
∑

ks

1

M
P 2

ks(b
∗
ksbks + b−ksb

∗
−ks), (36)

âûðàæåííûé ÷åðåç àìïëèòóäû bks è êîýôôèöèåíò Pks, âåëè÷èíó êîòîðîãî âûáå-
ðåì íèæå èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Äî ñèõ ïîð ìû íå ó÷èòûâàëè êâàíòîâóþ
ïðèðîäó äâèæåíèÿ àòîìîâ êðèñòàëëà. Äëÿ ñìåùåíèé è èìïóëüñîâ àòîìîâ êðè-
ñòàëëà ñîîòíîøåíèå (17) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì
àòîìàì, êîììóòàòèâíû, ïðèíèìàåò âèä

[
uα

i , pβ
j

]
= i~δαβδij, (37)

êîòîðîå ïî÷òè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå â ïðîñòðàíñòâî âîëíîâûõ âåêòîðîâ
[
uα

k, pβ
k′

]
= i~δαβδkk′ . (38)

Èç (29),(30) íàõîäèì àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå

[uks, pk′s′ ] = i~δss′δkk′ . (39)

Íàêîíåö, äëÿ âåëè÷èí (33) êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

[bks, bk′s′ ] = 0, [bks, b
∗
k′s′ ] =

~
2QksPks

δss′δkk′ . (40)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîáîäîé âûáîðà êîýôôèöèåíòà Pks è ïðèìåì

~
2QksPks

= 1 (41)

Ýòà ôîðìóëà âìåñòå ñ (35) äàåò

Qks =

√
~

2Mωks

, Pks =

√
1

2
~Mωks. (42)

Òåïåðü âèä ãàìèëüòîíèàíà (36) ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íûì:

H =
∑

ks

1

2
~ωks

(
b∗ksbks + b−ksb

∗
−ks

)
, (43)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (41) ïðèâîäèò âòîðîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (40) ê
âèäó

[bks, b
∗
k′s′ ] = δss′δkk′ , (44)

ãàìèëüòîíèàí óïðóãîãî êðèñòàëëà ìîæíî ïåðåïèñàòü â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå

H =
∑

ks

~ωks

(
b∗ksbks +

1

2

)
(45)
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Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû åñòü ýíåðãèÿ ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ñ âîëíîâûì âåê-
òîðîì k è îäíîé èç òðåõ ìîä s ñ ðàçëè÷íûìè ïîëÿðèçàöèÿìè, îäíà èç êîòîðûõ
íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíîé çâóêîâîé ìîäîé, à äâå äðóãèõ ïîïåðå÷íûìè çâóêîâûìè
ìîäàìè. Ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà

E0 =
∑

ks

1

2
~ωks (46)

íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé íóëåâûõ êîëåáàíèé êðèñòàëëà. Îïåðàòîðû âîçáóæäåíèé
bks, b

∗
ks îáëàäàþò ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè è èìåþò ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Ïóñòü
H ′ = H − E0 =

∑

ks

~ωksb
∗
ksbks (47)

è |n〉 � îäíà èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà:

H ′ = En |n〉 . (48)

Âû÷èñëèì ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ ψ = bks |n〉:

(H ′ − En)ψ =
∑

k′s′
~ωk′s′b

∗
k′s′bk′s′bks |n〉 − bks

∑

k′s′
ωk′s′b

∗
k′s′bk′s′ |n〉 (49)

×ëåíû ñ k 6= k′ ñîêðàùàþòñÿ, è îñòàåòñÿ

(H ′ − En)ψ = ~ωks [b∗ksbksbks − bksb
∗
ksbks] |n〉 = ~ωks[b

∗
ksbks − bksb

∗
ks]bks |n〉 (50)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì êîììóòàöèè (44):

(H ′ − En)ψ = −~ωksψ, H ′ψ = (En − ~ωks)ψ. (51)

Èòàê, äåéñòâèå îïåðàòîðà bks íà íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà
ñîçäàåò íîâîå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé, óìåíüøåííîé íà íà ýíåðãèþ îä-
íîãî êâàíòà êîëåáàíèé ~ωks. Ïîâòîðèâ ýòè âû÷èñëåíèÿ ñ îïåðàòîðîì b∗ks, íàõîäèì,
÷òî îí, íàïðîòèâ, óâåëè÷èâàåò ýíåðãèþ ñèñòåìû íà òàêóþ æå âåëè÷èíó. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îïåðàòîð bks åñòü îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ, à b∗ks � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ
îäíîãî êâàíòà êîëåáàíèé Ýòî � ôîíîí, ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, ïîëÿðèçàöèåé
s è ÷àñòîòîé ωks. Ôîíîí åñòü áîçå-÷àñòèöà, ïîñêîëüêó â îäíîì ñîñòîÿíèè ñ çà-
äàííûìè ks ìîæåò íàõîäèòñÿ ëþáîå (öåëîå) ÷èñëî òàêèõ ÷àñòèö. Ïóñòü |0〉 åñòü
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà â îáîçíà÷åíèÿõ Äèðàêà. Òîãäà
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

|n〉 =

√
1

n!
(b∗ks)

n |0〉 , 〈n |n〉 = 1. (52)

íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó è îïèñûâàåò âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà ñ �÷èñ-
ëîì çàïîëíåíèÿ� (÷èñëîì òîæäåñòâåííûõ ôîíîíîâ)êîëåáàíèÿ ñ âîëíîâûì âåêòî-
ðîì k è ïîëÿðèçàöèåé s, ðàâíûì n è ýíåðãèåé ~ωksn. Ìíîãèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
íàéòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈n− 1| bks |n〉 = 〈n| b∗ks |n− 1〉 =
√

n, (53)
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è äîêàçàòü ôîðìóëó
b∗ksbks |n〉 = n |n〉 , (54)

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå n̂ = b∗ksbks èìååò ñìûñë îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö.
Ôîðìóëû (51 - 54) îòíîñÿòñÿ ê ñîñòîÿíèÿì êðèñòàëëà, â êîòîðûõ âîçáóæåíà îäíà
âîëíà. Ñîñòîÿíèå ñ áîëüøèì ÷èñëîì êîëåáàíèé ñ ðàçëè÷íûìè äëèíàìè âîëí è
ïîëÿðèçàöèÿìè îïèñûâàåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ âîëíîâîé ôóíê-
öèåé

|nks, nk′s′ ...〉 =

√
1

nks!
(b∗ks)

nks |0〉
√

1

nk′s′ !
(b∗k′s′)

nk′s′ ... |0〉 . (55)

Òàêèì îáðàçîì êîëåáàíèÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà îáðàçóþò áîçå-
ãàç ôîíîíîâ, êîòîðûé â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòî-
íèàíîì (45), è âåêòîð ñìåùåíèÿ ñâÿçàí ñ îïåðàòîðàìè ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ
ôîíîíîâ ôîðìóëîé (ñì.(24), (29), (32), (42)):

uα(R) =
∑

ks

√
~

2N0Mωks

eikReα
ks(bks + b∗−ks).

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ ñìåùåíèé ê âèäó, â êîòîðîì îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðà-
òîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ôîòîíîâ, íàçûâàåòñÿ âòîðè÷íûì êâàíòîâàíèåì
êîëåáàíèé ðåøåòêè.

5.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå ââåäåíèå â òåîðèþ ðåøåòêè
Ïóñòü èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðåøåòêà, ñîäåðæàùàÿ N óçëîâ, ïðè÷åì ai � áàçèñíûå
âåêòîðû ýëåìåíòàðíûõ òðàíñëÿöèé â ðåøåòêå. Ââåäåì áàçèñíûå âåêòîðû ýëåìåí-
òàðíûõ bi òðàíñëÿöèé â îáðàòíîé ðåøåòêå ïî ôîðìóëå

b1 = 2π [a2 × a3] /Va,b2 = 2π [a3 × a1] /Va,b3 = 2π [a2 × a1] /Va, (56)

ãäå Va = (a1 · [a2 × a3]) = − îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â ïðÿìîé ðåøåòêå. Ëåãêî
ïðâåðèòü, ÷òî

aibj = 2πδij. (57)
Ïðè ýòîì îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè îáðàòíîé ðåøåòêè ðàâåí

Vb = (b1 · [b2 × b3]) =
(2π)3

Va

. (58)

Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè g èìååò âèä g =nibi,ãäå ni−
ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç òðåõ öåëûõ ÷èñåë � êîîðäèíàòû óçëîâ â âûáðàííîì áà-
çèñå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè (x � êîîðäèíàòà
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à íå òîëüêî êîîðäèíàòà óçëîâ
ðåøåòêè). Òîãäà åå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ôóðüå ïî âåêòîðàì îáðàòíîé ðåøåòêè
ḡ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(x) =
∑
g

fge
igx (59)
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Â ýòîì ëåãêî óáåäèòñÿ, åñëè ñäåëàòü çàìåíó

x → x + niai, (60)

ãäå ni � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì (57).
Ïóñòü ôóíêöèÿ qr çàäàíà íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå N óçëîâ îäíîìåðíîé ðå-

øåòêè. Ðàññìîòðèì ðÿä
qr = N−1/2

∑

k

Qke
ikr (61)

Äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî ðàññòîÿíèå r ìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ a,a k â åäèíèöàõ
1/a. Ïîòðåáóåì óäîâëåòâîðåíèÿ ôóíêöèè ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

qr = qr+N (62)

Èç ýòîãî òðåáîâàíèÿ ñëåäóåò óñëîâèå eikN = 1,èëè k = 2πn/N, ãäå n � öåëîå
÷èñëî. Ïîñêîëüêó r ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî óçëîâ ðåøåòêè, òî âåêòîð k ôàêòè÷åñêè
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè, èëè, êàê ãîâîðÿò ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ èç 1-îé çîíû Áðèëëþýíà. Óäîáíî ïîëîæèòü N ÷åòíûì è ñ÷èòàòü, ÷òî n =
0,±1,±2, .....± (N/2− 1), N/2. Ëåãêî òàêæå ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ
ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè

1

N

∑

k

eikr = δr0 (63)

1

N

∑
r

eirk = δk0 (64)

Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ

1

N

∑

k

eikm =
1

N

N/2∑
n=0

ei2πnm/N +
1

N

−(N/2−1)∑
n=−1

ei2πnm/N =

=
1

N

N/2∑
n=0

ei2πnm/N +
1

N

N/2+1∑
n=N−1

ei2πnm/N =
1

N

N−1∑
n=0

ei2πnm/N

=
1

N

1− (
ei2πm/N

)N

1− ei2πm/N
= δm0

Óñëîâèÿ (63) � (64) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå (61),

Qk =
1

N1/2

∑
r

qre
−ikr. (65)

Ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ïî çîíå Áðèëëþýíà îáðàòíîé ðåøåòêè ê èíòåãðèðîâà-
íèþ îáîñíîâûâåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ

1

N

∑

k

... =
1

2π

2π

N

∑

k

... =
1

2π

π∑

k=−π

...∆k =
1

2π

π∫

−π

...dk =

1/2∫

−1/2

...dg (66)
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Çäåñü ∆k = 2π
N

, g = k
2π

.
Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ñîîòîíîøåíèå (66) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

1

N3

∑

k

=
1

(2π)3

∫ π

−π

∫ π

−π

∫ π

−π

...d3k (67)

5.3 Ñïåêòð êîëåáàíèé êóáè÷åñêèõ ðåøåòîê. Íåóñòîé÷è-
âîñòü

Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå êîëåáàíèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è îáùèå ñâîéñòâà
ôîíîíîâ, áûëè îáñóæäåíû íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Çäåñü áóäóò îáñóæäåíû êîí-
êðåòíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà ôîíîíîâ, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, íåóñòîé÷èâîñòü ïðî-
ñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïðîâåäåì äèãîíàëèçàöèþ ãà-
ìèëüòîíèàíà ðåøåòêè çàíîâî.

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëè÷åñêîãî äèýëåêòðèêà îïèñûâàþòñÿ ãàìèëü-
òîíèàíîì, êîòîðûé åñòü ñóììà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ
îêîëî óçëîâ ðåøåòêè, è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, êîòî-
ðàÿ â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèé uα

j = rα
j −Rα

j :

H =
∑

j

p2
j

2M
+

1

4

∑
i,j

Uαβ(Ri −Rj)(u
α
i − uα

j )(uβ
i − uβ

j ). (68)

Êàê è íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êðèñòàëëîâ ñ êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñîäåðæàùåé îäèí àòîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Êîîð-
äèíàòû óçëîâ òàêîé ðåøåòêè ïðîáåãàþò äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé

Rα
j = aα

1 n1 + aα
2 n2 + aα

3 n3. (69)

Òðè âåêòîðà aα
1 ,aα

2 ,aα
3 � ýòî òðè ïåðèîäà ðåøåòêè. ×èñëî íîìåðîâ óçëîâ

j = (n1, n2, n3) â êàæäîì èç òðåõ íàïðàâëåíèé ðàâíî N1, à ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ
êðèñòàëëà ðàâío N0 = N3

1 . Íà ñìåùåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè

uα
n1,n2,n3

= uα
n1+N1,n2,n3

= uα
n1,n2+N1,n3

= uα
n1,n2,n3+N1

. (70)

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ãàìèëüòîíèàíà â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (68)
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïðèâîäèò ê îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì è â êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêå è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
èìåþò âèä

∂uα
j

∂t
=

∂H

∂pα
j

,
∂pα

j

∂t
= − ∂H

∂uα
j

Äèôôåðåíöèðóÿ (68), ëåãêî íàõîäèì

∂uα
j

∂t
=

1

M
pα

j ,
∂pα

j

∂t
= −

∑
i

Uαβ(Ri −Rj)(u
β
j − uβ

i ) (71)
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Ýòî æå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç êâàíòîâûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïðîèçâîä-
íûå ïî âðåìåíè

∂uα
j

∂t
= − i

~
[uα

j , H],
∂pα

j

∂t
= − i

~
[pα

j , H],

ñ ó÷åòîì êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

[uα
i , pβ

j ] = i~δαβδij. (72)

Èç (71) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé Íüþòîíà

∂2uα
j

∂t2
= − 1

M

∑
i

Uαβ(Ri −Rj)(u
β
j − uβ

i ) (73)

Èùåì ñîáñòâåííîå êîëåáàíèå êðècòàëëà â ôîðìå ïëîñêîé âîëíû

uα
j = uα

ke−iωt+ikRj (74)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (73) äàåò

ω2uα
k = Dαβ

k uβ
k , (75)

Dαβ
k =

1

M

∑
i

Uαβ(Ri −Rj)[e
ikRj − eikRi ]e−ikRj . (76)

Âñåãäà ìàòðèöà Uαβ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

Uαβ(R) = Uαβ(−R) = Uβα(R)

è âûðàæåíèå (76) ðàâíî

Dαβ
k =

1

M

∑
R

Uαβ(R)(1− cos~k ~R). (77)

Ýòîò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Dαβ
k íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöåé. Îí äèà-

ãîíàëåí â ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

Dαβ
k eβ

ks = Dkse
α
ks, eα

kse
α
ks′ = δss′ , s = 1, 2, 3 (78)

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè k → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè ìàëûõ k ïðîïîðöèîíàëüíû k2 :

Dks = c2
sk

2 (79)

Âûáèðàÿ uα
k = const ∗ eα

ks , íàõîäèì èç (75) ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó

ωks =
√

Dks, (80)

ïðè÷åì ïðè ìàëîì âîëíîâîì âåêòîðå èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (çâóêî-
âîé ñïåêòð)

ωks = csk. (81)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî âîëíîâîãî âåêòîðà êðèñòàëë èìååò òðè ìîäû �
òðè ñîáñòâåííûõ (�íîðìàëüíûõ�) êîëåáàíèÿ ñ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðè-
çàöèÿìè ~eks è ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ωks. Â ïðåäåëå äëèííûõ âîëí ãîâîðÿò î
òðåõ çâóêîâûõ ìîäàõ. Â îáùåì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç (77), ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà

ωks = ωk+B,s

ãäå âåêòîð ~B åñòü îäèí èç òðåõ ïåðèîäîâ îáðàòíîé ðåøåòêè

~B1=
2π

v0

(~a2 × ~a3), ~B2=
2π

v0

(~a3 × ~a1), ~B3=
2π

v0

(~a1 × ~a2),

ãäå v0 = ~a1(~a2 × ~a3) åñòü îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.
Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìàòðèöó ïîäðîáíåå â ìîäåëÿõ, â êîòîðûõ âåëè÷èíà

Uαβ(R) åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ.
Ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè.

Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ U(R) ðàâåí
Uα(R) = U ′nα, nα = Rα/R.

Òåíçîð âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä

Uαβ(R) = (U ′′ − 1

R
U ′)nαnβ + δαβ 1

R
U ′

Ïîäñòàâèì ýòîò òåíçîð â äèíàìè÷åñêóþ ìàòðèöó (77)

Dαβ
k =

1

M

∑
R

(1− cos~k ~R)[(U ′′ − 1

R
U ′)nαnβ + δαβ 1

R
U ′]. (82)

Â ñèëó ñèììåòðèè ðåøåòêè íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû äèíàìè÷åñêîé ìàòðè-
öû ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð, â Dxy

k íåäèàãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñèìâîëà Êðîíå-
êåðà ðàâíà íóëþ, à âûðàæåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå nxny ìåíÿåò çíàê ïðè çàìåíå
~R → −~R è ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî óçëàì ðåøåòêè èñ÷åçàåò. Ïîýòîìó â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà äèàãîíàëüíà ñ ñàìîãî íà÷àëà, è òðè
ïîëÿðèçàöèè íàïðàâëåíû ïî x, y è z. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì z-ìîäó

ωkz =
√

Dzz
k , ~ez = (0, 0, 1)

Dzz
k =

1

M

∑
R

(1− cos~k ~R)[(U ′′ − 1

R
U ′) (nz)2 +

1

R
U ′] (83)

Â ñëó÷àå ~k ‖~ez ýòà ìîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîé, â ñëó÷àå ~k ⊥~ez � ïîïåðå÷íîé.
Äëÿ îáùåãî íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà, íàïðàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè è îãðàíè÷èìñÿ ïðèáëèæåíè-
åì, êîòîðîå ó÷èòûâàåò òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå øåñòè áëèæàéøèõ ñîñåäåé, êîãäà
~R = (±a, 0, 0), ~R = (0,±a, 0), èëè ~R = (0, 0,±a)

Dzz
k =

2

M
(1− cos kza)(U ′′ − 1

a
U ′) +

2

Ma
U ′γ (84)

γ = (1− cos kxa) + (1− cos kya) + (1− cos kza)
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè kz = 0, òî Dzz
k = 6

Ma
U ′γ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî áëèæàéøèå ñî-

ñåäè îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, è U ′ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå z-ìîäà èìååò ìíèìóþ
÷àñòîòó

ωkz = i

√
2γ

Ma
|U ′|

Ýòî óêàçûâàåò íà íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåòêè. Òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íàçûâàåòñÿ
�íåóñòîé÷èâîñòüþ êàðòî÷íîãî äîìèêà�.

Â îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé ðåøåòêå êîîðäèíàòû âîñüìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé
èìåþò âèä

~R =
1√
3
(±a,±a,±a)

è äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàâíà

Dxx
k = Dyy

k = Dzz
k =

ϕ

M
[
1

3
(U ′′ − 1

a
U ′) +

1

a
U ′]. (85)

ãäå
ϕ =

∑
R

(1− cos~k ~R)

Â ýòîé ðåøåòêå â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé âñå òðè ìîäû èìåþò îäèíà-
êîâóþ ÷àñòîòó ωkz =

√
Dzz

k , è ðåøåòêà ñòàáèëüíà, åñëè

U ′′ +
2

a
U ′ > 0

Â ÷àñòíîñòè, ïðè îòòàëêèâàíèÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó èìååì

U = U0
an

rn
, U ′ = −nU0

an

rn+1
, U

′′
= n(n + 1)U0

an

rn+2

U ′′ +
2

a
U ′ = n(n− 1)U0a

−2

Òàêèì îáðàçîì, îáúåìíîöåíòðèðîâàííàÿ ðåøåòêà áîëåå óñòîé÷èâà, ÷åì ïðîñòàÿ
êóáè÷åñêàÿ. Ýòî ïîìîãàåò ïîíÿòü, ïî÷åìó êðèñòàëëîâ ñ ñèììåòðèåé ïðîñòîé êó-
áè÷åñêîé ðåøåòêè â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûñêàçàííîå óòâåðæäåíèå íåëüçÿ âîñïðèíèìàòü êàê äîêàçà-
òåëüñòâî, ïîñêîëüêó ïðèáëèæåíèå ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ
òâåðäûõ òåë ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ãðóáûì. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ðàññìîòðèì ìî-
äåëü

Dαβ
k = Akαkβ + Bk2δαβ, A > 0, B > 0.

Â ýòîé ìîäåëè óðàâíåíèå (75) ïðèíèìàåò âèä

ω2uα
k = Akα(~k~uk) + Bk2uα

k ,

Ýòî óðàâíåíèå äàåò ïðîäîëüíóþ ìîäó
~k ‖ ~uk, ω

2 = (A + B)k2

è äâå ïîïåðå÷íûõ
~k ⊥ ~uk = 0, ω2 = Bk2

Ýòà ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò îáùåå ñâîéñòâî òâåðäûõ òåë: ñêîðîñòü çâóêà ïðîäîëü-
íîé ìîäû âñåãäà áîëüøå ñêîðîñòåé ïîïåðå÷íûõ ìîä.
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5.4 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîíîíîâ. Òî÷êè Âàí-Õîâà
Îñíîâíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå è êèíåòè÷åñêè âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå äè-
ýëåêòðèê, òàêèå êàê äàâëåíèå, ýíòðîïèÿ, òåïëîåìêîñòü, òåïëîïðîâîäíîñòü ïðåä-
ñòàâèìû â ôîðìå èíòåãðàëîâ ïî ôîíîíàì:

∑

ks

f(ωks, ~nks) =
∑

s

∫
d3k

(2π)3
f(ωks, ~nks)

=

∫
dωg(ω)

∫
d~n

4π
f(ωks, ~nks)

Çäåñü ââåäåíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîíîíîâ, ðàâíàÿ

g(ω) =
∑

s

∫
d3k

(2π)3
δ(ω − ωks) =

4π

(2π)3

∑
s

∫
dk⊥dSkδ(ω − ωks) (86)

Çäåñü dSk � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè, dk⊥ � äèôôåðåíöèàë âîë-
íîâîãî âåêòîðà, îðòîãîíàëüíîãî ê dSk, (dωks = |∇ωks| dk⊥). Âçÿâ èíòåãðàë ïî
÷àñòîòå, ïîëó÷àåì

g(ω) =
1

2π2

∑
s

∫
dSk

|∇ωks|

Îñîáûé âêëàä â ýòîò èíòåãðàë äàþò òî÷êè Âàí-Õîâà, â êîòîðûõ ãðàäèåíò
ôîíîííîãî ñïåêòðà äëÿ îäíîé èç ìîä îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ò.å. â ýòîé òî÷êå ÷àñòîòà
ìîäû èìååò ìèíèìóì, ìàêñèìóì, èëè ñåäëî.

Â îêðåñòíîñòè êàæäîé òàêîé òî÷êè ñïåêòð èìååò âèä

ωk = ω0 +
1

2
γαβ(kα − kα

0 )(kβ − kβ
0 ) (87)

Ïîâåðíóâ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîé
ôîðìå

ωk = ω0 +
1

2
[γ1(k1 − k10)

2 + γ2(k2 − k20)
2 + γ3(k3 − k30)

2] (88)

1. Ìèíèìóì. Âñå êîýôôèöèåíòû γn ïîëîæèòåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
êîðíåâóþ îñîáåííîñòü: âêëàä îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà ðàâåí

gmin(ω) ∼ 0, ω < ω0√
ω − ω0, ω > ω0

f(ω − ω0) =

∫
d3k

(2π)3
δ(

1

2
(γ1(k1 − k10)

2 + γ2(k2 − k20)
2 + γ3(k3 − k30)

2)− (ω − ω0))

=
1

(2π)3

√
8

γ1γ2γ3

∫
4πq2dqδ(q2 − (ω − ω0)) =

1

π2

√
(ω − ω0)

2γ1γ2γ3
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2. Ìàêñèìóì. Âñå êîýôôèöèåíòû γn îòðèöàòåëüíû. Ñíîâà èìååì êîðíåâóþ
îñîáåííîñòü, íî ñíèçó, ïðè ω < ω0 .

3. Ñåäëîâàÿ òî÷êà. Äâà êîýôôèöèåíòà ïîëîæèòåëüíû, îäèí îòðèöàòåëåí.
Èìååì ïîñëå î÷åâèäíûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé

gsaddle(ω) =

∫
d3k

(2π)3
δ(

1

2
(γ1(k1 − k10)

2 + γ2(k2 − k20)
2 − |γ3| (k3 − k30)

2)− (ω − ω0))

=
1

(2π)3

√
8

γ1γ2 |γ3|
∫

2πqdqdpδ(q2 − p2 − (ω − ω0))

=
1

8π2

√
8

γ1γ2 |γ3|

P∫

−P

dpθ(p2 + (ω − ω0))

Çäåñü (−P, P ) � èíòåðâàë, âíóòðè êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (87). Ïðè
ω < ω0 èìååì êîðíåâóþ îñîáåííîñòü íåñêîëüêî èíîãî òèïà

gsaddle(ω) ∼ P −√ω0 − ω, ω < ω0

P, ω > ω0

Åñëè îòðèöàòåëåí îäèí êîýôôèöèåíò, à äâà ïîëîæèòåëüíû, òî

gsaddle(ω) ∼ P, ω < ω0

P −√ω − ω0, ω > ω0

4. Îäèí êîýôôèöèåíò γ ðàâåí íóëþ. Ýòî � êâàçèäâóìåðíàÿ çàâèñèìîñòü
÷àñòîòû îò âîëíîâîãî âåêòîðà. Åñëè äâà íå ðàâíûå íóëþ êîýôôèöèåíòà ïîëîæè-
òåëüíû èëè îáà îòðèöàòåëüíû, òî èìååò ìåñòî ñêà÷åê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Åñëè
äâà êîýôôèöèåíòà èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî âîçíèêàåò ëîãàðèôìè÷åñêàÿ îñîáåí-
íîñòü.

5. Äâà êîýôôèöèåíòà γ ðàâíû íóëþ. Ýòî � êâàçèîäíîìåðíûé ñëó÷àé. Â
ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñàìàÿ ðåçêàÿ îñîáåííîñòü òèïà 1/

√
ω − ω0.

Âñå òèïû îñîáåííîñòåé ïëîòíîñòè ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé íàáëþäàëèñü ìåòîäîì
èçìåðåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ìåòîäîì íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ.

6 Ëåêöèÿ 6. Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå ýëåêòðîíîâ
6.1 Ôåðìèîíû âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè
Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå ïîëÿ ôåðìè-÷àñòèö. Ýëåêòðîíû â ìå-
òàëëå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàþò êàê èäåàëüíûé ôåðìè-ãàç. Êâàíòî-
âîìåõàíè÷åñêèå âîëíîâûå ôóíêöèè ãàçà èç N ôåðìè-÷àñòèö ìîæíî îïèñûâàòü â
ôîðìå ðàçëîæåíèÿ

Ψ =
∑

α

CαΨα (1)
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ïî ñèñòåìå äåòåðìèíàíòîâ Ñëåòåðà

Ψα,N =
1

N !




ψp1(x1) ψp1(x2) . . .
ψp2(x1) ψp2(x2) . . .

... ... . . .




Çäåñü α = (p1, p2, ...), xi = (ri, ξi)- êîîðäèíàòà è ñïèíîâàÿ ïåðåìåííàÿ i-òîãî ýëåê-
òðîíà. Îäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ψp(x) ïðèíàäëåæàò ëþáîé ïîëíîé
ñèñòåìå îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóåìûõ êâàíòîâûì ÷èñëîì p.
Ýòî ìîæåò áûòü íàáîð ïëîñêèõ âîëí. Òîãäà pj = (pi, σj)- èìïóëüñ è ïðîåêöèÿ
ñïèíà ýëåêòðîíà. Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü äëÿ êðàòêîñòè ñïèíîâûå ïåðåìåííûå
âî âñåõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ îáìåííîå è ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ
íå èãðàþò ðîëè. Äåòåðìèíàíòû Ñëåòåðà îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó ôóíêöèé ∫

d3NΨ+
α Ψα′ = δα,α′ . (2)

Îêàçûâàåòñÿ, óäîáíåå âìåñòî ãðîìîçäêèõ äåòåðìèíàíòîâ Ñëåòåðà èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèè èëè âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ

| α >=| np1 , np2 , ... >, (3)

ãäå npj
- ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè pj, ðàâíîå íóëþ èëè åäèíè-

öå. Ýòî - èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, èëè âòîðè÷íîãî
êâàíòîâàíèÿ ôåðìè-÷àñòèö. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ îðòîíîðìèðî-
âàíû:

< α | β >= δα,β. (4)
Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ âñå îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí çàïèñû-
âàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ ïîãëîùåíèÿ ap è ðîæäåíèÿ a+

p ÷à-
ñòèöû â ñîñòîÿíèè p:

ap | 1p >= zp | 0p >, a+
p | 0p >= zp | 1p >, zp = ±1. (5)

(Çäåñü ó ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ (3) óêàçàíî òîëüêî ÷èñëî ÷àñòèö (0 èëè 1) â ñîñòî-
ÿíèè p) Îïåðàòîðû ap è a+

p ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó è
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ, ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè:

< 0p | ap | 1p >=< 1p | a+
p | 0p >= zp. (6)

Êîýôôèöèåíò zp = ±1 ìîæíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàòü ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì p. Íî åãî
çíàòü íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó â ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó ýòîò êîýô-
ôèöèåíò âõîäèò êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì ((zp)

2 = 1). È â äàëüíåéøåì ìû áóäåì åãî
îïóñêàòü. Èç ïðèíöèïà Ïàóëè (â îäíîì ñîñòîÿíèè íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëüøå,
÷åì îäíà ÷àñòèöà) ñëåäóåò, ÷òî

a+
p | 1p >= (a+

p )2 | 0 >= 0 (7)

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (6), ëåãêî ïîëó÷èòü

[apa
+
p + a+

p ap] | 0p >=| 0p >, [apa
+
p + a+

p ap] | 1p >=| 1p > . (8)
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Ýòè ñâîéñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå:

a2
p = 0, (a+

p )2 = 0, {ap, a
+
p } = apa

+
p + a+

p ap = 1. (9)

Ïîñëåäÿÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì àíòèêîììóòàöèè. Îïåðàòîð

n̂p = a+
p ap (10)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ÷èñëà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè p, òàê êàê:

a+
p ap | np >= np | np > . (11)

Ñâîéñòâà (9) íå äîëæíû çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ è äîëæ-
íû èìåòü îäèíàêîâûé âèä äëÿ ëþáîé ïîëíîé ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíê-
öèé. Ïóñòü

Am =
∑

p

Ampap,
∑

p

AmpA
∗
mp = 1 (12)

Ïîñêîëüêó óíè÷òîæåíèå äâóõ ýëåêòðîíîâ ñ ñîñòîÿíèè m íåâîçìîæíî, òî

A2
m =

∑
pq

AmpAmqapaq = 0 (13)

Ïîìåíÿåì ïîä çíàêîì ñóììû îáîçíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ è âîçüìåì ïîëóñóììó:

A2
m =

1

2

∑
pq

AmpAmq [apaq + aqap] = 0. (14)

Ýòî ðàâåíñòâî íå ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà ìàòðèöû A. Ïîýòîìó

{ap, aq} = 0, {a+
p , a+

q } = 0. (15)

Òðåòüå ñîîòíîøåíèå äëÿ A,A+ äàåò

{Am, A+
m} =

∑
pq

AmpA
∗
mq{apa

+
q } = 1. (16)

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé óíèòàðíîé ìàòðèöû A, åñëè

{apa
+
q } = δpq. (17)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà ïðè ëþáîì
ïîëíîì íàáîðå êâàíòîâûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì àíòèêîììóòàöèè
(15),(21).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îïåðàòîð

φ(r) =
∑

p

ψp(r)ap (18)

èìåë ñìûñë îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû â êîîðäèíàòíîé òî÷êå r. Îí èìååò
âèä ðàçëîæåíèÿ îáû÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè îäíîãî ýëåêòðîíà ïî ïëîñêèì âîëíàì

ψp(r) =
1√
V

eiprχσ(ξ). (19)
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Çäåñü ÿâíî âûïèñàíà ñïèíîâàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà

χσ(ξ) = δσ,ξ, σ, ξ = ±1. (20)

Îòñþäà - ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå. �Ïåðâè÷íîå
êâàíòîâàíèå�, ò.å. çàìåíà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà îïåðàòîðû, ïðèâîäèò ê ïåðåõîäó
îò êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ê êâàíòîâîé. �Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå� -çàìåíà âîëíîâîé
ôóíêöèè íà îïåðàòîð ïîãëîùåíèÿ -òîëüêî ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä,
ïîçâîëÿþùèé â êîìïàêòíîì âèäå çàïèñûâàòü ôîðìóëû êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñè-
ñòåì èç áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Èç ïðàâèë àíòèêîììóòàöèè (15),
(21) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

{φ(r), φ(r′)} = 0, {φ(r)+, φ(r′)+} = 0, {φ(r), φ(r′)+} =
1

V

∑
p

eip(r−r′) = δ(r−r′).

(21)
Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî
îáúåìó.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ �ïåðâîãî� è �âòîðîãî� êâàíòîâàíèé ýêâèâàëåíò-
íû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ýëåêòðîíîâ ñ èìïóëüñàìè p è q. Òàêîå ñîñòîÿíèå
ìîæíî ñîçäàòü, åñëè ïîäåéñòâîâàòü íà ñîñòîÿíèå áåç ýëåêòðîíîâ - �âàêóóì� | 0 >
- äâóìÿ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ:

| 1p, 1q >= a+
p a+

q | 0 > . (22)
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

< 0 | φ(r1)φ(r2) | 1p, 1q >=∑
p1,p2

ψp1(r1)ψp2(r2) < 0 | ap1ap2a
+
p a+

q | 0 > . (23)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (15), (17) è íîðìèðîâêó �âàêóóìà� (< 0 | 0 >= 1), íàõî-
äèì

< 0 | ap1ap2a
+
p a+

q | 0 >= δp1,qδp2,p − δp1,pδp2,q. (24)
Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (23) ïðèíèìàåò âèä äåòåðìèíàíòà Ñëåòåðà

(
ψq(r1) ψq(r2)
ψp(r1) ψp(r2)

)

Â îáùåì ñëó÷àå N ýëåêòðîíîâ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé Ψα è | α >
óñòàíàâëèâàåòñÿ òîæäåñòâîì, êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ â êóðñàõ êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè:

Ψα,N | 0 >=
1√
N !

φ(rN)...φ(r1) | α,N > . (25)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè ñïðàâà áëàãîäàðÿ N -êðàòíîìó
äåéñòâèþ îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ íà ñîñòîÿíèå èç N ÷àñòèö ñîçäàåòñÿ ñîñòîÿ-
íèå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé ÷àñòèöû - âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Îíî è ñòîèò â (25)
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ñëåâà, óìíîæåííîå íà c- ÷èñëî - ôóíêöèþ Ñëåòåðà.Âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè
�íîðìà� îïåðàòîðíîé âîëíîâîé ôóíêöèè (18)

N̂ =

∫
d3rφ+(r)φ(r) =

∑
p

n̂p (26)

åñòü ñóììà ÷èñëà ÷àñòèö ïî âñåì îäíî÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ñìûñë îïåðàòîðà ïîëíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ.

Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ âî âòîðè÷íîì êâàíòî-
âàíèè èìååò âèä ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îäíîãî ýëåêòðîíà, â
êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà çàìåíåíà íà îïåðàòîð (18):

T̂ =

∫
(d3rφ+(r)

1

2m
[−i∇]2φ(r)). (27)

Îäíàêî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ýòî âûðàæåíèå ïðèíèìàåò ÿñíóþ
ôèçè÷åñêóþ ôîðìó ñóììû êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ ïî âñåì èìïóëüñàì

T̂ =
∑

p

p2

2m
n̂p (28)

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ Â(2) ëþáîé àääèòèâíîé ôè-
çè÷åñêîé âåëè÷èíû A(1)(r1, ...rN) äîëæåí èìåòü òàêîé âèä, êîòîðûé ïðèâîäèò ê
ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì, ðàâíûì çíà÷åíèÿì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, âû÷èñëåííûì
ñ èñïîëüçîâàíèåì äåòåðìèíàíòîâ Ñëåòåðà

< β, N | Â(2) | α, N >=

∫
d3NrΨ+

β A(1)(r1, ...rN)Ψα. (29)

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè îïåðàòîð âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Â(2) =
1

N !

∫
d3Nrφ+(r1)...φ

+(rN)A(1)(r1, ...rN)φ(rN)...φ(r1). (30)

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü (30) â (29) è ïðèìåíèòü ñîîòíîøåíèå
(25).

Ïðèìåíèì (30), ÷òîáû çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ âî âíåø-
íåì ïîëå U

H(1) =
N∑

n=1

hn, hn =
p̂2

n

2m
+ U(rn). (31)

â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ :

Ĥ(2) =
1

N !

∫
d3Nrφ+(r1)...φ

+(rN)

N∑
n=1

hnφ(rN)...φ(r1). (32)
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Âñå ÷ëåíû ñóììû ïî n ðàâíû äðóã äðóãó, è ïîñëå çàìåíû ïîä çíàêîì èíòåãðàëîâ
íóìåðàöèè êîîðäèíàò ïîëó÷àåì:

Ĥ(2) =
1

(N − 1)!

∫
d3Nrφ+(r1)...φ

+(rN−1)φ
+(rN)φ(rN)φ(rN−1)...h1φ(r1). (33)

Íàì íåîáõîäèìî çíàòü äåéñòâèå ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé ñèñòåìû èç ÷àñòèö N :

Ĥ(2) | α,N >=
1

(N − 1)!

∫
d3(N−1)rφ+(r1)...φ

+(rN−1)

{∫
d3rNφ+(rN)φ(rN)

}

φ(rN−1)...h1φ(r1) | α,N > . (34)

Çäåñü íà íèæíåé ñòðîêå âûäåëåíî ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ïîñòðîåíî äåéñòâèåì
(N−1) îïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ íà ñîñòîÿíèå èç N ÷àñòèö, ò.å. ñîñòîÿíèå èç îäíîé
÷àñòèöû. À íà ïðåäûäóùåé ñòðîêå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñòîèò îïåðàòîð ÷èñëà
÷àñòèö (ñì.(26)), êîòîðûé ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ñîñòîÿíèþ èç îäíîé ÷àñòèöû
ðàâåí åäèíèöå. Âû÷åðêíóâ â èíòåãðàëå (34) îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö, ïîëó÷àåì

Ĥ(2) | α,N >=
1

(N − 1)!

∫
d3(N−2)rφ+(r1)...φ

+(rN−2)

{
∫

d3rN−1φ
+(rN−1)φ(rN−1)}

φ(rN−2)...h1φ(r1) | α, N > . (35)

Â ýòîì âûðàæåíèè îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö (â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ) äåéñòâóåò
óæå íà ñîñòîÿíèå èç äâóõ ÷àñòèö è ðàâåí 2. Ñëåäóþùàÿ ïàðà îïåðàòîðîâ ðîæäå-
íèÿ è ïîãëîùåíèÿ îïÿòü îáðàçóåò îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö è ðàâåí 3. Ïîâòîðÿÿ ýòó
îïåðàöèþ (N − 1) ðàç, ìû ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó ïî êîîðäèíàòàì îäíîé ÷àñòèöû

Ĥ(2) | α, N >=

∫
d3rφ+(r1)h1φ(r1) | α, N > . (36)

Îïóñòèâ â ýòîì ðàâåíñòâå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ | α,N >, ïîëó÷àåì îïåðàòîð ýíåð-
ãèè ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðèìåíèâ ðàçëîæåíèå
(18), íàõîäèì ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

Ĥ(2) =
∑

p

p2

2m
n̂p +

∑
pq

a+
p Upqaq, (37)

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà - îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Êàæäûé
÷ëåí ýòîé ñóììû îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ýëåòðîíà íà âíåøíåì ïîòåíöèàëå,
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êîòîðûé âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè âûãëÿäèò êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñ÷åçíî-
âåíèÿ ýëåêòðîíà ñ èìïóëüñîì q è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà ñ èìïóëüñîì p. Àìïëèòóäà
ýòîãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì

Upq =

∫
d3rψ∗p(r)U(r)ψq(r). (38)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè âèä âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè ÷àñòè
ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, îáóñëîâëåííîé ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö äðóã ñ
äðóãîì:

V =
1

2

∑
m,n

V (rm − rn) (39)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ñóììó â (30), ïîëó÷èì èíòåãðàë âèäà (33), â êîòîðîì âìåñòî
ýíåðãèè ÷àñòèöû ñòîèò ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö

V̂ (2) =
1

2(N − 2)!

∫
d3Nrφ+(r1)...φ

+(rN−1){φ+(rN)φ(rN)}
φ(rN−1)...V (r1 − r2)φ(r2)φ(r1). (40)

Ïîâòîðèâ ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö (N − 2) ðàç, êàê â
(33)-(36), íàõîäèì, ÷òî âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö èìååò ôîðìó äèàãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îò ýíåðãèè âçàèìîäåé-
ñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö, íî ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè èìåþùèìè îïåðàòîðíóþ ïðèðîäó

V̂ (2) =
1

2

∫
d3rφ+(r1)...φ

+(r2)V (r1 − r2)φ(r2)φ(r1). (41)

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí

V̂ (2) =
1

2

∑
a+

p1
a+

p2
(p1, p2 | V | p3, p4)ap3ap4 . (42)

Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû îïèñûâàåò ðàññåÿíèå äâóõ ýëåêòðîíîâ äðóã íà äðóãå
(p3, p4 → p1, p2) c àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ

(p1, p2 | V | p3, p4) =

∫
d3r1d

3r2ψ
∗
p1

(r1)ψ
∗
p2

(r2)V (r1 − r2)ψp3(r2)ψp4(r1). (43)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó àìïëèòóäó ÿâíûé âèä îäíî÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (19) è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî êðîìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì r1, r2 ñëåäóåò ñóììèðîâàòü
ïî ñïèíîâûì ïåðåìåííûì ξ1, ξ2, ïîëó÷àåì

(p1, p2 | V | p3, p4) =
1

V 2
δσ1,σ4δσ2,σ3

∫
d3r1d

3r2e
−i(p1−p4)r1e−i(p2−p3)r2V (r1 − r2). (44)

Îáðàòèì âíèìàíèå, , ÷òî ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ íå çàâèñèò îò
ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïî-
ýòîìó ïðè ñòîëêíîâåíèè ñïèí êàæäîãî ýëåêòðîíà íå ìåíÿåòñÿ: ýëåêòðîí, ïåðåõî-
äÿùèé èç ñîñòîÿíèÿ p4 â p1, ñîõðàíÿåò ñïèí σ1, à âòîðîé ýëåêòðîí ñîõðàíÿåò ñïèí
σ2.
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Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íå ïóòàòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ
è îáúåìà, êîòîðûå îáîçíà÷åíû îäíîé áóêâîé, ïîëîæèì îáúåì ñèñòåìû ðàâíûì
åäèíèöå (V = 1).

Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì r = r1 − r2, r2. Èíòåãðàë ïî r2 ïðèâîäèò ê
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî èìïóëüñà ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö

∫
d3r2e

−i(p1+p2−p3−p4)r2 = δp1+p2,p3+p4 (45)

à èíòåãðàë ïî r èìååò ñìûñë ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îò ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ
:

Vq =

∫
d3re−iqrV (r), q = p1 − p4. (46)

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë
çàïîëíåíèÿ èìååò âèä

V̂ (2) =
1

2

∑
p1,p2,p3,p4,σ1,σ2

δp1+p2,p3+p4a
+
p1σ1

a+
p2σ2

Vq=p1−p4ap3σ2ap4σ1 . (47)

Èíòåãðàë Vq äëÿ ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ

V (r) =
e2

r
e−κr (48)

ðàâåí

Vq =
4πe2

q2 + κ2
. (49)

Â ìîäåëè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà èìååì

V (r) = −λδ(r), Vq = −λ. (50)

6.2 Ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäåëü, êîòîðàÿ äåìîíñòðèðóåò âîçíèêíîâåíèå òàêèõ ñâîéñòâ
òâåðäûõ òåë, êàê ôåððîìàãíåòèçì è àíòèôåððîìàãíåòèçì. Â îòëè÷èå îò ìåòàëëà
â äèýëåêòðèêå ýëåêòðîíû íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñâîáîäíî ïî êðèñòàëëó, à íàõî-
äÿòñÿ â ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ âíóòðè àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ðåøåòêè R. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé àòîì èìååò
òîëüêî îäèí ýëåêòðîí íà íåçàïîëíåííîé s -îáîëî÷êå. Â ýòîé ìîäåëè â ãàìèëüòî-
íèàíå âçàèìîäåéñòâèÿ (42) êâàíòîâîå ÷èñëî èìååò ñìûñë êîîðäèíàòû àòîìà R,
ñ êîòîðûì ñâÿçàí ýëåêòðîí è ïðîåêöèè ñïèíà σ. Ãàìèëüòîíèàí (42) ïðèíèìàåò
âèä:

V̂ (2) =
1

2

∑
a+

R1,σ1
a+

R2,σ2
(R1, R2 | V | R3, R4)aR3,σ2aR4,σ1 . (51)
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâèÿ äèàãîíàëåí ïî ñïèíîâûì
ïåðåìåííûì. Ïîêà ãàìèëüòîíèàí (51) îòëè÷àåòñÿ îò (42) ëèøü ôîðìîé çàïèñè:
â (42) ïðèíÿòî èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, à â (51) - óçåëüíîå. ×òîáû ïîñëåäíèé
ãàìèëüòîíèàí îòðàæàë îñíîâíûå ÷åðòû ìîäåëè, â íåì ñëåäóåò îïóñòèòü òå ÷ëåíû,
êîòîðûå íå ñîõðàíÿþò ÷èñëî ÷àñòèö íà êàæäîì óçëå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.
Ñëåäóåò îñòàâèòü ÷ëåíû, â êîòîðûõ R1 = R4, R2 = R3 èëè R1 = R3, R2 = R4. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

V̂ (2) = V̂
(2)
Q + V̂

(2)
S , (52)

V̂
(2)
Q =

1

2

∑
a+

R1,σ1
aR1,σ1a

+
R2,σ2

aR2,σ2(R1, R2 | V | R2, R1), (53)

V̂
(2)
S =

1

2

∑

R1 6=R2

a+
R1,σ11a

+
R2,σ2

(R1, R2 | V | R1, R2)aR1,σ22aR2,σ1 . (54)

Ãàìèëüòîíèàí ðàñïàëñÿ íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ V̂
(2)
Q ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå ÷èñ-

ëà ÷àñòèö â óçëå R1

n(R1) =
∑
σ1

a+
R1,σ11aR1,σ1 (55)

è ÷èñëà ÷àñòèö â óçëå R2. Ïîñêîëüêó â êàæäîì óçëå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäèí ýëåê-
òðîí, òî

V̂
(2)
Q =

1

2

∑
R1,R2

V (R1 −R2). (56)

Ýòî - êëàññè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ. Îíà â òî÷-
íîñòè ðàâíà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ èîíîâ, ñ êîòîðûìè ñâÿçàíû ýëåêòðîíû. À
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ èîíàìè - â äâà ðàçà áîëüøå è èìååò ïðî-
òèâîïîëîæíûé çíàê (ïðèòÿæåíèå). Ïîýòîìó ïîëíàÿ êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ýòîé
ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ.

Âòîðàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà (52) íå èìååò êëàññè÷åñêèõ àíàëîãîâ è ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

V̂
(2)
S = −1

2

∑

R1 6=R2

[∑
σ1,σ2

a+
R1,σ1

aR1,σ2a
+
R1,σ2

aR2,σ1

]
J(R1 −R2). (57)

Èçìåíåíèå çíàêà ïðîèçîøëî èç-çà ïåðåñòàíîâêè ôåðìè-îïåðàòîðîâ Âåëè÷èíà
J íàçûâàåòñÿ îáìåííûì èíòåãðàëîì

J(R1 −R2) = (R1, R2 | V | R1, R2) (58)
Ýòî íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäûé ÷ëåí ñóììû (57) îïèñûâàåò ïðî-

öåññ, â õîäå êîòîðîãî ýëåêòðîíû îñòàþòñÿ â óçëàõ R1, R2 , íî îáìåíèâàþòñÿ
ñïèíàìè:σ1 ↔ σ2. Âîçìîæíà è èíàÿ òðàêòîâêà ýòîãî ïðîöåññà: ïðîèñõîäèò äâîé-
íîé ïðûæîê, ïðè êîòîðîì ýëåêòðîíû îáìåíèâàþòñÿ ìåñòàìè, ñîõðàíÿÿ ñâîè ñïè-
íû.
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Ãàìèëüòîíèàí (57) ìîæíî âûðàçèòü êàê âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ. Äëÿ îïåðà-
òîðîâ â ëþáîì óçëå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

a+
↑ a↑ =

1

2
+ Sz, (59)

a+
↓ a↓ =

1

2
− Sz, (60)

a+
↑ a↓ = S+, (61)

a+
↓ a↑ = S−. (62)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïåðåïèøåì êâàäðàòíóþ ñêîáêó â (57) â ôîðìå

[...] = 2Sz
R1

Sz
R2

+
1

2
+ S+

R1
S−R2

+ S−R1
S+

R2
= 2SR1SR2+

1

2
. (63)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ëîêàëèçîâàííûõ íà óçëàõ ðå-
øåòêè ýëåêòðîíîâ ñâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíèàíó èçîòðîïíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ðåøåòêè ñïèíîâ S = 1

2
:

V̂
(2)
S = −1

2

∑

R1 6=R2

J(R1 −R2)

[
2SR1SR2+

1

2

]
. (64)

Ýòîò ãàìèëüòîíèàí íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Ãåéçåíáåðãà.

7 Ëåêöèÿ 7. Èäåàëüíûé áîçå-ãàç
7.1 Ñõåìà âû÷èñëåíèé
Íàïîìíþ îñíîâíóþ ñõåìó âû÷èñëåíèé òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ðàìêàõ ñòà-
òèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ëîãàðèôì ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà wα çàìêíóòîé ñèñòåìû
ïðè çàäàííîì îáúåìå V ñèñòåìû åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííîãî àääèòèâ-
íîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ, ýíåðãèè Eα :

ln wα = β(F − Eα) (1)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëü çàìêíóòûõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûì îáúåìîìîì,
íî ñ íåîïðåäåëåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, òî ýòî ÷èñëî ÷àñòèö â ëþáîé êîíêðåòíîé ñè-
ñòåìå àíñàìáëÿ îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ïîýòîìó ëîãàðèôì ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà
òàêîãî àíñàìáëÿ ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè äâóõ àääèòèâíûõ
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ - ýíåðãèè Eα è ÷èñëà Nα ÷àñòèö

ln wα = β(Ω− Eα + µNα) (2)

ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: îáúåìîì ñèñòåìû V , îáðàòíîé òåìïåðàòóðîé β = 1/T è
íîâûì ïàðàìåòðîì µ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Àääèòèâ-
íàÿ âåëè÷èíà Ω ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýòèõ ïàðàìåòðîâ è îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
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íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà
∑

α

wα = eβΩZ = 1, (3)

Z =
∑

α

e−β(Eα−µNα) (4)

Òàêèì îáðàçîì, íîâûé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Ω(V, T, µ) = −T ln Z (5)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëîãàðèôì íîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (4), â êîòîðîé ïðî-
âîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì {α} ñèñòåìû ñî âñåìè âîçìîæíûìè
çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè è ÷èñëà ÷àñòèö.

Ñâÿæåì ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà (2) ñ ýíòðîïèåé è ñðåäíèìè çíà÷å-
íèÿìè ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè ñèñòåìû.

S = −
∑

α

wα ln wα = −
∑

α

wαβ(Ω− Eα + µNα) = −β(Ω− E + µN) (6)

N =
∑

α

wαNα =

∑
α

e−β(Eα−µNα)Nα

Z
=

1

Z

(
∂Z

∂ (βµ)

)

β

= −
(

∂Ω

∂µ

)

β

(7)

E − µN =
∑

α

wα(Eα − µNα) = − 1

Z

(
∂Z

∂β

)

µ

= −
(

∂ ln Z

∂β

)

µ

=

(
∂ (βΩ)

∂β

)

µ

= Ω− T

(
∂Ω

∂T

)

µ

(8)

Èç ñîîòíîøåíèé (6), (8) ñëåäóåò, ÷òî

Ω = E − µN − TS (9)(
∂Ω

∂T

)

µ

= −S (10)

Èñïîëüçóÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà Ãèááñà

Φ = E − TS + pV = µN (11)

ïîëó÷àåì
Ω = −pV (12)

Ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë (6)-(12) äîêàçûâàåò, ÷òî ïàðàìåòðû β, µ, Ω ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ãèááñà ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö (2) èìåþò ñìûñë ñòàíäàðòíûõ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Çàìåòèì, ÷òî ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2), (6), ëîãàðèôì ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèáá-
ñà (ñî çíàêîì ìèíóñ) åñòåñòâåííî íàçâàòü ýíòðîïèåé ñîñòîÿíèÿ , íî òàêîå ïîíÿòèå
îáû÷íî íå èñïîëüçóåòñÿ.
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7.2 Ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-Ýéíøòåéíà, áîçå-êîíäåíñàöèÿ
Ïðèìåíèì îáùèå ôîðìóëû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ê ñëó÷àþ èäåàëüíîãî áîçå-
ãàçà. Èäåàëüíûé áîçå-ãàç - ýòî ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì òîæ-
äåñòâåííûõ ÷àñòèö. Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ êàæäîå ñîñòîÿíèå α ñè-
ñòåìû îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ {np} îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ
ýíåðãèÿìè {εp}.

×èñëî ÷àñòèö è ýíåðãèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíû

Nα =
∑

p

np, Eα =
∑

p

npεp (13)

×èñëî ÷àñòèö â êàæäîì îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè np ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå
çíà÷åíèå îò 0 äî ∞.

Èç (4), (5) èìååì

Ω(V, T, µ) = −T ln

{∑
α

e−β(Eα−µNα)

}
= −T ln





∑

{np}
e
−β

∑
p

np(εp−µ)



 (14)

= −T ln

{ ∞∑
n1=0

e−βn1(ε1−µ)

∞∑
n2=0

e−βn2(ε2−µ)

∞∑
n3=0

e−βn3(ε3−µ)...

}
(15)

=
∑

p

Ωp (16)

Çäåñü ìû ââåëè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
ïîäñèñòåìû ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè p :

Ωp = −T ln Zp, Zp =
∞∑

n=0

e−βn(εp−µ) (17)

Â ÷àñòíîñòè
Z0 =

∞∑
n=0

e−βn(ε0−µ) (18)

×òîáû ýòà ñóììà èìåëà ñìûñë, íåîáõîäèìî

eβ(µ−ε0) < 1, µ < ε0 (19)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äîëæåí áûòü ìåíüøå ìèíèìàëüíîé
ýíåðãèè îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåðå-
ëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû ñî ñïåêòðîì εp = p2/2m. Ïîýòîìó ε0 = 0, è ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà âñåãäà îòðèöàòåëåí

µ < 0 (20)

Ïðè ýòîì óñëîâèè ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè â (17),(18) ñõîäÿòñÿ è äàþò

Zp =
1

[1− e−β(εp−µ)]
, Ωp = T ln

[
1− e−β(εp−µ)

]
(21)
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Èç ôîðìóëû (7) íàõîäèì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè p

〈np〉 = Np = −
(

∂Ωp

∂µ

)
(22)

Np =
1

eβ(εp−µ) − 1
(23)

Ýòî - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-
Ýéíøòåéíà.

Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö

N =
∑

p

Np =
∑

p

1

eβ(εp−µ) − 1
(24)

íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è, òåì ñàìûì íåÿâíûì îáðàçîì çàäàåò çàâèñèìîñòü
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò òåìïåðàòóðû. Íàéäåì ýòó çàâèñèìîñòü. Ïî ïðàâèëó
Áîðà-Çîììåðôåëüäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè îò ýíåðãèè ñóììà ïî èìïóëüñàì ýêâè-
âàëåíòíà èíòåãðàëó

I =
∑

p

f (εp) =

∫
L3d3p

(2π~)3f (εp) = νV

∞∫

0

ε1/2dεf (ε) (25)

ãäå ν = m3/2

21/2π2~3 . Ïðèìåíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ z =
p2/2mT , ïðèâîäèì ÷èñëî ÷àñòèö (24) ê âèäó

N = T 3/2νV

∞∫

0

z1/2dz

eze−βµ − 1
(26)

Îòñþäà
∞∫

0

z1/2dz

eze−βµ − 1
=

N

T 3/2νV
(27)

×òîáû ïðè ðîñòå òåìïåðàòóðû èíòåãðàë ïàäàë êàê T−3/2, íåîáõîäèìî ïàäåíèå
ïîäúèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ò.å. ôàêòîð eβµ äîëæåí ðàñòè. Ïîýòîìó ïðè äî-
ñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ åäèíèöåé â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

N = Γ(3/2)T 3/2νV eβµ (28)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ïîíèæåíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî çàêîíó

eβµ ∼ T 3/2, µ ∼ −3

2
T ln

1

T
(29)

Ïðè òàêèõ òåìïåðàòóðàõ â çíàìåíàòåëå ðàñïðåäåëåíèÿ (23) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
åäèíèöåé è ïåðåâåñòè ðàñïðåäåëåíèå Áîçå â ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà

Np = eβ(µ−εp), (30)
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êîãäà âñå çàïîëíåíèå âñåõ óðîâíåé ìàëî.
Ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû ïðè çàäàííîé ïëîòíîñòè ãàçà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ-

íåíèÿ (27) ðàñòåò, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà ïëîñêîñòè (T, µ) ïðèáëèæàåòñÿ ñíèçó
ê îñè àáñöèññ, è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè òåìïåðàòóðå

Tc =

(
N

νV J3/2

)2/3

(31)

J3/2 =

∞∫

0

z1/2dz

ez − 1
' 2, 3 (32)

Ïðè T < Tc õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà-
÷åíèå, ò.å. µ = 0. Ðàâåíñòâî (26) òåðÿåò ñìûñë. Â ýòîé îáëàñòè ÷èñëî ÷àñòèö
íà íèæíåì óðîâíåN0 î÷åíü âåëèêî, è ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû (24) ñëåäóåò ýòî
÷èñëî âûäåëèòü è çàìåíèòü ñóììó íà èíòåãðàë (25) òîëüêî äëÿ âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé

N =
∑

p

Np = N0 + T 3/2νV

∞∫

0

dz
z1/2

ez − 1
(33)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (31) íàõîäèì òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëà
N0 :

N0 = N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

(34)

Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå íàêàïëèâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà ÷àñòèö
íà íèæíåì óðîâíå íàçûâàåòñÿ �êîíäåíñàöèåé Áîçå-Ýéíøòåéíà�.

7.3 Òåðìîäèíàìèêà áîçå-ãàçà
Ðàññìîòðèì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà áîçå-ãàçà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà ñîãëàñíî (21), (25) ðàâåí

Ω = T
∑

p

ln
[
1− e−β(εp−µ)

]
= TνV

∞∫

0

ε1/2dε ln
[
1− e−β(ε−µ)

]
(35)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

Ω = −2

3
νV

∞∫

0

ε3/2dε
1

eβ(ε−µ) − 1
(36)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ ýíåðãèåé áîçå-ãàçà

E =
∑

p

Npεp = νV

∞∫

0

ε3/2dε
1

eβ(ε−µ) − 1
(37)
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Îòñþäà
Ω = −2

3
E (38)

Ïîñêîëüêó Ω = −pV , òî äàâëåíèå èäåàëüíîãî ãàçà p ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè
åãî ýíåðãèè

p =
2

3
E/V (39)

Åñëè çàïèñàòü ýíåðãèþ, êàê ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû, òî óðàâíåíèå (39) çàäàåò çà-
âèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò òåìïåðàòóðû, ò.å. óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà. Ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-Ýéíøòåéíà ïåðåõîäèò â ðàñïðåäåëåíèå
Áîëüöìàíà, ïîëó÷àåì

E = νV

∞∫

0

ε3/2dεeβ(µ−ε) = T 5/2νV eβµ

∞∫

0

z5/2−1dze−z = T 5/2νV eβµΓ(5/2) (40)

Ïîäåëèì ýòó ýíåðãèþ íà ÷èñëî ÷àñòèö (28):

E

N
=

Γ(5/2)

Γ(3/2)
T =

3

2
T (41)

Îòñþäà âîñïðîèçâîäèòñÿ øêîëüíûé çàêîí Êëàéïåðîíà-Ëîìîíîñîâà

p = −Ω

V
= NT/V (42)

è òåïëîåìêîñòü áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà

CV =
∂E

∂T
=

3

2
N (43)

Êîãäà èìååò ìåñòî áîçå-êîíäåíñàöèÿ è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ, ýíåð-
ãèÿ ãàçà ðàâíà

E = νV

∞∫

0

ε3/2dε
1

eβε − 1
= νV T 5/2J5/2, J5/2 =

∞∫

0

z3/2dz

ez − 1
' 1.8 (44)

(Âêëàä â ýíåðãèþ äàþò òîëüêî âîçáóæäåííûå ÷àñòèöû) Îòñþäà íàõîäèì ïðè
T ≤ Tc äàâëåíèå

p = −Ω

V
=

2

3
νT 5/2J5/2 (45)

è òåïëîåìêîñòü áîçå-ãàçà

CV =

(
∂E

∂T

)

V

=
5

2
νV T 3/2J5/2 (46)

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî âîïðîñà ïîëó÷èì ìàòðèöó ïëîòíîñòè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà
â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà îïåðàòîðíàÿ ôîð-
ìà ìàòðèöû ïëîòíîñòè åñòü ñòðåëüáà èç ïóøåê ïî âîðîáüÿì. Íî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ
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òåîðèåé íåèäåàëüíîãî áîçå ãàçà, ýòî ïîëåçíî. Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
ìàòðèöà ïëîòíîñòè Ãèááñà ïîäñèñòåìà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè p èìååò âèä

ρ̂p =
1

Zp

e−β(εp−µ)n̂p =
1

Zp

∑
n

|n〉 e−β(εp−µ)n 〈n| , Spρ̂p = 1 (47)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû (17) è (23):

Zp = Spe−β(εp−µ)n̂p =
∞∑

n=0

e−β(εp−µ)n (48)

〈n̂p〉 = Sp[e−β(εp−µ)n̂pn̂p] =
1

Zp

∞∑
n=0

[
ne−β(εp−µ)n

]
(49)

7.4 ×åòûðå ïðèìåðà
Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷.

7.4.1 Çàäà÷à 1.
Íàéäåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèå áîçå-ãàçà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó áîçå-
êîíäåíñàöèè â ïåðåìåííûõ (p, T ) , (p, V ) è (V, T ) .

Èçîõîðà (p, T ). òåìïåðàòóðû ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå îò çàêîíà (45) ïðè
T > Tc ïîñòåïåííî ïðåâðàùàåòñÿ â (42).

Èçîòåðìà (p, V ). Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò îáúåìà ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïå-
ðàòóðå, õàðàêòåðíàÿ äëÿ áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà (p ∼ V −1) ñ óìåíüøåíèåì îáúåìà
ïðèáëèæåííî ñîõðàíÿåòñÿ âïëîòü äî êðèòè÷åñêîãî îáúåìà (ñì. (31))

Vc =
N

νJ3/2T 3/2
(50)

Ñîãëàñíî (45) ïðè äàëüíåøåì óìåíüøåíèè îáúåìà äàâëåíèå íå ìåíÿåòñÿ (óâåëè-
÷åíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèö êîìïåíñèðóåòñÿ âûïàäåíèåì ÷àñòèö â Áîçå-êîíäåíñàò).

Èçîáàðà (V, T ). Ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû ãàç
ñæèìàåòñÿ âïëîòü äî îáúåìà (50). À çàòåì ñêà÷êîì, êàê ïðè îáû÷íîì ôàçîâîì
ïåðåõîäå ïåðâîãî ðîäà, ïðîèñõîäèò ñæàòèå äî íóëåâîãî îáúåìà, ïîñêîëüêó íèæå
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû èäåàëüíûé áîçå-ãàç èìååò áåñêîíå÷íóþ ñæèìàåìîñòü

∂V

∂p
= ∞ (51)

7.4.2 Çàäà÷à 2.
Ïîñêîëüêó ïîäñèñòåìà ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè p ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé, ê íåé
ìîæíî, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïðèìåíèòü âñå ïîíÿòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè
çàìêíóòûõ ñèñòåì. Íàéäåì, íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö è åãî ôëóêòóàöèþ
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â ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíû:

〈np〉 =

∞∑
n=0

ne−βn(εp−µ)

Zp

= − T

Zp

∂Zp

∂µ
= Np =

1

eβ(εp−µ) − 1
(52)

〈
n2

p

〉
=

∞∑
n=0

n2e−βn(εp−µ)

Zp

=
T 2

Zp

∂2Zp

∂µ2
(53)

〈
(δnp)

2〉 =
〈
n2

p

〉− 〈np〉2 =
T 2

Zp

∂2Zp

∂µ2
−

(
T

Zp

∂Zp

∂µ

)2

= T 2 ∂

∂µ

(
1

Zp

∂Zp

∂µ

)
= −T

∂ 〈np〉
∂µ

= Np (1 + Np)

(54)〈
(δnp)

2〉

〈np〉2
=

1 + Np

Np

= eβ(εp−µ) (55)

Îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ Áîçå-÷àñòèö áîëüøå åäèíèöû.
Óäèâëÿòüñÿ ýòîìó íå ñòîèò, ïîñêîëüêó ñâîéñòâî óìåíüøåíèÿ îòíîñèòåëüíîé äèñ-
ïåðñèè ñ ðîñòîì ÷èñëà ÷àñòèö êàê 1/N (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë) îòíîñèòñÿ òîëüêî
ê ñèñòåìàì, ñîñòàâëåííûì èç áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì.

7.4.3 Çàäà÷à 3.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ îò ñîñòîÿ-
íèÿ ÷àñòèö ñ íóëåâûì èìïóëüñîì â èäåàëüíîì ãàçå ñ ôèêñèðîâàííûì õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ íå âîëíîâîé ôóíêöèåé, à äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé ïëîòíîñòè (ñì. êîíåö ïðåäûäóùåé ëåêöèè (47))

ρ̂0 =
1

Z

∞∑
n=0

e−βn|µ| |n〉 〈n| (56)

Â ýòîì ñîñòîÿíèè, êàê áûëî âû÷èñëåíî â çàäà÷å 2 ïðåäûäóùåé ëåêöèè, èìååì

〈n0〉 = N0 =
1

eβ|µ| − 1
,

〈
(δn0)

2〉 = N0 (1 + N0) ,

〈
(δn0)

2〉

〈n0〉2
=

1 + N0

N0

= eβ|µ|

Ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñîñòîÿíèè èäåàëüíîãî ãàçà ñ èñ÷åçàþùå ìà-
ëûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö
â êîíäåíñàòå î÷åíü ñëàáî çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö. Íàîáîðîò â ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîì (N0 →∞) êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö
â êîíäåíñàòå, òàê æå êàê è îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö,
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.×èñëî ÷àñòèö íà íèæíåì óðîâíå ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû
ðàñòåò:

N0 =
1

e−βµ − 1
(57)

è, ôîðìàëüíî, îáðàùàåòñÿ ïðè µ = 0 â áåñêîíå÷íîñòü. ×òîáû ñíÿòü ýòî ïðîòè-
âîðå÷èå, â îáëàñòè òåìïåðàòóð ïîðÿäêà è ìåíüøå Tc ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(33) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü áîëåå àêêóðàòíî. Ó÷òåì, ÷òî â ýòîé îáëàñòè õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë õîòÿ è î÷åíü ìàë, íî íå ðàâåí íóëþ:
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N =
∑

p

Np = N0 + T 3/2νV

∞∫

0

dz
z1/2

eze−βµ − 1
(58)

Èç èíòåãðàëà âûäåëèì ÷àñòü, îòâå÷àþùóþ íóëåâîìó õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó
(ñì.(32)):

N = N0 + T 3/2νV J3/2 + T 3/2νV

∞∫

0

z1/2dz

[
1

eze−βµ − 1
− 1

ez − 1

]
(59)

Îñíîâíîé âêëàä â ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðè |βµ| ¿ 1 äàåò îáëàñòü z ¿ 1. Â ýòîé
îáëàñòè îí ðàâåí

T 3/2νV

1∫

0

z1/2dz

[
1

z + |βµ| −
1

z

]
= −T 3/2νV |βµ|1/2

∞∫

0

z1/2dz

(z + 1)
= −πT 3/2νV |βµ|1/2

(60)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (59), ïîëó÷àåì

N = N0 + T 3/2νV J3/2 − πT 3/2νV |βµ|1/2 (61)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (31) è ïîëàãàÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (57), N0 ' |βµ|−1, ïåðå-
ïèøåì ýòó ôîðìóëó â âèäå

N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]

=
1

|βµ| − 1.4N

(
T

Tc

)3/2

|βµ|1/2 (62)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|βµ| ' 1

N

[
1−

(
T
Tc

)3/2
] , T ¿ Tc (63)

|βµ| ' 1

N2/3
, T = Tc (64)

|βµ| ' 1

2

(
1−

(
Tc

T

)3/2
)

, (65)

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå ÷àñòèö îòëè÷åí îò íóëÿ, íî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
(N → ∞) ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ïðåäåëå â (61) ïîñëåäíèì ÷ëåíîì ïðè T ≤ Tc

ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü, è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (34).
Ïðè T > Tc , íà ìàëîì, íî êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû,

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îòëè÷åí îò íóëÿ è ñîãëàñíî
(65) ðàâåí

µ = −1

2
Tc

(
1−

(
Tc

T

)3/2
)

(66)
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7.4.4 Çàäà÷à 4.
Íàéäåì òåïëîòó ôàçîâîãî ïåðåõîäà Áîçå-êîíäåíñàöèè. Â îêðåñòíîñòè Tc äàâëåíèå
ðàâíî

p = −Ω

V
=

2E

3V
=

2

3
ν

∞∫

0

ε3/2dε
1

eβ(ε−µ) − 1
(67)

=
2

3
νT 5/2

∞∫

0

z3/2dz
1

eze−βµ − 1
=

2

3
T 5/2ν



J5/2 +

∞∫

0

z3/2dz

[
1

eze|βµ| − 1
− 1

ez − 1

]



(68)

=
2

3
T 5/2ν



J5/2 −

(
e|βµ| − 1

) ∞∫

0

z3/2dz
ez

(eze|βµ| − 1) (ez − 1)



 (69)

Â îòëè÷èå îò (59) çäåñü ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà íèæíåì ïðåäåëå ïðè |βµ| → 0
íå ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü è â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî |βµ| ïîëó÷èòü

p =
2

3
T 5/2ν{J5/2 − |βµ| Jp} (70)

Jp =

∞∫

0

z3/2dz
ez

(ez − 1)2 ' 3.47 (71)

Îòñþäà íàõîäèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, êàê ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû è äàâëå-
íèÿ

µ =
3

2

p

T 3/2νJp

− J5/2

Jp

T (72)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì òîæäåñòâîì

dµ = −sdT +
V

N
dp (73)

Èç ýòîé ôîðìóëû,ïðåæäå âñåãî, ìîæíî íàéòè êðèòè÷åñêèé îáúåì (50). Êðîìå
òîãî, ïîëó÷àåì ýíòðîïèþ, îòíåñåííóþ ê îäíîé ÷àñòèöå

s = −
(

∂µ

∂T

)

p

=

(
3

2

)2
p

T 5/2νJp

+
J5/2

Jp

=
3

2

1

Jp

{
J5/2 − |βµ| Jp

}
+

J5/2

Jp

= (74)

5

2

1

Jp

J5/2 − 3

2
|βµ| (75)

Ïîñêîëüêó íèæå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû µ = 0, òî íèæå Tc ýíòðîïèÿ ðàâíà
íóëþ, è èñêîìàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ðàâíà

q =
5

2

1

Jp

J5/2Tc ' 1.3Tc (76)
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8 Ëåêöèÿ 8. Èäåàëüíûé ôåðìè-ãàç
8.1 Òåðìîäèíàìèêà ôåðìè-ãàçà
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â òåðìîñòàòå, ñ êîòîðûì ìîæåò ïðîèñõîäèòü
îáìåí ÷àñòèö. Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ

wnN = Ae
µN−EnN

T (1)

çäåñü µ−õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, à EnN− ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé N ÷àñòèö
è íàõîäÿùåéñÿ â n− êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâî÷íîé êîí-
ñòàíòû A âû÷èñëèì ýíòîðîïèþ ñèñòåìû

S = −〈ln wnN〉 = − ln A− µN

T
+

E

T
(2)

Òîãäà ln A = E − TS − µN = F − Φ = −pV = Ω. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∑
nN

wnN = 1 (3)

îòêóäà
Ω = −T ln

∑
N

e
µN
T

∑
n

e−
EnN

T (4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n =

∑
N Ne

µN
T

∑
n e−

EnN
T

∑
N e

µN
T

∑
n e−

EnN
T

= −∂Ω

∂µ
(5)

Â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ èìååò âèä

H =
∑

k

εknk (6)

ãäå εk- ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè k, nk− îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ýòîì ñî-
ñòîÿíèè, èìåþùèé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 0, 1. Òîãäà ïîòåíöèàë Ω çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

Ω = −T ln
∑

n1,n2,...nN

e−
∑

k(εk−µ)nk
T = −T

∑

k

ln

(
1 + e

(εk−µ)
T

)
=

∑

k

Ωk (7)

Àääèòèâíîñòü ïîòåíöèàëà Ω ïî èíäåêñó k îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöû íàõîäÿùèåñÿ
â ñîñòîÿíèè k ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â òåðìîñòàòå
è îáìåíèâàþùåéñÿ ÷àñòèöàìè ñ ïîñëåäíèì. Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5) äëÿ
ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â íåêîòîðîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè k ïîëó÷èì

nk = −∂Ωk

∂µ
=

1

e
(εk−µ)

T + 1
(8)
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Äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà èìååì

ε =
p2

x + p2
y + p2

z

2m
(9)

×èñëî ñîñòîÿíèé â ýëåìåíòå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dpxdpydpzdV ðàâíî

g
dpxdpydpzdV

(2π~)3 (10)

g = 2s + 1, ãäå s− ñïèí ÷àñòèöû. Îòêóäà ÷èëî ÷àñòèö â ýòîì ýëåìåíòå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ðàâíî

dNp =
nkgdpxdpydpzdV

(2π~)3 (11)

Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïîëó÷èì

dNp =
gV p2dp

2π2~3
(
e

(εp−µ)
T + 1

) (12)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε = p2/2m,ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì

dNε =
gV m3/2ε1/2dε

21/2π2~3
(
e

(ε−µ)
T + 1

) =
bV ε1/2dε

e
(ε−µ)

T + 1
(13)

Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå èìååò âèä

N =

∫
dNε = bV

∫ ∞

0

ε1/2dε

e
(ε−µ)

T + 1
(14)

Ýíåðãèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

E =

∫
εdNε = bV

∫ ∞

0

ε3/2dε

e
(ε−µ)

T + 1
(15)

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Ω = −bV T

∫ ∞

0

ε1/2 ln
(
1 + e

(µ−ε)
T

)
dε (16)

Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Ω = −2

3
bV

∫
ε3/2dε

e
(ε−µ)

T + 1
(17)

Îòêóäà èìååì
Ω = −2

3
E (18)

Ïîñêîëüêó Ω = −pV,òî
p =

2

3
b

∫ ∞

0

ε3/2dε

e
(ε−µ)

T + 1
(19)
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Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

p =
2

3
bT 5/2

∫ ∞

0

z3/2dz

ez− µ
T + 1

(20)

Âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â ñèñòåìå â ýòèõ æå îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

N

V
=

2

3
bT 3/2

∫ ∞

0

z1/2dz

ez− µ
T + 1

(21)

Ïðè ðàâíîé íóëþ òåìïåðàòóðå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (19) ïåðåïèøåòñÿ

p = bµ5/2 (0) (22)

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî (ñì. (30) ) µ (0) = εF ∼ (N/V )2/3 . Ïîýòîìó äàâëåíèå ôåðìè-
ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ïðîïîðöèîíàëüíî åãî ïëîòíîñòè â ñòåðåíè 5/3.

Âû÷èñëèì òåïëîåìêîñòü ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû. Èç (15) èìååì

c =
1

V

(
∂E

∂T

)

V

= b

∫ ∞

0

ε3/2 ∂

∂T
f (ε) (23)

f (ε) =
1

e
(ε−µ)

T + 1
(24)

Ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂T

f (ε) èìååò âèä

∂f

∂T
=

1

T

e
(ε−µ)

T

(
e

(ε−µ)
T + 1

)2

(
(ε− µ)

T
+ µ′

)
(25)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∂f

∂ε
= − 1

T

e
(ε−µ)

T

(
e

(ε−µ)
T + 1

)2 (26)

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂f

∂T
= −∂f

∂ε

(
(ε− µ)

T
+ µ′

)
(27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (23) è â ñîîòíîøåíèå ∂N
∂T

= 0 (ñì. (14)), îçíà÷àþùåå ïîñòîÿí-
ñòâî ÷èñëà ÷àñòèö ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû, ïîëó÷èì

c = −b
∫∞
0

ε3/2 ∂f
∂ε

(
(ε−µ)

T
+ µ′

)
dε

∫∞
0

ε1/2 ∂f
∂ε

(
(ε−µ)

T
+ µ′

)
dε = 0

(28)

Ïðè T → 0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f (ε) → θ (εF − ε) , òî åñòü çàïîëíåíû âñå
ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé 0 < ε < εF . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â (14), ïîëó÷èì

N = bV

∫ ∞

0

θ (εF − ε) ε1/2dε =
2

3
bV ε

3/2
F (29)
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Îòêóäà

εF =

(
3N

2bV

)2/3

(30)

Òåîðèÿ ôåðìè-ãàçà îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ê ìåòàëëàì, äëÿ êîòîðûõ â îáëàñòè êîì-
íàòíûõ òåìïåðàòóð T ¿ εF .

Â ïðèëîæåíèÿõ ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëîâ ñëåäóþùåãî âèäà ∫

F (ε)
∂f

∂ε
dε (31)

Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó (26) â âèäå
∂f

∂ε
= − 1

4T

1

ch2
(

ε−µ
2T

)2 (32)

Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò òî÷êè ε = µ, ýòà ôóíêöèÿ áûñòðî óáûâàån, ïîýòîìó ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå (31) ìîæíî çàìåíèòü íà ±∞. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå â
(31) äëÿ ôóíêöèè F (ε) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ â ðàçëî-
æåíèè

F (ε) = F (µ) + (ε− µ) F ′ (µ) +
1

2
(ε− µ)2 F ′′ (µ) ... (33)

Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè (32) âêëàä â èíòåãðàë (31) äàþò òîëüêî ÷åòíûå ÷ëåíû
ðàçëîæåíèÿ (33). Îñòàâøèåñÿ èíòåãðàëû ðàâíû

∫
∂f
∂ε

dε = −1∫
(ε− µ)2 ∂f

∂ε
dε = − 1

4T

∫
z2

ch2(z/2T )
dz = −π2T 2

3

(34)

Òàêèì îáðàçîì, ∫
F (ε)

∂f

∂ε
dε = −F (µ)− π2T 2

6
F ′′ (µ) (35)

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî (35) ê èíòåãðàëàì (28), ïîëó÷àåì

c = −b

∫ ∞

0

ε3/2

(
(ε− µ)

T
+ µ′

)
∂f

∂ε
dε = bµ3/2 ∂µ

∂T
+

π2T 2

6
b

(
3

4µ1/2

∂µ

∂T
+ 3µ1/2/T

)

(36)
è ∫ ∞

0

ε1/2

(
(ε− µ)

T
+

∂µ

∂T

)
∂f

∂ε
dε = µ1/2 ∂µ

∂T
+

π2T 2

6

(
−1

4
µ−3/2 ∂µ

∂T
+ µ−1/2/T

)
= 0

(37)
Âòîðîé ÷ëåí â (37) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé ìíîæèòåëü

(
T
µ

)2

, è èì
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà

∂µ

∂T
= −π2T

6µ
(38)

Ñîîòíîøåíèå (38) ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (36),
ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì ïî ïàðàìåòðó

(
T
µ

)2

. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ (38) â
(36) äëÿ òåïëîåìêîñòè èìååì

c =
π2bT

3µ
(39)
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Òî åñòü òåïëîåìêîñòü âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòó-
ðû. Ýòîò ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû.

8.2 Ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåêòðîííûé ãàç â ìàãíèòíîì ïîëå. Íàëè÷èå ñïèíîâîãî ìàãíèò-
íîãî ìîìåíòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñïèíû âûñòðàèâàþòñÿ âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
- ïàðàìàãíèòíûé ýôôåêò. Îäíàêî, íàðÿäó ñ ïàðàìàãíåòèçìîì ýëåêòðîííûé ãàç
îáíàðóæèâàåò è äèàìàãíèòíûå ñâîéñòâà, èìåþùèå ÷èñòî êâàíòîâîå ïðîèñõîæäå-
íèå. Ýòî ñëåäóåò èç èçâåñòíîé èç òåîðèè ïîëÿ òåîðåìû Áîðà - Äîðôìàíà - âàí-
Ëååâåí. Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæíî ïîíÿòü èç òîãî, ÷òî ñèëà Ëîðåíöà äåéñòâóþùàÿ
íà çàðÿä â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíà åãî ñêîðîñòè è íå âû-
ïîëíÿåò íàä íèì ðàáîòó. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà (åñëè îòâëå÷üñÿ îò ýíåðãèè
ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå) íå çàâèñèò îò ïîëÿ è ìàãíèòíûé ìîìåíòM = − ∂ε

∂H = 0.
Êàê ïîêàçàë Ëàíäàó, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå, íà-

ïðâëåííîì ïî îñè z, êâàíòóåòñÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè è èìååò âèä

ε (pz,H) = µBH (2n + 1) +
p2

z

2m
± µBH, n = 0, 1, .... (40)

µB = e}
2mc
− ìàãíåòîí Áîðà, H− âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî ïî îñè

z.
Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû (40) ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ýëåêòðîíà

â ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåííîì ïî îñè z. Âûáåðåì âåêòîð ïîòåíöèàë â âèäå
Ay = Hx, Ax = Az = 0. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàïèøåòñÿ

− }
2

2m

∂2ψ

∂x2
+

1

2m

(
−i}∇y − e

c
Hx

)2

ψ − }2

2m

∂ψ

∂z2
= εψ (41)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èñêàòü â âèäå
ψ (x, y, z) = e−ipyy/}e−ipzz/}ψ (x) (42)

Ïîäñòàâëÿÿ (42) â (41), ïîëó÷èì

− }
2

2m

∂2ψ (x)

∂x2
+

1

2m

(
py − e

c
Hx

)2

ψ (x) +
p2

z

2m
ψ (x) = εψ (x) (43)

èëè
− }

2

2m

∂ψ (x)

∂x2
+

e2H2

2mc2

(
x− cpy

eH
)2

ψ (x) =

(
ε− p2

z

2m

)
ψ (x) (44)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ω = eH
c

. Òîãäà ïîñëåäííå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îñöèëëÿòîðà, ñ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ, ñìåùåííîé â cpy

eH .
Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñîâïàäàåò ñ âûðà-
æåíèåì (40), â êîòîðîì ó÷òåíà ýíåðãèÿ ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå.

Âûèñëèì ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ ôèêñèðîâàííûì n è ïðîäîëüíûì èìïóëüñîì â
èíòåðâàëå (pz, pz + dpz) . Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïðÿìîóãîëüíîì ÿùè-
êå ðàçìåðà Lx, Ly, Lz. Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó x0 = cpy

eH åñòü ðàâíîâåñíîå
ïîëîæåíèå îñöèëëÿòîðà, êîòîðîå äîëæíî íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ ÿùèêà

0 <
cpy

eH < Lx ⇔ 0 < py <
eHLx

c
(45)
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×èñëî ñîñòîÿíèé â èíòåðâàëå dpy è dpz ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ ñâîáîäíîãî äâè-
æåíèÿ

dny = dpyLy/2π} (46)
dnz = dpzLz/2π} (47)

×èñëî ñîñòîÿíèé ñ ôèêñèðîâàííûì n è ïðîäîëüíûì èìïóëüñîì â èíòåðâàëå
(pz, pz + dpz) ðàâíî

ρzdpz =
V

(2π~)2

eH
c

dpz (48)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ Ω−ïîòåíöèàëà ýëåêòðîííîãî ãàçà â ôîðìå

Ω (µ,H, T ) = −T
∑

q

ln
(
1 + e(µ−εq)/T

)
(49)

ãäå ñèìâîë q îáîçíà÷àåò íàáîð èíäåêñîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà -
n, pz è ïðîåêöèþ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó

∑
q

... =
∑
spin

∞∑
n=0

∫
ρzdpz... (50)

Ïðè V = const èìååì
dΩ = −SdT −MV dH−Ndµ (51)

Îòêóäà ïîëó÷àåì âûðààæåíèÿ äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö è íàìàãíè÷åííîñòè

N = −
(

∂Ω

∂µ

)

T,H
,M = −

(
∂Ω

dH
)

. (52)

Äëÿ äàëüíåéøåãî âîñïîëüçóåìñÿ òðåìÿ ôîðìóëàìè

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

πλ

sin πλ

eλξ

λ2
dλ = ln

(
1 + eξ

)
(53)

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

eλξ

λ2
dλ = ξθ (ξ) , (54)

ãäå θ (ξ)− ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà è
∫ ∞

−∞

eλξ

4ch2 ξ
2

dξ =
πλ

sin πλ
(55)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (53), ïðåîáðàçóåì (49) ê âèäó

Ω (µ,H, T ) = − 1

2πi

∫ σ+∞

σ−i∞

πλT

sin πλT

∑
q eλ(µ−εq)

λ2
dλ (56)

Ñ ïîìîùüþ (55) ïðèâåäåì (56) ê âèäó

Ω (µ,H, T ) = − 1

2πi

∫ σ+∞

σ−i∞

dλ

λ2

∫ ∞

−∞
dξ

∑
q eλ(ξT+µ−εq)

4ch2 ξ
2

(57)
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Ïîëîæèì â (100) T = 0 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ξ (èñïîëüçóÿ òî, ÷òî èíòåãðàë (55)
ðàâåí åäèíèöå â ïðåäåëå λ → 0)

Ω (µ,H, 0) = − 1
2πi

∫ σ+∞
σ−i∞

∑
q eλ(µ−εq)

dλ

λ2

∫∞
−∞

dξ

4ch2 ξ
2

=

= − 1
2πi

∫ σ+∞
σ−i∞

∑
q eλ(µ−εq)

dλ

λ2

(58)

Èçìåíèì â (100) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

Ω (µ,H, T ) = − 1

2πi

∫ σ+∞

σ−i∞

dλ

λ2

∫ ∞

−∞
dξ

∑
q eλ(ξT+µ−εq)

4ch2 ξ
2

=(59)

∫ ∞

−∞
dξ
− 1

2πi

∫ σ+∞
σ−i∞

dλ
λ2

∑
q eλ(ξT+µ−εq)

4ch2 ξ
2

=

∫ ∞

−∞
dξ

Ω (µ + ξT,H, 0)

4ch2 ξ
2

=

1

T

∫ ∞

−∞
du

Ω (u,H, 0)

4ch2 u−µ
2T

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâÿçàëè òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω ïðè ïðîèçâîëüíîé
òåìïåðàòóðå ñ åãî çíà÷åíèåì ïðè T = 0. Èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû çíàåì, ÷òî(
4Tch2 u−µ

2T

)−1
= −∂f

∂u
= δ (u− µ) . Òî åñòü âûðàæåíèå (59) íåïðîòèâîðå÷èâî.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ôîðìóëîé (54) è ïðåîáðàçóåì (58) ê âèäó

Ω (µ,H, 0) = − 1

2πi

∑
q

∫ σ+∞

σ−i∞

eλ(µ−εq)
dλ

λ2
= −

∑
q

(µ− εq) θ (µ− εq) (60)

Âûïîëíèì âíà÷àëå ñóììèðîâàíèå ïî n è ïî ïðîåêöèè ñïèíà. Çàìåòèì, ÷òî ðàç-
íîñòü µ − ε äëÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà n − 1 è ñïèíà íàïðàâëåííîãî ïî ïîëþ ðàâíà
çíà÷åíèþ ýòîé ðàçíîñòè äëÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà n è ñïèíà íàïðàâëåííîãî ïðîòèâ
ïîëÿ

µ− µBH [2 (n− 1) + 1]− p2
z

2m
− µBH =

µ− µBH [2n + 1]− p2
z

2m
+ µBH = µ− 2nµBH− p2

z

2m

(61)

Ýòî èìååò ìåñòî êðîìå êâàíòîâîãî ÷èñëà n = 0 è ñïèíà íàïðàâëåííîãî ââåðõ.
Ïîýòîìó

Ω (µ,H, 0) = − V

(2π~)2

eH
c

∫
dpz

[(
µ− p2

z

2m

)
+ 2

∑
n=1

(
µ− 2nµBH− p2

z

2m

)]
(62)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî pz ïðîõîäèò â ïðåäåëàõ −
√

2m (µ− 2nµBH),√
2m (µ− 2nµBH)

∫
dpz

(
µ− 2nµBH− p2

z

2m

)
= 2 · (µ− 2nµBH)

√
2m (µ− 2nµBH)

− 2
3·2m

(2m (µ− 2nµBH))3/2 = 4
3

√
2m (µ− 2nµBH)3/2

(63)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ãàçà ïðè T = 0

µ0 =

(
3N

8πV

)2/3
(2π~)2

2m
(64)
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Òîãäà
V

(2π~)2

eH
c

4

3

√
2m =

8πV

3N

(2m)3/2

(2π~)3

eH
c

~ ·N
2m

= µBNH 1

µ
3/2
0

(65)

Ïîäñòàâëÿÿ (63) è (102) â (62), ïîëó÷èì

−Ω (µ,H, 0) = µBNH
[(

µ

µ0

)3/2

+ 2
l∑

n=1

(
µ− 2nµBH

µ0

)3/2
]

(66)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå

−Ω (µ,H, 0) = Nµ0

(
µBH
µ0

)5/2
[(

µ

µBH
)3/2

+ 2
l∑

n=1

(
µ

µBH − 2n

)3/2
]

(67)

Òåïåðü ââåäåì îáîçíà÷åíèå
x =

µ

µBH (68)

è
Ra (x) = axa−1 + 2a

∞∑
n=1

(x− 2n)a−1 θ (x− 2n) (69)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
∂Ra(x)

∂x
= a

[
(a− 1) xa−2 + 2 (a− 1)

∑∞
n=1 (x− 2n)a−2 θ (x− 2n)

]
+

2a
∑∞

n=1 (x− 2n)a−1 δ (x− 2n)
(70)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a > 1

∂Ra (x)

∂x
= aRa−1 (x) (71)

Èòàê,

−Ω (µ,H, 0) =
2

5
Nµ0

(
µBH
µ0

)5/2

R5/2 (x) (72)

Èç (52), (71), (72) èìååì

N = N

(
µBH
µ0

)3/2

R3/2 (x) (73)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
µ0

µBH =
[
R3/2 (x)

]2/3 (74)

èëè
µ

µ0

= x
[
R3/2 (x)

]−2/3 (75)

Îïðåäåëèâ âîñïðèèì÷èâîñòü êàê,

χ =
M

H = − 1

VH
(

∂Ω

∂H
)

=
N

V

µ2
B

µ0

(
µBH
µ0

)1/2 (
R5/2 (x)− xR3/2 (x)

)
(76)
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è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå χ0 = N
V

µ2
B

µ0
, íàõîäèì

χ (H, 0)

χ0

=
(
R5/2 (x)− xR3/2 (x)

) [
R3/2 (x)

]−1/3 (77)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.
À. Ñèëüíûå ïîëÿ. Åñëè

µ

µBH < 2, (78)

òî â (67), (69) âûæèâåò òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí è

R5/2 (x) = 5/2x3/2, R3/2 (x) = 3/2x1/2 (79)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè (75) è (77) è èñïîëüçóÿ (68), ïîëó÷èì

µ

µ0

=

(
2

3

)2/3 (
µ

µBH
)2/3

(80)

Îòêóäà
µ

µ0

=
4

9

(
µ0

µBH
)2

(81)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âîñïðèèì÷ìâîñòè

χ (H, 0)

χ0

=
8

27

(
µ0

µBH
)4

(82)

Á. ×óòü ñëîæíåå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ñëàáûõ ïîëåé x À 1. Âûâåäåì àñèìïòî-
òè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ra (x) . Èç (69) èìååì

a−1Ra (2l) = (2l)a−1 + 2
∑∞

n=1 (2l − 2n)a−1 θ (2l − 2n) =

= (2l)a−1 + 2a
[
(l − 1)a−1 + (l − 2)a−1 + ....2a−1 + 1a−1

]
= 2a

l∑
n=1

na−1 − (2l)a−1

(83)
Äëÿ îöåíêè ýòîãî âûðàæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà (âûâîä ñì. â êîíöå
ëåêöèè)

l∑

k=1

f (k) =

∫ l+1/2

1/2

f(x)dx− 1

24
[f ′ (l + 1/2)− f ′ (1/2)] (84)

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå ïðè a > 2,
l∑

n=1

na−1 =

∫ l+1/2

1/2

na−1dn− a− 1

24

[
(l + 1/2)a−2 − 1/2a−2

]
(85)

≈ (l + 1/2)a − 1/2a

a
− a− 1

24
la−2 (86)

=
la

(
1 + a

2l
+ a(a−1)

2∗(2l)2

)

a
− a− 1

6
(2l)a−2 (87)
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Äîìíîæèì îòâåò íà 2aa è âû÷òåì a (2l)a−1 (ñì. (83))

Ra (2l) = (2l)a − a (a− 1)

6
(2l)a−2 (88)

Ra (x) = xa

(
1 +

a (a− 1)

3x2

)
(89)

Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ a > 2. Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

−Ω (µ,H, 0) =
2

5
Nµ0

(
µBH
µ0

)5/2

x5/2

[
1 +

5

4x2

]
= (90)

2

5
Nµ0

(
µ

µ0

)5/2
[
1 +

5

4

(
µBH

µ

)2
]

(91)

Òîãäà

N = −∂Ω (µ,H, 0)

∂µ
= N

[(
µ

µ0

)3/2

+
(µBH)2

4µ
3/2
0 µ1/2

]
(92)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå µ = µ0. Â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå
µ = µ0 + ∆µ

3∆µ

2µ0

= − (µBH)2

4µ
3/2
0 µ1/2

(93)

∆µ/µ0 = −(µBH)2

6µ2
0

(94)

Íàìàãíè÷åííîñòü
M = −

(
∂Ω

∂H
)

µ,T

= N
µ2

BH
µ0

(95)

à äëÿ âîñïðèèèì÷èâîñòè
χ (H, 0)

χ0

≈ 1 (96)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîêàçûâåò, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåêòðîííûé ãàç âñåãäà ïàðà-
ìàãíèòåí. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïðåíåáðåæåíèè êâàíòîâàíèåì ýëåêòðîííûõ óðîâ-
íåé â ìàãíèòíîì ïîëå, ìàãíåòèçì ýëåêòðîííîãî ãàçà ñâÿçàí òîëüêî ñ íàëè÷èåì
ñïèíîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ïðè ýòîì ïàðàìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâ-
íà χpara = 3χ0/2. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò êâàíòîâàíèÿ ïðèâîäèò ê äèàìàãíèòíîìó
ýôôåêòó χdia = − χ0/2.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåêòðîííûé ãàç, â öåëîì, ïàðàìàãíèòåí, â
ïðèðîäå ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî äèàìàãíèòíûõ ìåòàëëîâ. Ýòîò êàæóùèéñÿ
ïàðàäîêñ ðàçðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñâÿçàííàÿ ñ ñïèíîì ïàðàìàãíèò-
íàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü çàâèñèò îò ìàññû ýëåêòðîíà ÷åðåç ìàãíåòîí Áîðà, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ìàññîé ãîëîãî ýëåêòðîíà. Â òî æå âðåìÿ, ïîñòóïàòåëüíîå äâèæå-
íèå ýëåêòðîíà â ìåòàëëå, ïðèâîäàùåå ê äèàìàãíèòíîìó ýôôåêòó, îïðåäåëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíîé ìàññîé ýëåêòðîíà â ìåòàëëå m∗. Ïðè ýòîì îêàçûâåòñÿ, ÷òî

χpara/χdia = 1/3 (m/m∗) (97)

84



Ëåêöèÿ 8. Èäåàëüíûé ôåðìè-ãàç

Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíèöû.
Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé âûñîêèõ òåìïåðàòóð T À µBH. Â ýòîé îáëà-

ñòè òåìïåðàòóð õèìïîòåíöèàë èìååò áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå (ýòî ôè-
çè÷åñêè ïîíÿòíî è, êðîìå òîãî, áóäåò ïîäòâåðæäåíî íèæå ðàñ÷åòîì). Èñïîëüçóÿ
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ìîæíî çàïèñàòü

−Ω (µ,H, T ) = T
∑

q

e(µ−εq)/T = T
∑
spin

∞∑
n=0

∫
dpz

V

(2π~)2

eH
c

e
µ−µBH(2n+1)− p2

z
2m∓µBH

T

(98)
Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå

∫
dpze

− p2
z

2mT = (2πmT )1/2 , (99)

ñóììèðîâàíèå
∞∑

n=0

e−
µBH(2n+1)

T =
1

e
µBH

T − e−
µBH

T

(100)

è ñóììèðîâàíèå ïî ïðîåêöèè ñïèíà, ïîëó÷èì

−Ω (µ,H, T ) = V T (2πmT )1/2

(2π~)2
eH
c

e
µBH

T +e−
µBH

T

e
µBH

T −e−
µBH

T

e
µ
T =

= V
4

(
2m
π~2

)3/2

T 5/2e
µ
T

µBH
T

cthµBH
T

(101)

×èñëî ÷àñòèö ïîëó÷èì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïî õèìïî-
òåíöèàëó

N =
V

4

(
2mT
π~2

)3/2

e
µ
T cth

µBH
T

(102)

Ëîãàðèôìèðóÿ (102), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ õèìïîòåíöèàëà

µ = −T ln

[
V

4N

(
2mT
π~2

)3/2
µBH

T
cth

µBH
T

]
, (103)

êîòîðîå ÿâëÿÿñü áîëüøèì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì â ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïåðàòóð
ïåðõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ õèìïîòåíöèàëà áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà â îòñóòñòâèå
âíåøíèõ ïîëåé.

Äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè ïîëó÷èì

M (H,T ) = − 1
V

(
∂Ω
∂H

)
µT

=

1
4H

(
2m
π~2

)3/2

T 5/2e
µ
T

(
µBH

T
cthµBH

T
− (

µBH
T

)2
) (104)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (103) äëÿ õèìïîòåíöèàëà ïîëó÷èì

M (H,T ) =
NµB

V

T

µBH

(
1−

2µBH
T

sh
(

2µBH
T

)
)

(105)
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Ýòî âûðàæåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ëàíæåâåíîâñêîé çàâèñèìîñòè
M (H, T ) = NµB

V
thµBH

T
, êîòîðîå â îáëàñòè âûñîêèõ òåìïåðàòóð ïðèâîäèò ê íàñû-

ùåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè. Ýòà çàâèñèìîñòü íå ó÷èòûâàåò äèàìàãíèòíîãî ýôôåêòà.
Â îáëàñòè âûñîêèõ òåìïåðàòóð T À µ0 è ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé T ¿ µBH
ó÷åò äèàìàãíåòèçìà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàìàãíò÷åííîñòü ìîíîòîííîííî êàê
1/H →0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ îñöèëëÿöèîííûõ ýôôåêòîâ â ôåðìè-ãàçå.
Åùå â 1931 ãîäó äå Ãààç è âàí Àëüôåí ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæèëè ïå-

ðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè â âèñìóòå ïðè èçìåíåèèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð.

Âûøå ïîäðîáíî áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé íèçêèõ (â ïðåäåëå íóëåâûõ) òåìïå-
ðàòóð. Ìû âûÿñíèëè, ÷òî åñëè ïîëå äîñòàòî÷íî ñèëüíîå µ

µBH < 2 (ñì. (78)), òî
èìååò ìåñòî ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è âîñïðèèì÷èâî-
ñòè ñ ðîñòîì ïîëÿ. Ýòà îáëàñòü íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà è åäâà ëè
äîñòèæèìà. Çàòåì áûëà ïîëó÷åíà ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó.

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü, ïîâåäåíèå âîñïðèèì÷èâîñòè â îáëàñòè ñëàáûõ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé µBH ¿ µ0. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâûõ òåìïåðàòóð
îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì ýôôåêòîâ â äâóìåðíîì ôåðìè-ãàçå. Â ýòîì ñëó÷àå
óðîâíè ýíåðãèè ðàâíû

εl (H) = µBH (2l + 1) , l = 0, 1, .... (106)

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ èìååì

gl = 2
S

2π~
eH
c
≡ βH, β =

S

π~
e

c
. (107)

Çäåñü S− ïëîùàäü ñèñòåìû. Åñëè gl áîëüøå ïîëíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ òî âñå îíè
çàíèìàþò ñîñòîÿíèå ñ l = 0. Ïðè ýòîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà E = NµBH, íàìàã-
íè÷åííîñòü M = −NµB, à âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâíà íóëþ. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ óìåíüøàåòñÿ ýíåðãèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà gl íå ñòàíåò ìåíüøå N.
Òîãäà, âñëåäñòâèå ïðèíöèïà Ïàóëè, ÷àñòü ýëåêòðîíîâ ïåðåéäåò íà óðîâåíü ñ l = 1.
Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñèñòåìû âîçðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ïîëÿ è ñèòåìà ñòà-
íîâèòñÿ ïàðàìàãíèòíîé.

Íàéäåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñèñòåìû E , êîãäà N ýëåêòðîíîâ ïîë-
íîñòüþ çàïîëíÿþò r íèçøèõ óðîâíåé Ëàíäàó è, ÷àñòè÷íî r + 1 óðîâåíü, ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó

rβH < N < (r + 1) βH (108)
èëè

N/ (r + 1) < βH < N/r (109)
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

βH/N < 1. (110)
Íàïîìíèì, ÷òî óðîâåíþ ñ íîìåðîì r îòâå÷àåò l = r− 1 â (106). Ýíåðãèÿ ýëåêòðî-
íîâ öåëèêîì, çàïîëíÿþøèõ r ïåðâûõ óðîâíåé, ðàâíà

gl

r−1∑

l=0

µBH (2l + 1) = βµBH2r2 (111)
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Ýíåðãèÿ îñòàëüíûõ (N − rgl) ýëåêòðîíîâ ÷àñòè÷íî çàïîëíÿþùèõ r + 1 óðîâåíü
ðàâíà

(N − rgl) µBH (2r + 1) (112)
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

E =NµBH (2r + 1)− βµBH2r (r + 1) (113)
Â èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïîëÿ, îïðåäåëåííûõ íåðàâåíñòâîì (109), èìååì

M = −∂E (H, r) /∂H =−NµB [(2r + 1)− 2r (r + 1) βH/N ] (114)

Âûâîä ýòîé ôîðìóëû ñïðàâåäëèâ ïðè óñëîâèè, êîãäà óðîâåíü ñ r = 1 (l = 0)
çàïîëíåí ïîëíîñòüþ, òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (110).

Èòàê, íàìàãíè÷åííîñòü êàê ôóíêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè βH/N > 1, òî ïåðâûé óðîâåíü Ëàíäàó çàïîëíåí ÷àñòè÷íî, íà-
ìàãíè÷åííîñòü M = − NµB, à âîñïðèèì÷èâîñòü íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Â
îáëàñòè ìàãíèòíûõ ïîëåé

N/2 < βH < N (115)
íàìàãíè÷åííîñòü èìååò âèä

M = −NµB [3− 4βH/N ] (116)

è ñ óìåíüøåíèåì ïîëÿ ïàäàåò ïî çàêîíó 4µBβH, èçìåíÿÿñü îò çíà÷åíèÿ NµB

äî çíà÷åíèÿ −NµB. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòèæåíèè ïîëåì çíà÷åíèÿ H = N/β
íà÷èíàåò çàïîëíÿòüñÿ âòîðîé óðîâåíü Ëàíäàó, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì íà-
ìàãíè÷åííîñòè îò çíà÷åíèÿ −NµB äî çíà÷åíèÿ NµB. Äàëåå, ïîñëå òîãî, êàê ìàã-
íèòíîå ïîëå ñòàíåò ìåíüøå çíà÷åíèÿ H = N/2β, íà÷íåòñÿ çàïîëíåíèå òðåòüåãî
óðîâíÿ Ëàíäàó, à íàìàãíè÷åííîñòü îïÿòü ñêà÷êîì âîçðàñòåò îò çíà÷åíèÿ −NµB

äî çíà÷åíèÿ NµB ñ ïîñëåäóþùèì èçìåíåíèåì ïî çàêîíó 12βH/N äî äîñòèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ −NµB è ò.ä. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ïàéåðëñîì â 1933 ãäó

Âûâåäåì ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò �õîðîøåé ôóíêöèè�

∫ l+1/2

1/2

f(x)dx (117)

Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ f (x) íà èíòåðâàëå k − 1/2, k + 1/2, k = 1, 2, 3...l ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

f (x) = f (k) + f ′ (k) (x− k) +
1

2
f ′′ (k) (x− k)2 (118)

Ïîäñòàâëÿÿ (86) â (41), è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïîëó÷èì (èíòåãðàë îò ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü)
∫ l+1/2

1/2

f(x)dx ≈
l∑

k=1

[
f (k) +

1

2
f ′′ (k)

∫ k+1/2

k−1/2

(x− k)2 dx

]
=

l∑

k=1

[
f (k) +

1

24
f ′′ (k)

]

(119)
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Ïåðåïèøåì (83) â âèäå
l∑

k=1

f (k) =

∫ l+1/2

1/2

f(x)dx− 1

24

l∑

k=1

f ′′ (k) (120)

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê ñóììå
∑l

k=1 f ′′ (k) . Ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ìîæíî îãðà-
íè÷èòñÿ òîëüêî èíòåãðàëîì

l∑

k=1

f ′′ (k) ≈
∫ l+1/2

1/2

f ′′(x)dx = f ′ (l + 1/2)− f ′ (1/2) (121)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
l∑

k=1

f (k) =

∫ l+1/2

1/2

f(x)dx− 1

24
[f ′ (l + 1/2)− f ′ (1/2)] (122)

8.3 Ýëåêòðîí â ïåðèîäè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå
Îäíîé èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî ìåòàëëû ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ïðîâîäíèêàìè, ÿâëÿåòñÿ
ïåðåêðûòèå ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ àòîìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Ýòî ïåðåêðûòèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óïîìÿíóòûå
ýëåêòðîíû óæå íå ïðèíàäëåæàò êàêèì ëèáî îïðåäåëåííûì àòîìàì - ïðîèñõî-
äèò èõ êîëëåêòèâèçàöèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ
íåèçìåííîñòü âíóòðåííèõ îáîëî÷åê àòîìîâ âñëåäñòâèå ìàëîñòè èõ ïåðåêðûòèÿ ñ
àíàëîãè÷íûìè îáîëî÷êàìè ñîñåäíèõ àòîìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó èç ïîëî-
æèòåëüíûõ èîíîâ, â ïîëå êîòîðûõ äâèæóòñÿ êîëëåêòèâèçèðîâàííûå ýëåêòðîíû
âàëåíòíûõ îáîëî÷åê. Õîòÿ ýòè ýëåêòðîíû è ïðèíÿòî íàçûâàòü ñâîáîäíûìè, îíè
ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþò êàê ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ èîíàìè ðåøåòêè, ïðè÷åì ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ïîðÿäêà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ïîñòðîåíèå òåîðèè òàêîé ñèñòåìû âñå æå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, ãëàâíûì
îáðàçîì, ïî ñëåäóþùèì äâóì îáñòîÿòåëüñòâàì. Âî ïåðâûõ, ïîâåäåíèå ñèñòåìû
ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ (êàê ãîâîðÿò, ýëåêòðîííîé æèäêîñòè) âî
ìíîãîì àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö â íåêî-
òîðîì âíåøíåì ïîëå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé óñðåäíåííîå ïîëå èîíîâ ðåøåòêè è
îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ. Âî âòîðûõ, ýòî óñðåäíåííîå ïîëå îáëàäàåò ñèììåòðèåé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷íîñòüþ.

Ïîýòîìó íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå

U (r + an) = U (r) , (123)

ãäå an− ïðîèçâîëüíûé ïåðèîä ðåøåòêè, êîòîðûé â îáùåì âèäå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ai :

an = n1a1 + n2a2 + n3a3, (124)

ïðè÷åì ni− ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.
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Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â òàêîì ïîëå èìååò âèä

−
(
}2

2m

)
∇2ψ (r) + U (r) ψ (r) = εψ (r) (125)

Âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïîòåíöèàëà, ψ (r + an) òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ε. Åñëè ýòîò óðîâåíü íå âûðîæäåí,
òî äîëæíî áûòü

ψ (r + an) = Cψ (r) (126)
Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè, èìååì

C2 = 1 (127)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü

C = eiϕ(an) (128)

ϕ (an)− âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ. Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ñìåùåíèÿ: a è a′, êîòîðûì îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè C (a) è C (a′) . Äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñìåùåíèÿ a è a′ ýêâèâàëåíòíû îäíîìó a + a′. Ñëåäîâàòåëüíî

C (a) + C (a′) = C (a + a′) (129)

Óäîâëåòâîðèòü îäíîâðåìåííî ñâîéñòâàì (128), (129) ìîæíî òîëüêî åñëè ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ϕ ïðåäñòàâëÿëîñü â ñëåäóþùåì âèäå

ϕ (an) = pan/}, (130)

ãäå p− íåêîòîðûé âåêòîðíûé êîýôôèöèåíò. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð p îïðå-
äåëåí íåîäíîçíà÷íî, òî÷íåå ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà K,òàêîãî, ÷òî Kan = 2πm, ãäå
m− öåëîå ÷èñëî, à an− ïðîèçâîëüíûé ïåðèîä ðåøåòêè. Óðàâíåíèþ Kan = 2πm
óäîâëåòâîðÿåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â
ñëåäóþùåì âèäå

Kn = q1K1 + q2K2 + q3K3, (131)
ãäå

K1 =
2π[a2a3]

(a1[a2a3])
,K2 =

2π[a3a1]

(a1[a2a3])
,K3 =

2π[a1a2]

(a1[a2a3])
(132)

- âåêòîðû, íàçûâàåìûå âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåøåòêè. Âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè
Ki îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ïðè ýòîì

Kiaj = 2πδij (133)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì p, òî, â
÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âåêòîðà p. Ïîñêîëüêó p è
p + }K ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî ýíåðãèÿ ε åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïåðèîäàìè }Ki.
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå
è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

ψ (r + an) = eipan/}ψ (r) , (134)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψ (r) = eipr/}u (r) , (135)

ãäå u (r)− ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

u (r) = u (r + an) (136)

Ôîðìóëû (135) è (136) åñòü òåîðåìà Áëîõà.
Ââåäåíûé âûøå âåêòîð p íàçûâàþò êâàçèèìïóëüñîì. Âñëåäñòâèå ôèçè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè âåêòîðîâ p è p + }k ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð p ëåæèò âíóòðè
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ (132). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð p ïðèíàäëåæèò ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà, òî åñòü

−Ki/2 < pi ≤ Ki/2 (137)

Îáúåì îáëàñòè îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ p ðàâåí

(K1 [K2K3]) = (2π})3 /V, (138)

ãäå V = (a1 [a2 × a3])− îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè èñõîäíîé êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íàäî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîì îáúåìå ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íî áëèçêè äðóã
ê äðóãó. Ôàêòè÷åñêè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ò.å.
êàêîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðèõîäèòñÿ íà èíòåðâàë ýíåðãèé èëè çàäàííûé ýëåìåíò
îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå êâàçèèìïóëüñà.

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïî-
ýòîìó, äëÿ ïðîñòîòû âûáåðåì ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ψ (x + Lx, y, z) = ψ (x, y + Ly, z) = ψ (x, y, z + Lz) = ψ (x, y, z) . (139)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàæäûé èç ðàçìåðîâ Li ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ, èñïîëüçóÿ
(135) è (136), ïîëó÷èì

eipxLx/} = eipyLy/} = eipzLz/} = 1. (140)

Îòêóäà ñëåäóåò
px =

2π}nx

Lx

, py =
2π}ny

Ly

, pz =
2π}nz

Lz

, (141)

ãäå ni− öåëûå ÷èñëà. ×òîáû âåêòîðû pi áûëè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

−Li/2ai < ni ≤ Li/2ai. (142)
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Ãîâîðÿò, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåêòîðû p ïðèíàäëåæàò ïåðâîé çîíå
Áðèëëþýíà.Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Li âåêòîð p ÿâëÿåòñÿ êâàçèíåïðåðûâíîé
ïåðåìåííîé. ÷òî ïîçâîëÿåò ñóììèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì çàìåíèòü èíòåãðèðîâà-
íèåì. ×èñëî ñîñòîÿíèé â íåêîòîðîì îáúåìå p− ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∆nx∆ny∆nz =
LxLyLz∆px∆py∆pz

(2π})3 . (143)

Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ýëåìåíòå ôàçîâîãî îáúåìà d3p ðàâíà (ñ ó÷åòîì
íàëè÷èÿ ó ýëåêòðîíà äâóõ ïðîåêöèé ñïèíà)

2V

(2π})3 (144)

Ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå äâèæåíèå ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷-
êå èç îäèíàêîâûõ N èîíîâ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî èîíû ðàñïîëîæåíû íà î÷åíü áîëü-
øîì ðàññòîÿíèè òàê ÷òî îíè íå ÷óâñòâóþò ïîòåíöèàë äðóã äðóãà, òî âáëèçè êàæ-
äîãî èîíà j óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä

− }
2

2m

d2ϕj

dx2
+ Uj (x) ϕj = E0ϕj, (145)

ãäå Uj− ïîòåíöèàë j− ãî èîíà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E0−
ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà. Â ïðèáëèæåíèè èçîëèðîâàííûõ èîíîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé öåïî÷êå ýòîò óðîâåíü N− êðàòíî âûðîæäåí. Ôàêòè÷åñêè ýëåêòðîí
äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå

V (x) =
N∑

j=1

Uj =
N∑

j=1

U (x− jd) , (146)

d− ðàññòîÿíèå ìåæäó èîíàìè. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëå (146)

Hψ = − }
2

2m

d2ψ

dx2
+

N∑
j=1

U (x− jd) ψ = Eψ (147)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ (x) =
N∑

j=1

ajϕj (x) =
N∑

j=1

ajϕ (x− jd) (148)

Åñëè áû ñèñòåìà ôóíêöèé ϕj (x) áûëà ïîëíà, òî ðàçëîæåíèå (148) áûëî áû òî÷-
íûì. Âáëèçè êàæäîãî èîíà j ïîòåíöèàë V ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì
Uj. Â ýòîé æå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà òîëüêî ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ϕj (x) çà-
ìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîýòîìó, âñëåäñòâèå (145), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðàçóìíî
èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (147) â âèäå (148).
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Ó÷åò ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè ïðèâîäèò ê ñíÿòèþ óïîìÿíóòî-
ãî âûøå N−êðàòíîãî âûðîæäåíèÿ. Ïðè ýòîì ýëåêòðîí ñ êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòüþ
ìîæåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè ëþáîãî óçëà öåïî÷êè. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñíÿòèå
âûðîæäåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå âáëèçè E0. Åñëè øèðèíà ýòîãî èíòåðâàëà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó E0 è áëèæàéøèì àòîìíûì óðîâíåì, òî ðàçëîæåíèå (148) ÿâëÿåòñÿ õîðî-
øèì ïðèáëèæåíèåì. Âîëíîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè

∫ Nd

0

dx |ψ (x)|2 = 1 (149)

Ïîäñòàâèì (148) â (147)
(
− }

2

2m

d2

dx2
+

N∑
j=1

U (x− jd)

) (
N∑

j=1

ajϕj (x)

)
= E

(
N∑

j=1

ajϕj (x)

)
. (150)

Èñïîëüçóÿ (145), ïîëó÷èì

N∑
i=1

ai {E − E0 − [V (x)− Ui (x)]}ϕi (x) = 0 (151)

Äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåèå íà ϕ∗j (x) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ðåçóëüòàò ïî x. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

N∑
i=1

((E − E0) Jij − hij) ai = 0 (152)

ãäå

Ji−j =

∫
dxϕ∗j (x) ϕi (x) , hi−j =

∫
dxϕ∗j (x) [V (x)− Ui (x)] ϕi (x) (153)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áëîõà, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (152) âèäå

an = aeiqn, (154)

ïðè÷åì
q =

2π

N
m, (155)

ãäå öåëîå çíà÷åíèå m ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó

−N/2 < m ≤ N/2. (156)

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì íàáîð âîëíîâûõ âåêòîðîâ q ïðèíàäëåæèò 1-é çîíå
Áðèëëþýíà. Òîãäà ïîëó÷èì

E − E0 =

∑N/2
−N/2−1 hneiqn

∑N/2
−N/2−1 Jneiqn

(157)
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Ïàðàìåòðû hn è Jn âñëåäñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîãî ïåðåêðûòèÿ ôóíêöèé
ϕj (x) î÷åíü áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì n. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ
ïðèáëèæåíèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ïîëàãàÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ òîëüêî h0, è h1

è J0 = 1, åñëè ϕ íîðìèðîâàíî.Îòêóäà

Ek = E0 + h0 + 2h1 cos (q) . (158)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì êâàíòîâîé ìåõàíèêè âåðîÿòíîñòü îáíà-
ðóæèòü ýëåêòðîí âáëèçè j−ãî àòîìà öåïî÷êè, èëè â ñîñòîÿíèè ϕi (x) , ðàâíà
|aj|2 = |a|2. Îòêóäà, â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∑N
j=1 |aj|2 = 1, ïîëó÷èì

a2
j = N−1. (159)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîí ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ âáëèçè ëþáîãî óç-
ëà ðåøåêè. Ïðè ýòîì ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì
(158) è ëåæàò â ýíåðãåòè÷åñêîì èíòåðâàëå øèðèíîé 4β, ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
β = h1

Çíà÷åíèå β çàâèñèò îò òîãî, êàêèå îáîëî÷êè ïåðåêðûâàþòÿ. Òàê íàïðèìåð, â
ñëó÷àå íàòðèÿ äëÿ âíåøíèõ 3s ýëåêòðîíîâ èìååì

β3s ∼ 10−12erg, (160)

à äëÿ âíóòðåííèõ 1s ýëåêòðîíîâ

β1s ∼ 10−20erg, (161)

Ïàðàìåòð h0 õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ýíåðãèè àòîìíîãî ýëåêòðîíà çà ñ÷åò âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñ ñîñåäíèìè àòîìàìè. Êîýôôèöèåíò β îòâåòñòâåíåí çà ïåðåñêîê
ýëåêòðîíà ìåæäó óçëàìè. Ýòî âðåìÿ ìîæíî îöåíèòü êàê τ ∼ }/β ≈ 10−15 ÷
10−7s.Òàêèì îáðàçîì äëÿ âíåøíèõ ýëåêòðîíîâ âðåìÿ ïåðåñêîêà ñðàâíèìî ñ âðå-
ìåíåì îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà âíóòðè ÿäðà ∼ 10−15s. ×òî æå êàñàåòñÿ âíóòðåí-
íèõ ýëåêòðîíîâ, òî îíè óñïåâàþò ìíîãî ðàç îáåðíóòüñÿ âîêðóã ÿäðà ïðåæäå, ÷åì
ïðûãíóò íà ñîñåäíèé óçåë.

Â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà, k = 0,ïðîèçâîäíàÿ ∂Ek/∂k = 0 è Ek = E0+h0+2β−
(βd) k2 - çàêîí äèñïåðñèè êâàäðàòè÷åí. Íåçàâèñÿùóþ îò êâàçèâîëíîâîãî âåêòîðà
÷àñòü Ek ìîæíî íàçâàòü ïîòåíöèàëüíîé ýíêðãèåé, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèåé ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå(βd) = }2

2m∗
,

òî êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå }2k2

2m∗
. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà

ïàðàìåòðà β ìàññà êâàçè÷àñòèöû ìîæåò áûòü êàê îòðèöàòåëüíîé òàê è ïîëî-
æèòåëüíîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûÿâëÿåò íåîáû÷íóþ ñâÿçü ýíåðãèè è ñêîðîñòè
ýëåêòðîíà â ðåøåòêå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî âíåøíåì ïîëå ýëåêòðîí â ðåøåòêå
ìîæåò íå óñêîðÿòüñÿ, à çàìåäëÿòüñÿ, ÷òî â èçâåñòíûõ óñëîâèÿõ ïðèâîäèò ê êà-
æóùåìóñÿ ïîÿâëåíèþ ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ, ó÷àñòâóþøèõ â ýëåêòðè÷åñêîì
òîêå êðèñòàëëà.

Ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ
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Çàäà÷ó îá ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå ýëåêòðîíîâ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå
ìîæíî ðåøèòü â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, ò.å. â ñëó÷àå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ. Ïðèìåì, ÷òî ïîòåíöèàë V (R) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, òàê ÷òî ñëåäóåò íà÷àòü
ðàññìîòðåíèå ñî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, à ïîòåíöèàë V (R) ðàññìàòðèâàòü êàê
âîçìóùåíèå. Äëÿ ïðîñòîòû îïÿòü æå ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé.

Èòàê, íåâîçìóùåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè èìåþò âèä

ψp =
1√
L

eipx/}, (162)

çäåñü p- èìïóëüñ ýëåêòðîíà, L− äëèíà öåïî÷êè.Íàïîìíèì, ÷òî ðàçðåøåííûå çíà-
÷åíèÿ èìïóëüñà ïðîáåãàþò ðÿä êâàçèíåïðåðûâíûõ çíà÷åíèé

p =
2π}
L

n (163)

p = 2π}
L

n, ãäå n− öåëîå çíà÷åíèå. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ýíåðãèÿ ðàâíà

Ep =
p2

2m
. (164)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëà äëÿ ñîñòîÿíèé p è p′ èìåþò âèä

Vpp′ =
1

L

∫ L/2

−L/2

dxe−i(p−p′)x/} V (x) (165)

Ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë V (x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä â ðÿä Ôóðüå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

V (x) =
∑

n

e2πinx/dVn, (166)

ïðè÷åì d− ìèíèìàëüíûé ïåðèîä îáðàòíîé ðåøåòêè.
Èíòåãðàë

1

L

∫ L/2

−L/2

dxeipx/} = δ0p (167)

äëÿ âñåõ p èç ìíîæåñòâà (163). Âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè 2πn/d, î÷åâèäíî, ïðè-
íàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó, òàê êàê L ñîäåðæèò öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ. Ïîýòîìó
ìàòîè÷íûé ýëåìåíò Vpp′ îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè

p− p′ = 2π}n/d (168)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâêà ê ýíåðãèè Vpp = V0 íå çàâèñèò îò
èìïóëüñà è îïðåäåëÿåò ëèøü íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåðãèè. Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé

ε(2) (p) =
∑

n

|Vpp′|2
ε(0) (p)− ε(0) (p− 2π}n/d)

. (169)

Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ýòîé ïîïðàâêè ïî
ñðàâíåíèþ ñ V0. Ýòî óñëîâèå î÷åâèäíî íàðóøàåòñÿ, êîãäà p ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷å-
íèþ π}n/d.Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé p íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé
äëÿ âûðîæäåííîãî ñïåêòðà.
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Ïóñòü p = π}n/d−∆p, òîãäà p′ = ∆p−π}n/d. Òîãäà èì ñîîòâåòñòâóþò âîëíî-
âûå ôóíêöèè ψ1 è ψ2 è ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèè ε1 è ε2 Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà â âèäå

ψ = a1ψ1 + a2ψ2 (170)
Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà Hψ = εψ. Â ðåçóëüòàòå èìå-
åì

a1 (ε1 − ε) ψ1 + a2 (ε2 − ε) ψ2 + V (a1ψ1 + a2ψ2) = 0 (171)
Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà ψ∗1 è ψ∗2, è èñïîëüçóÿ îðòîãîãàëüíîñòü ýòèõ ôóíêöèé
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèèé

(ε1 − ε + V0) a1 + Vna2 = 0
V ∗

n a1 + a2 (ε2 − ε + V0) = 0
(172)

Ðàâåíñòâî íóëþ äåòåðìèíàíòà ýòîé ñèñòåìû åñòü óñëîâèå åå ðàçðåøèìîñòè

(ε1 − ε + V0) (ε2 − ε + V0) = |Vn|2 (173)

Åñëè âêëþ÷èòü V0 â ε, òî (173) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ε2 − ε (ε1 + ε2) + ε1ε2 − |Vn|2 = 0 (174)

Îòñþäà

ε =
(ε1 + ε2)

2

2
±

√
(ε1 − ε2)

2

4
+ |Vn|2 (175)

9 Ëåêöèÿ 9. Íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå

9.1 Íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå
0. Â èäåàëüíîì áîçå-ãàçå ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå èìååò ìåñòî çàìå÷àòåëüíîå
ÿâëåíèå íàêàïëèâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà íèæíåì óðîâíå - êîí-
äåíñàöèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíà. Ýòî ñâîéñòâî ñóùåñòâóåò è â íåèäåàëüíîì áîçå-ãàçå
ñ ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö. Áîëåå òîãî, îíî ñîõðàíÿåòñÿ â êîíäåíñèðî-
âàííîé ñðåäå èç áîçå-÷àñòèö, ò.å. â áîçå-æèäêîñòè. Òàêîé æèäêîñòüþ ÿâëÿåò-
ñÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûé ãåëèé. (Âñå äðóãèå ïëîòíûå âåùåñòâà ïðè òåìïåðàòóðå,
áëèçêîé ê íóëþ, íàõîäÿòñÿ â òâåðäîì ñîñòîÿíèè.) Íî âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ â
æèäêîñòè âåëèêî, è òåîðèÿ æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé. Ïîýòîìó
ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì òåîðèè ðàçðåæåííîãî ñëàáî íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà.
Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè òàêàÿ òåîðèÿ èìåëà ÷èñòî ìîäåëüíûé ñìûñë êàê ïðîñòàÿ
äåìîíñòðàöèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ æèäêîãî ãåëèÿ. Íî â 1995 ã. ñó-
ìåëè ïîëó÷èòü ìåòîäîì ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿ íåáîëüøèå ïîðöèè (∼ 106 àòîìîâ)
ãàçîîáðàçíîãî ðóáèäèÿ â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ ñ ðåêîðäíî íèçêîé òåìïåðàòóðîé
ïîðÿäêà 10−9K. Àòîì ùåëî÷íîãî ìåòàëëà 37Rb85 èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ
(37) è íå÷åòíîå ÷èñëî íóêëîíîâ (85) è ÿâëÿåòñÿ áîçå-÷àñòèöåé. Áûëî ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî â ãàçå ðóáèäèÿ äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ áîçå-êîíäåíñàöèÿ.
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À íàëè÷èå â íåì íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé óêàçûâàåò íà íàëè÷èå âòîðîãî óäè-
âèòåëüíîãî ñâîéñòâà áîçå-ñèñòåì - íà ñâåðõòåêó÷åñòü. Âíà÷àëå èçëîæèì òåîðèþ
Áîãîëþáîâà, à çàòåì òåîðèþ ñâåðõòåêó÷åñòè èçëîæèì íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå.

1. Ðàññìîòðèì íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç.Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè íåèäåàëüíîãî áîçå-
ãàçà è ïðè òåìïåðàòóðå, ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé áîçå-êîíäåíñàöèè
èäåàëüíîãî ãàçà (Tc = 3.31n2/3/m), áîëüøèíñòâî àòîìîâ íàõîäèòñÿ íà óðîâíå ñ íó-
ëåâûì èìïóëüñîì (N0 ' Ntot), ò.å. îáðàçóþò áîçå-êîíäåíñàò. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå
ñâîéñòâà ýòîãî ãàçà áóäåì îïèñûâàòü â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñ ëîêàëüíûì ïàðíûì
âçàèìîäåéñòâèåì (îòòàëêèâàíèåì, U > 0 ) Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

Ω̂ = Ĥ − µN̂ =
∑

k 6=0

(
k2

2m
− µ)â+

k âk +
1

2
U

∑

k1+k2=k3+k4

â+
k1â

+
k2âk3âk4 (1)

×òîáû íå ñëåäèòü çà ðàçìåðíîñòüþ, ïðèíÿòî V = 1 è ~ = 1. Â ïåðâîé ñóììå êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Êàæäûé
÷ëåí âòîðîé ñóììû îïèñûâàåò s-ðàññåÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñ ñîõðàíåíèåì ñóììàðíî-
ãî èìïóëüñà.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì ñòðåëêè íàä âåêòîðàìè. Êàê è â
ñëó÷àå ãàçà ôîíîíîâ, îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ áîçå-÷àñòèö ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì (èìïóëüñîì) k óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[âk, â
+
k′ ] = δk,k′ , [âk, âk′ ] = [â+

k , â+
k′ ] = 0, (2)

è îïåðàòîð N̂k = â+
k âk èìååò ñìûñë îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå îò (1) åñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω, â
êîòîðîì çàäàí õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ , à íå ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö

. Èç òåîðèè îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè èçâåñòíî,
÷òî áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö â îäíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êëàññè÷åñêîå ïîëå è çàìåíÿòü îïåðàòîð ïîëÿ íà êëàññè÷åñêóþ àìïëèòóäó
ïîëÿ : â0 → a0 =

√
N0. Âñå îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ ñ íå ðàâíûì íóëþ

èìïóëüñîì áóäåì ó÷èòûâàòü òî÷íî.
Ïðåíåáðåãàÿ (1) íàäêîíäåíñàòíûìè ÷àñòèöàìè(N0 ' N), áóäåì èìåòü

Ω0 = −µN +
1

2
UN2 (3)

Ìèíèìèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî N0 ïðè ôèêñèðîâàííîì µ, ïîëó÷àåì

µ = UN (4)

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì äàâëåíèå íåèäåàëüíîãî ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå

P = −Ω0 =
1

2
UN2 (5)

è ñêîðîñòü çâóêà
c2 =

∂P

∂ρ
=

∂P

∂mN
=

1

m
UN =

µ

m
(6)
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Ó÷èòûâàÿ â (1) ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå a4
0 è a2

0, è ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñòâèåì
íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö, áóäåì èìåòü

Ĥ − µN̂ = Ω0 +
∑

k 6=0

(
k2

2m
− µ)â+

k âk +
1

2
UN0

∑

k 6=0

[4â+
k âk + â−kâk + â+

k â+
−k]

= Ω0 +
∑

k 6=0

[ξkâ
+
k âk +

1

2
µ(â−kâk + â+

k â+
−k)], ξk = (

k2

2m
+ µ)

Â ýòîì âûðàæåíèè ïåðåïóòûâàþòñÿ áîçå-îïåðàòîðû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èì-
ïóëüñàìè

Ωk>0 = ξk(â
+
k âk + â+

−kâ−k) + µ(â−kâk + â+
k â+

−k)

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äèàãîíàëèçóåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì
Áîãîëþáîâà-Òÿáëèêîâà

âk = ukb̂k − v−kb̂
+
−k (7)

è åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîãî âûðàæåíèÿ (ñ çàìåíîé çíàêà èìïóëüñà)

â+
−k = u∗−kb̂

+
−k − v∗k b̂k. (8)

Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ b̂k è ðîæäåíèÿ b̂+
k êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òàêèì æå ïðàâèëàì êîììóòàöèè, ÷òî è èñõîäíûå îïåðà-
òîðû ãîëûõ ÷àñòèö (2)

[
b̂k, b̂

+
k′

]
= δk,k′ ,

[
b̂k, b̂k′

]
=

[
b̂+
k , b̂+

k′

]
= 0. (9)

u2
k − v2

k = 1

Ωk = ξk

(
u∗kb̂

+
k − v∗−kb̂−k

)(
ukb̂k − v−kb̂

+
−k

)
+ ξk

(
u∗−kb̂

+
−k − v∗k b̂k

)
â+
−k

(
u−kb̂−k − vkb̂

+
k

)

+ µ
(
u−kb̂−k − vkb̂

+
k

)(
ukb̂k − v−kb̂

+
−k

)
+ µ

(
u∗kb̂

+
k − v∗−kb̂−k

)(
u∗−kb̂

+
−k − v∗k b̂k

)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ìíîæèòåëü ïåðåä b̂−kb̂k è b̂+
k b̂+

−k, íàõîäèì

ξk2ukvk = µ(v2
k + u2

k)

2ukvk =
µ

εk

, (v2
k + u2

k) =
ξk

εk

, εk =
√

ξ2
k − µ2

u2
k =

1

2
(
ξk

εk

+ 1), v2
k =

1

2
(
ξk

εk

− 1)

Ωk = (εk − ξk) + εk(b̂
+
k b̂k + b̂+

−kb̂−k)

Ĥ − µN̂ =
∑

Ωk =
∑

(εk − ξk) +
∑

εkb̂
+
k b̂k

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà ãàìèëüòîíèàí íåèäåàëü-
íîãî ãàçà ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà íåçàâèñèìûõ âîçáóæäåíèé, ýíåðãèÿ êîòîðûõ
åñòü εk.
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2.Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Èòàê, ðàññìîòðèì íåèäåàëüíûé áîçå-
ãàç. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ òåìïåðàòóðîé, áëèçêîé ê íóëþ, êîãäà òåïëî-
âûõ âîçáóæäåíèé î÷åíü ìàëî. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ãàìèëüòîíèàí âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèö èìååò âèä

Hint =
1

2

∫
d3r1d

3r2ρ(~r1)U(~r1 − ~r2)ρ(~r2), (10)

ãäå ρ(~r1) - ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö. Ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-
ñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö V èìååò õàðàêòåð îòòàëêèâàíèÿ

V (~r1 − ~r2) ≥ 0. (11)

Â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèö ãàç íåóñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà â æèäêóþ
ôàçó.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷à-
ñòèö ñëåäóåò çàìåíèòü íà îïåðàòîð ρ(~r1) = ψ̂+(~r1)ψ̂(~r1) è ðàñïîëîæèòü îïåðàòîð-
íûå âîëíîâûå ôóíêöèè â �íîðìàëüíîì ïîðÿäêå� - ñïðàâà äâå ÷àñòèöû èñ÷åçàþò
è ñëåâà - âîçíèêàþò:

Ĥint =
1

2

∫
d3r1d

3r2ψ̂
+(~r1)ψ̂(~r1)U(~r1 − ~r2)ψ̂

+(~r2)ψ̂(~r2)

=
1

2

∫
d3r1d

3r2ψ̂
+(~r1)ψ̂

+(~r2)U(~r1 − ~r2)ψ̂(~r2)ψ̂(~r1). (12)

Âîëíîâûå ôóíêöèè â ðàçíûõ òî÷êàõ êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì:

[ψ̂(~r1), ψ̂
+(~r2)] = δ(~r1 − ~r2) (13)

è ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü, äîáàâèâ ê (12) ãàìèëüòîíèàí
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Ĥ =

∫
d3rψ̂+(~r)

p̂2

2m
ψ̂(~r) +

1

2

∫
d3r1d

3r2ψ̂
+(~r1)ψ̂

+(~r2)U(~r1 − ~r2)ψ̂(~r2)ψ̂(~r1). (14)

Âûïèøåì òàêæå îïåðàòîð ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö

N̂ =

∫
d3rψ̂+(~r)ψ̂(~r). (15)

Ñîãëàñíî îáùèì çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè îïåðàòîðû áîçå-ïîëÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà èìåþò âèä

Ψ̂(t, ~r) = eiĤt/~ψ̂(~r)e−iĤt/~, (16)
Ψ̂+(t, ~r) = eiĤt/~ψ̂(~r)e−iĤt/~. (17)
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Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà èìååò âèä (14), íî ñ çàìåíîé
ψ̂ íà Ψ̂.

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (16), ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðî-
èçâîäíîé ëþáîãî îïåðàòîðà ïî âðåìåíè

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) =

[
Ψ̂(t, ~r), Ĥ

]
. (18)

Ïðîèçâîäèì êîììóòàöèþ îïåðàòîðà ïîëÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî [

Ψ̂(t, ~r1), Ψ̂
+(t, ~r2)Ψ̂(t, ~r2)

]
= δ(~r1 − ~r2)Ψ̂(t, ~r2) (19)

è ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó �óðàâíåíèþ Øðåäèíãå-
ðà�

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ̂(t, ~r) +

∫
d3r1Ψ̂

+(t, ~r1)U(~r − ~r1)Ψ̂(t, ~r1)Ψ̂(t, ~r). (20)

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñóùåñòâóþò òîëüêî íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå äëèííîâîë-
íîâûå âîçáóæäåíèÿ. Ïîýòîìó êîðîòêîäåéñòâóþùèé ïàðíûé ïîòåíöèàë ìîæíî çà-
ìåíèòü íà ëîêàëüíûé

U(~r1 − ~r2) = U0δ(~r1 − ~r2). (21)
Ïàðàìåòð U0 èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèÿ*îáúåì è ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

U0 =
4π~2a

m
. (22)

Âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ äëèíîé ðàññåÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå �óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà�
ïðèíèìàåò ëîêàëüíóþ ôîðìó

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ̂(t, ~r) + U0Ψ̂

+(t, ~r)Ψ̂(t, ~r)Ψ̂(t, ~r). (23)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ áîçå-ïîëÿ Ψ̂ ïî ïëîñêèì âîëíàì V −1/2eikr (V - îáúåì ñèñòå-
ìû):

Ψ̂ =
∑

k

âk (t)
1√
V

eikr. (24)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì ñòðåëêè íàä âåêòîðàìè. Êàê è â
ñëó÷àå ãàçà ôîíîíîâ, îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ áîçå-÷àñòèö ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì (èìïóëüñîì) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[âk, â
+
k′ ] = δk,k′ , [âk, âk′ ] = [â+

k , â+
k′ ] = 0. (25)

è îïåðàòîð N̂k = â+
k âk èìååò ñìûñë îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Â èäåàëüíîì áîçå-ãàçå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â êîí-
äåíñàòå, ò.å. èìåþò íóëåâîé èìïóëüñ. Â íåèäåàëüíîì ãàçå áîëüøèíñòâî ÷àñòèö
N0 îñòàþòñÿ â êîíäåíñàòå, íî èç-çà îòòàëêèâàíèÿ íåáîëüøàÿ äîëÿ ÷àñòèö èìå-
þò íåíóëåâûå èìïóëüñû äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Íèæå ñîîòâåòñòâóþùåå
÷èñëî íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö Nk áóäåò âû÷èñëåíî.
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2. ×àñòèöû, ïðèíàäëåæàùèå êîíäåíñàòó, íàõîäÿòñÿ â òàê íàçûâàåìîì êîãå-
ðåíòíîì ñîñòîÿíèè. Êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå
îïåðàòîðà ïîãëîùåíèÿ

â0 |A〉 = A |A〉 . (26)
Ýòî ñîñòîÿíèå åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûì ÷èñëîì n ÷àñòèö ñ íóëåâûì
èìïóëüñîì âèäà

|A〉 = e−
1
2
|A|2

∞∑
n

An

√
n!
|n〉 , 〈A| A〉 = 1. (27)

Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ýòîì ñîñòîÿíèè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíû

N0 = 〈A| â+
0 â0 |A〉 = e−|A|

2
∞∑
n

|A|2n

n!
n = |A|2 , (28)

(δn0)
2 = 〈A| (â+

0 â0 −N0

)2 |A〉 = 〈A| (â+
0 â0

)2 |A〉 −N2
0 = (29)

e−|A|
2
∞∑
n

|A|2n

n!
n2 − |A|4 = |A|2 , (30)
〈
(δn0)

2〉

〈n0〉2
=

1

N0

. (31)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ
÷àñòèö ñ íóëåâûì èìïóëüñîì â â èäåàëüíîì ãàçå ñ ôèêñèðîâàííûì õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ íå âîëíîâîé ôóíêöèåé, à äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöåé ïëîòíîñòè (ñì. êîíåö ïðåäûäóùåé ëåêöèè (47))

ρ̂0 =
1

Z

∞∑
n=0

eβnµ |n〉 〈n| . (32)

Â ýòîì ñîñòîÿíèè, êàê áûëî âû÷èñëåíî â çàäà÷å 2 ïðåäûäóùåé ëåêöèè, èìååì

〈n0〉 = N0 =
1

eβ|µ| − 1
,

〈
(δn0)

2〉 = N0 (1 + N0) ,

〈
(δn0)

2〉

〈n0〉2
=

1 + N0

N0

= eβ|µ|.

Ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñîñòîÿíèè èäåàëüíîãî ãàçà ñ èñ÷åçàþùå ìà-
ëûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü çàäàííîå ÷èñëî ÷àñòèö
â êîíäåíñàòå î÷åíü ñëàáî çàâèñèò îò ÷èñëà ÷àñòèö. Íàîáîðîò â ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîì (N0 →∞) êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö
â êîíäåíñàòå, òàê æå êàê è îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö,
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ÷àñòèö (è êîðåíü èç íåãî) â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè êîí-
äåíñàòà íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà ïðàêòè÷åñêè íå ôëóêòóèðóþò. Ïîýòîìó èç îïåðà-
òîðíîé ôóíêöèè (24) öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ êîíäåíñàòà

Ψ̂ = Ψ0 + Ψ̂1, Ψ̂1 =
∑

k 6=0

âk (t)
1√
V

eikr (33)
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è ðàññìàòðèâàòü Ψ0 êàê êëàññè÷åñêîå ïîëå, àíàëîãè÷íîå ïîòåíöèàëó êëàññè÷å-
ñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â (23) è ïðåíåáðåæåì îïå-
ðàòîðíîé ÷àñòüþ ïîëÿ, îïèñûâàþùåé íàäêîíäåíñàòíûå ÷àñòèöû

i~
∂

∂t
Ψ0(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ0(t, ~r) + U0Ψ

+
0 (t, ~r)Ψ0(t, ~r)Ψ0(t, ~r). (34)

Õîòÿ ýòî óðàâíåíèå íåëèíåéíî, íî åãî êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû, è îíî èìååò
ïðîñòîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå

Ψ0(t, ~r) = Ψc exp
[− i

~ε0

]
,

ε0 = U0Ψ
2
c , Ψ∗

c = Ψc.
(35)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψc èìååò ïîñòîÿííóþ ôàçó (ðàâíóþ íóëþ) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îïèñûâàåò íåïîäâèæíûé êîíäåíñàò. Ïåðåõîäÿ â äâèæóþùóþñÿ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèå íåèäåàëüíîãî áîçå -ãàçà ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ
ïîòîêîì êîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ òàêîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íåèäåëüíûé áîçå-ãàç
ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷èì.

×èñëî êîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö è ýíåðãèÿ êîíäåíñàòà (ñì. (14)) ñâÿçàíû ñ àìïëè-
òóäîé êîíäåíñàòà Ψc ôîðìóëàìè

N0 =

∫
d3rΨ+

0 (t, ~r)Ψ0(t, ~r) = Ψ2
cV, (36)

E0 =
1

2
U0

∫
d3rΨ+

0 (t, ~r)Ψ+
0 (t, ~r)Ψ0(t, ~r)Ψ0(t, ~r) =

1

2
U0Ψ

4
cV =

U0N
2
0

2V
. (37)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýíåðãèþ ïî ÷èñëó ÷àñòèö, íàõîäèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

µ =
∂E0

∂N0

=
U0N0

V
= U0Ψ

2
c . (38)

Ñîãëàñíî (35) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíäåíñàòà Ψ0(t) èìååò ôàçó, çàâèñÿùóþ îò
âðåìåíè (ϕ = −µt/~). Ýòî íåóäîáíî, ò.ê. ìíîæèòåëü e−iµt/~ óñëîæíÿåò ïîñëåäóþ-
ùèå ôîðìóëû, íî íå äàåò âêëàäà â ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Îò ýòîãî ìíîæèòåëÿ
ëåãêî èçáàâèòüñÿ, ïåðåéäÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà â (23) îò îïåðàòîðà Ψ̂(t, ~r) ê îïåðàòîðó
Ψ̃(t, ~r) = eiµt/~Ψ̂(t, ~r) :

i~
∂

∂t
Ψ̃(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ̃(t, ~r) + U0Ψ̃

+(t, ~r)Ψ̃(t, ~r)Ψ̃(t, ~r)− µΨ̃(t, ~r). (39)

Ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà
êîíäåíñàòà Ψc.

3. Òåïåðü íàéäåì ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, áëèçêîì ê îñíîâíîìó è Ψ̃(t, ~r) ñëàáî
îòëè÷àåòñÿ îò Ψc :

Ψ̃(t, ~r) = Ψc + Ψ̂1(t, ~r),
∣∣∣Ψ̂1(t, ~r)

∣∣∣ ¿ Ψc. (40)
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Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (39), è óäåðæèì ëèíåéíûå ïî Ψ̂1 ÷ëåíû:

i~
∂

∂t
Ψ̂1(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ̂1(t, ~r) + 2U0Ψ

2
cΨ̂1(t, ~r) + U0Ψ

2
cΨ̂

+
1 (t, ~r)− µΨ̂1(t, ~r). (41)

ñ ó÷åòîì (38) ïðèâîäèì ýòî óðàâíåíèå ê êîìïàêòíîìó âèäó

i~
∂

∂t
Ψ̂1 =

(
p̂2

2m
+ µ

)
Ψ̂1 + µΨ̂+

1 . (42)

Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (33) èìååì

i~
∂

∂t
âk (t) =

[
(~k)2

2m
+ 2µ

]
âk (t) + µâ+

−k (t) . (43)

Â ýòîì óðàâíåíèè ïåðåìåøàíû áîçå-îïåðàòîðû âk (t) è â+
−k (t). Äèàãîíàëèçóåì

ýòî óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà

âk (t) =
[
ukb̂ke

−iεkt/~ − vkb̂
+
−ke

iεkt/~
]

(44)

è åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîãî âûðàæåíèÿ (ñ çàìåíîé çíàêà èìïóëüñà)

â+
−k (t) =

[
ukb̂

+
−ke

+iεkt/~ − vkb̂ke
−iεkt/~

]
. (45)

Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ b̂k è ðîæäåíèÿ b̂+
k íîâûõ êâàçè÷àñòèö,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå ïðàâèëàì êîììóòàöèè, ÷òî è èñõîäíûå îïåðà-
òîðû �ãîëûõ ÷àñòèö� (25)

[
b̂k, b̂

+
k′

]
= δk,k′ ,

[
b̂k, b̂k′

]
=

[
b̂+
k , b̂+

k′

]
= 0. (46)

Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ uk, vk ïðåäïîëàãàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ÷åò-
íûìè ôóíêöèÿìè âåêòîðà k. Íàñ íå áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîáëåìà îäíîçíà÷íîñòè.
Òðåáóåòñÿ íàéòè õîòÿ áû îäíî ïðåîáðàçîâàíèå, äèàãîíàëèçóþùåå óðàâíåíèåØðå-
äèíãåðà è ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè, è èõ, êàê èçâåñòíî èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ñìûñë ôîðìóëû (44) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêà÷îê áîçå-÷àñòèöû, íàïðèìåð áëà-
ãîäàðÿ ïîãëîùåíèþ ôîòîíà, èç ñîñòîÿíèÿ ñ èìïóëüñîì k â âûñîêî âîçáóæäåí-
íîå ñîñòîÿíèå (�íà áåñêîíå÷íîñòü�) ýêâèâàëåíòåí ñ âåðîÿòíîñòüþ u2

k ïîãëîùåíèþ
êîíäåíñàòîì îäíîãî êâàíòà ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ v2

k -
ðîæäåíèþ èç êîíäåíñàòà êâàíòà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èìïóëüñîì.

Ïîäñòàâèâ (44),(45) â (43), ïîëó÷àåì

εk

[
ukb̂ke

−iεkt/~ + vkb̂
+
−ke

iεkt/~
]

=

[
(~k)2

2m
+ µ

] [
ukb̂ke

−iεkt/~ − vkb̂
+
−ke

iεkt/~
]

(47)

+ µ
[
ukb̂

+
−ke

+iεkt/~ − vkb̂ke
−iεkt/~

]
. (48)
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Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè ïðèðàâíÿòü ïî-îòäåëüíîñòè êî-
ýôôèöèåíòû ïðè b̂k è b̂+

−k:

(εk − ξk) uk + µvk = 0, (49)
µuk − (εk + ξk) vk = 0, (50)

ãäå ξk = (~k)2

2m
+ µ. Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì

εk =
√

ξ2
k − µ2 =

√√√√(~k)2

m
µ +

(
(~k)2

2m

)2

. (51)

Ïîäñòàâèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà â ïåðâûé êîììóòàòîð (25), óñòàíàâëèâàåì
íîðìèðîâêó

u2
k − v2

k = 1. (52)
è íàõîäèì êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ

uk =

√
1

2

(
ξk

εk

+ 1

)
, vk =

√
1

2

(
ξk

εk

− 1

)
, (53)

u2
k + v2

k =
ξk

εk

, 2ukvk =
µ

εk

. (54)

Ôàêòè÷åñêè, ýòî êîýôôèöèåíòû ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåò-
ðèêîé (52).

×òîáû íàãëÿäíî âûÿâèòü ñâîéñòâà âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé áîçå-ãàçà, âûðà-
çèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (04) â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïî îïåðàòîðàì âk.

Ĥ = E0 +
∑

k

[
(~k)2

2m
â+

k (t) âk (t) + µâ+
k (t) âk (t) +

1

2
µâk (t) â−k (t) +

1

2
µâ+

−k (t) â+
k (t)].

(55)
Ýòî âûðàæåíèå ïîñëå ïîäñòàíîâêè (44),(45) ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíóþ ôîðìó

Ĥ = E0 +
1

2

∑

k

(εk − ξk) +
∑

k

εkb̂
+
k b̂k. (56)

Íàèáîëåå âàæíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé ñóììàðíóþ
ýíåðãèþ âîçáóæäåíèé. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð b̂+

k b̂k åñòü îïåðàòîð ÷èñëà êâàçè÷à-
ñòèö, òî âåëè÷èíà εk (51) èìååò ñìûñë ýíåðãèè ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ ñ
èìïóëüñîì ~k. Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ εk ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ñâîáîäíîé ÷àñòè-
öû

εk ' (~k)2

2m
, εk À µ, (57)

à äëèííîâîëíîâàÿ ÷àñòü ñïåêòðà èìååò ôîðìó çâóêîâîãî ñïåêòðà, ò.å. ëèíåéíî
çàâèñèò îò èìïóëüñà.
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εk = c~k, c =

√
µ

m
=

√
U0N0

mV
, εk ¿ µ. (58)

Ýíåðãèÿ êîíäåíñàòà E0 áûëà âû÷èñëåíà âûøå (37). Âòîðîé ÷ëåí â (56) îïðå-
äåëÿåò âêëàä íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö â âåëè÷èíó ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû E2 ' µΓ , ãäå Γ- ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñâîáîäíûõ ÷à-
ñòèö ñ èìïóëüñàìè ìåíüøå √2mµ (ïðè á�þëüøèõ èìïóëüñàõ ðàçíîñòü (εk − ξk)

áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Ïîñêîëüêó ýòî ÷èñëî ðàâíî Γ ' V (2mµ)3/2 /~3, òî
E2 ' µV (2mµ)3/2 /~3. Ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáî íåèäåàëüíûì, ïîêà ýòà ÷àñòü
ýíåðãèè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ E0.

E2

E0

' µV 2 (2mµ)3/2

~3U0N2
0

' N1/2

V 1/2
a3/2 ¿ 1. (59)

Îòñþäà íàõîäèì îöåíêó ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè

max
N

V
' 1

a3
, (60)

âûøå êîòîðîé èçëàãàåìàÿ òåîðèÿ íåïðèìåíèìà. Ïîëó÷èëè åñòåñòâåííûé ðåçóëü-
òàò: ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçðåæåííûì, åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè
âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ðàññåÿíèÿ.

Íàéäåì ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ñ íåíóëåâûì èìïóëüñîì ïðè íóëåâîé òåìïåðà-
òóðå, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Nk =
〈
â+

k (t) âk (t)
〉

(61)
=

〈
[ukb̂

+
k eiεkt/~ − vkb̂−ke

−iεkt/~][ukb̂ke
−iεkt/~ − vkb̂

+
−ke

iεkt/~]
〉

(62)

= u2
k

〈
b̂+
k b̂k

〉
+ v2

k

〈
b̂−kb̂

+
−k

〉
− ukvke

2iεkt/~
〈
b̂+
k b̂+

−k

〉
− vkuke

−2iεkt/~
〈
b̂−kb̂k

〉
. (63)

Ïîä çíàêîì ïîñëåäíåãî ñðåäíåãî ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ óíè÷òî-
æåíèÿ êâàçè÷àñòèö, ñðåäíåå îò êîòîðîãî ïî ëþáîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíî íóëþ. Ïî
àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ðàâåí íóëþ è ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí. Îïåðàòîð b̂+

k b̂k èìååò
ñìûñë ÷èñëà êâàçè÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ñ èìïóëüñîì k. Íî ïðè íóëåâîé òåìïåðàòó-
ðå êâàçè÷àñòèöû îòñóòñòâóþò, è ïåðâûé ÷ëåí â (63) òîæå ðàâåí íóëþ. Íàêîíåö,
âòîðîé ÷ëåí äàåò

Nk = v2
k

〈
1 + b̂+

−kb̂−k

〉
= v2

k =
1

2

(
ξk

εk

− 1

)
. (64)

Ïðè εk ¿ µ ýòî ÷èñëî âåñüìà âåëèêî, íî ïðè εk À µ áûñòðî ïîäàåò. Ïîëíîå ÷èñëî
íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî, î÷åâèäíî, Γ. Îòíîøåíèå
ýòîãî ÷èñëà ê ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö ðàâíî (59)

Γ

N
'

(
Na3

V

)1/2

. (65)
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Ñêîðîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî çâóêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

c2 =
∂p

∂ρ
, (66)

ãäå p - äàâëåíèå, à ρ = mN/V - ïëîòíîñòü ãàçà. Äàâëåíèå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòó-
ðå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ýíåðãèè ãàçà ïî îáúåìó è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ðàâíî

p = −∂E0

∂V
=

U0N
2
0

2V 2
=

U0ρ
2

2m2
. (67)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïëîòíîñòè, ïîëó÷àåì

c =

√
U0ρ

m2
. (68)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííîâîëíîâûõ âîç-
áóæäåíèé ãàçà (58). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âîçáóæäåíèÿ èãðàþò ðîëü çâóêîâûõ
êâàíòîâ - ôîíîíîâ.

Òÿæåëàÿ ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ ñêâîçü íåïîäâèæíûé áîçå-ãàç, â ïðèíöèïå, ìî-
æåò ãåíåðèðîâàòü ôîíîíû è òåðÿòü ñâîþ ýíåðãèþ. Ïðîöåññ ãåíåðàöèè ôîíîíà
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà

1

2
MV 2 =

1

2
MV 2

1 + εk, (69)

M ~V = M ~V1 + ~~k. (70)

Ïîäñòàâèì ~V1 èç íèæíåãî óðàâíåíèÿ â âåðõíåå è ðàñêðîåì ñêîáêè

1

2
MV 2 =

1

2
M

(
~V − ~

~k

M

)2

+ εk, (71)

εk = ~~k~V − ~2

2M
k2. (72)

Èçëó÷åíèå ôîíîíà âîçìîæíî, òîëüêî åñëè

εk ≤ ~~k~V = ~kV cos θ, (73)

ãäå θ- óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì èçëó÷åíèÿ ôîíîíà è ñêîðîñòüþ. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì êðèòåðèé Ëàíäàó âîçìîæíîñòè ãåíåðàöèè

V >
εk

~k
. (74)

Åñëè ñïåêòð êâàäðàòè÷íûé, êàê â èäåàëüíîì ãàçå, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k
ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, è ÷àñòèöà òîðìîçèòñÿ, èñïóñêàÿ äëèííîâîëíîâûå
âîçáóæäåíèÿ. Åñëè æå äëèííîâîëíîâàÿ ÷àñòü ñïåêòðà èìååò ôîðìó çâóêîâîãî
ñïåêòðà, òî

min
εk

~k
= c, (75)
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è ÷àñòèöà, èìåþùàÿ ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà, íå ìîæåò èñïóñòèòü ôîíîí
è, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ. Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé
÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, à ãàç äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ −~V . Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöà èãðàåò
ðîëü ïðèìåñè, êîòîðóþ ãàç îáòåêàåò áåç òðåíèÿ, åñëè ñêîðîñòü ãàçîâîãî ïîòîêà
ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåäëåííûé ïîòîê áîçå-ãàçà ÿâëÿåòñÿ
ñâåðõòåêó÷èì.

4. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (34) äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè áîçå-
êîíäåíñàòà, êðîìå îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (35), âîîáùå ãîâîðÿ, èìå-
åò íåîäíîðîäíûå íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ýâîëþöèè êîíäåíñàòà áåç
ïîòåðè êîãðåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìàëûå îòêëîíåíèÿ êîíäåíñàòà îò îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ (35) îïèñûâàþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì âèäà (41), íî âìåñòî
îïåðàòîðíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ñëåäóåò ïèñàòü êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ψ1(t, ~r).
Ïðè âûâîäå ñïåêòðà âîçáóæäåíèé (51) èç (41) ìû íå èñïîëüçîâàëè êîììóòàöèîí-
íûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ψ̂1(t, ~r). Ïîýòîìó ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà äëÿ Ψ1(t, ~r) ñíîâà ïðèâåäåò ê ñïåêòðó (51) , íî òåïåðü îí áóäåò îïè-
ñûâàòü íå ýíåðãèþ êâàíòîâûõ êâàçè÷àñòèö, à ñïåêòð êîëåáàíèé êëàññè÷åñêîãî ïî-
ëÿ. Ïîýòîìó ìíîãèå ñâîéñòâà âîçáóæäåíèé áîçå-ãàçà ìîæíî ïîíÿòü, íå ïåðåõîäÿ
ê âòîðè÷íîìó êâàíòîâàíèþ. Â ÷àñòíîñòè, èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè âîçáóæäåíèé
äâèæóùåéñÿ òÿæåëîé ÷àñòèöåé ìîæíî âû÷èñëèòü, èñõîäÿ èç êâàíòîìåõàíè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ, èëè, ïî àíàëîãèè ñ ÷åðåíêîâñêèì èçëó÷åíèåì,
îïèðàÿñü íà îïèñàíèå èçëó÷åíèÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ âîë-
íîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà. Èìåÿ ýòî ââèäó, âûâåäåì óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö è ïëîòíîñòè ýíåðãèè.

Áóäåì èñõîäèòü èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (39), â êîòîðîì ïîëå
áóäåì ñ÷èòàòü êëàññè÷åñêèì è îïóñòèì òèëüäó íàä âîëíîâîé ôóíêöèåé ïîëÿ

i~
∂

∂t
Ψ =

p̂2

2m
Ψ + U0Ψ

∗ΨΨ + (V (r)− µ)Ψ. (76)

×òîáû ïîëó÷åííûå íèæå ôîðìóëû ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü ê ãàçó â ìàãíèòíûõ
ëîâóøêàõ, çäåñü ââåäåí ÷ëåí ñ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì V (r). Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî
óðàâíåíèÿ åñòü âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìó ïîëþ
Ψ∗ (ïðè ôèêñèðîâàííîì âèäå Ψ) îò ãàìèëüòîíèàíà

H =

∫
d3rE, E = Re

{
~2

2m
(∇Ψ)∗ (∇Ψ) +

1

2
U0 |Ψ|4 + (V (~r)− µ) |Ψ|2

}
. (77)

Ñîãëàñíî �Òåîðèè ïîëÿ� ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ E îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, è â ýòîì ñìûñëå ïåðâûé ÷ëåí â (77) ýêâèâàëåíòåí ïëîòíîñòè
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè Ψ∗ p̂2

2m
Ψ.

Â îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè (77) ÿâíî ïîä÷åðêíóòà äåéñòâèòåëüíîñòü âåëè÷èíû
E, ÷òîáû ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî âðåìåíè ìîæíî áûëî ôóíêöèþ Ψ∗ ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé, íî îòâåò óìíîæèòü íà 2:

Ė = 2Re

{[
~2

2m
(∇Ψ)∗∇+ U0Ψ

∗ |Ψ|2 + Ψ∗ (V (r)− µ)

]
Ψ̇

}
. (78)
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Èç ïåðâîãî ÷ëåíà ñïðàâà âûäåëèì äèâåðãåíöèþ

Ė−2Re∇
[
~2

2m
(∇Ψ)∗ Ψ̇

]
= 2Re

{[
− ~

2

2m

(∇2Ψ
)∗

+ U0Ψ
∗ |Ψ|2 + Ψ∗ (V (r)− µ)

]
Ψ̇

}
.

(79)
Ñðàâíèì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñïðàâà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà äëÿ Ψ∗, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì óðàâíåíèÿ
(76):

−i~
∂

∂t
Ψ∗ =

p̂2

2m
Ψ∗ + U0 |Ψ|2 Ψ∗ + (V (r)− µ)Ψ∗. (80)

Âûðàæåíèÿ òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü (79) ðàâíà

2Re{
(
−i~Ψ̇∗

)
Ψ̇}. (81)

Ïîä çíàêîì Re ñòîèò ÷èñòî ìíèìàÿ âåëè÷èíà, è ïðàâàÿ ÷àñòü (79) òîæäåñòâåííî
èñ÷åçàåò. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ýíåðãèè

Ė +∇Q = 0 (82)

ñ ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè, ðàâíîé

Q = −Re

{
~2

m
(∇Ψ)∗ Ψ̇

}
= Re

{(
−i
~
m
∇Ψ

)∗ (
i~Ψ̇

)}
. (83)

Çàïèøåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (76) â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

i~Ψ̇ = HlocΨ, (84)

ãäå ââåäåí ëîêàëüíûé íåëèíåéíûé ãàìèëüòîíèàí

Hloc =
p̂2

2m
+ U0 |Ψ|2 + (V (r)− µ). (85)

Òîãäà âåëè÷èíà Q ïðèíèìàåò ïî÷òè êëàññè÷åñêèé âèä ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðîñòè íà
ïëîòíîñòü ýíåðãèè

Q = Re

{(
p̂

m
Ψ

)∗
(HlocΨ)

}
. (86)

Äëÿ ïîëíîòû âûâåäåì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè êîäåíñàòà n = Ψ∗Ψ

ṅ = 2Re
(
Ψ∗Ψ̇

)
= 2Re

{
Ψ∗ 1

i~

[
− ~

2

2m
∇2Ψ + U0Ψ

∗ΨΨ + (V (r)− µ)Ψ

]}
. (87)

Îïÿòü ñïðàâà ïîä çíàêîì Re ïîñëåäíèå ÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè âåëè÷èíà-
ìè, à èç ïåðâîãî ÷ëåíà ëåãêî âûäåëèòü äèâåðãåíöèþ

ṅ +∇Re

{
Ψ∗

(
1

i

~
m
∇Ψ

)}
= 2Re

{
1

i~
(∇Ψ)∗

~2

2m
(∇Ψ)

}
. (88)
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Ñïðàâà ñíîâà íîëü, è ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ, ïî âèäó ñîâïàäàþùåìó ñ ïî-
òîêîì âåðîÿòíîñòè îäíîé ÷àñòèöû

j = Re

{
Ψ∗

(
p̂

m
Ψ

)}
, (89)

íî çäåñü Ψ - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíäåíñàòà. Ôîðìóëû (86) è (89) ñïðàâåäëèâû è
äëÿ îïåðàòîðíûõ ïîëåé.

Íàêîíåö, äëÿ ñïðàâîê ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ â èìïóëüñíîì
ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ÷èñëà íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö, èõ ýíåðãèè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîòîêè

N =
∑

k

nk, E =
∑

k

nkεk, (90)

j =
∑

k

nk
~k
m

, Q =
∑

k

nkεk
~k
m

. (91)

9.2 Òåîðèÿ Êàñòèíà-Äóìà
Ñòàíäàðòíûé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =

∫
ddrΨ̂+[H(t) +

1

2
gΨ̂+Ψ̂]Ψ̂, H(t) =

p2

2m
+ U (r)− µ, g = 4π~2as/m (92)

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ êâàíòîâîãî áîçå-ïîëÿ

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
Ψ̂(t, ~r) + gΨ̂+(t, ~r)Ψ̂(t, ~r)Ψ̂(t, ~r) (93)

Ïóñòü |Φex〉 - òî÷íîå ñîñòîÿíèå êîíäåíñàòà, 〈Φex |Φex〉 = 1. Êîíäåíñàò ëèáî èìå-
åò ôèêñèðîâàííîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ÷èñëî Nex ÷àñòèö â îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòî-
ÿíèè Φex (â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ íåïîäâèæíîãî êîíäåíñàòà Φex = V −1/2

, â ëîâóøêå ýòî îñíîâíîå îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå, ïåðåíîðìèðîâàííîå âçàèìî-
äåéñòâèåì.)

|Φex〉 = |Nex〉 , Nex =
〈
â+

ex(t)âex(t)
〉

|N〉 =
1√
N !

(
â+

ex

)N |0〉

(îïåðàòîð âex àííèãèëèðóåò îäíó ÷àñòèöó â |Φex〉); ëèáî åñòü êîãåðåíòíîå ñîñòî-
ÿíèå

âex |Φex〉 =
√

Nex |Φex〉 (94)

|Φex〉coh = e−
1
2
Nex

∑ N
N/2
ex√
N !

|N〉 (95)

Â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå îáà ñîñòîÿíèÿ êîíäåíñàòà ýêâèâàëåíòíû.
Ñëîæíîñòü òåîðèè Áîãîëþáîâà - â òîì, ÷òî îñíîâíûå îïåðàòîðû ìåíÿþò ÷èñëî

÷àñòèö â ñèñòåìå, à íàèáîëåå åñòåñòâåííûå îïåðàòîðû âîçáóæäåíèÿ íå äîëæíû
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ìåíÿòü ÷èñëà ÷àñòèö â çàìêíóòîé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî âûãëÿäèò ïðîòèâîåñòå-
ñòâåííî âûäåëåíèå ñ-÷èñëà èç îïåðàòîðà ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå

Ψ̂ (r, t) = Ψ0 (r, t) + δΨ̂ (r, t) (96)

Êàñòèí-Äóì ïðåäëàãàþò èñõîäèòü èç îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïîëÿ

Ψ̂ (r, t) =
∑

p

Φp (r, ) âp (t)

Âûäåëÿþò îñíîâíîå îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé
ôóíêöèåé Φex (r, t)

Ψ̂ (r, t) = Φex (r, t) âex(t) + δΨ̂ (r, t) , (97)∫
d3rΦ∗

ex (r, t) Φex (r, t) = 1, âex(t) =

∫
d3rΦ∗

ex (r, t) Ψ̂ (r, t) (98)

δΨ̂ (r, t) =
∑

p6=ex

Φp (r, ) âp (t) ,

∫
d3rΦ∗

ex (r, t) δΨ̂ (r, t) = 0, (99)

Ïîäñòàâèì (97) â (93). Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî δΨ̂ áóäåì èìåòü

i
∂

∂t
Φexâex =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
Φexâex + g |Φex|2 Φexâ

+
exâexâex

Ñîêðàòèì íà âex è ïðåíåáðåæåì ôëóêòóàöèåé ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå
(â+

exâex ' Nex)

i
∂

∂t
Φex =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
Φex + gNex |Φex|2 Φex

Îáîçíà÷àÿ Ψ0 (r, t) = Φex (r, t)
√

Nex , ïîëó÷àåì îáû÷íîå óðàâíåíèå Ãð-Ïèò

i
∂

∂t
Ψ0 (r, t) =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
Ψ0 (r, t) + g |Ψ0 (r, t)|2 Ψ0 (r, t)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â ïðèáëèæåíèè Òîìàñà-Ôåðìè ðàâíî

|Φex|2 =
µ− U (r)

gNex

(100)

Óðàâíåíèå äëÿ íàäêîíäåíñàíîé ÷àñòè èìååò â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âèä

i~
∂

∂t
δΨ̂ =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
δΨ̂ + 2g |Φex|2 â+

exâexδΨ̂ + gΦ2
exâ

2
exδΨ̂

+

äîìíîæàåì íà â+
ex, è çàìåíÿåì â+

exâex ' Nex

i~
∂

∂t
â+

exδΨ̂ =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
â+

exδΨ̂ + 2gNex |Φex|2 â+
exδΨ̂ + gNexΦ

2
exâexδΨ̂

+
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå îïåðàòîðà âîçáóæäåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå ñëåäóåò
ïðèíÿòü

F̂ =
1√
Nex

â+
exδΨ̂

Ýòîò îïåðàòîð íå ìåíÿåò ÷èñëî ÷àñòèö â çàìêíóòîé ñèñòåìå è èçîáðàæàåò
ñêà÷îê ÷àñòèöû èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå êîíäåíñàòà.

i~
∂

∂t
F̂ =

(
p̂2

2m
+ U (r)− µ

)
F̂ + 2gNex |Φex|2 F̂ + gNexΦ

2
exF̂

+

Ïîäñòàâèì ñþäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (100)

i~
∂

∂t
F̂ =

(
p̂2

2m
+ µ̃

)
F̂ + µ̃F̂+

µ̃ = (µ− U (r))

Ýòî - óðàâíåíèå Áîãîëþáîâà-äå Æåíà. Äàëåå - ïî íàêàòàííîé êîëåå. Â ÷àñò-
íîñòè, íàéäåì â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ÷èñëî íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö

δN =

∫
d3r

〈
δΨ̂+ (r, t) δΨ̂ (r, t)

〉

' 1

Nex

∫
d3r

〈
δΨ̂+ (r, t) âexâ

+
exδΨ̂ (r, t)

〉

'
∫

d3r
〈
F̂+F̂

〉
=

∑
[v2

p + (u2
p + v2

p)
〈
b̂+
p b̂p

〉
] (101)

Ïî ëîãèêå Êàñòèíà-Äóìà ÷èñëà íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö äîëæíû áûòü �õîðî-
øî îïðåäåëåííûìè�. Âìåñòî êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ôîðìàëüíî íàïèñàòü

|Ψ0〉 =
∏

k 6=0

1

v2
k!

(
â+

k â+
−k

)v2
k |Ψex〉 (102)

Îäíàêî ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ â äðîáíîé ñòåïåíè. Ôóíê-
öèÿ |Ψ0〉.äîëæíà áûòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà (92), êîòîðûé â
êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïî îïåðàòîðàì âk (t) èìååò âèä

Ĥ = E0 +
∑

k

[(
(~k)2

2m
+ µ)â+

k âk +
1

2
µâkâ−k +

1

2
µâ+

−kâ
+
k ]. (103)

. Íàéäåì ýíåðãèþ Êàñòèíà-Äóìà

〈H〉 =
∑

k

〈
[(

(~k)2

2m
+ µ)â+

k âk +
1

2
µâkâ−k +

1

2
µâ+

−kâ
+
k ]

〉
=

∑

k

v2
kξk > 0

Ýòà ýíåðãèÿ âûøå ðåçóëüòàòà êîãåðåíòíîé òåîðèè.
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9.3 Ñâåðõòåêó÷èé ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå â ëîâóøêàõ
9.3.1 Ââåäåíèå
Â èäåàëüíîì áîçå-ãàçå ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå èìååò ìåñòî ÿâëåíèå íàêàïëèâà-
íèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà íèæíåì óðîâíå - êîíäåíñàöèÿ, ïðåäñêà-
çàííàÿ â 1924 ã. Áîçå è Ýéíøòåéíîì. Îíà íàñòóïàåò, êîãäà òåïëîâàÿ äëèíà âîëíû
äå-Áðîéëÿ ÷àñòèö (λ ' ~/ (mT )1/2) ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû íà÷èíàåò ïðåâû-
øàòü ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå 1/n1/3. Êîíäåíñàöèÿ ñóùåñòâóåò è â íåèäåàëüíîì
áîçå-ãàçå. Êîíäåíñàò â íåèäåàëüíîì ãàçå îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì -
ñâåðõòåêó÷åñòüþ. Ñâåðõòåêó÷åñòü áûëà îòêðûòà Ïåòðîì Êàïèöåé â êîíäåíñèðî-
âàííîé ñðåäå - â áîçå-æèäêîñòè. Òàêîé æèäêîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûé
ãåëèé. Âñå äðóãèå ïëîòíûå âåùåñòâà ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê íóëþ, íàõîäÿòñÿ
â òâåðäîì ñîñòîÿíèè. Ñâåðõòåêó÷èé æèäêèé ãåëèé èìååò íóëåâóþ âÿçêîñòü è åãî
òå÷åíèå ïî êàïèëëÿðàì íå çàòóõàåò.

Â äâàäöàòîì âåêå Ðîññèÿ ïîäàðèëà ìèðó äâóõ âåëèêèõ ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ,
âíåñøèõ âûäàþùèéñÿ âêëàä â ðàçâèòèå ýòîé îáëàñòè. Ýòî - Ëåâ Ëàíäàó è Íè-
êîëàé Áîãîëþáîâ. Ëàíäàó äàë ïðèíöèïèàëüíîå îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ è ïîñòðîèë
ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè (1941). Áîãîëþáîâ ñîçäàë
ìèêðîñêîïè÷åñêóþ òåîðèþ ñâåðõòåêó÷åñòè, îñíîâàííóþ íà ìîäåëè ñëàáîíåèäàëü-
íîãî áîçå-ãàçà (1947). Ýòà ìîäåëüíàÿ òåîðèÿ ïðåâðàòèëàñü â òåîðèþ, àäåêâàòíóþ
ôèçè÷åñêîìó ÿâëåíèþ, ïîñëå îòêðûòèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè ãàçîâ ùåëî÷íûõ ìåòàë-
ëîâ.

Â 1995 ã. Êåòòåðëè, Êîðíåëë è Âèìàí ïîìåñòèëè â ìàãíèòíóþ ëîâóøêó ãàç ðó-
áèäèÿ è ïîíèçèëè òåìïåðàòóðó äî ðåêîðäíî íèçêîé âåëè÷èíû ïîðÿäêà 10−6. Àòîì
ùåëî÷íîãî ìåòàëëà 37Rb85 èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ (37) è íå÷åòíîå ÷èñëî
íóêëîíîâ (85) è ÿâëÿåòñÿ áîçå-÷àñòèöåé. Áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè äîñòèãíóòûõ òåìïåðàòóðàõ â ãàçå îáðàçóåòñÿ áîçå-ýéíøòåéíîâñêàÿ êîíäåí-
ñàöèÿ. À íàëè÷èå â íåì íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé óêàçûâàåò íà íàëè÷èå âòîðîãî
óäèâèòåëüíîãî ñâîéñòâà áîçå-ñèñòåì - íà ñâåðõòåêó÷åñòü. Ïîçæå ñâåðõòåêó÷åñòü
áûëà íàáëþäåíà ó äðóãèõ ãàçîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ (Li, Na,), à òàêæå ó ïîëÿðè-
çîâàííîãî àòîìàðíîãî âîäîðîäà è ìåòàñòàáèëüíîãî ãàçà ãåëèÿ. Â ïðîøëîì ãîäó
Êåòòåðëè, Êîðíåëë è Âèìàí ñòàëè ëàóðåàòàìè Íîáåëåâñêîé ïðåìèè.

Áóðíîå ðàçâèòèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ãàçîâ â ìàãíèòíûõ ëîâóø-
êàõ ïðèâëåêëî âíèìàíèå ê ýòîìó ÿâëåíèþ áîëüøîãî ÷èñëà òåîðåòèêîâ. Íàñòîÿ-
ùàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà êðàòêîìó è äàëåêî íå ïîëíîìó îáçîðó òåîðåòè÷åñêèõ ðà-
áîò, êîòîðûå îïóáëèêîâàíû â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, õîòÿ áîëüøèíñòâî
ñëóøàòåëåé Øêîëû çíàêîìî ñ ïðåäìåòîì â ðàìêàõ äåâÿòîãî òîìà êóðñà �Òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè�, ìû â íåñêîëüêèõ ñëîâàõ íàïîìíèì òåîðèþ Áîãîëþáîâà.

Ïëàí ëåêöèè.
À Ãàç â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå.
À1. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, êîíäåíñàò, óðàâíåíèå Ãðîññà-

Ïèòàåâñêîãî.
À2 Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà. Ñâåðõòåêó÷åñòü.
À3. Ýíåðãèÿ è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
À4. Ñîëèòîíû è ñòàöèîíàðíûé ýôôåêò Äæîçåôñîíà.
À5. Ðåøåòî÷íûé ãàç.
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À6. Ïðÿìîå íàáëþäåíèå êîýôôèöèåíòîâ áîãîëþáîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Â. Ãàç â ëîâóøêàõ.
Â1. Óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî â ìàãíèòíîé ëîâóøêå. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

â ïðèáëèæåíèè Òîìàñà-Ôåðìè.
Â2. �Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ� áîçå-ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Âîç-

áóæäåíèÿ êîíäåíñàòà â ëîâóøêàõ.
Â3. Îñöèëëÿöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Â4. Èçëó÷åíèå áîãîëþáîâñêèõ âîçáóæäåíèé â îñöèëëèðóþùåì ãàçå, îáóñëîâ-

ëåííîå ñòàòè÷åñêèì äåôåêòîì.
Â5. �×åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå�
Â6. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ êàê ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè îñöèëëÿöèé.

9.3.2 A1. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, êîíäåíñàò, óðàâíåíèå
Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî

Èòàê, ðàññìîòðèì íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç â ëîâóøêå V (~r), êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ âíåø-
íèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ òåìïåðàòóðîé, áëèçêîé ê íó-
ëþ, êîãäà òåïëîâûõ âîçáóæäåíèé î÷åíü ìàëî T ¿ Tc ' (~2/m)n2/3. Ïîëíûé
ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥtot =

∫
d3r[Ψ̂+(t, ~r)(

p̂2

2m
+ V (~r)− µ0)Ψ̂(t, ~r) +

1

2
U0Ψ̂

+(t, ~r)Ψ̂+(t, ~r)Ψ̂(t, ~r)Ψ̂(t, ~r)].

(104)
Âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé µ0 ïðîèçâîëüíà è, ôàêòè÷åñêè, ôèêñèðóåò íà÷àëî îòñ÷å-
òà ýíåðãèè. Íèæå åå çíà÷åíèå áóäåò âûáðàíî òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ íå çàâèñåëà îò âðåìåíè. Èìåÿ ââèäó îïèñàíèå ÿâëåíèé, ñëàáî ìåíÿ-
þùèõñÿ íà ìàñøòàáàõ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ çàïèñàíà â ëîêàëüíîé ôîðìå. Ïàðàìåòð U0 èìååò ðàçìåðíîñòü
ýíåðãèÿ×îáúåì è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

U0 =
4π~2a

m
. (105)

Âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ äëèíîé ðàññåÿíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ãàéçåí-
áåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ ðàâíà

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) = [Ψ̂(t, ~r), Ĥ]. (106)

Ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìó �óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà�

i~
∂

∂t
Ψ̂(t, ~r) = (

p̂2

2m
+ V (~r)− µ0)Ψ̂(t, ~r) + U0Ψ̂

+(t, ~r)Ψ̂(t, ~r)Ψ̂(t, ~r). (107)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ áîçå-ïîëÿ Ψ̂ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíî÷àñòè÷íîé
çàäà÷è

(
p̂2

2m
+ V (~r)− µ0)ϕk(~r) = ξkϕk(~r) (108)

:
Ψ̂ =

∑

k

âk (t) ϕk(~r). (109)
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Â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàç â îòñóòñòâèè ïî-
òåíöèàëà ëîâóøêè, êîãäà ôóíêöèè ϕk(~r) = V −1/2 exp(i~k~r) ñóòü ïëîñêèå âîëíû â
ÿùèêå V = L3 c ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ϕk(~r) = ϕk(~r + ~L) .

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå) âñå ÷àñòèöû èäåàëüíîãî
áîçå-ãàçà íàõîäÿòñÿ â êîíäåíñàòå, ò.å. èìåþò íóëåâîé èìïóëüñ. Â íåèäåàëüíîì ãàçå
ïðè T = 0 áîëüøèíñòâî ÷àñòèö N0 îñòàþòñÿ â êîíäåíñàòå, íî èç-çà îòòàëêèâàíèÿ
íåáîëüøàÿ äîëÿ ÷àñòèö èìåþò íåíóëåâûå èìïóëüñû. Ïîýòîìó èç îïåðàòîðíîé
ôóíêöèè (109) öåëåñîîáðàçíî âûäåëèòü îïåðàòîð ñ íóëåâûì èìïóëüñîì

Ψ̂ = ϕ0(~r)â0 + Ψ̂1,
〈
Ψ̂1

〉
= 0, (110)

Ψ̂1 =
∑

k 6=0

âk (t) ϕk(~r) (111)

Â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ êîíäåíñàò èç N0 ÷àñòèö ñ íóëåâûì
èìïóëüñîì îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, îáðàçîâàííîì ìíîãîêðàòíûì äåé-
ñòâèåì íà ñîñòîÿíèå âàêóóìà îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ

|N0〉 =
1√
N0!

(
â+

0

)N0 |0〉 , 〈N0 | N0〉 = 1 (112)

Êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà ïîãëî-
ùåíèÿ

â0 |A〉 = A |A〉 . (113)
Ýòî ñîñòîÿíèå åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûì ÷èñëîì n ÷àñòèö ñ íóëåâûì
èìïóëüñîì.

|Ψ00〉 = |A〉 = e−
1
2
|A|2

∞∑
n

An

√
n!
|n〉 , 〈A| |A〉 = 1, N0 = 〈A| â+

0 â0 |A〉 = |A|2 . (114)

Â ìàêðîñêîïè÷åñêîì (N0 →∞) êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóà-
öèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â êîíäåíñàòå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó â ìàêðîñêîïè÷åñêîì
ïðåäåëå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ (112) è (114) ýêâèâàëåíòíû. Íèæå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíäåíñàòà èìååò ôîðìó (114).

Âñå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ïî
ñîñòîÿíèþ êîíäåíñàòà. Ïîýòîìó, èìåÿ ââèäó (113), ìîæíî â (110) ïåðâûé ÷ëåí
çàìåíèòü íà êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ êîíäåíñàòà

Ψ̂ = Ψ + Ψ̂1 (115)

Àìïëèòóäà ïëîòíîñòè êîíäåíñàòà Ψ â ñëàáî íåðàâíîâåñíîì ñëó÷àå åñòü êëàñ-
ñè÷åñêîå áîçå-ïîëå Ψ(t, ~r), àíàëîãè÷íîå ñêàëÿðíîìó ïîòåíöèàëó êëàññè÷åñêîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. ×òîáû íàéòè ýâîëþöèþ êîíäåíñàòà, ñëåäóåò ïîäñòàâèòü
(115) â (107) è ïðåíåáðå÷ü îïåðàòîðíîé ÷àñòüþ ïîëÿ, îïèñûâàþùåé íàäêîíäåí-
ñàòíûå ÷àñòèöû Ψ̂1 . Èìååì

i~
∂

∂t
Ψ(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ(t, ~r) + U0Ψ

∗(t, ~r)Ψ(t, ~r)Ψ(t, ~r)− µ0Ψ(t, ~r). (116)
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Ýòî åñòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Â ôèçèêå ñâåðõòåêó÷åãî áîçå-ãàçà
îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (1961), êîòîðûå ïåðâûå îáîñíî-
âàëè âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîíäåíñàòà óðàâíåíèåì (116). Îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îäíîðîäíî è íå çàâèñèò îò âðåìåíè

Ψ(t, ~r) = Ψ, (117)

åñëè ââåäåííàÿ âûøå êîíñòàíòà ðàâíà

µ0 = U0Ψ
2. (118)

×èñëî ÷àñòèö è ýíåðãèÿ îäíîðîäíîãî êîíäåíñàòà (ñì. (104)) ñâÿçàíû ñ àìïëèòóäîé
êîíäåíñàòà Ψ ôîðìóëàìè

N0 =

∫
d3rΨ+Ψ = Ψ2V, E00 =

1

2
U0

∫
d3rΨ+Ψ+ΨΨ =

U0N
2
0

2V
(119)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýíåðãèþ ïî ÷èñëó ÷àñòèö, íàõîäèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

µ =
∂E00

∂N0

=
U0N0

V
= U0Ψ

2. (120)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (118), ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîñòîÿííàÿ µ0 åñòü
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Ïðè ýòîì E00 = 1

2
µ0N0. Â îòëè÷èå îò èäåàëüíîãî ãàçà,

íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáëàäàåò îòëè÷íûì îò íóëÿ äàâëå-
íèåì

P = −∂E00

∂V
=

U0N
2
0

2V 2
(121)

è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ çâóêà

c =

√
∂P

∂ρ
=

√
U0ρ

m2
=

√
µ0

m
. (122)

(ρ = mN0/V - ïëîòíîñòü ãàçà). Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì îòëè÷èåì N0 îò ïîëíîãî
÷èñëà ÷àñòèö N .

Îäíèì èç ïåðâûõ äîêàçàòåëüñòâ ïîÿâëåíèÿ áîçå-êîíäåíñàöèè â óëüòðàõîëîä-
íîì ãàçå áûëî îáíàðóæåíèå â 1997 ã. óìåíüøåíèÿ â øåñòü ðàç òðåõ÷àñòè÷íîé
ðåêîìáèíàöèè, ðàíåå ïðåäñêàçàííîãî Êàãàíîì è Øëÿïíèêîâûì. Â òîì æå ãîäó
Êåòòåðëè ïðîäåìîíñòðèðîâàë êîãåðåíòíûå ñâîéñòâà ãàçà, íàáëþäàÿ èíòåðôåðåí-
öèþ ïðè ñëèÿíèè äâóõ êîíäåíñàòîâ.

9.3.3 À2 Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ íåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà. Ñâåðõ-
òåêó÷åñòü

Äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå íåáîëüøàÿ ÷àñòü ÷àñòèö íå ïðèíàäëåæèò êîí-
äåíñàòó è èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ èìïóëüñû. Ñâîéñòâà ýòèõ ÷àñòèö îïèñûâà-
þòñÿ îïåðàòîðíîé ôóíêöèåé Ψ̂1 â (115). Ýâîëþöèÿ ýòîãî îïåðàòîðà îïèñûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ïî Ψ̂1 ÷àñòüþ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (107).

i~
∂

∂t
Ψ̂1(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ̂1(t, ~r) + 2U0Ψ

2Ψ̂1(t, ~r) + U0Ψ
2Ψ̂+

1 (t, ~r)− µΨ̂1(t, ~r). (123)
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Ñ ó÷åòîì (120) ïðèâîäèì ýòî óðàâíåíèå ê êîìïàêòíîìó âèäó

i~
∂

∂t
Ψ̂1 =

(
p̂2

2m
+ µ

)
Ψ̂1 + µΨ̂+

1 . (124)

Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (111) èìååì

i~
∂

∂t
âk (t) = ξkâk (t) + µâ+

−k (t) . (125)

Â ýòîì óðàâíåíèè óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ïåðåìåøàíû áîçå-îïåðàòîðû âk (t) è
â+
−k (t). Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû, à ïîñëåäíèé

÷ëåí â ïðèáëèæåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ îòðàæàåò âèðòóàëüíîå ïîãëîùåíèå
÷àñòèöû êîíäåíñàòîì.

Äëÿ äèàãîíàëèçàöèè óðàâíåíèÿ (125) ïðèìåíèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
Áîãîëþáîâà

âk (t) = [ukb̂ke
−iεkt/~ − vkb̂

+
−ke

iεkt/~] (126)
è åãî ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå (ñ çàìåíîé çíàêà èìïóëüñà)

â+
−k (t) = [ukb̂

+
−ke

+iεkt/~ − vkb̂ke
−iεkt/~]. (127)

Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ b̂k è ðîæäåíèÿ b̂+
k êâàçè÷àñòèö, êîòî-

ðûå óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå ïðàâèëàì êîììóòàöèè, ÷òî è èñõîäíûå îïåðàòîðû
�ãîëûõ ÷àñòèö�. [

b̂k, b̂
+
k′

]
= δk,k′ ,

[
b̂k, b̂k′

]
=

[
b̂+
k , b̂+

k′

]
= 0. (128)

Îòñþäà
u2

k − v2
k = 1 (129)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè êâàçè÷àñòèöû âåäóò ñåáÿ êàê ÷àñòèöû èäåàëü-
íîãî ãàçà, è ñîîòâåòñâóþùèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �ôóíêöèÿìè�
îïåðàòîðà ýíåðãèè

i~
∂

∂t
b̂k = εkb̂k, i~

∂

∂t
b̂+
k = −εkb̂

+
k . (130)

ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±εk. Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçî-
âàíèÿ uk, vk ïîëàãàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè âåêòîðà k. Ýòî
âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü óäà÷íûì âûáîðîì ôàç ó îïåðàòîðîâ b̂k.

Ñìûñë ôîðìóëû (126) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîãëîùåíèå áîçå-÷àñòèöû, èç ñîñòî-
ÿíèÿ ñ èìïóëüñîì k ýêâèâàëåíòíî ïîãëîùåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ u2

k êîíä åíñàòîì
îäíîãî êâàíòà ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ è ðîæäåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ v2

k èç
êîíäåíñàòà êâàíòà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èìïóëüñîì.

Ïîäñòàâèâ (126), (127) è (130) â (125), íàõîäèì ýíåðãèþ êâàçè÷àñòèöû

εk =
√

ξ2
k − µ2 =

√√√√(~k)2

m
µ +

(
(~k)2

2m

)2

. (131)

è êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ

uk =

√
1

2

(
ξk

εk

+ 1

)
, vk =

√
1

2

(
ξk

εk

− 1

)
, u2

k + v2
k =

ξk

εk

, 2ukvk =
µ

εk

. (132)
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Ôàêòè÷åñêè, ýòî êîýôôèöèåíòû ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåò-
ðèêîé (129).

Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ εk ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

εk ' (~k)2

2m
, εk À µ, (133)

à äëèííîâîëíîâàÿ ÷àñòü ñïåêòðà èìååò ôîðìó çâóêîâîãî ñïåêòðà, ò.å. ëèíåéíî
çàâèñèò îò èìïóëüñà.

εk = c~k, c =

√
µ

m
=

√
U0N0

mV
, εk ¿ µ. (134)

Âåëè÷èíà c ÷èñëåííî ðàâíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà (122). Òàêèì
îáðàçîì, êâàçè÷àñòèöû èãðàþò â áîçå-ãàçå ðîëü çâóêîâûõ êâàíòîâ - ôîíîíîâ.
Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü êâàçè÷àñòèö ðàâíà

c(k) =
εk

~k
= c

√
1 +

(~k)2

4µm
(135)

è åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî c.
Â íåèäåàëüíîì áîçå ãàçå íåò äðóãèõ íèçêîëåæàùèõ ìîä âîçáóæäåíèé. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëàíäàó íåèäåàëüíûé ãàç ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷èì, ïîêà ñêîðîñòü ïîòîêà ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà

v ≤ c

Îäíèì èç ïðÿìûõ äîêàçàòåëüñòâ ñâåðõòåêó÷åñòè ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå íåçàòóõà-
þùèõ îñöèëëÿöèé ãàçà â ìàãíèòíîé ëîâóøêå (ñì. ðàçäåë Â).

Èç ïðåîáðàçîâàíèé Áîãîëþáîâà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ïî ñîñòîÿíèþ ãàçà ÷èñëî
÷àñòèö ñ èìïóëüñîì k ðàâíî

Nk =
〈
â+

k âk

〉
= v2

k + u2
k

〈
b̂+
k b̂k

〉
+ v2

k

〈
b̂+
−kb̂−k

〉
. (136)

Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå êâàçè÷àñòèöû îòñóòñòâóþò, è ïåðâûé ÷ëåí (136) äàåò

N
(0)
k = v2

k =
1

2

(
ξk

εk

− 1

)
. (137)

Ïðè εk ¿ µ ýòî ÷èñëî âåñüìà âåëèêî, íî ïðè εk À µ áûñòðî ïàäàåò. Ïîëíîå ÷èñëî
íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî, î÷åâèäíî, ÷èñëó ñîñòîÿíèé
ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè ìåíüøå pmax =

√
2mµ . Ýòî ÷èñëî ðàâíî

n
(0)
1 =

1

V

∑
N

(0)
k ' p3

max

(2π~)3 ' n0

√
n0a3. (138)

Òåîðèÿ Áîãîëþáîâà îïèðàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè áîëü-
øèíñòâî ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â êîíäåíñàòå, è n

(0)
1 ¿ n0. Îòñþäà íàõîäèì îöåíêó

ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ãàçà

max n0 ' a−3, (139)
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Ïîëó÷èëè åñòåñòâåííûé ðåçóëüòàò: ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçðåæåííûì, ïîêà ñðåä-
íåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ðàññåÿíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

µ

Tc

' an1/3 ¿ 1.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî òåìïåðàòóðà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê âåëè÷èíû µ, ìíîãî íèæå
òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà, è ñóùåñòâóåò øèðîêàÿ îáëàñòü òåìïåðàòóð
(µ ≤ T ≤ Tc), â êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðåãàòü îòëè÷èåì êâàçè÷àñòèö îò ÷àñòèö.

Ïëîòíîñòü ÷àñòèö, âîçáóæäåííûõ òåìïåðàòóðîé ñîãëàñíî (136) ðàâíà

n
(T )
1 =

∑ ξk

εk

nbk, nbk =
〈
b̂+
k b̂k

〉
.

×èñëî êâàçè÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Ïëàíêà-Áîçå-Ýéíøòåéíà ñ íóëåâûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

nbk =
1

exp(βεk)− 1
.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òåìïåðàòóð ïëîòíîñòü âîçóæäåí-
íûõ ÷àñòèö ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

n
(T )
1 ' µ

T

(
T

c

)3

, 0 < T < µ, (140)

n
(T )
1 '

∑
Nk ' (mT )3/2 , µ < T ¿ Tc

µ

Tc

= an1/3. (141)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýíòðîïèÿ êîíäåíñàòà ðàâíà íóëþ, è ïðè T ¿ Tc âêëàä â ýíòðî-
ïèþ è òåïëîåìêîñòü äàþò òîëüêî íàäêîíäåíñàòíûå ÷àñòèöû.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé áîçå-ãàçà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ÿâëÿåòñÿ àíî-
ìàëüíîå ñðåäíåå

A =
1

V

〈
Ψ̂1Ψ̂1

〉
= − 1

V

∑ µ

2εk

(1 + 2nbk). (142)

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî àíîìàëüíîãî ñðåäíåãî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïà-
äàåò ñ ÷èñëîì íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö. Îòëè÷èå ýòîãî àíîìàëüíîãî ñðåäíåãî îò
íóëÿ ÿâíûì îáðàçîì ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâåðõòåêó÷èé áîçå-ãàç â çàìêíóòîì îáúåìå
ïðèíöèïèàëüíî íå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé èëè ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñ
ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö.

Ïðèìåíèì âûðàæåíèå (136) ê ñëó÷àþ, êîãäà ãàç, íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè, âîçáóæäåí ñ îáðàçîâàíèåì nq êâàçè÷àñòèö ñ èìïóëüñîì q . Òîãäà ÷èñëî
÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè q è -q óâåëè÷èâàåòñÿ:

Nq = v2
q + u2

qnq, N−q = v2
q + v2

qnq.

Òàêîå âîçáóæäåíèå íåäàâíî áûëî ðåàëèçîâàíî, ñîîòâåòñòâóþùåå óâåëè÷åíèå
÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè áûëî èçìåðåíî è, òåì ñàìûì, ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî äîêàçàíà ðåàëüíîñòü áîãîëþáîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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9.3.4 3À. Ýíåðãèÿ è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
Èç òåîðèè Áîãîëþáîâà ñëåäóåò, ÷òî â íåèäåàëüíîì ãàçå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå
íåáîëüøàÿ ÷àñòü (

√
n0a3) ÷àñòèö èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ èìïóëüñû. Ïîýòîìó ïðè

âû÷èñëåíèè ïîëíîé ýíåðãèè è ïîñòðîåíèè ïîëíîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
ãàçà ñëåäóåò ó÷åñòü âêëàä íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö.

Â ãàìèëüòîíèàíå ñèñòåìû (104) ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî îïåðàòîðàì âk (t)
ðàâíû

Ĥ =
∑

k 6=0

[ξkâ
+
k âk +

1

2V
U0â

+
0 â+

0 âkâ−k +
1

2V
U0â

+
−kâ

+
k â0â0], (143)

Ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ÷ëåíîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
∑

ki 6=0

1
2V

U0â
+
k1

â+
k2

âk3 âk4 , êî-

òîðûé ïðè T ¿ Tc íå èãðàåò ðîëè.
Ïîëàãàÿ, ÷òî êîíäåíñàò íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, çàìåíèì îïåðà-

òîð â0 íà
√

N0 è ó÷òåì (120). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí (143) ïðèíèìàåò ôîðìó

Ĥ =
∑

k 6=0

[ξkâ
+
k âk +

1

2
µâkâ−k +

1

2
µâ+

−kâ
+
k ]. (144)

Âûðàæåíèå (144) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (126),(127) ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíóþ
ôîðìó

Ĥ = E1 + Ĥb (145)

E1 =
1

2

∑

k 6=0

(εk − ξk) , Ĥb =
∑

k 6=0

εkb̂
+
k b̂k (146)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ áîãîëþáîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïó-
òåì íåïîñðåäñòâåííîé äèàãîíàëèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (144) ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå óòîìèòåëüíûì ñïîñîáîì, ÷åì ìåòîä äèàãîàíàëèçàöèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
(125).

Ãàìèëüòîíèàí Ĥb îïèñûâàåò ñóììàðíóþ ýíåðãèþ âîçáóæäåíèé. Âåëè÷èíà E1

åñòü ýíåðãèÿ íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Åñëè îáðåçàòü
åå íà èìïóëüñàõ ïîðÿäêà √mµ , îíà ðàâíà íåáîëüøîé îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíå
ïîðÿäêà − (a3N0/V )

1/2
E00. Ïðè áîëüøèõ èìïóëüñàõ ýíåðãèÿ E1 ðàñõîäèòñÿ. Ýòà

ðàñõîäèìîñòü ëèêâèäèðóåòñÿ óòî÷íåíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ U0 âî âòîðîì ïîðÿäêå
òåîðèè âîçìóùåíèé (Õóàíã,ßíã,Ëè,1957). Â ðåçóëüòàòå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ãàçà ðàâíà

E0 =
2π~2aN2

mV
[1 +

128

15

√
a3N

πV
].

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà ñ ó÷åòîì ÷àñòèö ñ íåíóëåâûì
èìïóëüñîì äîëæíà ñîäåðæàòü íóëåâîå ÷èñëî êâàçè÷àñòèö, è óäîâëåòâîðÿòü ïðè
âñåõ k 6= 0 óðàâíåíèþ

b̂k |Ψ0〉 = 0. (147)
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà èìååò î÷åíü èíòåðåñíóþ ñòðóêòóðó
(Õóàíã)

|Ψ0〉 =
∏

k>0

Qk |Ψ00〉 , (148)

Qk =
∑
j=0

BkA
j
k

1

j!

(
â+

k â+
−k

)j (149)

Ak = −ξk − εk

µ
, Bk = 1/

√
1

2

(
ξk

εk

+ 1

)
(150)

Çäåñü |Ψ00〉 - âåêòîð ñîñòîÿíèÿ êîíäåíñàòà ÷àñòèö ñ íóëåâûì èìïóëüñîì. Ñî-
ãëàñíî âûðàæåíèþ (149) â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |Ψ0〉 ÷àñòèöû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè, êîòîðûå ãðóïïèðóþòñÿ â êâàçèêîãåðåíòíûå
ñîñòîÿíèÿ, àíàëîãè÷íûå (114).

Èç (145) è (147) ñëåäóåò, ÷òî |Ψ0〉 åñòü òî÷íîå ðåøåíèå óð-èÿ Øðåäèíãåðà

Ĥ |Ψ0〉 = E1 |Ψ0〉 (151)

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ êîíäåíñàòà.

9.3.5 À4. Ñîëèòîíû è ñòàöèîíàðíûé ýôôåêò Äæîçåôñîíà
Óðàâíåíèå (116) êðîìå òðèâèàëüíîãî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ (117) èìååò òî÷íîå
ðåøåíèå Çàõàðîâà-Øàáàòà â ôîðìå ïëîñêîé óåäèíåííîé áåãóùåé âîëíû (êèíê
èëè ñîëèòîí)

Ψ(t, x) =
√

nc[sin θ tanh(sin θ (x− vt) /λ) + i cos θ], (152)

ãäå v - ñêîðîñòü ñîëèòîíà, êîòîðàÿ âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà c, cos θ =
v/c, λ = ~/√mµ - êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà, nc = µ/U0 - ïëîòíîñòü âäàëè îò öåíòðà.
Ïîêîþùèéñÿ ñîëèòîí

Ψ(t, x) =
√

nc tanh(x/λ)] (153)
èìååò òîëùèíó 2λ , à ïëîòíîñòü ãàçà â íà÷àëå êîîðäèíàò îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Äëèíà ñîëèòîíà è ïëîòíîñòü ãàçà â öåíòðå ñ óâåëè÷åíèåì åãî ñêîðîñòè ðàñòóò:

L =
2λ√

1− (v/c)2
, |Ψ(t, vt)|2 = nc (v/c)2 .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âäàëè îò öåíòðà äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà ãàç íåïîäâèæåí.

Ψ(t, x) =
√

nc[± sin θ − i cos θ] = −i
√

nc exp(±iθ), x = ±∞
è èìååò ðàçíîñòü ôàç

δϕ = 2θ, 0 < δϕ < π

Â ðàáîòå Õàêèìà /1998/ ñîëèòîííàÿ ôóíêöèÿ (â äðóãîé ôîðìå) áûëà èñïîëü-
çîâàíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î äâèæåíèè îäíîìåðíîé ïðèìåñè â ñðåäå, îïèñûâàå-
ìîé íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ìîæíî ïðè-
ìåíèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñòàöèîíàðíîãî ýôôåêòà Äæîçåôñîíà â áîçå-ãàçå.
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Óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà â äâèæó-
þùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò, åñëè êðîìå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-
äèíàò ~r′ = ~r − ~vt, ïðîèçâåñòè êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ψ(t, ~r) = eiϕ(t,~r′)Ψ̃(t, ~r′),

ϕ̇ =
mv2

2~
, ∇′ϕ =

m~v

~
.

i~
∂

∂t
Ψ(t, ~r) =

p̂2

2m
Ψ(t, ~r) + U0Ψ

∗(t, ~r)Ψ(t, ~r)Ψ(t, ~r)− µΨ(t, ~r). (154)

Ýòî ïîçâîëÿåò èç (152) íàéòè âèä íåïîäâèæíîãî ñîëèòîíà â ïîëå êîíäåíñàòà,
êîòîðûé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Òàêîé ñîëèòîí îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

Ψ(t, x) = eiϕ(t,x)√nc{sin θ tanh[sin θ(x + b)]− i cos θ}, (155)

ϕ(t, x) =
mv

~
x− mv2

2~
t + ϕ0, (156)

Ψ(t, x → ±∞) = −i
√

nc exp(±iθ) exp iϕ(t, x). (157)

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (134) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãðîññà-
Ïèòàåâñêîãî (116).

Ââîäèì áåñêîíå÷íî óçêèé áàðüåð, íåïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ñîëèòîíà
V (x) = gδ(x). Ðåøåíèå çàäà÷è î òóííåëèðîâàíèè ñâåðõòåêó÷åãî ïîòîêà ñêâîçü
ýòîò áàðüåð äàåòñÿ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ñëåâà è ñïðàâà îò áàðüåðà èìåþò âèä
(155) è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî çíà÷åíèÿìè ôàç ϕ0 è ïîëîæåíèÿìè öåí-
òðîâ ñîëèòîíîâ. Ðàçíûå çíà÷åíèÿ cos θ ñïðàâà è ñëåâà íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó
ñïðàâà è ñëåâà ïîòîê ÷àñòèö äîëæåí áûòü îäèíàêîâûì. Ïðè x > 0 áóäåì èñïîëü-
çîâàòü (155), (156), à ïðè x < 0 - ôóíêöèþ

Ψ(t, x) = eiϕ(t,x)√nc{sin θ tanh(sin θ (x− b))− i cos θ}. (158)

ϕ(t, x) =
mv

~
x− mv2

2~
t + ϕ−, (159)

Ψ(t, x → −∞) = −i exp(−iθ)
√

nc exp(i

(
mv

~
x− mv2

2~
t + ϕ−

)
) (160)

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò ôàçû ôóíêöèè èìåþò âèä ñëåâà
(−1

2
π + mv

~ x− mv2

2~ t + ϕ− − θ) è ñïðàâà (−1
2
π + mv

~ x− mv2

2~ t + ϕ0 + θ) Ñëåäîâàòåëü-
íî, àññèìïòîòè÷åñêèé ñêà÷îê ôàçû, îáóñëîâëåííûé áàðüåðîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ
âåëè÷èíîé δϕ = 2θ + ϕ0 − ϕ−.

Íà äåëüòàîáðàçíîì ïîòåíöèàëå ôóíêöèè íåïðåðûâíû, à èõ ëîãàðèôìè÷åñêèå
ïðîèçâîäíûå ïðåòåðïåâàþò ñêà÷îê

Ψ̃(t, +0) = Ψ̃(t,−0)

∂

Ψ̃(t, +0)∂x′
Ψ̃(t, +0)− ∂

Ψ̃(t,−0)∂x′
Ψ̃(t,−0) = 2g
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Îòñþäà íàõîäèì óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå âåëè÷èíó ïàðàìåòðà b è ðàçíîñòü ôàç

exp(iϕ0){A sin θ − i cos θ} = exp(iϕ−){−A sin θ − i cos θ}
(1− A2) sin2 θ

{A sin θ − i cos θ} −
(1− A2) sin2 θ

{−A sin θ − i cos θ} = 2g, A = tanh[b sin θ]

Ïðèâåäåì ýòè óðàâíåíèÿ ê âèäó

A (1− A2) sin3 θ

cos2 θ + A2 sin2 θ
= g, sin (ϕ0 − ϕ−)) = − 2A sin θ cos θ

cos2 θ + A2 sin2 θ
(161)

Â ñëó÷àå âûñîêîãî áàðüåðà (g À 1, A ¿ 1, cos θ ¿ 1, 2θ = π − 2v/c) ýòè
óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

g =
A

v2 + A2
, sin (ϕ0 − ϕ−) = −gv.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè v ≤ v = c/2g. Ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñêà÷îê ôàçû (çà âû÷åòîì mvx/~) íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèõ îò áàðüåðà

v = vc sin δϕ.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè òóííåëèðîâàíèè êîíäåíñàòà ÷åðåç âûñîêèé áàðüåð ñâåðõ-
òåêó÷èé ïîòîê ñâÿçàí ñ ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì, çàâèñÿùèì îò âûñîòû áàðüåðà,
ñîîòíîøåíèåì òîãî æå âèäà, ÷òî è â ñòàöèîíàðíîì ýôôåêòå Äæîçåôñîíà â ñâåðõ-
ïðîâîäíèêàõ.

9.3.6 À5. Ðåøåòî÷íûé ãàç
Íåäàâíî ïîÿâèëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áîçå-êîíäåíñàòà â ëîâóø-
êàõ. Ãàç ïîìåùàåòñÿ â ïîëå ñòîÿ÷åé âîëíû ëàçåðà, êîòîðàÿ îáðàçóþò ïåðèîäè÷å-
ñêóþ ïîòåíöèàëüíóþ ðåøåòêó. Ó ÷àñòèö â ðåøåòêå êâàíòîâûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ
íå èìïóëüñ, à êâàçèèìïóëüñ, è êîíäåíñàò â ðåøåòêå ïðèíèìàåò ðÿä íîâûõ ñâîåîá-
ðàçíûõ ñâîéñòâ. ×òîáû îïðåäåëèòü, â êàêîì ñîñòîÿíèè íàõîäèëñÿ ãàç â ðåøåòêå,
áûë âûïîëíåí ýêñïåðèìåíò (Ïåäðè è äð., 2001) ïî ðàçëåòó ÷àñòèö ãàçà ïîñëå âû-
êëþ÷åíèÿ ïîòåíöèàëà. Íà ýêñïåðèìåíòå â êàæäîé ÿ÷åéêå íàõîäèëîñü îêîëî 100
÷àñòèö, à ÷èñëî ÿ÷ååê - 200.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà Ψ â îäíîìåðíîì
ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå â ñèãàðîîáðàçíîé ëîâóøêå êîíå÷íîé äëèíû L.

Â ýòîé ìîäåëè ôóíêöèÿ Ψ èìååò âèä áëîõîâñêîé âîëíû, ìîäóëèðîâàííîé îãè-
áàþùåé ôóíêöèåé Ãàóññà

Ψ(x, t) ∼ (1 + 2 cos Bx) exp(−x2/4L2), B = 2π/d (162)

Çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè x âûïèñûâàòü íå
áóäåì.
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×òîáû ïîíÿòü, ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà, íàéäåì âèä ýòîé ôóíêöèè â èìïóëüñ-
íîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè

ψ0(p) =

∞∫

−∞

dx exp(−x2/4L2)e−ipx(1 + eiBx + e−iBx)

= e−p2L2

+ e−(p−B)2L2

+ e−(p+B)2L2

Ôóíêöèÿ èìååò âèä òðåõ óçêèõ ïèêîâ: ïåðâûé ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò, à
äâà äðóãèõ â òî÷êàõ îáðàòíûõ âåêòîðîâ ðåøåòêè ±B.

Â õîäå ìãíîâåííîãî ñíÿòèÿ ïîòåíöèàëà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êàæäàÿ ÷àñòè-
öà íå óñïåâàåò èçìåíèòü ñâîé èìïóëüñ, è [ψ(p)]t=0 = ψ0(p). Ïðåíåáðåãàÿ âçàèìî-
äåéñòâèåì ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàçëåòà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ
êàê ñâîáîäíûå ÷àñòèöû ñ ñîõðàíåíèåì èìïóëüñà, è íàïèñàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ
÷àñòèö â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ìîìåíò âðåìåíè 0 < t ¿ mL2 â âèäå ôóíêöèè
ψ0(p), óìíîæåííîé íà áåãóùóþ âîëíó:

Ψ(x, t) =

∞∫

−∞

dpψ0(p)eipx−i 1
2m

p2t =

∞∫

−∞

dpeipx−i 1
2m

p2t
(
e−p2L2

+ e−(p−B)2L2

+ e−(p+B)2L2
)

∼ exp(−x2/4L2) + eiBx−i 1
2m

B2t exp(−(x− B

m
t)2/4L2) + e−iBx−i 1

2m
B2t exp(−(x +

B

m
t)2/4L2)

Âêëàä îò p ' 0 ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ ÷àñòèö è îñòàåòñÿ îêîëî íà÷àëà êî-
îðäèíàò. ×àñòèöû c p ' ±B ðàçëåòàþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ±B/m. Òàêîé ðàñïàä
÷àñòèö íà òðè îáëàêà íàáëþäàëñÿ íà ýêñïåðèìåíòå. Ýòî - ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíîé êîãåðåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè áîçå-êîíäåíñàòà. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ñîñòîÿíèå â ðåøåòêå, â êîòîðîì âîëíîâûå ôóíêöèè êîíäåíñàòà â
ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ èìåþò ñëó÷àéíóþ ðàçíîñòü ôàç, ïîñëå ñíÿòèÿ óäåðæèâàþùå-
ãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäèò ê îäíîìó îáëàêó îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó
äëÿ îáðàçîâàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñ âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåøåòêè äîëæíî ñó-
ùåñòâîâàòü òóííåëèðîâàíèå êîíäåíñàòà ìåæäó ÿ÷åéêàìè ñ ñîõðàíåíèåì îáùåé
ôàçû, êàê ó (162)

9.3.7 À6. Ïðÿìîå íàáëþäåíèå êîýôôèöèåíòîâ áîãîëþáîâñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

Ìåòîä ðàçëåòà ðåøåòî÷íîãî ãàçà íåäàâíî (Âîãåëñ è äð.,2002) áûë èñïîëüçîâàí
äëÿ ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áîãîëþáîâêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåíèì âûðàæåíèå (136)

Nk =
〈
â+

k âk

〉
= v2

k + u2
k

〈
b̂+
k b̂k

〉
+ v2

k

〈
b̂+
−kb̂−k

〉
. (163)

ê ñëó÷àþ, êîãäà ãàç, íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè â ðåøåòêå, âîçáóæäåí ñ
îáðàçîâàíèåì nq êâàçè÷àñòèö ñ èìïóëüñîì q . Òîãäà ÷èñëî ÷àñòèö ñ èìïóëüñàìè
q è -q óâåëè÷èâàåòñÿ:

Nq = v2
q + u2

qnq, N−q = v2
q + v2

qnq.
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Òàêîå âîçáóæäåíèå íåäàâíî áûëî ðåàëèçîâàíî. Â ðåçóëüòàòå îêîëî ÷àñòèö ñ
íóëåâûì èìïóëüñîì ïîÿâëÿþòñÿ äâà ñàòåëëèòà, êîòîðûå, ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ëî-
âóøå÷íîãî ïîëÿ, ðàçëåòàþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ±q/m. Êðîìå òîãî, îêîëî ÷àñòèö ñ
èìïóëüñàìè p ' ±B âîçíèêàþò äâå ïàðû ñàòåëëèòîâ ñ èìïóëüñàìè p′ ' ±B ± q.
Èçìåðåíèå èíòåíñèâíîñòåé ýòèõ øåñòè ñàòåëëèòîâ ÿâèëîñü íàãëÿäíîé äåìîíñòðà-
öèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà.

9.3.8 Â1 Óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî äëÿ ãàçà â ìàãíèòíîé ëîâóø-
êå. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â ïðèáëèæåíèè Òîìàñà-Ôåðìè

Áîçå-êîíäåíñàò ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóþò â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ. Ââåäåì â
óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (116) ÷ëåí ñ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì V (r) :

i~
∂

∂t
Ψ(t, ~r) = (

p̂2

2m
+ V (~r)− µ)Ψ(t, ~r) + U0Ψ

+(t, ~r)Ψ(t, ~r)Ψ(t, ~r). (164)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëîâóøêà èìååò ôîðìó ñèãàðû äëèíû L,
ïîòåíöèàë êîòîðîé èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ñ ïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñè-
ìîñòüþ îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè öèëèíäðà

V (ρ) =
1

2
mω2

0ρ
2 (165)

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà â ëîâóøêå. Îíî îïèñûâàåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (164)

(
p̂2

2m
+ V (~r)− µ)Ψ0 + U0Ψ

∗
0Ψ0Ψ0 = 0. (166)

Åñëè ÷àñòîòà ëîâóøêè äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî ïîòåíöèàë (165) èãðàåò îïðåäåëÿ-
þùóþ ðîëü, è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â óðàâíåíèè (166) ìîæíî îòáðîñèòü íåëè-
íåéíûé ÷ëåí. Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ
äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

Ψ0(ρ) =
√

ne−ρ2/2R2
0 , R2

0 = ~/mω0.

Â ýòîì ðàçäåëå n åñòü ïëîòíîñòü ÷àñòèö íà îñè öèëèíäðà. Ïðè ýòîì õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë èìååò ñìûñë ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé

µ = ~ω0. (167)

Ýòî ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî, êîãäà ïîñëåäíèé ÷ëåí (166) ìàë ïî ñðàâíåíèþ
ñ µΨ0

U0n ¿ ~ω0. (168)
Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå áîëüøîé ïëîòíîñòè ìîæíî â (166) ïðåíåáðå÷ü

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé è ïîëó÷èòü

Ψ0(ρ) =

√
1

U0

(µ− 1

2
mω2

0ρ
2) =

√
n

√
(1− ρ2

R2
), n =

µ

U0

. (169)
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Â ýòîì ïðèáëèæåíèè, íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèåì Òîìàñà-Ôåðìè, ïëîòíîñòü
ãàçà íà îñè ëîâóøêè ñâÿçàíà ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ôîðìóëîé

µ = U0n (170)

Ãàç â ëîâóøêå èìååò âèä ãàçîâîãî øíóðà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí

R2 = 2µ/mω2
0, (171)

Âîëíîâîé ôóíêöèè (169) îòâå÷àåò êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîðÿäêà âåëè÷èíû
~2/mR2, è ïîñëåäíÿÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ µ ïðè óñëîâèè ìàëîñòè êîððåëÿöèîí-
íîé äëèíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì ñèñòåìû

λ = ~ (mµ)−1/2 ¿ R (172)

9.3.9 Â2. "Ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ"áîçå-ãàçà ïðè íóëåâîé òåì-
ïåðàòóðå. Âîçáóæäåíèÿ êîíäåíñàòà â ëîâóøêàõ

Åùå ðàç îáñóäèì ðîëü âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà (164) äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè áîçå-êîíäåíñàòà â ëîâóøêå, êðîìå
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ Ψ0(ρ), èìååò íåîäíîðîäíûå íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ
Ψ(t, ~r) = Ψ0(ρ) + Ψ1(t, ~r), îòâå÷àþùèå ýâîëþöèè êîíäåíñàòà áåç ïîòåðè êîãå-
ðåíòíîñòè. Ïðè âûâîäå ñïåêòðà áîãîëþáîâñêèõ âîçáóæäåíèé ìû íå èñïîëüçîâàëè
êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ψ1(t, ~r). Ïîýòîìó ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííî-
ãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ψ1(t, ~r) ñíîâà ïðèâîäèò ê
çâóêîâîìó ñïåêòðó, íî òåïåðü îí îïèñûâàåò íå ýíåðãèþ êâàíòîâûõ êâàçè÷àñòèö,
à ñïåêòð êîëåáàíèé êîíäåíñàòà, îïèñûâàåìîãî êëàññè÷åñêèì êîìïëåêñíûì ïî-
ëåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà âîçáóæäåíèé áîçå-ãàçà ìîæíî ïîíÿòü,
íå ïåðåõîäÿ ê âòîðè÷íîìó êâàíòîâàíèþ, ïîäîáíî òîìó êàê î êâàíòîâîé ïðèðîäå
êîëåáàíèé â òâåðäîì òåëå âñïîìèíàþò òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåìåíòàðíûõ
ïðîöåññîâ ñ ó÷àñòèåì ôîíîíîâ. Â ÷àñòíîñòè, èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè âîçáóæ-
äåíèé äâèæóùåéñÿ òÿæåëîé ÷àñòèöåé ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê ìû óæå îáñóæäà-
ëè â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè, íå òîëüêî èç êâàíòîìåõàíè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè èçëó-
÷åíèÿ ôîíîíîâ, íî è, ïî àíàëîãèè ñ ÷åðåíêîâñêèì èçëó÷åíèåì, êàê èçëó÷åíèå
êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ - êîëåáàíèé âîëíîâîé ôóíêöèè êîíäåíñàòà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ïðè ðàññìîòðåíèè íåñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé áîçå-ãàçà, ôàêòè÷åñêè, èñïîëüçóåò-
ñÿ îáîáùåííîå ïîíèìàíèå áîçå-êîíäåíñàòà. Òåïåðü ýòî íå ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö ñ
íóëåâûì èìïóëüñîì èëè â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îñöèëëÿòîðà, à êîãåðåíòíîå ñîñòî-
ÿíèå èç ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ÷èñëà ÷àñòèö, îáðàçóþùèõ åäèíîå öåëîå, è îïèñàíèå
èíäèâèäóàëüíîãî äâèæåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû òåðÿåò ñìûñë.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (164) âîëíîâóþ ôóíêöèþ êîíäåíñàòà â ôîðìå Ψ =√
neiϕ , è ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîãî äàåò óðàâíåíèå íåïðåðûâ-

íîñòè êîíäåíñàòà

∂

∂t
n = −∇~j (173)

ãäå
~j = n~v, ~v =

~
m
∇ϕ
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Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äàåò

−~∂ϕ

∂t
= − ~2

2m
√

n
∇2
√

n +
~2

2m
(∇ϕ)2 + U0n + V (r)− µ

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ∇ íàõîäèì òî÷íîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâåðõ-
òåêó÷åé æèäêîñòè

m
∂~v

∂t
+∇[

mv2

2
+ U0n + V (r)− ~2

2m
√

n
∇2
√

n] = 0 (174)

Äëÿ îïèñàíèÿ âîëí, äëèíà êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå êîððåëÿöèîííîé äëèíû λ =
~/√mµ,

ïîñëåäíèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è îïèñûâàòü âîëíû óðàâíåíèåì

m
∂~v

∂t
+∇[

mv2

2
+ U0n + V (r)] = 0 (175)

Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ÿâíî ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, è èìååò âèä ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû ((139.6) ÃÈÄ-
ÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ). Ïðè ýòîì ðîëü ëîêàëüíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ̃ èãðàåò
âûðàæåíèå

µ̃ (r, t) = U0n (r, t) . (176)
Ïðèìåíèì óðàâíåíèÿ (173), (175), ÷òîáû îïðåäåëèòü ñïåêòð äëèííîâîëíîâûõ

êîëåáàíèé êîíäåíñàòà â öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêå (L À R). Äëÿ ýòîãî ëèíåàðè-
çóåì óðàâíåíèÿ (173), (175) c ó÷åòîì (169):

∂

∂t
n1 = −∇ (n0~v) , m

∂~v

∂t
+ U0∇n1 = 0, n0 = n(1− ρ2

R2
) (177)

Èñêëþ÷àÿ ñêîðîñòü, ïîëó÷àåì, ñëåäóÿ Çàðåìáå (1998)
∂2

∂t2
n1 = ∇ (

c2(ρ)∇n1

)
, c2(ρ) =

µ

m
(1− ρ2

R2
)

Äëÿ âîëíû, íå çàâèñÿùåé îò àçèìóòàëüíîãî óãëà (n1 ∼ y(ρ) exp(ikz− iωt)) èìååì

−ω2y =
1

ρ

d

dρ
[c2(ρ)ρ

dy

dρ
]− k2c2(ρ)y (178)

Â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå íèæíÿÿ âåòâü âîçáóæäåíèé ýêâèâàëåíòíà ïðîäîëü-
íîìó ñäâèãó ãàçà êàê öåëîãî. Ýíåðãèÿ òàêîãî âîçáóæäåíèÿ, î÷åâèäíî, ñòðåìèòñÿ
ïðè k → 0 ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèæíÿÿ ïðîäîëüíàÿ âåòâü âîçáóæäåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ áåçùåëåâîé. Ïðè ìàëîì ïðîäîëüíîì âîëíîâîì âåêòîðå îíà èìååò õàðàêòåð
çâóêîâîãî ñïåêòðà ñî ñêîðîñòüþ çâóêà

c =
1

2
ω0R =

√
µ

2m
(179)

Ýòà ñêîðîñòü â
√

2 ðàç ìåíüøå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà.
Îñòàëüíûå âåòâè îïèñûâàþò ìîäû ñ êîëåáàíèÿìè ïîïåðå÷íîãî ðàäèóñà ãàçî-

âîãî îáëàêà. Õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ìîäàìè çàäàåòñÿ ñïåêòðîì
äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà.

Àíàëèç Çàðåìáû ïðèâåë ê íàáîðó ìîä

ω2 = ω2
0[2q(q + 1) +

1

4
(kR)2 + (k4)], q = 0, 1, 2, ... (180)
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9.3.10 Â3. Îñöèëëÿöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
Íîâûå âîçìîæíîñòè äåìîíñòðàöèè ñâîéñòâ ñâåðõòåêó÷åãî ãàçà âîçíèêàþò, êîãäà
÷àñòîòà ïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ω (t) ìàãíèòíîé ëîâóøêè çàâèñèò îò âðåìå-
íè. Ýòî ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèÿì êîíäåíñàòà êàê öåëîãî, êîòîðûå, êàê ïîêàçàíî
íèæå, îïèñûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ. Ïðè ýòîì ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ãà-
çà ~v (~r, t) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ è íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò ñòàòü áîëüøåé
ëîêàëüíîé ñêîðîñòè çâóêà c (~r, t). Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî íåïîäâèæíîãî âîçìó-
ùåíèÿ, òàêîãî êàê ëàçåðíûé ëó÷, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê äèññèïàöèè è çàòóõàíèþ
îñöèëëÿöèé.

Ðàññìîòðèì áîçå-ãàç â öèëèíäðè÷åñêîé ëîâóøêå ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé ïàðà-
áîëè÷åñêîãî ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà.

i
∂Ψ

∂t
= [− 1

2m
∇2 +

1

2
mω2 (t) r2 − µ]Ψ + U0Ψ

+ΨΨ, (181)

(~ = 1, ~r = (r, ϕ, z).)
Ñëåäóÿ ðàáîòå Êàãàíà è äð. (1996) ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, âûÿâ-

ëÿþùåå âíóòðåííþþ ñèììåòðèþ ãàçà:

Ψ (~r, t) =
1

b
χ (ρ, τ, ϕ, z) exp [iΦ] , ρ = r/b, (182)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (??) è âûáåðåì ïàðàìåòðû ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ b, Φ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïîëÿ χ â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå
êîîðäèíàò{ρ, τ} ïðèîáðåëî âèä:

i
∂χ

∂τ
= [− 1

2m
∇2

ρ +
1

2
mω2

0ρ
2 − µ]χ + Uχ+χχ− 1

2m
b2∂2χ

∂z2
, (183)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

Φ = r2 1

2b

db

dt
, b2dτ

dt
= 1,

d2b

dt2
+ ω2 (t) b = ω2

0b
−3. (184)

Âèä Φ (r, t) ñîêðàùàåò ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ∇ρχ, ïàðàìåòð ðàñòÿæåíèÿ b (t) è õîä
ñîáñòâåííîãî âðåìåíè τ (t) ñâÿçàíû ñ ëàáîðàòîðíûì âðåìåíåì òàê, ÷òî ïîòåíöè-
àëü íàÿ ýíåðãèÿ è ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Áëà-
ãîäàðÿ êàíîíè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ (182), (184), âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (183),
êðîìå ïîñëåäíåãî, îò âðåìåíè íå çàâèñÿò. Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: ñîñòî-
ÿíèå ãàçà, îäíîðîäíîå îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè â ïåðåìåííûõ {ρ, τ} ñòàöè-
îíàðíî, à â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñöèëëèðóåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî.
Òîëüêî ó÷åò ñîñòîÿíèé, íåîäíîðîäíûõ âäîëü îñè z, ìîæåò äàòü îïèñàíèå çàòóõà-
íèÿ êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñêýéëèíãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå (182)
èãðàåò ãîðàçäî á�îëüøóþ ðîëü, ÷åì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îñöèëëèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ
êîíäåíñàòà, â êîòîðîå ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îíî
ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçà â ëîâóøêå ñ ïåðå-
ìåííîé ÷àñòîòîé ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (105) ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé. Çàìå÷àòåëü-
íî, ÷òî ýòî îòíîñèòñÿ íå òîëüêî ê êîãåðåíòíîé êâàçèêëàññè÷åñêîé ÷àñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè ãàçà, íî è ê åå îïåðàòîðíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýëåìåíòàðíûå
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âîçáóæäåíèÿ ãàçà. Åäèíñòâåííîå, íî ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå - ïîòåíöèàë ëî-
âóøêè äîëæåí îáëàäàòü öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé è èìåòü ïàðàáîëè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü îò r.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòîòà ω (t) ìãíîâåííî
óìåíüøàåòñÿ îò ω0 äî ω1 . Òîãäà äî íà÷àëà âñò ðÿõèâàíèÿ b = 1. Ïðè t > 0
èìååì

b2 =
1

2

(
β2 + 1

)
(1− g cos 2ω1t) =

2

β−2 + 1
(1 + g cos 2ω0τ)−1, (185)

ãäå β = ω0/ω1 > 1, g = (β2 − 1) / (β2 + 1). Îòñþäà

b
db

dt
=

1

2
ω1

(
β2 − 1

)
sin 2ω1t, b−1db−1

dτ
= −1

2
ω0

(
1− β−2

)
sin 2ω0τ, (186)

db−1

dτ
= ±ω0

b

√
(b2 − 1) (1− b2β−2). (187)

Ïóñòü ïðè îòðèöàòåëüíûõ âðåìåíàõ, ïðåäøåñòâóþùèõ ïåðåõîäó ïàðàìåòðà
ëîâóøêè ω (t) îò ω0 ê ω1, ãàç èìåë íóëåâóþ òåìïåðàòóðó, ò.å. íàõîäèëñÿ â îñíîâíîì
êîíäåíñàòíîì ñîñòîÿíèè, îäíîðîäíîì âäîëü îñè z. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
(183), ïðè ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåíàõ â ïåðåìåííûõ (ρτ) ýòî ñîñòîÿíèå ñîõðàíÿåòñÿ

n (ρ) = χ2
0
∼= n (0)

(
1− ρ2

R2
0

)
θ

(
1− ρ2

R2
0

)
, n (0) =

µ

U0

R2
0 =

2µ

mω2
0

(188)

ïðè÷åì ïàðàìåòð µ ïðèîáðåòàåò ñìûñë èñõîäíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîíäåíñàòíàÿ âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ χ0 ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè è îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé 2ω1:

χ0(r, t) =

√
n (0)

(
1− r2

R2(t)

)
, R(t) = b(t)R0 (189)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåíàõ ãàç íàõîäèòñÿ â ñèëüíî âîçáóæ-
äåííîì ñîñòîÿíèè, ýíåðãèÿ êîòîðîãî â β ðàç áîëüøå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
â ëîâóøêå ñ ÷àñòîòîé ïîòåíöèàëà ω1.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå β − 1 ¿ 1 îñöèëëÿöèè êîíäåíñàòà ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê êðóïíîìàñøòàáíóþ çâóêîâóþ âîëíó (ñ ÷àñòîòîé 2ω1) íà ôîíå íåïî-
äâèæíîãî êîíäåíñàòà.

9.3.11 Â4. Èçëó÷åíèå áîãîëþáîâñêèõ âîçáóæäåíèé â îñöèëëèðóþùåì
ãàçå, îáóñëîâëåííîå ñòàòè÷åñêèì äåôåêòîì

Îïèñàííûå âûøå îñöèëëÿöèè êîíäåíñàòà â ìàãíèòíîé ëîâóøêå íå çàòóõàþò, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äîêàçàòåëüñòâ ñâåðõòåêó÷åñòè ñèñòåìû. Íåòðèâèàëüíîé ïðî-
áëåìîé ñòàíîâèòñÿ íàõîæäåíèå ìåõàíèçìà ðåëàêñàöèè êîíäåíñàòà ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå, êîãäà íåò òåïëîâûõ âîçáóæäåíèé, êîòîðûå ìîãëè áû ñòàòü èñòî÷-
íèêîì äèññèïàöèè.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà ðåëàêñàöèè îñöèëëèðóþùåãî êîí-
äåíñàòà ðàññìîòðèì ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ, âîçíèêàþùåå

127



Ëåêöèÿ 9. Íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå

ïðè âçàèìîäåéñòâèè ãàçà ñ ïðîäîëüíûì ëàçåðíûì ëó÷îì, êîòîðûé â ïîïåðå÷íîì
ñå÷åíèè âûãëÿäèò êàê òî÷å÷íûé ñòàòè÷åñêèé äåôåêò (Êàãàí, Ìàêñèìîâ, 2000).

Óäîáíåå çàäà÷ó ðàññìàòðèâàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò K∗, â êîòîðîé ãàç ïîêî-
èòñÿ, à äåôåêò (~ρd (τ) = ~rd/b (τ)) äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ (ñì. (187))

~V =
d~ρd

dτ
=

db−1

dτ
~rd = ±~rd

ω0

b

√
(b2 − 1) (1− b2β−2) (190)

Ýòà ñêîðîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ á�îëüøåé ëîêàëüíîé ñêîðîñòè çâóêà îêîëî äå-
ôåêòà

c (~ρd) = c0

(
1− ρ2

R2
0

)1/2

, c0 =

√
µ

m
, (191)

è, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëàíäàó, ãàç ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ñïîí-
òàííîãî èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ó êðàÿ ëîâóøêè ñêîðîñòü
çâóêà c ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü îäèí èç äâóõ ïîäõîäîâ:
ëèáî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè èíòåíñèâíîñòü èñïóñêàíèÿ
ôîíîíîâ, ëèáî îöåíèòü ýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè ÷àñòèöû èç-çà òðåíèÿ â ïîëÿðè-
çîâàííîì äåôåêòîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïîëå êîíäåíñàòà., àíàëîãè÷íûå ïîòåðÿì
ðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðè ÷åðåíêîâñêîì èçëó÷åíèè êëàññè÷åñêîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäå. Îáà ïîäõîäà äîëæíû ïðèâå-
ñòè ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàçîâüåì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä. Çàäà÷à èìååò ÷è-
ñòî äâóìåðíûé õàðàêòåð è îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðíîé ôîðìîé óðàâíåíèÿ (183), â
êîòîðîé îòáðîøåí ïîñëåäíèé ÷ëåí, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîcòîÿíèÿ, îäíî-
ðîäíûå îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè.

Ëèíåàðèçóåì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ χ̂′ = χ̂− χ0

i
∂χ̂′

∂τ
= [

1

2

(
mω2

0ρ
2
)
χ̂′ − 1

2m
∇2

ρχ̂
′ − µχ̂′ + 2U0χ

2
0χ̂

′ + U0χ̂
′+χ2

0]. (192)

Ñ ó÷åòîì (188) óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

i
∂χ̂′

∂τ
= − 1

2m
∇2

ρχ̂
′ + g[χ̂′ + χ̂′+], (193)

ãäå ââåäåíî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëîêàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ âîç-
áóæäåíèé ñ êîíäåíñàòîì

g(ρ) = U0χ
2
0 = µ

(
1− ρ2R−2

0

)
. (194)

Êàê ìû óâèäèì íèæå, îñíîâíîé âêëàä â èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ âíîñÿò âîç-
áóæäåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ìàëóþ äëèíó âîëíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì îáëàñòè
êîíäåíñàöèè áîçå-ãàçà:

k̄ ≈ mc0, k̄R0 ≈ µ/ω0 À 1. (195)

Ýòî îïðàâäûâàåò ïðèìåíèìîñòü ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, â êîòîðîì êîîðäèíàò-
íàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè (??) ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðè÷åñêè. Òîãäà ýëåìåí
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òàðíûå âîçáóæäåíèÿ îïèñûâàþòñÿ îáû÷íîé òåîðèåé îäíîðîäíîãî ñëàáîíåèäåàëü-
íîãî ãàçà.

Îïåðàòîð ïîïåðå÷íûõ âîçáóæäåíèé χ̂′(~ρ, τ) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå
îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ bk è ðîæäåíèÿ b+

−k ôîíîíîâ

χ̂′(ρ, τ) =
∑

k

χkâk(τ), χk(~ρ) ' 1√
πR2

0L
ei~k~ρ, (196)

âk = ukb̂ke
−iεkτ − vkb̂

+
−ke

iεkτ . (197)

Ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèé è êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíû

εk =
√

η2
k − g2 =

√
c2k2 +

k4

4m2
, ηk =

k2

2m
+ g, c2 =

g

m
= c2

0

(
1− ρ2R−2

0

)
(198)

u =

√
1

2

(η

ε
+ 1

)
, v =

√
1

2

(η

ε
− 1

)
, (u− v)2 =

k2

2mε
. (199)

Òåïåðü äîïîëíèì èñõîäíîå óðàâíåíèå (193) ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà
ñ äåôåêòîì Bd (~r − ~rd, t), ðàäèóñ äåéñòâèÿ êîòîðîãî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì
ëîâóøêè d ¿ R0.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçìåíåíèå ôóíêöèè êîíäåíñàòà χ0 â ïîëå äåôåêòà ìàëûì.
Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ãåíåðàöèè ôîíîíîâ â áîðíîâñêîì ïðèáëè-
æåíèè. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå áîðíîâñêóþ àìïëèòóäó ñëåäóåò çàìåíèòü íà ýôôåê-
òèâíóþ àìïëèòóäó ãåíåðàöèè, êîòîðàÿ äîëæíà ó÷èòûâàòü âñå ñîîòâåòñòâóþùèå
ãðàôèêè òåõíèêè Áåëÿåâà.

Óðàâíåíèå (193) ïðèíèìàåò âèä

i
∂χ̂′

∂τ
= − 1

2m
∇2

ρχ̂
′ + g (~ρ) (χ̂′ + χ̂′+) + b2Bd(b~ρ− ~rd)χ0 (~ρ) . (200)

Ìíîæèòåëü b2 âîçíèêàåò èç-çà ïåðåõîäà ê íîâîìó âðåìåíè ñîãëàñíî (184).
Óðàâíåíèþ (200) ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíèàí

H = H0 + Hd,

H0 = L

∫
d2ρ[

1

2m
∇ρχ̂

′+∇ρχ̂
′ +

1

2
g(χ̂′χ̂′ + χ̂′+χ̂′+)] =

∑

k

εkb̂
+
~k
b̂~k,

Hd = L

∫
d2ρ[χ0 (~ρ) θ (τ) b2Bd(b~ρ− ~rd)χ̂

′ (~ρ) + h.c.]. (201)

Èìåÿ ââèäó ëîêàëüíûé õàðàêòåð ïîòåíöèàëà, âûíåñåì χ0 (~ρ) èç-ïîä çíàêà èíòå-
ãðàëà è èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå

(196)

Hd =

√
L

πR2
0

χ0(~rd/b)
∑

k

[Bk/b

(
âk + â+

−k

)
ei~k~rd/b + h.c.]. (202)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå
∫

d2ρb2Bd(b~ρ− ~rd)χk (~ρ) =
1√

πR2
0L

∫
d2rBd(~r − ~rd)e

i~k~ρ =
1√

πR2
0L

Bk/be
i~k~rd/b
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Çàòåì ïðîâåäåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå 197

Hd = 2

√
L

πR2
0

χ0(~rd/b)
∑

k

Bk/b(uk − vk)
(
b̂~ke

−iεkτ + b̂+

−~k
eiεkτ

)
ei~k~rd/b. (203)

Èç-çà íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðà (194), êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà ýëåìåí-
òàðíûõ âîçáóæäåíèé (198), (199), è îñöèëëèðóþùåãî õàðàêòåðà ïàðàìåòðà b
(ñì.(185)) â îáùåì âèäå ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ãåíåðàöèè ôîíîíà íå óäàåòñÿ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãåíåðàöèè ôîíîíà ñ ÷àñòîòîé ïîðÿäêà µ èìååò ñìûñë çàôèêñè-
ðîâàòü íåêîòîðûé ìîìåíò τ0 è ðàññìîòðåòü ýòó ãåíåðàöèþ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè

1/µ ¿ δτ ¿ 1/ω0. (204)
Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè äåôåêò äâèæåòñÿ â ñèñòåìå K∗ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâ-

íîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ (ñì. (190)):
Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïîëó÷àåì

ei~k~rd/b(τ) ' ei~k~rd/b(τ0)ei~k~V τ ′ , τ ′ = τ − τ0. (205)

Â ðåçóëüòàòå çàâèñèìîñòü ôàçû îò âðåìåíè â ãàìèëüòîíèàíå âîçìóùåíèé (203)
ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä, è ìîæíî ïðèìåíèòü çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè, ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè ðîæäåíèÿ îäíîãî ôîíîíà ñ èìïóëü-
ñîì ~k ðàâíà

Wk = 2π
∣∣∣
〈
~k |Hk| 0

〉∣∣∣
2

δ(εk − ~k~V ), (206)

Hk = 2

√
L

πR2
0

Bk/bχ0(~rd/b(τ0))(uk − vk)b̂
+
~k

+ h.c. (207)

Çäåñü ïîä çíàêîì äåëüòà-ôóíêöèè âûðàæåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èçìåíå-
íèå ýíåðãèè ~k~V äåôåêòà â ðåçóëüòàòå èçëó÷åíèÿ ôîíîíà ðàâíî ýíåðãèè ôîíîíà
εk.

Äàëåå îöåíèì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ýíåðãèè:

Ėτ =
∑

k

Wkεk =

∫
(πR2

0) d2k

(2π)2 2π

∣∣∣∣∣2
√

L

πR2
0

Bk/bχ0(~rd/b(τ0))(uk − vk)

∣∣∣∣∣

2

δ(εk − ~k~V )εk

Ñ ó÷åòîì (199) ïîëó÷àåì:

Ėτ =
Lχ2

0

πm
J (208)

J =

∫
d2k

∣∣Bk/b

∣∣2 k2δ(εk − ~k~V )

Â ïåðâóþ î÷åðåäü âîçüìåì èíòåãðàë ïî íàïðàâëåíèÿì èçëó÷åíèÿ
∫

dϕδ (kV cos ϕ− εk) =
2θ (1− ck/V )

kV
√

1− (ck/V )2
,
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ãäå

ck = εk/k =

√
c2 +

k2

4m2
(209)

Òîãäà
J =

∫ ∣∣Bk/b

∣∣2 k3dk
2θ (1− ck/V )

kV
√

1− (ck/V )2
(210)

Êàê è äîëæíî áûòü, îòâåò îòëè÷åí îò íóëÿ, òîëüêî ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ k, ïðè
êîòîðûõ ñêîðîñòü äåôåêòà.(??) áîëüøå ôàçîâîé ñêîðîñòè ôîíîíà ck . Íàèìåíü-
øàÿ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü - ó çâóêîâûõ ôîíîíîâ. Äåôåêò ãåíåðèðóåò òàêèå ôîíîíû,
êîãäà áîëüøå íóëÿ ðàçíîñòü

V 2 − c2 = c2
0∆

2, (211)
∆2 = b−2[2z2

(
b2 − 1

) (
1− b2β−2

)− b2 + z2]θ
(
b2 − z2

)
(212)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî R0 =
√

2c0/ω0 è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå z = rd/R0. Ýòî óñëîâèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå íåðàâåíñòâà

b2

2 (b2 − 1) (1− b2β−2) + 1
< z2 < b2 (213)

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â òî÷êå b = 1 ðàâíà 1, â òî÷êå b = β èìååò ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå β2, à â òî÷êå bβ = 2−1/4β1/2 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
z2

β = 0.5β2
(
β2 −√2β + 1

)−1
< 1.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ãåíåðàöèè íåò, êîãäà äåôåêò íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áëèç-
êî îò îñè ëîâóøêè, ãäå ìàëà ñêîðîñòü äåôåêòà. Íàîáîðîò, åñëè äåôåêò ïîïàäàåò
â îáëàñòü âíåøíåé ãðàíèöû ãàçà, ãäå ñêîðîñòü çâóêà ìàëà, à ñêîðîñòü äåôåêòà
ìàêñèìàëüíà, íåèçáåæíî âîçíèêàåò �÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå� ôîíîíîâ.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äåôåêò íàõîäèëñÿ âíå ëîâóøêè, íî íàõî-
äèòñÿ âíóòðè ãàçà â ìîìåíò åãî íàèáîëüøåãî ðàñøèðåíèÿ, êîãäà b = β è â ñèñòåìå
K∗ äåôåêò ïðèáëèæàåòñÿ íà íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà . Òîãäà 1 < z < β,
è ñîãëàñíî (213) ãàç ÷àñòü âðåìåíè âî âðåìÿ êàæäîãî ïîëóïåðèîäà èçëó÷àåò. Ñì.
íèæå (220), (221).

Åñëè äåôåêò ñ ñàìîãî íà÷àëà íàõîäèëñÿ âíóòðè ëîâóøêè, òî á�îëüøóþ ÷àñòü
âðåìåíè ãåíåðàöèÿ íåâîçìîæíà, è òîëüêî â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ðàñøèðåíèå
áëèçêî ê bβ , âîçíèêàåò èçëó÷åíèå, åñëè zβ < z < 1.

Âîçüìåì èíòåãðàë ïî âåëè÷èíå âîëíîâîãî âåêòîðà.
Íàèáîëüøèé âêëàä â èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (210) äàþò ôîíîíû ñ ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå îãðàíè÷åíû ñâåðõó çíà÷å-
íèåì (ñì.209))

k̄ = 2m
√

(V 2 − c2) = 2mc0∆ (214)
Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ ãåíåðèðóåìûõ ôîíîíîâ èìååò ïîðÿäîê âåëè-
÷èíû

ε =

√
c2k̄2 +

k̄4

4m2
' µ

√
∆2 + ∆4 (215)
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(ñì. (198)). Ýòî îïðàâäûâàåò ïðèíÿòîå âûøå ëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îïèñà-
íèÿ ïîïåðå÷íûõ âîçáóæäåíèé, åñëè ∆ & 1. Êðîìå òîãî, ýòî ïîçâîëÿåò ïðèáëè-
æåííî âûíåñòè èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà ôàêòîð |Bk|2 è ïîëó÷èòü

J = 2
∣∣Bk/b

∣∣2
k̄∫

0

dk
k2

√
V 2 − c2

k

(216)

Ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå äàåò

J =
2
∣∣Bk/b

∣∣2
c0∆

k̄∫

0

k2dk
1√

1− k2

k̄2

(217)

=
2
∣∣Bk/b

∣∣2 k̄3

c0∆

1∫

0

x2dx√
1− x2

=
πk̄3

∣∣Bk/b

∣∣2
2c0∆

(218)

= 4πm32
0

∣∣Bk/b

∣∣2 ∆2 (219)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (208) è èñïîëüçóÿ çàâèñèìîñòè (109) è (198), íàõîäèì:

Ėτ = 4Ln0µm
∣∣Bk̄/b

∣∣2 (
1− z2/b2

)
∆2θ

(
∆2

)
(220)

Îöåíèì èíòåíñèâíîñòü δE èçëó÷åíèÿ çà îäèí ïåðèîä îñöèëëÿöèé ãàçà â ñëó÷àå
1 < z ¿ β.

Â îòëè÷èå îò (220), âåëè÷èíà δE èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà îò ñîïóò-
ñòâóþùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ëàáîðàòîðíîé. Íà÷èíàåòñÿ èçëó÷åíèå â ìîìåíò
τ1 êàñàíèÿ ïîâåðõíîñòè ãàçà äåôåêòîì, êîãäà b (τ1) = z ,à êîí÷àåòñÿ â ìîìåíò
τ2,êîãäà b (τ2) ' β.

δE = 2

τ2∫

τ1

dτĖτ ' 2

β∫

z

db∣∣ db
dτ

∣∣4Ln0µm
∣∣Bk̄/b

∣∣2 (
1− z2/b2

)
∆2 (221)

Ïîäðîáíî

δE = 2

β∫

z

db

ω0b
√

(b2 − 1) (1− b2β−2)
4Ln0µm

∣∣Bk̄/b

∣∣2 (222)

(
1− z2/b2

)
b−2[2z2

(
b2 − 1

) (
1− b2β−2

)− b2 + z2] (223)

Îïðåäåëÿþùèé âêëàä â èíòåãðàë äàåò íà÷àëüíûé ýòàï èçëó÷åíèÿ, êîãäà ñêîðîñòü
V ìàêñèìàëüíà è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíà ∆ ' z.
Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä

δE ' Ln0µm
∣∣Bk̄/b

∣∣2 z

ω0

(224)

Èíòåðåñíî, ÷òî íà ïèêå ãåíåðàöèè õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ ôîíîíîâ èìååò ïîðÿ-
äîê âåëè÷èíû (215)

ε ' µ
√

z2 + z4
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(Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó δE ' µz2I , ãäå I -÷èñëî ôîíîíîâ)
Â ñëó÷àå, êîãäà èñòî÷íèêîì ðàäèàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíàÿ òðóáêà (ëó÷ ëà-

çåðà) ìàëîãî ñå÷åíèÿ d ¿ R0, ýôôåêòèâíàÿ âåðøèíà 2D-âîçìóùåíèÿ ðàâíà

Bk =
B

(0)
k

1 +
(
mB

(0)
k /π

)
ln (1/kd)

' π

m ln (1/kd)
, (225)

ãäå B
(0)
k - êîìïîíåíòà Ôóðüå ãîëîãî ïîòåíöèàëà. Ïðèâåäåì îöåíêó îòíîøåíèÿ

èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ê ýíåðãèè îñöèëëÿöèé ãàçà Eosc:

Eosc = E ′ − E1 =
1

2

(
β − 1

β

)2

E0 (226)

δE

Eosc

=
n0m

∣∣Bk̄/b

∣∣2 zaω0

µ2
' zω0

µ ln2
(
b/k̄d

)

Ïîñêîëüêó ω0 ¿ µ, òî ýòî îòíîøåíèå ìàëî, è îñöèëëÿöèè çàòóõíóò òîëüêî ïîñëå
áîëüøîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ

9.3.12 Â5. ×åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå
Ðàññìîòðèì òîò æå ïðîöåññ êàê �÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå� âîçáóæäåíèé êëàññè÷å-
ñêîãî áîçå-ïîëÿ. Çàìåíèì îïåðàòîðíóþ ôóíêöèþ â ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíåíèè
(200) íà àìïëèòóäó êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ

i
∂χ′

∂τ
= − 1

2m
∇2

ρχ
′ + g(χ′ + χ′∗) + b2Bd(b~ρ− ~rd)χ0 (rd/b) . (227)

Äëÿ ïðîñòîòû, âçàèìîäåéñòâèå ñ 2D-äåôåêòîì áóäåì îïèñûâàòü ëîêàëüíûì ïî-
òåíöèàëîì:

Bd(b~ρ− ~rd) = B0δ(b~ρ− ~rd) = B0
1

b2
δ(~ρ− ~rd/b) ' B0

1

b2
δ(~ρ− ~rd/b (τ0)− ~V τ ′) (228)

(Îïÿòü ðàññìàòðèâàåì èçëó÷åíèå â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ìîìåíòà τ0). Äëÿ àì-
ëèòóäû ñ èìïóëüñîì k èìååì

i
∂ak

∂τ
= ηkak + g (~ρ) a∗−k + Ake

−iωτ ′+sτ ′ , Ak =

√
L

πR2
0

B0χ0 (rd/b) e−i~k~rd/b(τ0), ω = ~k~V

(229)
Çäåñü ôîðìàëüíî ââåäåíî àäèáàòè÷åñêîå âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òîáû

àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòü ïðàâèëî îáõîäà ïðè âû÷èñëåíèè èçëó÷åíèÿ ýíåðãèè â
åäèíèöó âðåìåíè. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

ak = ãke
−iωτ ′+sτ ′ , ã∗−k = ã∗−ke

−iωτ ′+sτ ′

(ω + is− η)ãk = gã∗−k + Ak

(−ω − is− η)ã∗−k = gãk + Ak
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Îòñþäà
ak =

SAk

(ω + is)2 − ε2
e−iωτ ′+sτ ′ , S = ω +

k2

2m
. (230)

Êâàçèêëàññè÷åñêèé àíàëîã ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ (201) ðàâåí

Hd = 2 Re LB0[χ0 (~ρ) χ′ (~ρ)]~ρ=(~rd/b). (231)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåíöèàë, äåéñòâóþùèé íà äåôåêò
ñî ñòîðîíû âîçìóùåííîãî äåôåêòîì êîíäåíñàòà. Ýòîò ïîòåíöèàë ñîçäàåò ñèëó
òðåíèÿ

~F = −
[

∂d

∂~ρ

]

~ρ=(~rd/b)

(232)

êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïîòåðÿì ýíåðãèè

Ėτ = −~V ~F = 2LB0χ0 (~ρ) Re

[
~V

∂χ′ (~ρ)

∂~ρ

]

~ρ=(~rd/b)

(Ïðîèçâîäíîé îò χ0 (~ρ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Ïîäñòàâèì â ýòó ôîðìóëó, òîëüêî ÷òî
íàéäåííîå âûðàæåíèå (230):

Ėτ = 2LB0χ0 (~ρ) Re
∑

k

i~k~V√
πR2

0L

[
ei~k~ρ

]
~ρ=(~rd/b)

SAk

(ω + is)2 − ε2
e−iωτ ′+sτ ′

Ñ ó÷åòîì (205), (229) âñå ôàçû ñîêðàùàþòñÿ, è âîçíèêàåò ôîðìóëà, àíàëî-
ãè÷íàÿ òîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå áûñòðîé ÷àñòèöû â
ñðåäå

Ėτ = 2 |Ak|2 Re
∑

k

iωS

(ω + is)2 − ε2

Êàê è äîëæíî áûòü, èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ âêëàäà â ïîòåðè íå
äàåò. Ïîòåðè ñâÿçàíû ñ ÷åðåíêîâñêèìè ïîëþñàìè

ω = kV cos ϕ = ε

Òàêèì îáðàçîì

Ėτ = π |Ak|2 πR2
0

(2π)2

∞∫

0

kdk

2π∫

0

dϕ[δ(kV cos ϕ− ε) + δ(kV cos ϕ + ε)](kV cos ϕ +
k2

2m
)

=
1

4π

L

m
(B0χ0 (rd/b))

2

k̄∫

0

k2dk
1√

V 2 − c2
k

Ýòî âûðàæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâîìå-
õàíè÷åñêîé ôîðìóëîé (216).

134



Ëåêöèÿ 9. Íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå

9.3.13 Â6. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
Îêàçûâàåòñÿ, ó ãàçà â ñèãàðîîáðàçíîé ëîâóøêå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ñóùå-
ñòâóåò ìåõàíèçì ðàñïàäà îñöèëëèðóþùåãî êîíäåíñàòà äàæå â îòñóòñòâèè âíåø-
íèõ äåôåêòîâ. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ëèíåàðèçóåì êâàçèêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå
(183)

i
∂χ

∂τ
= [− 1

2m
∇2

ρ +
1

2
mω2

0ρ
2 − µ]χ + Uχ+χχ− 1

2m
b2∂2χ

∂z2
, (233)

îòíîñèòåëüíî ñëàáîãî îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè χ = χ0+χ′îò êîíäåíñàòíîãî ñîñòîÿíèÿ
χ0:

i
∂χ′

∂τ
= [− 1

2m
∇2

ρ + G (ρ)]χ′ + G (ρ) χ′∗ − 1

2m
b2∂2χ′

∂z2
, , G (ρ) = U0χ

2
0 (ρ) (234)

Äëÿ ïîïåðå÷íûõ ìîä â ýòîì óðàâíåíèè íåò ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ñ çàâèñÿùèì
îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîì, è åãî ðåøåíèÿ äàþò äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ ðàññòî-
ÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè ïîðÿäêà ω0 (ñì. (180)). Ïðè T ¿ ω0 ñàìîâîçáóæäåíèå
ïîïåðå÷íûõ âîëí íåâîçìîæíî.

Ïðîäîëüíàÿ ìîäà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì kz óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

i
∂χ′kz

∂τ
= Ḡ(χ′kz

− χ′+−kz
) +

1

2m
b2k2

zχ
′
kz

, (235)

â êîòîðîì ìû ïðåíåáðåãàåì çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ îò ðàäèóñà ρ è çàìåíÿ-
åì ýôôåêòèâíîå ïîëå G (ρ) íà ñðåäíåå Ḡ. Ðîëü îñöèëëÿöèé êîíäåíñàòà â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò (ρ, τ) ñâîäèòñÿ ê êîëåáàíèÿì ýôôåêòèâíîé ïðîäîëüíîé ìàññû
(m∗ = mb−2 (τ)).

Èñêîìûì ìåõàíèçìîì ðàñïàäà êîíäåíñàòà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ, îáóñëîâëåííûé êîëåáàíèÿìè ýôôåêòèâíîé ïðîäîëüíîé ìàññû. Ýòîò ðåçî-
íàíñ ïðèâîäèò ê ãåíåðàöèè áåçùåëåâûõ ïðîäîëüíûõ âîçáóæäåíèé.

Ðàçëîæèì ïðîäîëüíîå ïîëå íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

χ′kz
= f + iF, (236)

∂f

∂τ
=

1

2m
b2k2

zF, −∂F

∂τ
= (

1

2m
b2k2

z + 2Ḡ)f (237)

− ∂

∂τ

(
2m

b2k2
z

∂f

∂τ

)
= (

1

2m
b2k2

z + 2Ḡ)f (238)

Äëÿ ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ èìååì

− ∂

∂τ

(
1

b2

∂f

∂τ

)
= Ω2f, Ω = ckz, c =

√
Ḡ

m
(239)

Ýòî óðàâíåíèå óäîáíî àíàëèçèðîâàòü â ñìåøàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {ρ, t}. Ïî-
ñêîëüêó (

∂f

∂τ

)

ρ

= b2

(
∂f

∂t

)

ρ

òî
∂2f

∂t2
+ Ω2 (t) f = 0, Ω (t) = c (t) k, c (t) =

c̄

b (t)
(240)

135



Ëåêöèÿ 9. Íåèäåàëüíûé áîçå-ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå

Ýòî åñòü êëàññè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (ñì. íàïð.
ÌÅÕÀÍÈÊÀ)

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìàëîãî èçìåíåíèÿ ðàäèóñà ëîâóøêè. Èç ôîðìóëû (185)
ïîëó÷àåì

b−2 = 1 + g cos 2ω1t, g ≈ β − 1 ¿ 1 (241)
Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (240) èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ìàòüå:

∂2f

∂t2
+ ω2 (1 + g cos 2ω1t) f = 0 (242)

Èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ôîðìå

f = a cos ω1t + b sin ω1t, a ∼ b ∼ est (243)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó â óðàâíåíèå Ìàòüå, íàõîäèì ïîêàçàòåëü ðîñòà àìïëè-
òóäû:

s =

[(
1

4
gω0

)2

− (ω − ω0)
2

] 1
2

(244)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ðåàëèçóåòñÿ â ïîëîñå øèðèíû

δω = t−1
1 =

1

2
gω1, (245)

ïðè÷åì â öåíòðå ðåçîíàíñà
ω = ckz = ω1

èíêðåìåíò ðîñòà ðàâåí
s =

1

4
gω1 (246)

Çàìåòèì, ÷òî âîëíîâîé âåêòîð ïðèíèìàåò áëèçêèå, íî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ
kz = (2π/L) ∗ number. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå ýíåð-
ãèè ôîíîíà ckz ïîïàëî âíóòðü ðåçîíàíñíîé ïîëîñû, ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè
δ(ckz) = (2πc/L) äîëæíî áûòü ìåíüøå øèðèíû ïîëîñû (246). Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

(4πc/gω1) < L (247)

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ðàçâèâàåòñÿ ñ ìîìåíòà t = 0 è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñ ñàìîãî íà÷àëà èìååòñÿ íåíóëåâàÿ àìïëèòóäà ïðîäîëüíîé âîëíû. Ïðè
êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå - ýòî àìïëèòóäà òåïëîâûõ êîëåáàíèé. Ïðè íóëåâîé òåìïå-
ðàòóðå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå íà÷àëü-
íîãî ýòàïà, âû÷èñëÿÿ èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè ïðîäîëüíûõ ïàð âîçáóæäåíèé ñ
èìïóëüñàìè kz è −kz. Îäíàêî, ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò êâàçèêëàññè÷å-
ñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðèíÿòü íóëåâûå
ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ.
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Áëàãîäàðÿ ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó àìïëèòóäà ïðîäîëüíîé âîëíû, ïðè-
íàäëåæàùàÿ ðåçîíàíñòíîé ïîëîñå (244), ðàñòåò êàê exp (st), à ýíåðãèÿ, ïåðåõîäÿ-
ùàÿ îò êîíäåíñàòà â ïðîäîëüíûå âîçáóæäåíèÿ, ðàâíà

E(t) '
∑

k

1

2
~ωk

(
e2st − 1

)
θ

(
1

2
δω − |ωk − ω1|

)
. (248)

Åñëè íåðàâåíñòâî (247) âûïîëíÿåòñÿ ñ áîëüøèì çàïàñîì, òî ñóììó ìîæíî
çàìåíèòü íà èíòåãðàë è ïîëó÷èòü

E(t) =
gL~ω2

1

16πc̄
J(t), J(t) =

1∫

−1

dx(exp

[
t

t1

√
1− x2

]
− 1) (249)

Ïðè áûñòðîì óìåíüøåíèè ÷àñòîòû ëîâóøêè îò ω0 äî ω1 êîíôèãóðàöèÿ êîíäåí-
ñàòà íå óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ, è ýíåðãèÿ êîíäåíñàòà ïàäàåò îò çíà÷åíèÿ E0 = 2

3
µN0

äî
E ′ =

1

2
(
ω2

1

ω2
0

+ 1)E0.

Âû÷èòàÿ èç ýòîé ýíåðãèè ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùåãî êîíå÷íîé
÷àñòîòå E1 = ω1

ω0
E0 , ïîëó÷àåì íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ îñöèëëÿöèé êîíäåíñàòà

Ec = E ′ − E1 =
1

2
g2E0 (250)

Òàêèì îáðàçîì, çàòóõàíèå îñöèëëÿöèé êîíäåíñàòà îïèñûâàåòñÿ îòíîøåíèåì

E(t)

Ec

=
3aω0

4πgc̄

(
~ω0

µ

)3

J(t) ' a

gR0

(
~ω0

µ

)3

J(t).

Ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ J(t) ' t/t1, (t1 = 2/gω0) ýòî îòíîøåíèå ðàâíî

E(t)

Ec

' 3

16

aω2
0

c̄

(
~ω0

µ

)3

t. (251)

Êîãäà t À t1, äåìïèíã ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî

E(t)

Ec

' 3

2π

a

gR0

(
~ω0

µ

)3 (
2πt1

t

)1/2

exp
t

t1
. (252)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ çàòóõàíèÿ îñöèëëÿöèé êîíäåíñàòà ñ ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ðàâíî

t∗ =
2

gω1

ln{gR0

a

(
µ

~ω0

)3 (
t∗

2πt1

)1/2

}. (253)

Ïåðåõîä ýíåðãèè îöèëëÿöèé êîíäåíñàòà â íåêîãåðåíòíûå ïðîäîëüíûå âîçáóæ-
äåíèÿ ïðèâîäèò ê íàãðåâàíèþ ãàçà. Îäíàêî ýíåðãèÿ (250) â ïåðåñ÷åòå íà îäíó
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÷àñòèöó, ðàâíàÿ 1
3
g2µ, ìíîãî ìåíüøå òåìïåðàòóðû áîçå-êîíäåíñàöèè Tc, è òåïëî-

âîé ýôôåêò ìàë (Ec/TcN0 ' g2(an1/3) ¿ 1).
Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ áîçå-ãàçà â ëîâóøêå äîêàçûâàåò, ÷òî

ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê íóëþ, ãàç ÷àñòèö ýêâèâàëåíòåí êëàññè÷åñêîìó íåëè-
íåéíîìó êîìïëåêñíîìó ïîëþ. Áîçå-êîíäåíñàò ïî ñâîåé ïðèðîäå àíàëîãè÷åí ïîëþ
ëàçåðà, à òåïëîâûå íàäêîíäåíñàòíûå ÷àñòèöû íàïîìèíàþò êâàíòû ÷åðíîãî èçëó-
÷åíèÿ. È òå, è äðóãèå îïèñûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïëàíêà-Áîçå-Ýéíøòåéíà ñ
íóëåâûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.

10 Ëåêöèÿ 10. Êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ â òâåð-
äûõ òåëàõ

10.1 Ìîäåëü æåëå � êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ â ìåòàëëàõ
Îïèøåì êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèÿ â ìåòàëëàõ â ïðîñòåéøåé ìîäåëè, â êîòîðîé
ìåòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê õîëîäíàÿ ïëàçìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ êâàçè-
íåéòðàëüíóþ ñìåñü äâóõ ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûõ æèäêîñòåé - ýëåêòðîíîâ
è èîíîâ . Ýòî - ìîäåëü �æåëå�. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ñëåäóåò âû÷èñëèòü äèýëåêòðè-
÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ε (k, ω), ïîëþñà êîòîðîé îïðåäåëÿþò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ïëàçìû.

Âíåñåì â ïëàçìó (èëè îêîëî íåå) íåáîëüøîé âíåøíèé (ñòîðîííèé) çàðÿä ñ
ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρcm (r, t) . Ýòîò çàðÿä ñîçäà¸ò âíóòðè ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå E. Ýòî ïîëå â ñâîþ î÷åðåäü èíäóöèðóåò âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ
δρe (r, t) è δρi (r, t) èîíîâ. Âåëè÷èíà ýòîãî ïîëÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:

divE = 4π(ρcm + δρe + δρi), rotE = 0. (1)

Ïîëåçíî ñîïîñòàâèòü ýòè ìèêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:

divD = 4πρcm, rotD = 0, D = εE. (2)

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äâèæåíèå çàðÿäîâ íåðåëÿòèâèñòñêèì è ïðåíåáðåãàòü èí-
äóöèðîâàííûì ìàãíèòíûì ïîëåì â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (−1

c
∂B
∂t

). Â
ýòîì ïðèáëèæåíèè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (E = −gradϕ).
Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ñîãëàñíî (1), (2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

−∇2ϕ(r, t) = 4π(ρcm (r, t)+δρe (r, t)+δρi (r, t)), −∇(ε∇ϕ(r, t)) = 4πρcm (r, t) (3)

Ðàçëîæèì âñå âåëè÷èíû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïî ïëîñêèì âîëíàì:

ϕ(r, t) =

∫
d3kdω

(2π)4 ϕ(k, ω)ei(kr−ωt), ϕ(k, ω) =

∫
d3rdtϕ(r, t)e−i(kr−ωt). (4)

è ïîëó÷èì

k2ϕ(k, ω) = 4π(ρcm (k, ω) + δρe (k, ω) + δρi (k, ω)), k2ε(k, ω)ϕ(k, ω) = 4πρcm (k, ω) .
(5)
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Åñëè âíåøíåå âîçìóùåíèå çàäàíî â âèäå áåãóùåé âîëíû

(ρcm (r, t) = ρcm (k, ω) exp i(kr − ωt)) (6)

òî óðàâíåíèÿ (5) îïèñûâàþò �ëèíåéíûé îòêëèê� íà ýòî âîçìóùåíèå. ×òîáû äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, êîòîðóþ ìû äîëæíû âû÷èñëèòü, áûëà (â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáùèìè çàêîíàìè ýëåêòðîäèíàìèêè) àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîì-
ïëåêñíîé ÷àñòîòû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü , áåñêîíå÷íî
ìåäëåííîå (�àäèáàòè÷åñêîå�) âêëþ÷åíèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Ñëåäóÿ Áîãîëþ-
áîâó, äëÿ ýòîãî ê ÷àñòîòå äîáàâëÿþò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ìíèìóþ ÷àñòü δ > 0,
áëàãîäàðÿ êîòîðîé âîçìóùåíèå exp (−i (ω + iδ) t) èñ÷åçàåò ïðè t → −∞. Äðóãîé
ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ε (k, ω), - âìåñòî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàòü â (4) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, â
êîòîðîì âêëþ÷åíèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 :

ϕ(t) =

∞+iδ∫

−∞+iδ

dω

2π
ϕ(k, ω)e−iωt, ϕ(ω) =

∞∫

0

dtϕ(r, t)eiωt

Íèæå ýòó ìíèìóþ äîáàâêó ìû áóäåì îïóñêàòü è âñïîìèíàòü î íåé òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ âàæíîé.

Èíäóöèðîâàííûå ïîëåì ïåðåðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ çàðÿäîâ ïðèíÿòî çà-
ïèñûâàòü â ôîðìå

δρe (k, ω) = Πe(k, ω)ϕ(k, ω), δρi (k, ω) = Πi(k, ω)ϕ(k, ω). (7)

Êîýôôèöèåíòû Πe(k, ω), Πe(k, ω) íàçûâàþòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûìè îïåðàòîðà-
ìè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (4), ïîëó÷àåì

ϕ (k, ω) =
4πρcm (k, ω)

ε (k, ω) k2
. (8)

ε (k, ω) = 1− 4π

k2
Πe(k, ω) + Πi(k, ω) (9)

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ (çàâèñèìîñòü îò k è ω ) äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ìåòàëëà ε (k, ω) îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ïîëÿðèçàöèîííûõ îïåðàòîðîâ.

Êîýôôèöèåíòû Πe(k, ω), Πe(k, ω) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò
îòíîøåíèÿ âðåìåíè ðåëàêñàöèè τe, τi ê ïåðèîäó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 1/ω.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð

T ¿ ωD (10)

ãäå ωD - äåáàåâñêàÿ ÷àñòîòà. (Íàïîìèíàåì, ÷òî â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ÷àñòî
ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ÿâíî íå âûïèñûâàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ è èìïóëüñ
äåëÿòñÿ íà �è èçìåðÿþòñÿ â åäèíèöàõ ñåê−1,ñì−1.)

Îáðàòíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè èîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ çàòóõàíèåì ôîíîíîâ. Ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà (ñì. ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ëåêöèþ) è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî

1

τi

≈ ωDe−ωD/T (11)
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Ýëåêòðîíû ðåëàêñèðóþò ãîðàçäî áûñòðåå.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåëàêñàöèåé èîíîâ âñåãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ωτi À 1) ,

â òî âðåìÿ êàê äëÿ ýëåêòðîíîâ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ðàçíûå ñëó÷àè.
Àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé èîíîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìà-

ëîé. Òàê ÷òî îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ ìàëî, è äâèæåíèå èîíà ìîæíî îïèñûâàòü
óðàâíåíèåì Íüþòîíà

M
dvi

dt
= −ei∇ϕ (12)

Èñïîëüçóåì ýòî óðàâíåíèå äëÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè
ïëîòíîñòè èîííîãî òîêà j = eivini . Çäåñü ni - ïëîòíîñòü èîíîâ.(äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ei = −ee, ni = ne)

∂j

∂t
= −e2

i ni

M
∇ϕ (13)

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇j = 0, ρ̈ =

e2
i ni

M
∇2ϕ (14)

Îòñþäà, ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàõîäèì

δρi (k, ω) =
e2

i nik
2

Mω2
ϕ, Πi =

e2
i nik

2

Mω2
. (15)

Åñëè ÷àñòîòà äîñòàòî÷íî âåëèêà (ωτe À 1), òî è äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû
èìååì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò:

δρe (k, ω) =
e2

enek
2

mω2
ϕ, Πe =

e2
enek

2

mω2
. (16)

Â ýòîì ñëó÷àå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìåòàëëà (9) èìååò òîò æå âèä,
÷òî è äëÿ ðàçðåæåííîé âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû:

ε (k, ω) = 1− 1

(ω + iδ)2

(
Ω2

e + Ω2
i

)
, Ω2

e =
4πe2

ene

m
, Ω2

i =
4πe2

i ni

M
(17)

Çäåñü ê ÷àñòîòå äîáàâëåíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåòåëüíàÿ äîáàâêà ê ÷àñòîòå,
ïðîèñõîæäåíèå êîòîðîé ðàçúÿñíÿëîñü â íà÷àëå ëåêöèè. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü (17) ÿâíûì îáðàçîì àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ω.

Èç óðàâíåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëîå âíåøíåå âîçìóùåíèå ïðè-
âîäèò ê áåñêîíå÷íî áîëüøîìó îòêëèêó, êîãäà

ε (k, ω) = 0 (18)

. Ýòî åñòü óñëîâèå ðåçîíàíñà. Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ïëàçìû ñ ÷àñòîòîé

ω =
√

Ω2
e + Ω2

i
∼= Ωe (19)

íàçûâàþòñÿ ïëàçìåííûìè êîëåáàíèÿìè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè îíè
íå çàâèñÿò îò âîëíîâîãî âåêòîðà.
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Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ωτe ¿ 1 ýëåêòðîííóþ êîìïîíåíòó ñëåäóåò îïèñûâàòü
â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â ãèäðîäèíàìèêå êàæäûé ýëåìåíò æèä-
êîñòè íàõîäèòñÿ â ëîêàëüíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè è åãî ïàðàìåòðû
èçìåíÿþòñÿ âìåñòå ñ âíåøíèìè óñëîâèÿìè, â äàííîì ñëó÷àå - âìåñòå ñ ïîëåì
ϕ(r, t) Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â òî÷êå (r, t) îïèñûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ:

ne(r, t) = 2
∑

p

1

eβ(εp+eeϕ−µ) + 1
= ne(µ− eeϕ) = ne(µ)− eeϕ

∂ne(µ)

∂µ
. (20)

Ýòî äàåò

δρe (r, t) = eeδne = −e2
eϕ

∂ne(µ)

∂µ
, Πe = −e2

e

∂ne(µ)

∂µ
. (21)

Ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåêòðîííóþ êîìïîíåíòó â ìåòàëëå êàê èäåàëüíûé ôåðìè-
ãàç, äëÿ êîòîðîãî

ne(µ) =
8π

3
(2mµ)3/2 ,

∂ne(µ)

∂µ
=

3ne(µ)

2µ
(22)

Òåïåðü ôîðìóëà (9) ïðèíèìàåò âèä

ε (k, ω) = 1− Ω2
i

(ω + iδ)2 +
κ2

k2
(23)

ãäå
κ2 =

6πe2
ene

εF

(24)

Çàìåòèì, ÷òî â ãîðÿ÷åé ïëàçìå, â êîòîðîé ýëåêòðîíû îïèñûâàþòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèåì Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà, èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé
âìåñòî ýíåðãèè Ôåðìè ñòîèò òåìïåðàòóðà:

ne (µ) = 2
∑

p

eβ(µ−εp), κ2 =
4πe2

ene

T
. (25)

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü (23) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ÷àñòîòå

ω = ωk, ω2
k =

Ω2
i k

2

k2 + κ2
(26)

Ýòîò ñïåêòð ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Â ïðåäåëå äëèííûõ
âîëí ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà õîëîäíîé ïëàçìû ωk îò k çàâèñèò ëèíåéíî:

ωk = ck, c =
Ωi

κ
=

√
m

3M
vF (27)

Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè �æåëå� ìåòàëë îáëàäàåò ïðîäîëüíûìè çâóêîâûìè êîëå-
áàíèÿìè, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
vF = pF /m , ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ
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ìàññû ýëåêòðîíà ê ìàññå èîíà. Ïîñêîëüêó vF ' 108cm/s, m/3M ' 10−4,ìû ïî-
ëó÷àåì ðàçóìíóþ îöåíêó ñêîðîñòè çâóêà â ìåòàëëàõ - c ' 106cm/s. Ïðè k >> κ
ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ðàâíà ïëàçìåííîé ÷àñòîòå èîíîâ Ωi, êîòîðàÿ â

√
m/M ðàç

ìåíüøå, ÷åì (19).Â ýòîé ìîäåëè íåò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ ïîïåðå÷íîé ïîëÿ-
ðèçàöèåé, êàê è äîëæíî áûòü â ëþáîé æèäêîñòè.

Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü, êàê â ìîäåëè �æåëå� âûãëÿäèò ïîëå

ϕ(r, t) =

∫
d3kdω

(2π)4 ei(kr−ωt) 4πρcm (k, ω)

ε (k, ω) k2
, (28)

ñîçäàâàåìîå äâèæóùèìñÿ çàðÿäîì. Ïóñòü ñòîðîííèé çàðÿä äâèæåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ V ïî íàïðàâëåíèþ îñè z:

ρcm (r, t) = eδ(z − V t), ρcm (k, ω) = 2πeδ(ω − V kz). (29)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòå äàåò

ϕ(r, t) =

∫
d3k

(2π)3 ei
−→
k
−→
R 4πe

ε
(
k, ~V ~k

)
k2

, ~R = ~r − ~V t. (30)

Ïîäñòàâèì â èíòåãðàë äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü (23):

ϕ(r, t) =

∫
d3k

(2π)3 ei
−→
k
−→
R 4πe(

k2 + κ2 − Ω2
i

(~n~V )
2

) , ~n =
~k

k
. (31)

Ïóñòü çàðÿä, ñîçäàþùèé ïîëå äâèæåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî (V À Ωi/κ = c), è
èîíû íå óñïåâàþò ïîäñòðàèâàòüñÿ ê äâèæåíèþ çàðÿäà. Òîãäà ïîñëåäíèì ÷ëåíîì
â çíàìåíàòåëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:

ϕ(r, t) ∼=
∫

d3k

(2π)3 ei
−→
k
−→
R 4πe

(k2 + κ2)
=

e

R
e−κR. (32)

Ýòî - ýêðàíèðîâàííîå êóëîíîâñêîå ïîëå ñ ðàäèóñîì ýêðàíèðîâàíèÿ Äåáàÿ RD =
1/κ. Îíî îáû÷íî âûâîäèòñÿ â ìîäåëè, â êîòîðîé ýêðàíèðîâàíèå çàðÿäà ñîçäà-
åòñÿ ýëåêòðîííûì ãàçîì, äâèæóùèìñÿ íà ôîíå íåïîäâèæíîé èîííîé ïîäëîæêè
(Ωi = 0) .

Â ñëó÷àå ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà (V ¿ c) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýêðàíèðî-
âàíèåì:

ϕ(r, t) = Re

∫
d3k

(2π)3 ei
−→
k
−→
R 4πe(

k2 − Ω2
i

(~n~V )
2

) , ~n =
~k

k
. (33)

Ïîëå ϕ(r, t) äåéñòâèòåëüíî, è èíòåãðàë ïî âîëíîâûì âåêòîðàì íå ìåíÿåòñÿ ïðè
êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè çíàê Re, ÷òîáû ïðè âû÷èñ-
ëåíèè èíòåãðàëà íå ñëåäèòü çà åãî ìíèìîé ÷àñòüþ. Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì ~n~V = V cos θ,

−→
k
−→
R = kR (sin θ cos ϕ + cos θ) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

àçèìóòàëüíîìó óãëó ϕ :
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ϕ(r, t) = Re

∞∫

0

4πk2dk

(2π)3

1∫

−1

d cos θ

2
eikR cos θ 4πeJ0 (kR cos θ)(

k2 − Ω2
i

(V cos θ)2

) , J0 (z) =
1

2π

2π∫

0

dϕeiz cos ϕ.

Çàìåíîé íàïðàâëåíèé ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåäåì èíòåãðàë ê âèäó

ϕ(r, t) =
2e

π
Re

∞∫

−∞

k2dk

1∫

0

d cos θeikR cos θ J0 (kR cos θ)(
k2 − Ω2

i

(V cos θ)2

)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî k , çàìûêàÿ êîíòóð ïî âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè

ϕ(r, t) =
2e

π
Re


πi

1∫

0

d cos θeikR cos θkJ0 (kR cos θ)


 , k =

Ωi

V cos θ

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà â ïîëþñå, ïîëó÷àåì

ϕ(r, t) =
2e

π
kJ0

(
RΩi

V

)
Re

[
πiei

RΩi
V

] 1∫

0

d cos θ
Ωi

V cos θ

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, ÷òî îòâå÷àåò íåôåçè÷åñêîìó âêëàäó î÷åíü áîëü-
øèõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Êàê è â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè ââåäåì îáðåçàíèå
âîëíîâûõ âåêòîðîâ ñâåðõó íà k0.

ϕ(r, t) = −2ek
Ωi

V
J0

(
RΩi

V

)
sin

(
RΩi

V

)
ln

(
Ωi

V k0

)

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæóùåãîñÿ âäîëü îñè Z çàðÿäà e ñ çàðÿäîì òîé æå âå-
ëè÷èíû â òî÷êå r ðàâíî U = eϕ(r, t) .Åñëè çàðÿäû íàõîäÿòñÿ áëèçêî äðóã îò äðóãà
(z = RΩi

V
¿ 1), òî ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà áëèçêà ê åäèíèöå è ïîòåí-

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà. Äëÿ îöåíêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ (z = RΩi

V
À 1) çàìåíèì ôóíêöèþ Áåññåëÿ íà å¸ àññèìïòîòèêó, è ó

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé îòáðîñèì áûñòðî îñöèëèðóþùóþ
÷àñòü:

J0 (z) =

√
2

πz
cos

(
z − π

4

)
, J0 (z) sin (z) =

√
1

2πz
sin

π

4

Ìû âèäèì, ÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ýíåðãèÿ òîæå îòðèöàòåëüíà

U(r, t) = −2e2k
Ωi

V
ln

(
Ωi

V k0

) √
V

2πRΩi

sin
π

4

Òàêèì îáðàçîì, äâà ìåäëåííî äâèæóþùèåñÿ îäèíàêîâûå çàðÿäà â õîëîäíîé ïëàç-
ìå ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó. Ýòî ìîæíî óâèäåòü è â ïðåäñòàâëåíèè èç ôîðìóë
(8), (23). Ôîðìàëüíî ðåçóëüòàò (*) ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ïëàçìîííîé äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (17), íî îíà ñïðàâåäëèâà òîëüêî ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ, â
òî âðåìÿ êàê ãëàâíûé âêëàä â ïðèòÿæåíèå âíîñÿò ìàëûå ÷àñòîòû.
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Ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó õîòåëîñü áû èñïîëüçîâàòü äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðèðîäû îá-
ðàçîâàíèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð â ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Îäíàêî êóïåðîâñêàÿ ïàðà îáðà-
çóåòñÿ äâóìÿ ëåòÿùèìè íàâñòðå÷ó äðóã-äðóãó ýëåêòðîíàìè íà ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìè. À â ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ïðèòÿãèâàþòñÿ çàðÿäû ñî ñêîðîñòÿìè, ìåíüøèìè
ñêîðîñòè çâóêà.

10.2 Ýêñèòîí Ìîòòà â ïîëóïðîâîäíèêàõ
Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Íåâèëë Ìîòò áûë îäíèì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ àíãëèé-
ñêèõ ôèçèêîâ äâàäöàòîãî âåêà. Íàèáîëåå èçâåñòíû åãî èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè
íåóïîðÿäî÷åííûõ ñðåä, íî â ýòîé ëåêöèè ìû îáñóäèì îäèí èç ïåðâûõ åãî ðåçóëü-
òàòîâ â îáëàñòè òåîðèè èäåàëüíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ - òåîðèþ ýêñèòîíîâ áîëüøîãî
ðàäèóñà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóïðîâîäíèê - ýòî âåùåñòâî, â êîòîðîì êàê è ìåòàëëàõ, ýëåê-
òðîíû âíåøíèõ îáîëî÷åê àòîìîâ îáîáùåñòâëåíû è îáðàçóþò ôåðìè-æèäêîñòü.
Íî â îòëè÷èå îò ìåòàëëîâ, â ïîëóïðîâîäíèêàõ ýíåðãèÿ Ôåðìè ðàñïîëîæåíà ïî-
ñåðåäèíå ìåæäó äâóìÿ øèðîêèìè çîíàìè. Âñå ñîñòîÿíèÿ íèæíåé (âàëåíòíîé)
çîíû çàïîëíåíû ýëåêòðîíàìè, à â âåðõíåé çîíå (çîíå ïðîâîäèìîñòè) ïðè íóëå-
âîé òåìïåðàòóðå íåò íè îäíîãî ýëåêòðîíà. Òèïè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíàìè
δE èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû íåñêîëüêèõ ýëåêòðîíâîëüò, è ïðè êîìíàòíîé òåìïå-
ðàòóðå (T ∼ 0.0εV ) òîëüêî ìàëàÿ äîëÿ ýëåêòðîíîâ òåïëîâûìè âîçáóæäåíèÿìè
ïåðåíîñèòñÿ èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè, îáðàçóÿ ãàç ýëåêòðîíîâ.
Ñâîáîäíûå ìåñòà â âàëåíòíîé çîíå (äûðêè) âåäóò ñåáÿ êàê ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì,
ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåêòðîííîìó çàðÿäó, è îáðàçóþò ãàç äûðîê. Êîíöåíòðàöèþ
ýòèõ ãàçîâ ýêñïåðèìåíòàòîðû ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàþò, îáëó÷àÿ ïîëóïðîâîäíèê
ñâåòîì, ó êîòîðîãî ôîòîíû èìåþò ýíåðãèþ, ïðåâûøàþùóþ δE .

Â ïîëóïðîâîäíèêå îáà ãàçà íåóñòîé÷èâû. Âî-ïåðâûõ âîçìîæíà àííèãèëÿöèÿ
ýëåêòðîíà è äûðêè (ò.å. ïàäåíèå ýëåêòðîíà èç âåðõíåé çîíû â íèæíèþ). Íî äëÿ
ðàçðåæåííûõ ãàçîâ âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà ìàëà, ïîñêîëüêó ìàëà âåðîÿò-
íîñòü ýëåêòðîíó è äûðêå îêàçàòüñÿ áëèçêî äðóã îò äðóãà. Á�þëüøóþ âåðîÿòíîñòü
èìååò �õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ� îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ çàðÿäîâ - ýëåêòðîíà è äûðêè. Ýòî íåéòðàëüíîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
äâóõ ôåðìè-÷àñòèö àíàëîãè÷íî àòîìó âîäîðîäà è íàçûâàåòñÿ ýêñèòîíîì Ìîòòà.
Ïîñòðîèì êîëè÷åñòâåííóþ òåîðèþ ýêñèòîíà.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö - ýëåêòðîíà è äûðêè òîëüêî íà÷àëîì îò-
ñ÷åòà, ìàññàìè è ýôôåêòèâíûì çàðÿäîì îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà àòîìà âî-
äîðîäà

Ĥ = δE +
p̂2

e

2me

+
p̂2

h

2mh

− e2

εr
(34)

Çäåñü me - ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåêòðîíà â çîíå ïðîâîäèìîñòè, mh - ýôôåê-
òèâíàÿ ìàññà äûðêè â âàëåíòíîé çîíå, ε - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû,
r - ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è äûðêîé. Â ïåðåìåííûõ

R =
mere + mhrh

me + mh

, r = re − rh,M = me + mh,m
∗ =

memh

me + mh
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ãàìèëüòîíèàí ýêñèòîíà ïðèíèìàåò âèä

Ĥ = δE +
P̂ 2

2M
+ (

p̂2

2m∗ −
e2

εr
). (35)

Èç ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà íàõîäèì ñïåêòð ýêñèòîíà

EPn = δE +
P 2

2M
− Ry

n2

m∗

mε2
, Ry =

me4

2~2
. (36)

Îñíîâíîå çíà÷åíèå èìååò íåïîäâèæíûé ýêñèòîí â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Åãî ýíåð-
ãèÿ ðàâíà

EPn = δE − εex, εex = Ry
m∗

mε2
. (37)

Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû δE è ðèäáåðã áëèçêè äðóã ê äðóãó. Íî ó òèïè÷íûõ ïî-
ëóïðîâîäíèêîâ m∗/m ' 0.1, à ε ' 10. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñëåäíèé ÷ëåí â (37)
- ýíåðãèÿ ñâÿçè ýêñèòîíà εex - íà äâà-òðè ïîðÿäêà ìåíüøå ðèäáåðãà. Íàîáîðîò,
ðàäèóñ ýêñèòîíà

R =
(
~2/me2

)
mε/m∗ (38)

- íà äâà ïîðÿäêà áîëüøå ðàäèóñà àòîìà âîäîðîäà. Ïîýòîìó ýêñèòîí Ìîòòà èìååò
áîëüøîé ðàçìåð ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ýòî îïðàâ-
äûâàåò ìîäåëü (34), â êîòîðîé êðèñòàëë çàìåíåí íà îäíîðîäíóþ ñðåäó.

Â ïðèíöèïå, ó èçáðàííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû ìîæåò
îêàçàòüñÿ ìåíüøå ýíåðãèè ýêñèòîíà. Òîãäà ýíåðãèÿ îáðàçîâàíèÿ ýêñèòîíà (37) îò-
ðèöàòåëüíà, è ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííîãî ðîæ-
äåíèÿ ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð â ñâÿçàííîì ýêñèòîííîì ñîñòîÿíèè. Îáðàçóåòñÿ
ñâîåîáðàçíàÿ áîçå-æèäêîñòü, ïîñêîëüêó ðîñò êîíöåíòðàöèè ýêñèòîíîâ ïðåêðàùà-
åòñÿ, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýêñèòîíàìè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì èõ ðàçìåðó. Ýòî
ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ýêñèòîííûì äèýëåêòðèêîì, òàê êàê â ñèñòåìå íåò ñâîáîä-
íûõ íîñèòåëåé çàðÿäà. Êàçàëîñü áû, ýòà áîçå-æèäêîñòü äîëæíà îáëàäàòü ñâåðõ-
òåêó÷èìè ñâîéñòâàìè è äàæå ñâåðõòåïëîïðîâîäíîñòüþ Îäíàêî äîñòàòî÷íî î÷åíü
ìàëîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåñåé, ÷òîáû ðàçðóøèòü êîãåðåíòíûå ñâÿçè. Ïîýòîìó ÿâ-
ëåíèå ñâåðõòåïëîïðîâîäíîñòè îáíàðóæèòü íåâîçìîæíî

10.3 Ýêñèòîí Ôðåíêåëÿ â ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ
ßêîâ Ôðåíêåëü, èçâåñòíûé ëåíèíãðàäñêèé ôèçèê-òåîðåòèê ïåðâîé ïîëîâèíû äâà-
äöàòîãî âåêà, áûë ïîëíîé ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ Ëüâó Ëàíäàó, êîòîðûé åãî íåäî-
ëþáëèâàë. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïîñëåäíåìó Ôðåíêåëü ìàëî îáðàùàë âíèìàíèÿ
íà îáîñíîâàííîñòü ôèçè÷åñêèõ ãèïîòåç è ïðåäïî÷èòàë ôîðìóëèðîâàòü ñâîè òåî-
ðèè íà ïðîñòûõ íàãëÿäíûõ ìîäåëÿõ. Â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ Ôðåíêåëÿ ðîñòà çà-
ðîäûøåé ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ ïåðâîãî ðîäà îïèðàëàñü íà íàãëÿäíóþ ìîäåëü
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ çàðîäûøåé. Ýòó òåîðèþ ìû óæå
îáñóæäàëè íà îäíîé èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé.

Ýêñèòîíû ìàëîãî ðàäèóñà (ýêñèòîíû Ôðåíêåëÿ) - ýòî ñëàáîçàòóõàþùèå âîç-
áóæäåíèÿ ìîëåêóë â ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëàõ. Ïóñòü äèýëåêòðè÷åñêèé ìîëåêó-
ëÿðíûé êðèñòàëë îáëó÷àåòñÿ ñâåòîì. Åñëè ýíåðãèÿ ω ôîòîíà - êâàíòà ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî âîçáóæäåíèÿ - áëèçêà ê ýíåðãèè ε âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ìîëåêóëå,
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òî ýòîò ôîòîí ìîæåò ïîãëîòèòüñÿ è âîçáóäèòü îäèí èç ýëåêòðîíîâ ìîëåêóëû ñ îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Ðàçíîñòü ýíåðãèé ω−ε ïåðåäàåòñÿ
�òåðìîñòàòó�òåïëîâûõ ôîíîíîâ.

Ãàç òàêèõ âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëå îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ0 =
∑

R

εb̂+
Rb̂R, (39)

ãäå b̂R åñòü îïåðàòîð èñ÷åçíîâåíèÿ âîçáóæäåíèÿ, à b̂+
Rb̂R - îïåðàòîð ÷èñëà âîçáóæ-

äåíèé â óçëå R. Îí ðàâåí åäèíèöå íà ìîëåêóëàõ, êîòîðûå âîçáóæäåíû, è ðàâåí
íóëþ íà íåâîçáóæäåííûõ ìîëåêóëàõ. Âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ìîëåêóëû ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîíà íà íåçàïîëíåííîé îáîëî÷êå è äûð-
êè (îòñóòñòâèå îäíîãî ýëåêòðîíà) íà çàïîëíåííîé îáîëî÷êå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýêñèòîí - ýòî íåéòðàëüíàÿ ïàðà ôåðìè-÷àñòèö, è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêñèòîí åñòü
áîçå-÷àñòèöà.

Êîëëåêòèâíûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ ìîëåêóë, îäíà èç êîòîðûõ âîçáóæäå-
íà, à äðóãàÿ íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, âûðîæäåíû, ò. å. èìåþò îäèíàêîâóþ
ýíåðãèþ:

Ĥ0 |01, 12〉 = ε |01, 12〉
Ĥ0 |11, 02〉 = ε |11, 02〉

Êàê èçâåñòíî èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñêîëü óãîäíî ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå
ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêå âûðîæäåííîé ñèñòåìû. Ñîáñòâåííûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè äâóõ óçëîâ ñòàíîâÿòñÿ ñóïåðïîçèöèè

1√
2
(|11, 02〉 ± |11, 02〉)

Âçàèìîäåéñòâèå, ñîçäàþùåå òàêèå ãèáðèäèçèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, â ïðåäñòàâëå-
íèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ub̂+
1 b̂2 + Ub̂+

2 b̂1 (40)

Â ïåðâîì ÷ëåíå âîçáóæäåíèå èñ÷åçàåò íà óçëå 2 è ðîæäàåòñÿ íà óçëå 1, à âòîðîé
÷ëåí ïåðåíîñèò âîçáóæäåíèå ñ óçëà 1 íà óçåë 2.

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëå ñ ó÷å-
òîì ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (40) èìååò âèä

Ĥ0 =
∑

R

εb̂+
Rb̂R + U

∑

〈R1R2〉
b̂+
R1

b̂R2 . (41)

Âî âòîðîé ñóììå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì (~R1 − ~R2 = ~g, |~g| =
a). Ýòî - îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Îíà äèàãîíàëèçóåòñÿ ïåðåõîäîì ê
èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

b̂R =
1√
N0

∑
p

b̂pe
ipR (42)
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,ãäå N0 - ÷èñëî óçëîâ â êðèñòàëëå. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì
â (41), ïîëó÷àåì

Ĥ0 =
∑

p

εb̂+
p b̂p +

U

N0

∑
p1p2

b̂+
p1

b̂p2

∑
R2g

ei(−p1(R2+g)+p2R2) =
∑

p

εpb̂
+
p b̂p (43)

Çäåñü ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî R2 âîçíèêàåò ðàâåíñòâî p1 = p2 , è êîýôôèöèåíò
εp ðàâåí

εp = ε + U
∑

g

e−ipg (44)

Äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñóììà ïî 6 ñîñåäÿì äàåò
∑

g

e−ipg = 4(cos apx + cos apy + cos apz)

Èòàê, ãàìèëüòîíèàí (43) îïèñûâàåò ãàç ýêñèòîíîâ. Îíè ñâîáîäíî äâèæóòñÿ
ïî êðèñòàëëó, è èõ ñïåêòð ýíåðãèè èìååò âèä (44), ïî ôîðìå ñîâïàäàþùèé ñî
ñïåêòðîì ýëåêòðîíîâ â óçêèõ çîíàõ. Íî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýêñèòîí åñòü áîçå-
÷àñòèöà.

10.4 Ïîëÿðîí â äèýëåêòðèêàõ
Â ýòîé ëåêöèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìåäëåííûé ýëåêòîðîí â äèýëåêòðè÷åñêîì
êðèñòàëëå âñëåäñòâèå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîëåáàíèÿìè ðåøåòêè (ôîíîíàìè)
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòèöà, òàêæå îáëàäàþùàÿ êâàäðàòè÷íûì çàêî-
íîì äèñïåðñèè, íî ñ áîëüøåé ýôôåêòèâíîé ìàññîé (ãîâîðÿò, ÷òî ýëåêòðîí îäåò
�ôîíîííîé øóáîé�). Ìåäëåííîñòü çäåñü ñóùåñòâåííà, òàê êàê åñëè ýëåêòðîí äâè-
æåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ, òî èìååò ìåñòî ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå
ôîíîíîâ.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ îïòè÷åñêèìè áåçäèñ-
ïåðñèîííûìè ïðîäîëüíûìè ôîíîíàìè, îïèñûâàåìûìè ãàìèëüòîíèàíîì

Hph = ω
∑

q

b+
q bq, (45)

ω− ÷àñòîòà îïòè÷åñêîãî ôîíîíà, b+
q , bq− îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ôîíîíîâ ñ êâàçèèìïóëüñîì q èç çîíû Áðèëëþýíà. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåííî
ñ òàêèìè ôîíîíàìè ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñèëüíåå âñåãî.

Ïîëå ýëåêòðè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè P (x) â òî÷êå x ïðîïîðöèîíàëüíî ñìåùåíèþ
óçëà ðåøåòêè â ýòîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíî. Åñëè F− êîýôôèöèåíò ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè, òî

P = F
∑

q

bq exp (iqx) + b+
q exp (−iqx) (46)

eq− âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ôîíîíà (êàê âñåãäà, òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ÿâíûì
íåäîðàçóìåíèÿì, ìû îïóñêàåì çíà÷îê âåêòîðà è îïåðàòîðà).

Ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëÿðèçàöèè (46), ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

ϕ (x) =
∑

q

ϕq exp (iqx) + ϕ+
q exp (−iqx) (47)
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ñâÿçàí ñ ïîëåì ñîîòíîøåíèåì
−→
E = −∇ϕ (x) = −i

∑
q

qϕq exp (iqx)− qϕ+
q exp (−iqx) (48)

Ïîñêîëüêó div
−→
D = 0, òî −→E + 4π

−→
P = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕq = −i4πF

q
bq (49)

Åñëè ýëåêòðîíû ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ ρ (x) , òî îïåðàòîð ýíåðãèè èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì ïîëÿðèçàöèè ôîíîíîâ ðàâíà

e

∫
ϕ (x) ρ (x) dx (50)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâÿçàòü êîíñòàíòó F,âõîäÿùóþ â òåîðèþ, ñ ìàêðîñêîïè÷åñêè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèñòàëëà (äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ) ðàññìîòðèì
äâà òî÷å÷íûõ çàðÿäà, íàõîäÿùèõèÿ â òî÷êàõ x1 è x2 â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ôîíî-
íîâ. Äëÿ ýòèõ äâóõ çàðÿäîâ ρ (x) = δ (x1) + δ (x2) , ïîýòîìó èñêîìûé îïåðàòîð 50
ðàâåí

i4πFe
∑

q

q−1
(
bq exp (iqx1)− b+

q exp (−iqx1) + bq exp (iqx2)− b+
q exp (−iqx2)

)
(51)

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Òîãäà äëÿ ýëåê-
òðîíîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âèðòóàëüûìè ôîíîíàìè ðåøåòêè, íàõîäÿùåéñÿ â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ÷àñòü ýíåðãèè äâóõ
ýëåêòðîíîâ, çàâèñÿùàÿ îò èõ âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ, ðàâíà

H ′′ = −2
∑

q

〈0 |eϕ (x1)| q〉 〈q |eϕ (x2)| 0〉
ωl

(52)

çäåñü 0〉 è q〉 ñîîòâåòñòâåííî îñíîâíîå è âîçáóæäåííîå (îäíîôîíîííîå) ñîñòîÿíèå
ðåøåòêè. èëè

H ′′ (x1 − x2) = −2e2 (4πF )2

ωl

∑
q

1

q2
exp [iq (x1 − x2)] = −2e24πF 2

ωl

1

|x1 − x2| (53)

Ìíîæèòåëü 2 ïîÿâèëñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî x1 è x2 ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ �ãîëûõ� ýëåêòðîíîâ ðàâíà e2

|x1−x2| . Èçìåíåíèå
ýíåãèè H ′′ (x1 − x2) , çàâèÿøåå îò ðàññòîÿíèÿ, ñâÿçàíî ñ ïîëÿðèçóåìîñòüþ çà ñ÷åò
ñìåùåíèÿ èîíîâ. Ïðè ýòîì ñàìî ñîòîÿíèå èîíà íå èçìåíÿåòñÿ. Âíåñåíèå âíåø-
íèõ çàðÿäîâ â êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó ïðèâîäèò òàêæå ê ïîëÿðèçàöèè ýëåê-
òðîííûõ îáîëî÷åê. Ïóñòü çà ñ÷åò ýòîãî ýôôåêòà ÷àñòü ýíåðãèè äâóõ ýëåêòðîíîâ,
çàâèñÿùåé îò âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ, ðàâíà H ′(x1 − x2). Òîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå ðàâíà

E =
e2

|x1 − x2| −
8πF 2

ωl

e2

|x1 − x2| + H ′(x1 − x2) (54)
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà e2

ε0|x1−x2| ,
ãäå ε0− ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïåðâûé è òðåòèé ÷ëåíû â ñóììå îòâå÷àëè áû äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêè. Êîëåáàíèÿ ðåøåòêè íå ïðîÿâëÿþòñÿ â âûñîêî÷àñòîò-
íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, äëÿ êîòîðîãî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü åñòü ε∞.
Ïîýòîìó ñóììà ïåðâîãî è òðåòüåãî ÷ëåíà â (54) ðàâíà e2

ε∞|x1−x2| . Ñëåäîâàòåëüíî,

8πF 2

ωl

= 1/ε∞ − 1/ε0 (55)

èëè
4πF = [ωl (1/ε∞ − 1/ε0) /2π]1/2 (56)

Óñòàíîâèâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíòû F, îáðàòèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ
ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ ñêâîçü ðåøåòêó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè
çàïèñè îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå
ôîíîíîâ ïîëó÷èì

Hint =

∫
d3xeΨ+(x)ϕ(x)Ψ(x) = −4πiFe

∑

kq

q−1(bqc
+
k+qck − b+

q c+
k−qck) (57)

Çäåñü Ψ+(x) è Ψ(x) − ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôî-
íîíîâ â òî÷êå x, à c+

k+q è ck− òå æå îïåðàòîðû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Âû÷ècëèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ ïåðõîäà ñèñòåìû ýëåêòðîí-ðåøåòêà èç ñîñòî-
ÿíèÿ, êîãäà ðåøåòêà íå âîçáóæäåíà |k; 0q > â ñîñòîÿíèå, êîãäà èìååòñÿ îäèí
ôîíîí |k; 1q >

| < k − q; 1q|Hint|k; 0q > | = 4πeF

q
(58)

Çíàíèå ýòîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ìíîãèå ñâîéñòâà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû Îöåíèì, íàïðèìåð, ÷èñëî âèðòóàëüíûõ ôîíîíîâ, ñîïðî-
âîæäàþùèõ ýëåêòðîí, äâèæóùèõñÿ ïî ðåøåòêå.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

|k0 >(1)= |k0 >(0) +
∑

q

|k − q; 1q >
< k − q; 1q|H ′|k; 0q >

εk − εk−q − ωl

(59)

Ïîëíîå ÷èñëî ôîíîíîâ åñòü ñðåäíåå ïî âîçìóùåííîìó ñîñòîÿíèþ çíà÷åíèå îïå-
ðàòîðà ÷èñëà ôîíîíîâ N̂ =

∑
q b+

q bq

< N >=
∑

q

| < k − q; 1q|H ′|k; 0q > |2
(εk − εk−q − ωl)2

(60)

Ñ÷èòàÿ çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíà êâàäðàòè÷íûì è ñàì ýëåêòðîí ìåäëåííûì
k ¿ p, ÷òî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåòñòâîì kq ¿ q2, ïåðåõîäÿ îò ñóììè-
ðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî èìïóëüñàì, ïîëó÷èì

< N >= 8e2F 2(2m)2

∫ ∞

0

dq
1

(q2 + q2
l )

2
(61)
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ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòè âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðàëà çàìåíåí íà áåñêîíå÷íîñòü.
èíòåãðàë ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ âû÷åòàìè ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ è ðàâåí π/(4q3

l ) Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

< N >=
e2

4ωl

(2mωl)
1/2(1/ε∞ − 1/ε0) = α/2 (62)

Dû÷èñëèì ïîïðàâêó ê ýíåðãèè ýëåêòðîíà Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû
ýëåêòðîíà íàéäåì ïîïðàâêó ê åãî ýíåðãèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîíîíàìè âî
âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

∆εk = −2m
∑

q

| < k − q; 1q|H ′|k; 0q > |2
q2 − 2kq + q2

l

(63)

Ïîäñòàâèì âìåñòî H ′ åãî âûðàæåíèå ÷åðåç F è ïåðåéäåì îò ñóììèðîâàíèÿ ê
èíòåãðèðîâàíèþ Òîãäà

∆εk = −2m · (4π)2 · 2π · e2F 2

(2π)3

∫ 1

−1

d cos θ

∫ ∞

0

dq

q2 − 2kq cos θ + q2
l

(64)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
q/ql = x, k/ql = µ, cos θ = ν (65)

Òîãäà
∆εk = −8e2F 2m

1

ql

∫ 1

−1

dν

∫ ∞

0

dx

x2 − 2xνµ + 1
(66)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ïðè óñëîâèè êîãäà èìïóëüñ ýëåêòðîíà k ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ
èìïóëüñîì q,òî åñòü µ ¿ 1. Ðàçëîæèì â ðÿä ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

1

x2 − 2xνµ + 1
=

1

(1 + x2)
(
1− 2xνµ

1+x2

) =

=
1

(1 + x2)

(
1 +

2xνµ

1 + x2
+

4x2ν2µ2

(1 + x2)2 · ··
)

Âêëàä â èíòåãðàë äàþò òîëüêî ïåðâûé è òðåòèé ÷åíû
∫ 1

−1

dν

∫ ∞

0

dx

(1 + x2)
= π (67)

µ2

∫ 1

−1

ν2dν

∫ ∞

0

4x2dx

(1 + x2)3 = 4 · 2

3
µ2ν2 π

16
= µ2π

6
(68)

Ïîýòîìó
∆εk = −8e2F 2mπ

1

(2ωlm)1/2

(
1 +

k2

12ωlm

)
(69)

Èëè

∆εk = −8πF 2

ωl

(2ωlm)1/2 e2

2ωl

(
ωl +

k2

12m

)
= −α

(
ωl +

k2

12m

)
(70)
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×ëåí −αωl - íå çàâèñèò îò èìïóëüñà ýëåêòðîíà è îïèñûâàåò íå èíòåðåñóþùåå íàñ
çäåñü èçìåíåíèíå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Âòîðîé ÷ëåí −α k2

12m
îïèñû-

âàåò óìåíüøåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåòêðîíà, ïðè ýòîì ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåãèÿ ýëåêòðîíà ðàâíà

εk =
k2

2m
+ ∆εk =

k2

2m∗
(71)

ãäå m∗ = m/ (1 + α/6) . Òàêèì îáðàçîì âìåñòî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ìîæíî ãîâî-
ðèòü î äâèæåíèè ÷àñòèöû (ïîëÿðîíà) ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé m∗

11 Ëåêöèÿ 11. Âîçáóæäåíèÿ ôåðìè-æèäêîñòè
1. Òåìà äàííîé ëåêöèè - íàéòè ñïåêòðû êîëëåêòèâíûõ êîëåáàíèé ôåðìè-
æèäêîñòè.

Èäåàëüíûé ôåðìè-ãàç åñòü àáñòðàêöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò òî÷íî âû÷èñëèòü
ëþáûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, íî âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî. ×àùå â ïðèðîäå ðåà-
ëèçóåòñÿ ôåðìè-æèäêîñòü Ëàíäàó. Ýòî ôåðìè-ñèñòåìà âûñîêîé ïëîòíîñòè, â êî-
òîðîé îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü - ýòî ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè â ìåòàëëàõ, êîòîðûå â ïðåäûäóùèõ ëåê-
öèÿõ èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàëèñü êàê èäåàëüíûé ãàç. Âî âòîðóþ
î÷åðåäü - ýòî æèäêèé èçîòîï ãåëèÿ-òðè.

×òîáû ïåðåéòè îò ôåðìè-ãàçà ê ôåðìè æèäêîñòè, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿ-
òèå êâàçè÷àñòèö, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèëàñü òåîðèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè è òåîðèÿ
ñâåðõïðîâîäèìîñòè. (ñì. ë.�?)

Âñïîìíèì, ÷òî â èäåàëüíîì ãàçå ýëåêòðîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè çàïîëíåíû
(ïóñòû) âñå óðîâíè, èìïóëüñ êîòîðûõ ìåíüøå (áîëüøå) èìïóëüñà pF íà ïîâåðõ-
íîñòè Ôåðìè. Âåëè÷èíà pF çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîíîâ

N

V
=

p3
F

3π2~3
(1)

Ïðè ýòîì âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàçà ýëåêòðîíîâ ìîæíî îïèñûâàòü êàê ðàç-
ðåæåííûé ãàç êâàçè÷àñòèö äâóõ ñîðòîâ. Âûøå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ðîëü êâàçè÷à-
ñòèöû èãðàåò ýëåêòðîí, à ïîä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè - êâàçè÷àñòèöà - ýòî îäíî÷à-
ñòè÷íîå ñîñòîÿíèå áåç ýëåêòðîíà - äûðêà. Ïðè ýòîì âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
ýíåðãèÿ îáîèõ ñîðòîâ êâàçè÷àñòèö ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà

ξp =

∣∣∣∣
p2

2m
− p2

F

2m

∣∣∣∣ ' vF |p− pF | , vF =
pF

m
, (2)

Çàìåòèì, ÷òî ýëåêòðîíû è äûðêè äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû

vα =
∂ξp

∂pα

=
pα

m
sign (p− pF ) (3)

×èñëî êâàçè÷àñòèö õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âîçáóæäåíèÿ è ðàñòåò ñ ðîñòîì
òåìïåðàòóðû. Ïîýòîìó, êàê ó ôîòîíîâ ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ è ôîíîíîâ, õèìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë êâàçè÷àñòèö òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
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Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè
ñ íóëåâûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

f0(~p) =
1

eξp/T + 1
(4)

Â îòëè÷èå îò èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ôåðìè-æèäêîñòè
Ëàíäàó åñòü ñîâîêóïíîñòü ñèëüíî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ýëåêòðîíîâ, ëåæà-
ùèõ ïîä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåêòðîíîâ îò âçàèìîäåéñòâèÿ,
íå çàâèñèò, òî ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(1). Êâàçè÷àñòèöû ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçðåæå-
íûé ôåðìè-ãàç, ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñêâîçü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ôåðìè-
æèäêîñòè. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Ëàíäàó è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòîì ñïåêòð
âîçáóæäåíèé êâàçè÷àñòèö èìååò âèä (2)

ξp = vF |p− pF | , (5)

íî ñêîðîñòü vF êâàçè÷àñòèö â ñðåäå ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ
èìååò äðóãóþ âåëè÷èíó

vF =
pF

m∗ , (6)

ãäå m∗ - ýôôåêòèâíàÿ ìàññà. Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö
â ôåðìè-æèäêîñòè èìååò òîò æå âèä (4), ÷òî è â ôåðìè-ãàçå.

Ýòà ôóíêöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè

∂f0(p)

∂ξp

= − eξp/T

T (eξp/T + 1)
2 ' −δ (ξp) (7)

Ïîýòîìó ñóììà ïî ñîñòîÿíèÿì êâàçè÷àñòèö ñ âåñîì |∂f0/∂ξp| îò ëþáîé ïëàâíîé
ôóíêöèè ϕ(p) ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ïî òåëåñíîìó óãëó

∑ ∣∣∣∣
∂f0

∂ξp

∣∣∣∣ϕ(p) = gF 〈ϕ(p)〉 , 〈ϕ(p)〉 ≡
∫

dΩ

4π
ϕ(p) (8)

ãäå gF - ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé:

gF =
∑ ∣∣∣∣

∂f0

∂ξp

∣∣∣∣ =

∫
2 ∗ d3p

(2π~)3

eξp/T

T (eξp/T + 1)
2 =

m∗pF

π2~3
(9)

Ìíîæèòåëü 2 ó÷èòûâàåò âûðîæäåíèå ïî ñïèíó ôåðìè-÷àñòèö.
2. Äâèæåíèå ðàçðåæåííîãî ãàçà êâàçè÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áîëüö-

ìàíà
∂f

∂t
+ ṙα

∂

∂rα

f + ṗα
∂

∂pα

f = Stf. (10)

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ýòèì óðàâíåíèåì, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå èìååò ñìûñëà
îïèñûâàòü îáû÷íûå çâóêîâûå êîëåáàíèÿ ôåðìè-æèäêîñòè. Çâóêîâûå êîëåáàíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ω ¿ 1

τ
,
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ãäå τ - âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà êâàçè÷àñòèö. Â ýòîì ïðåäåëå çà âðåìÿ t ∼
τ ¿ 1/ω. óñòàíàâëèâàåòñÿ ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå, è çâóê - ýòî âîëíà, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþò äâèæåíèå ëîêàëüíî-
ðàâíîâåñíîé ôåðìè-æèäêîñòè , ñêîðîñòü êîòîðîé ðàâíà

vsound =
∂ω

∂k
=

√
∂P

∂ρ
. (11)

(P - äàâëåíèå, ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè)
Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå, ïðè ωτ À 1 ñóùåñòâóþò ñëàáîçàòóõàþùèå êî-

ëåáàíèÿ íîâîãî òèïà. ×òîáû èõ íàéòè, èññëåäóåì ðåøåíèÿ âèäà áåãóùèõ âîëí
∼ eikr−iωt óðàâíåíèÿ (10), ïðåíåáðåãàÿ åãî ïðàâîé ÷àñòüþ.

∂f

∂t
+ ṙα

∂

∂rα

f + ṗα
∂

∂pα

f = 0. (12)

Ïðè îïèñàíèè òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ ýëåêòðîíû ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü êàê èäåàëüíûé ãàç è ñèëà - ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà ṗα -
îïðåäåëÿëàñü èñêëþ÷èòåëüíî âíåøíèì ïîëåì. Òåïåðü ó÷òåì ôåðìè-æèäêîñòíûå
ýôôåêòû ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ñèëà ṗα, ñ
êîòîðîé íà âûäåëåííóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò îêðóæàþùèé ãàç êâàçè÷àñòèö âû÷èñ-
ëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ñóììàðíîãî äåéñòâèÿ îêðóæàþùèõ êâàçè÷àñòèö, âåëè÷èíà
êîòîðîãî çàâèñèò îò âèäà èñêîìîé ôóíêöèè f . Âèä ýòîé çàâèñèìîñòè ðàçëè÷åí
äëÿ çàðÿæåííûõ è íåéòðàëüíûõ ôåðìè-÷àñòèö.

Äëÿ êâàçè÷àñòèö ýëåêòðîííîé ôåðìè-æèäêîñòè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîé ñèëîé

ṗα = e (p) Eα (13)

Çäåñü e (p) = esign (p− pF ) , ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî çàðÿäû ýëåêòðîíà è äûð-
êè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàéäåì èç íåðåëÿòèâèñò-
ñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

divE = 4πρ, rotE = 0 (14)

Äëÿ âûäåëåííîé ãàðìîíèêè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (14) ïðèíèìàþò âèä

i~k ~E = 4πρ, ~k × ~E = 0

Îòñþäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàâíî

Eα = −4πi
kα

k2
ρ (15)

Ýëåêòðîíû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âìåñòå ñ èîíàìè îáðàçóþò ýëåêòðîíåéòðàëüíóþ
ñèñòåìó è âêëàäà â ïîëíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà íå äàþò. Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå
êâàçè÷àñòèö ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòü íå íàðóøàåò.

Âêëàä â ïëîòíîñòü çàðÿäà âíîñÿò íåðàâíîâåñíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ êâàçè÷àñòèö f1 = f − f0 :
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ρ =
∑

p

e (p) f =
∑

p

e (p) f1 (16)

Ïðåäñòàâèì f1 â ôîðìå
f1 =

∣∣∣∣
∂f0

∂ξ

∣∣∣∣χ (17)

è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ (8):

ρ = gF e (p) 〈χ〉 (18)

Ïîäñòàâëÿÿ (15) è (18) â (13), íàõîäèì

ṗα = −ikα
4πe2

k2
gF 〈χ〉 (19)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé äèýëåêòðè÷åñêîé ôåðìè-æèäêîñòè ( æèäêîñòü
He3). Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ êâàçè÷àñòèöû ñ îñòàëüíûìè êâà-
çè÷àñòèöàìè â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå ôóíêöèîíàëà

V (rp) = 2

∫
d3r′d3p′

(2π~)3 U(rp, r′p′)f(r′p′) (20)

Âçàèìîäåéñòâèå íåéòðàëüíûõ êâàçè÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì è
ñëàáî çàâèñÿùèì îò óãëà ðàññåÿíèÿ. Ïîýòîìó ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðè-
íÿòü

U(rp, r′p′) = U0δ(~r − ~r′)

Òîãäà
ṗα = − ∂

∂rα

V (rp) = −U0
∂

∂rα

2

∫
d3p′

(2π~)3f1(rp
′) (21)

Î÷åâèäíî, ðàâíîâåñíàÿ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö âêëàäà â ñèëóíå äàåò.
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (17), ïîëó÷àåì äëÿ âûäåëåííîé ãàðìîíèêè âûðàæåíèå

ṗα = −ikαU0gF 〈χ〉 (22)

Ôîðìóëà (19) èìååò òàêîé æå âèä,íî äëÿ ýëåêòðîíîâ ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë
ðàâåí ôóðüå-êîìïîíåíòå êóëîíîâñêîé ýíåðãèè

Ue (k) =
4πe2

k2
(23)

3. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (22) ñèëà ṗα ïðîïîðöèîíàëüíà íåðàâíîâåñíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, Ïîýòîìó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî f1 â ïîñëåäíåì
÷ëåíå (12) â ïðîèçâîäíîé ïî èìïóëüñó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåðàâíîâåñíîñòüþ, è
äëÿ âûäåëåííîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì ~k èç èìååì

(−iω + i~k~v)f1(p) + ṗα
∂f0(p)

∂pα

= 0. (24)

Èñïîëüçóÿ (17) è (22), ïîëó÷àåì
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(−iω + i~k~v)χ + i~k~vUgF 〈χ〉 = 0. (25)
Îòñþäà íàõîäèì

χ = U (k) gF

~k~v

(ω − ~k~v)
〈χ〉

Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî óãëàì, ïîëó÷àåì

1 = U (k) gF

〈
~k~v

ω − ~k~v

〉
(26)

Âû÷èñëèì âõîäÿùèé ñþäà èíòåãðàë, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå s = ω/kvF

J =

〈
~k~v

ω − ~k~v

〉
=

1

2

1∫

−1

d cos θ
cos θ

s− cos θ
= −1 +

1

2
s ln

s + 1

s− 1

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, íåÿâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-
þùåå çàâèñèìîñòü ω îò k.

−1 +
1

2
s ln

s + 1

s− 1
=

1

U (k) gF

(27)

Â äèýëåêòðè÷åñêîé æèäêîñòè âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì,
è ïîòåíöèàë U0 îò âîëíîâîãî âåêòîðà íå çàâèñèò:

1

2
s ln

s + 1

s− 1
=

1

gF U0

+ 1 (28)

Ïðèõîäèì ê ïðîñòîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

ω = (svF ) k (29)

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîáñòâåííîå êîëåáàíèå íåéòðàëüíîé ôåðìè-æèäêîñòè Ëàí-
äàó íàçâàë íóëü-çâóêîì. Åñëè ïëîòíîñòü æèäêîñòè íåâåëèêà, è gF U0 ¿ 1, òî
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íóëü-çâóêà áëèçêà ê vF :

s = 1 + z,
1

2
ln

2

z
=

1

gF U0

s = 1 + 2 exp

[
− 2

gF U0

]

Ó ýëåêòðîííîé æèäêîñòè ïîòåíöèàë (23) èç-çà äàëüíîäåéñòâóþùåãî õàðàêòåðà
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðåçêî çàâèñèò îò ïåðåäàííîãî èìïóëüñà, è äëèííî-
âîëíîâîå, òàê íàçûâàåìîå, ïëàçìåííîå êîëåáàíèå èìååò êîíå÷íóþ ýíåðãèþ.

Ôîðìàëüíî, â óðàâíåíèè

−1 +
1

2
s ln

s + 1

s− 1
=

k2

4πe2gF

(30)
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ïðåäåë k → 0 òðåáóåò, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü òîæå ñòðåìèëàñü ê íóëþ è s →∞ :

1

s2
+

3

5s4
=

3k2

4πe2gF

(31)

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ÷àñòîòû ïëàçìåííûõ
êîëåáàíèé ïî âîëíîâîìó âåêòîðó:

ω2 = Ω2

(
1 +

3 (kvF )2

5Ω2

)
(32)

ãäå ââåäåíà òàê íàçûâàåìàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà Ω:

Ω2 =
4πe2gF v2

F

3
=

4πe2N

m∗V

4. ×òîáû îöåíèòü çàòóõàíèå ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé, îáóñëîâëåííîå ñòîëêíî-
âåíèåì êâàçè÷àñòèö ñ ïðèìåñÿìè è ôîíîíàìè, â ïðàâóþ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (24) ââåäåì èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â τ -ïðèáëèæåíèè

(
−iω + i~k~v

)
f1(p)− ikα

4πe2

k2
gF 〈χ〉 ∂f0(p)

∂pα

= −1

τ
(f − f0). (33)

Ýòî ïðèâîäèò â ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ ê çàìåíå ÷àñòîòû ω íà
(
ω + i 1

τ

)
. Ïî-

ëó÷àåì òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò, ÷òî âðåìÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ðàâíî τ.
Çàòóõàíèå íóëü-çâóêà ìåíåå òðèâèàëüíî. Äåëî â òîì, ÷òî æèäêèé ãåëèè-òðè

âûòàëêèâàåò ïðèìåñè è â íåì íåò ïîäñèñòåìû êîëåáàíèé ðåøåòêè. Ó ýòîé ôåðìè-
æèäêîñòè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí êàíàë ðåëàêñàöèè - ñòîëêíîâåíèÿ êâàçè÷àñòèö.
Ïðè òàêèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö è ïîëíûé èìïóëüñ
ñèñòåìû. (Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè T ¿ εF ðîëè íå èãðàåò.) ×òîáû ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà íå ïðèâîäèëè ê íàðóøåíèþ ýòèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,
èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

∑
ϕStf = 0, ϕ = 1, ~p,

Ïðîñòåéøåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ýòèì ñâîéñòâàì óäî-
âëåòâîðÿåò , èìååò âèä

Stf = −1

τ

∣∣∣∣
∂f0

∂ξ

∣∣∣∣
(

χ− 〈χ〉 − 3

p2
F

pα 〈χpα〉
)

(34)

Ïîäñòàâëÿÿ (34) â ïðàâóþ ÷àñòü (24) ïîëó÷àåì
(
−iω + i~k~v

)
χ + i~k~vU0gF 〈χ〉 = −1

τ

(
χ− 〈χ〉 − 3

p2
F

pα 〈χpα〉
)

(35)

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü Z íàïðàâëåíà âäîëü âîëíîâîãî âåê-
òîðà, è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èìåþò âèä

~k~v = kv cos θ,
3

p2
F

pα 〈χpα〉 = 3 cos θ 〈χ cos θ〉
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Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (35) èìååò âèä

χ = [〈χ〉 (1− iτkv cos θU0gF ) + 3 cos θ 〈χ cos θ〉] D

ãäå
D = (1− iωτ + iτkvF cos θ)−1 (36)

×òîáû ñîñòàâèòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ñðåäíèå

〈χ〉 = 〈χ〉 (〈D〉 − iq 〈D cos θ〉) + 3 〈χ cos θ〉 〈D cos θ〉
〈χ cos θ〉 = 〈χ〉 (〈D cos θ〉 − iq

〈
D cos2 θ

〉
) + 〈χ cos θ〉 3 〈

D cos2 θ
〉

ãäå q = τU0gF kvF . Ïåðåãðóïïèðóåì ÷ëåíû ýòèõ óðàâíåíèé

〈χ〉 (1− 〈D〉+ iq 〈D cos θ〉) = 3 〈χ cos θ〉 〈D cos θ〉
〈χ cos θ〉 (1− 3

〈
D cos2 θ

〉
) = 〈χ〉 (〈D cos θ〉 − iq

〈
D cos2 θ

〉
)

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, èëè ïðîñòî ïåðåìíîæàÿ ëåâûå è ïðàâûå
÷àñòè, íàõîäèì èñêîìîå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

(1− 〈D〉+ iq 〈D cos θ〉)(1
3
− 〈

D cos2 θ
〉
) = 〈D cos θ〉 (〈D cos θ〉 − iq

〈
D cos2 θ

〉
(37)

Âõîäÿùèå ñþäà èíòåãðàëû ðàâíû

〈D〉 =
1

2

∫
d cos θ

1− iωτ + iτkvF cos θ
=

1

2iτkvF

ln
1− iωτ + iτkvF

1− iωτ − iτkvF

〈D cos θ〉 =
1

2

∫
cos θd cos θ

1− iωτ + iτkvF cos θ
=

1

iτkvF

[1− (1− iωτ) 〈D〉]
〈
D cos2 θ

〉
= −(1− iωτ)

(iτkvF )
〈D cos θ〉

Åñëè âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà äîñòàòî÷íî ìàëî, òî, q = τU0gF kvF ¿ 1,

〈D〉 =
1

1− iωτ
+

1

3

(iτkvF )2

(1− iωτ)3 +
1

5

(iτkvF )4

(1− iωτ)5

〈D cos θ〉 = −1

3

(iτkvF )

(1− iωτ)2 −
1

5

(iτkvF )3

(1− iωτ)4

〈
D cos2 θ

〉
=

1

3

1

(1− iωτ)
+

1

5

(iτkvF )2

(1− iωτ)3

[
iωτ + (iωτ)2 +

1

3
(iτkvF )2 + iq

1

3
(iτkvF )

] [
iωτ + (iωτ)2 +

3

5
(iτkvF )2

]

=

[
1

3

(iτkvF )2

(1− iωτ)2

] [
1

(1− iωτ)2 +
U0gF

(1− iωτ)

]
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ω2 =
1

3
(kvF )2

(
1 + U0gF − 4iτω

5
− iq√

3

)

Ýòî - ãèäðîäèíàìè÷åñêèé çâóê ñ çàòóõàíèåì.
Â ïðåäåëå áîëüøîãî âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èìååì

〈D〉 =
1

2

∫
d cos θ

1− iωτ + iτkvF cos θ
=

1

2iτkvF

ln
1− iωτ + iτkvF

1− iωτ − iτkvF

〈D cos θ〉 =
1

2

∫
cos θd cos θ

1− iωτ + iτkvF cos θ
=

1

iτkvF

[1− (1− iωτ) 〈D〉]
〈
D cos2 θ

〉
= −(1− iωτ)

(iτkvF )
〈D cos θ〉

Âûøå ìû ïîëó÷èëè (29) ω = skvF , s ' 1.

〈D〉 = − 1

2iτkvF

ln
s + 1− 1/iτkvF

s− 1− 1/iτkvF

− 1

2iτkvF

ln
(s + 1) (1− 1/iτkvF (s + 1))

(s− 1) (1− 1/iτkvF (s− 1))
,

|D| ¿ 1

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî 1/ωτ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (37) ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ åäèíèöåé ñëåâà, è, ïðèðàâíÿâ ëåâóþ ÷àñòü íóëþ, ìû ïðèõîäèì ê äèñïåð-
ñèîííîìó óðàâíåíèþ äëÿ íóëü-çâóêà (28) c ïîïðàâêîé

1− 〈D〉+ iq 〈D cos θ〉 = 0

s

2
ln

s + 1

s− 1
(1 + 1/iτkvF (s− 1)) =

(
1

U0gF

+ 1

)[
1− i

ωτ

(
1

U0gF

+ 1

)]

s = 1 + z

1

2
ln

2

z
(1 + 1/ (iτkvF z)) =

1

U0gF

(
1− i

ωτ

1

U0gF

)

z = 2e−2/U0gF (1− i/ (ωτz)) e
i

ωτ
1

(U0gF )2

Åñòü óñòîé÷èâîñòü, ïîñêîëüêó

1

z
À 1

(U0gF )2

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ωτ çàòóõàíèå î÷åíü áûñòðî ðàñòåò

γ ∼ 1

ωτ
e2/U0gF
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12 Ëåêöèÿ 12. Ôåððîìàãíèòíûå ìàãíîíû
12.1 Ôåððîìàãíåòèçì è ñïèíîâûå âîëíû â ïðèáëèæåíèè ñà-

ìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ
Ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ âåùåñòâ, êîòîðûå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáëàäàþò
ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ - ôåððîìàãíåòèçìîì. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôåððî-
ìàãíåòèêîâ áóäåì èññëåäîâàòü â ðàìêàõ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà

H = −
∑

2µB
~SR

~B − 1

2

∑
J(~R1 − ~R2)~S1

~S2. (1)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà åñòü ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ àòîìîâ ~µR =
2µB

~SR, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, âî âíåøíåì ìàã-
íèòíîì ïîëå, à âòîðîé îïèñûâàåò èçîòðîïíîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ.
Âåëè÷èíà J(~R1 − ~R2) íàçûâàåòñÿ îáìåííûì èíòåãðàëîì. Ó ôåððîìàãíåòèêîâ
J0 =

∑
g J(g) > 0. Âåùåñòâà ñ J0 < 0 , íàçûâàåìûå àíòèôåððîìàãíåòèêàìè,

ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Äëÿ âåùåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç N àòîìîâ ñî ñïèíîì
S = 1/2 - ýòî ñàìûé îáùèé âèä ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ . ×ëåíû âèäà(

~S1
~S2

)2

íè÷åãî íîâîãî íå äàþò, òàê êàê

σασβ = δαβ+
1

i
eαβγσγ,

(
~S1

~S2

)2

=
1

16
σ1ασ2ασ1βσ2β = − 1

16
eαβγσ1γeαβγ′σ2γ′ =

3

16
−1

2

(
~S1

~S2

)

Îáìåííàÿ ýíåðãèÿ â (1) ìèíèìàëüíà, êîãäà âñå ñïèíû ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó
è ~S1

~S2 = S2. Ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìèíèìàëüíà, åñëè ñïèíû íàïðàâëåíû ïî
ìàãíèòíîìó ïîëþ ~B, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî âûáåðåì â êà÷åñòâå îñè Z. Îòñþäà
î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ýíåðãèÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå,
ðàâíà

ground = [−2µBSB − 1

2
S2J0]N.

Åñëè âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò, òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñîñòîÿíèè âñå
ñïèíû ïîïðåæíåìó ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, íî èõ îáùåå íàïðàâëåíèå ïðîèçâîëü-
íî. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñèììåòðèè. Ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ ñïèíû àòîìîâ ðåøåòêè ôëóêòóèðóþò, è ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíîâ〈

~SR

〉
=

〈
~S
〉

íå ðàâíî ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå S, íî áëèçêî ê íåìó. Î÷åâèäíî,

÷òî
〈

~S
〉
‖ Z. Ïðè òåìïåðàòóðå Êþðè Tc ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü èñ÷åçàåò,

è âåùåñòâî ïåðåõîäèò â ïàðàìàãíèòíóþ ôàçó Ïóñòü îáìåííûé èíòåãðàë (àìïëè-
òóäà âçàèìîäåéñòâèÿ) J(R) ìåäëåííî ñïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñïèíàìè. Òîãäà íà âûäåëåííûé ñïèí äåéñòâóåò ýôôåêòèâíîå ïîëå îò áîëüøîãî
÷èñëà îêðóæàþùèõ ñïèíîâ ∑

J(R)~SR.

Ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà ôëóêòóèðóþùèõ ñëàãàåìûõ ñëàáî ôëóêòóèðóåò. Ïîýòîìó
ïîä çíàêîì ñóììû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôëóêòóàöèÿ êàæäîãî ñïèíà δ~SR = ~SR −〈

~SR

〉
ìàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò â èñõîäíîì ãàìèëüòîíèàíå â ðàçëîæåíèè

~S1
~S2 = (

〈
~S1

〉
+ δ~S1)(

〈
~S2

〉
+ δ~S2) =

〈
~S1

〉 〈
~S2

〉
+

〈
~S1

〉
δ~S2 +

〈
~S2

〉
δ~S1 + δ~S1δ~S2
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ïðåíåáðå÷ü ïðîèçâåäåíèåì ôëóêòóàöèé è ïîëó÷èòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

H = H0 + H1, H0 = E0 = −1
2

∑
J(R1 −R2)

〈
~S1

〉〈
~S2

〉
−∑

2µB

〈
~SR

〉
~B

H1 = −∑
J(R1 −R2)

〈
~S1

〉
δ~S2 −

∑
2µBδ~SR

~B = −∑
2µB

~Beff (R) δ~SR

(2)

Çäåñü ââåäåíî ýôôåêòèâíîå ìàãíèòíîå ïîëå

~Beff (R) = ~B +
1

2µB

〈
~S
〉

J0, (3)

êîòîðîå çàâèñèò îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé
〈

~S
〉
. Êàê ïðàâèëî, ïðè íèçêèõ òåìïåðà-

òóðàõ ýôôåêòèâíîå ìàãíèòíîå ïîëå ìíîãî áîëüøå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âåëè÷èíû

〈
~S
〉
ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, ïîñòðîèâ âûðà-

æåíèÿ, íåÿâíûì îáðàçîì çàäàþùèå èõ çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå
â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ôëóêòóàöèÿì íàçûâàþòñÿ ïðèáëèæåíèåì ñàìîñîãëà-
ñîâàííîãî ïîëÿ. Ìîæíî ïîñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì ôëóêòóàöèé
è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîïðàâêè ê ðåçóëüòàòàì ïðèáëèæåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ
ìàëû âäàëè îò Tc, âíå îáëàñòè êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé (Ëàðêèí, Âàêñ, Ïèêèí).
Ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü îáëàñòü êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé è ïðèìåíÿòü ïðèáëè-
æåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ êî âñåì T ≶ Tc. Ãàìèëüòîíèàí (2) ôîðìàëüíî
ðàçáèò íà ñóììó íåçàâèñèìûõ ÷ëåíîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî âû÷èñëèòü

F = −T ln Z,

Z =
∑

e−β(E0+H1) = e−βE0

∏
ZR

ZR =
∑
σ=±1

exp[2βµB
~Beff (R) δ~SR] = e−2βµB

~Beff (R)〈~SR〉2 cosh[βµBBeff (R)]

∑
σ=±1

exp(~b~σ) =
∑
σ=±1

1

n!
(~b~σ)n = 2 cosh b

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ ñïèíîâ íàïðàâëåíû ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ è íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû óçëà.
Ïîýòîìó ïðîùå ∑

σ=±1

exp(bσz) = eb + e−b = 2 cosh b

F = E0 +
∑

2µB
~Beff (R)

〈
~SR

〉
− T

∑
ln {2 cosh[βµBBeff (R)]} (4)

ïîëó÷àåì

E0 = (−1

2
J0 〈S〉2 − 2µB 〈S〉B)N,

∑
2µB

~Beff (R)
〈

~SR

〉
= (2µBB + J0 〈S〉) 〈S〉N

F =
1

2
J0 〈S〉2 N − TN ln

{
2 cosh[β(µBB +

1

2
J0 〈S〉)]

}
(5)

Â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð (β → ∞) ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò î÷åíü ïðîñòîé
âèä

F = [
1

2
J0 〈S〉2 − 1

2
J0 〈S〉 − µBB]N,
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ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî äàåò ïîëíóþ íàìàãíè÷åííîñòü 〈S〉 = 1/2. Ïðè
âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà µBBeff ¿ T, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå

ln(2 cosh x) = ln 2 +
1

2
x2 − 1

12
x4 + O

(
x5

)

è ïîëó÷èòü

F/N =
1

2
J0 〈S〉2 − T ln 2− 1

2T
(µBB +

1

2
J0 〈S〉)2 +

1

12T 3
(µBB +

1

2
J0 〈S〉)4 (6)

Ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî 〈S〉 ïðè ïîñòîÿííûõ T è B äàåò

〈S〉 − 1

2T
(µBB +

1

2
J0 〈S〉) +

1

6T 3
(µBB +

1

2
J0 〈S〉)3 = 0 (7)

S − (b +
TcS

T
) +

4

3
(b +

TcS

T
)3 = 0, b =

µBB

2T

y − (1 +
y

1 + t
) +

4b2

3
(1 +

y

1 + t
)3 = 0, y = S/b, 1 + t = T/Tc

t = 0,
4b2

3
(1 + y)3 = 1, y =

(
3

4b2

)1/3

− 1,

Îïóñòèâ â (7) êóáè÷åñêèé ÷ëåí, íàõîäèì íàìàãíè÷åííîñòü M = NµB 〈S〉

〈S〉 =
1
2
µBB

T − Tc

, (8)

è ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü

χ = ∂M/∂B =
1

2
Nµ2

B

1

T − Tc

Ýòî -çàêîí Êþðè-Âåéññà. Âîñïðèèì÷èâîñòü îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè òåì-
ïåðàòóðå Êþðè:

Tc =
1

4
J0 (9)

Ó÷åò â (7) êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà, äàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè â Tc,
íî âáëèçè òåìïåðàòóðû Êþðè âìåñòî ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ(6) ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü (5). Â ïàðàìàãíèòíîé ôàçå, ïðè T À Tc ïîäñòàíîâêà (8) â (6) äàåò â
êâàäðàòè÷íîì ïî B ïðèáëèæåíèè (b = 1

2
µBB)

F/N =
1

2
J0 〈S〉2 − T ln 2− 1

2T
(µBB +

1

2
J0 〈S〉)2 (10)

F/N =
2Tcb

2

(T − Tc)
2 − T ln 2− 1

2T
(2b +

2Tcb

T − Tc

)2 (11)

F/N =
2b2Tc

(T − Tc)
2 − T ln 2− 2b2T

(T − Tc)
2 = −T ln 2− 2b2

(T − Tc)
(12)

161



Ëåêöèÿ 12. Ôåððîìàãíèòíûå ìàãíîíû

Ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ è òåïëîåìêîñòü(îòíåñåííûå ê îäíîé ÷àñòèöå) ðàâíû

�S = −∂F/N

∂T
= ln 2 +

2b2

(T − Tc)
2 , C = T

∂�S
∂T

=
4b2T

(Tc − T )3 .

Íèæå òåìïåðàòóðû Êþðè â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçíèêàåò ñïîíòàííàÿ
íàìàãíè÷åííîñòü, êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç (7), ðàñòåò ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòó-
ðû ïî êîðíåâîìó çàêîíó:

〈S〉2 =
3T 2

4T 3
c

(Tc − T ), 〈S〉 ∼ (Tc − T )1/2 (13)

Ïðè íàëè÷èè ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòè ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

χ = lim
B→0

∂M

∂B

Äëÿ ýòîé âåëè÷èíû óðàâíåíèå (??) äàåò

χ(1− Tc

T
+

4T 3
c

3T 3
〈S〉2) =

Nµ2
B

2T

Âûøå òî÷êè Êþðè ýòî âûðàæåíèå ïðèâîäèò ê (8), à íèæå ýòîé òåìïåðàòóðû ñ
ó÷åòîì (13) ïîëó÷àåì

χ =
1

4
Nµ2

B

1

Tc − T
(14)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ôîðìóëàõ äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè âûøå è íèæå Tc ÷èñëè-
òåëè îòëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òåïëîåìêîñòè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè Êþðè â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ. Ïîäñòàâèì â (6) âûðàæåíèå (13) èëè
〈S〉 = 0: F/N = 1

2
J0 〈S〉2 − T ln 2− 1

2T
(µBB + 1

2
J0 〈S〉)2 + 1

12T 3 (µBB + 1
2
J0 〈S〉)4

F/N = −T ln 2− 3T

4T 2
c

(Tc − T )2 , T < Tc

F/N = −T ln 2, T > Tc

Îòñþäà íàõîäèì ýíòðîïèþ, ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí ñïèí

s = −∂F/N

∂T
=

ln 2− 3T
2T 2

c
(Tc − T ) , T < Tc

ln 2, T > Tc

Êàê è äîëæíî áûòü, ýíòðîïèÿ ñïèíîâî óïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíüøå ýí-
òðîïèè ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííîãî ïàðàìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òåïëîåìêîñòü â
îêðåñòíîñòè òî÷êè Êþðè ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê

c = T
∂s

∂T
=

3
2
, T < Tc

0, T > Tc

Ýòî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà
Ëàíäàó. Òàêîâ ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôåððîìàãíåòèêà â ïðèáëèæåíèè
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ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ôåð-
ðîìàãíåòèêà - ñïèíîâûå âîëíû ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ¿ Tc. Ðàñïèøåì
èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí ïî êîìïîíåíòàì

H = −1

2

∑
J(R1 −R2)[S

x
1 Sx

2 + Sy
1S

y
2 + Sz

1S
z
2 ]−

∑
2µBBSz

R (15)

= −1

2

∑
J(R1 −R2)[S

−
1 S+

2 + Sz
1S

z
2 ]−

∑
2µBBSz

R (16)

S± = Sx ± iSy, S+ =

∣∣∣∣
0 1
0 0

∣∣∣∣ , S− =

∣∣∣∣
0 0
1 0

∣∣∣∣ (17)

S+χ↓ =

∣∣∣∣
0 1
0 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

0
1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1
0

∣∣∣∣ S−χ↑ =

∣∣∣∣
0 1
0 0

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1
0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
0
1

∣∣∣∣ (18)

So S+ ïåðåâîðà÷èâàåò ñïèí ââåðõ , â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî - îïåðàòîð ïî-
ãëîùåíèÿ âîçáóæäåíèÿ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå - âñå ñïèíû íàïðàâëåíû ââåðõ.

E0 = −1

8

∑
J(R1 −R2)−

∑
µBB = −

(
1

8
J0 + µBB

)
N

Ñïèíîâûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì
[
S+, S−

]
= 2Sz,

[
S+, Sz

]
= −S+,

[
S−, Sz

]
= Sz

Íàïèøåì óðàâíåíèå ïðåöåññèè äëÿ îïåðàòîðà S+
R

i
∂S+

R

∂t
=

[
S+

R , H
]

= 2µBBS+
R −

∑
J(R−R′)[Sz

RS+
R′ − Sz

R′S
+
R ]

Â ýòîì óðàâíåíèè áóäåì ïðåíåáðåãàòü ôëóêòóàöèåé íàìàãíè÷åííîñòè è çàìåíèì
ïðîåêöèþ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì:

i
∂S+

R

∂t
= (2µBB + J0 〈Sz〉)S+

R −
∑

R′
〈Sz〉 J(R−R′)S+

R′ (19)

Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî ëåãêî íàéòè ïåðåõîäîì ê èì-
ïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

S+
R =

1√
N

∑

k

eikRak, ak =
1√
N

∑
R

e−ikRS+
R

Èç óðàâíåíèÿ (19) ïîëó÷àåì

i
∂ak

∂t
= (2µBB + J0 〈Sz〉)ak − 1√

N

∑
R

e−ikR
∑

R′
〈Sz〉 J(R−R′)

1√
N

∑

k′
eik′R′ak′

Ñóììèðîâàíèå ïî R ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè g = R′ −R äàåò
∑

R

e−i(k−k′)R = Nδk,k′
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Óðàâíåíèå ïðåöåññèè ïðèíèìàåò âèä

i
∂ak

∂t
= ωkak (20)

Âûðàæåíèå

ωk = 2µBB + 〈Sz〉 (J0 − Jk), (J0 − Jk) =
∑

g

J(g)(1− ei~k~g) =
1

2

∑
g

(
~k~g

)2

J(g)

(ñ ïîçèöèé ñèììåòðèè, çäåñü âåëè÷èíû B è 〈Sz〉 ñóòü ñêàëÿðû) èìååò ñìûñë ÷à-
ñòîòû ñïèíîâîé âîëíû ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî âåêòîðà. Äëÿ ìàëûõ
äëèí âîëí ñïåêòð ñïèíîâûõ âîëí àíàëîãè÷åí ñïåêòðó ýëåêòðîíà âáëèçè äíà çîíû
ïðîâîäèìîñòè

ωk = 2µBB +
k2

2m∗ ,
1

2m∗ =
1

6
〈Sz〉

∑
g

J(g)g2

Íî ùåëü ïðîïîðöèîíàëüíà ìàãíèòíîìó ïîëþ, à ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ðàñòåò ñ ïî-
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû èç-çà óìåíüøåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè. Â îòñóòñòâèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ áåçùåëåâûì.

ωk ' (ka)2Θ, vk =
∂ωk

∂k
' 2ka2Θ. → ωk ' Θ, vk ' ωk/k ' Θa

Ôàêòè÷åñêè, (20) - ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ îäíèì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì è îäíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé

ak (t) = ak (0) exp(−iωkt)

Ìàãíèòíûé ìîìåíò - äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð. Ïîêàæåì, ÷òî ìàãíîí åñòü âîëíà,
ïîëÿðèçîâàííàÿ ïî êðóãó Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (20) ñ åãî ýðìèòîâûì
ñîïðÿæåíèåì

i
∂a+

k

∂t
= −ωka

+
k , (21)

äëÿ êîìïîíåíò ñïèíîâîé âîëíû Sx = 1
2
(a + a+) è Sy = 1

2i
(a− a+) ïîëó÷àåì

∂Sx

∂t
= ωkS

y (22)
∂Sy

∂t
= −ωkS

x (23)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äàåò

Sx(t) = Sx(0) cos ωkt + Sy(0) sin ωkt

Sy(t) = Sy(0) cos ωkt− Sx(0) sin ωkt

Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîð ñïèíîâîé âîëíû âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Âîëíû,
âðàùàþùåéñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íå ñóùåñòâóåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çà-
äàííîì ~k èìååòñÿ òîëüêî îäíà âîëíà. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåìîé Ãîëäñòîóíà,
êîòîðàÿ ïðåäñêàçûâàåò íàëè÷èå ν áåçùåëåâûõ ìîä êîëåáàíèé â ñèñòåìå, êîòîðàÿ
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èìååò ν ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íå ìåíÿþùèõ ýíåðãèþ.îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â
òðåõìåðíîì ôåððîìàãíåòèêå äëèíà ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíîé, è
èìååòñÿ òîëüêî îäíî ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè - ïîâîðîò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ñïîíòàííîãî ìîìåíòà. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñïèíî-
âûå âîëíû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áîçå-ãàç ìàãíîíîâ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ïëàíêà-Áîçå-Ýéíøòåéíà

nk =
〈
a+

k ak

〉
=

1

eβωk − 1

Îòñþäà ïîëíîå ÷èñëî ìàãíîíîâ ðàâíî

Nmagn =
∑

nk =

∫
d3k

(2π~)3

1

exp( k2

2m∗T )− 1
∼ T 3/2

Ìàãíîíû îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü íàìàãíè÷åííîñòè ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ

M = M0 − constNmagn = M0 − constT 3/2

è ïîâûøàþò ýíåðãèþ òåëà

Emagn =
∑

nkωk =

∫
d3k

(2π~)3

1

exp( k2

2m∗T )− 1

k2

2m∗ ∼ T 5/2

Îòñþäà íàõîäèì ìàãíîííûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü òåëà:

Cmagn =
∂Emagn

∂T
∼ T 3/2

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé,
ïîñêîëüêó ôîíîííàÿ òåïëîåìêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà T 3. Îäíàêî â ôåððîìàã-
íèòíûõ ìåòàëëàõ ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò òåïëîåìêîñòü ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè
(Cmet ∼ T ).

12.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Õîëñòåéíà-Ïðèìàêîâà, çàêîí äèñïåð-
ñèè ìàãíîíîâ

Ðàññìîòðèì ñïåêòð âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå â ìîäåëè Ãàéçåíáåðãà, ãàìèëüòîíèàí
êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáìåííûõ è çååìàíîâñêèõ ÷ëåíîâ ,

H = −J
∑

j,δ

SjSj+δ − 2µ0h
∑

j

Sz
j . (24)

Çäåñü Sj− îïåðàòîð ñïèíà, íàõîäÿùåãîñÿ â óçëå ðåøåòêè j, êîòîðàÿ äëÿ ïîðîñòî-
òû ñ÷èòàåòñÿ êóáè÷åñêîé; δ− íóìåðóåò ìíîæåñòâî óçëîâ ðåøåòêè, áëèæàéøèõ
ê j; h− ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå ïî îñè z. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìî-
äåéñòâóþò òîëüêî áëèæàéøèå ñîñåäè. Êîìïîíåíòû ñïèíà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
SjSj = S(S + 1).
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Äëÿ ïåðåõîäà îò ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ ê áîçåâñêèì âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå
Õîëñòåéíà-Ïðèìàêîâà

S+
j = Sx

j + iSy
j = (2S)1/2

(
1− a+

j aj

2S

)1/2

aj, (25)

S−j = Sx
j − iSy

j = (2S)1/2 a+
j

(
1− a+

j aj

2S

)1/2

,

Sz = S − a+
j aj,

ïðè ýòîì ìû òðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
[
aj, a

+
i

]
= δij (26)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðîòèâîðå-
÷èâû, òàê êàê ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ êîìóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[
S±j , Sz

j

]
= ∓S±j , (27)[

S+
j , S−j

]
= 2Sz (28)

Íàñ áóäóò â îñíîâíîì èíòåðåñîâàòü ñëàáîâîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû,
êîãäà 〈

a+
j aj

〉

S
=
〈nj〉
S

¿ 1. (29)

Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Õîëñòåéíà-Ïðèìàêîâà ïðèáëèæåííî çàïèøåòñÿ â âèäå

S+
J ≈ (2S)1/2 aj, (30)

S−j ≈ (2S)1/2 a+
j ,

Sz
j ≈ S − a+

j aj.

Ïî ôîðìóëå (61) ïåðåéäåì îò îïåðàòîðîâ a+
j , aj ê íîâûì îïåðàòîðàì a+

k , ak

aj =
1

N1/2

∑

k

e−ikjak, a
+
j =

1

N1/2

∑

k

eikja+
k . (31)

Ëåãêî ïðîâåðèòü , èñïîëüçóÿ (63) è (64), ÷òî èìååò ìåñòî ïðåîáðïçîâàíèå

ak =
1

N1/2

∑
j

eikjaj, a
+
k =

1

N1/2

∑
j

e−ikja+
j . (32)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (32), (64),(26), ïîëó÷èì, ÷òî
[
ak, a

+
k′

]
= δkk′ , [ak, ak′ ] = 0,

[
a+
k , a+

k′
]

= 0. (33)

Ïîñêîëüêó

Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j =
S+

i S−j + S−j S+
i

2
, i 6= j,

166



Ëåêöèÿ 12. Ôåððîìàãíèòíûå ìàãíîíû

òî
SiSj =

S+
i S−j + S−j S+

i

2
+ Sz

i S
z
j (34)

Â ðåçóëüòàòå, ïîñëåäîâàòåëüíî äåëàÿ ïîäñòàíîâêè (34), (30), (31), ïîëó÷èì

H = −J
∑

j,δ

(
S+

j S−j+δ + S−j+δS
+
j

2
+ Sz

j S
z
j+δ

)
− 2µ0h

∑

j

Sz
j

= −J
∑

j,δ

[
S

(
aja

+
j+δ + a+

j+δaj

)
+

(
S − a+

j aj

) (
S − a+

j+δaj+δ

)]− 2µ0h
∑

j

Sz
j = (35)

= −JS/N
∑

j,δ,k,q

eikje−iq(j+δ)aka
+
q + eiq(j+δ)e−ikjaqa

+
k + JS

∑

j,δ

a+
j aj + a+

j+δaj+δ... =(36)

H = −JNzS2 − 2µ0H0NS + H0, (37)
H0 = −JzS

∑

k

(
γkaka

+
k + γ−ka

+
k ak − 2a+

k ak

)
+ 2µ0h

∑

k

a+
k ak (38)

γk =
1

z

∑

δ

e−ikδ (39)

Ïðè ïåðåõîäå îò (35) ê (36) ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì (29), îïóñòèâ ÷ëåíû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî îïåðàòîðàì ñïèíîâûõ âîëí. Äëÿ êðèñòàëëîâ èìåþùèõ
öåíòð ñèììåòðèè γk = γ−k,ïîýòîìó äåëàÿ ïîäñòàíîâêó aka

+
k = 1 + a+

k akè îïóñêàÿ
ïîñòîÿííûé ÷ëåí ïîëó÷èì

H0 =
∑

k

[2JzS (1− γk) + 2µ0h] a+
k ak = (40)

=
∑

k

ωka
+
k ak (41)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (êîãäà ÷èñëî âîçáóæäåíèé ìàëî è ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü èõ âçàèìîäåéñòâèåì) ãàìèëüòîíèàí (24) èçìîðôåí ñèñòåìå íåçà-
âèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ (ñïèíîâûõ âîëí). Ýòîò âûâîä àíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó, ïî-
ëó÷åííîìó äëÿ êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà êðèñòàëëîâ, äëÿ êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí
òàêæå ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðîâ, à ýëåìåíòàðíûå âîçáóæ-
äåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîíîíàìè.

Äëÿ äëèíîâîëíîâûõ âîçáóæäåíèé, êîãäà |kδ| ¿ 1,òî

z(1− γk) ≈ 1

2

∑

δ

(kδ)2 = (ka)2 (42)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè |δi| = a
Ïîýòîìó ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â ìîäåëè Ãàéçåíáåðãà ñ ôåððîìàãíèò-

íûì âçàèìîäåéñòâèåì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàãíîíû (ñïèíîâûå âîëíû) ñ êâàäðà-
òè÷íûì çàêîíîì äèñïåðñèè

ωk = 2µ0H0 + 2JS (ka)2 (43)

Â îòñóòñâèå âíåøíåãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãîëäñòîóíà ñïåêòð âîç-
áóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ áåçùåëåâûì
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12.3 Ìàãíîííàÿ òåïëîåìêîñòü
Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òîãäà çàêîí äèñ-
ïåðñèè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

ωk = Dk2, D = 2JSa2. (44)

Òîãäà ïðè òåìïåðàòóðå T ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèä

U =
∑

k

ωk 〈nk〉 =
∑

k

ωk
1

e
ωk
T − 1

=
4πD

(2πa)3

2π∫

0

dkk4 1

e
Dk2

T − 1
= (45)

=
T 5/2

4π2a3D3/2

xm∫

0

dxx3/2 1

ex − 1
, xm = 4π2D/T.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà xm À 1 âåðõíèé ïðåäåë â ïîñëåäíåì èíòå-
ãðàëå çàìåíÿåòñÿ íà∞. Òîãäà äëÿ ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî èìååì

U ≈ 0.45T 5/2

π2D3/2
,

c =
dU

dT
= 0.1

(
T

D

)3/2

(46)

Ïîëó÷åííûé çàêîí òåïëîåìêîñòè ñïèíîâûõ âîëí íîñèò íàçâàíèå çàêîíà 3/2 Áëî-
õà. Ðàññìîòðåíèå âûñîêèõ òåìïåðàòóð íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
òåðÿåò ñìûñë èñïîëüçóåìîå ñïèíâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå.

12.4 Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Èçèíãà è ìåòîä òðàíñôåðìàòðèöû
(òî÷íîå ðåøåíèå)

Ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîé çàäà÷è Èçèíãà â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå èìååò âèä

H = −J

N−1∑
j=1

σjσj+1, σ = ±1 (47)

Òîãäà ñòàòñóììà çàïèøíòñÿ

ZN =
∑

σ1=±1

...
∑

σN=±1

exp

(
K

N−1∑
j=1

σjσj+1

)
, K = J/T. (48)

Ïðåäñòàâèì ýòó ñòàòñóììó â âèäå

ZN =
∑

σ1=±1

...
∑

σN−1=±1

exp

(
K

N−2∑
j=1

σjσj+1

) ∑
σN=±1

exp (KσN−1σN) . (49)

Ïîñêîëüêó
∑

σN=±1 exp (KσN−1σN) = 2chK,òî

ZN = ZN−1 (2chK) = Z2 (2chK)N−2 . (50)
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Íî
Z2 =

∑
σ1=±1

∑
σ2=±1

exp (Kσ1σ2) = 4chK. (51)

Ïîýòîìó
ZN = 2 (2chK)N−1 . (52)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä

F = −T ln Z = −NT ln (2chK)

Ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèÿ è òåïëîåìêîñòü èìåþò âèä

E =
∂

∂ 1
T

(
F

T

)
= −NJth

J

T
(53)

C =
∂E

∂T
=

NJ2/T 2

ch2 J
T

Â ïðåäåëå âûñîêèõ è íèçêèõ òåìïåðàòóð C → 0.
Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàòñóììà

Z =
∑

σ1=±1

...
∑

σN=±1

exp

(
K

N−1∑
j=1

σjσj+1 + µ0H

N∑
j=1

σj

)
(54)

íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíà áûòü íå ìîæåò. Óäîáíî îòîæäåñòâèòü 1-é è N-é óçëû.
Â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå ýòî íå ñêàçûâàåòñÿ íà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîé-
ñòâàõ ñèñòåìû.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòñóììû ââåäåì ìàòðèöó P âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðè÷íûìè
ýëåìåíòàìè

P (σj, σj+1) = exp (Kσjσj+1 + µ0Hσj) . (55)
Çäåñü σj = ±1 îïðåäåëÿåò äâå ñòðîêè, à σj+1 = ±1 äâà ñòîëáöà ìàòðèöû P. Òîãäà

P =

(
exp (K + M) exp (−K + M)

exp (−K −M) exp (K −M)

)
. (56)

Îáîçíà÷èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÷åðåç P (σ, σ′) . Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñòàò-
ñóììó â âèäå

Z =
∑

σ1=±1

...
∑

σN−1=±1

P (σ1, σ2) P (σ2, σ3) ...(57)

...
∑

σN−1=±1

P (σN−1, σN) P (σN , σ1) = SpPN =
∑

j

λN
j , (58)

ãäå λj - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû P. Ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ λj èìååò âèä

(exp (K + M)− λ) (exp (K −M)− λ) = e−2K (59)
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êîòîðîå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

λ2 − 2λ exp KchM − e−2K = 0 (60)

Îòêóäà (
λ1

λ2

)
= eKchM ± (

e2Ksh2M + e−2K
)1/2

. (61)

Ïðè N →∞ â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè äëÿ ñàòñóììû (58) ñëåäóåò îñòàâèòü
òîëüêî áîëüøåå λmax. Ïîýòîìó

Z = λN
max (62)

ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

F = −TN ln λmax

Çíàíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïîëíîñòüþ ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ
çàäà÷ó. Íàïðèìåð, íàìàãíè÷åííîñòü íà îäèí óçåë ðàâíà

M

N
= −∂F

∂H = −T
∂ ln λmax

∂H

12.5 Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà è ñïèíîâûå âîëíû
Íåêîòîðûå âåùåñòâà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáëàäàþò òàê íàçûâàåìûì äàëü-
íèì ïîðÿäêîì. Ýòîò ïîðÿäîê õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà Mα (~r) - n-
êîìïîíåíòíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, êîððåëÿòîð êîòîðîé 〈Mα (~r) ,Mα (~r′)〉 îñòà-
åòñÿ êîíå÷íûì ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ |~r − ~r′| . Íàïðèìåð,
ôåððîìàãíåòèê õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåõìåðíûì âåêòîðîì íàìàãíè÷åííîñòè ~M , êî-
òîðûé èìååò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå âî âñåõ òî÷êàõ ôåððîìàãíèò-
íîãî òåëà. Ó ñåãíåòîýëåêòðèêîâ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ýëåêòðè÷å-
ñêîé ïîëÿðèçàöèè , ó ñâåðõïðîâîäíèêîâ - ùåëü ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà, â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè íåèäåàëüíîãî áîçå ãàçà ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èãðàåò âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìû, äëÿ êîíêðåòíîñòè, áóäåì ãîâîðèòü îá èçîòðîï-
íîì ôåððîìàãíåòèêå, äëÿ êîòîðîãî n = 3. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýíåðãèÿ ôåððîìàã-
íåòèêà â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ íàìàãíè÷åííî-
ñòè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåíèåì îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íàïðàâëåíèå
âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ óãëàìè (ïîëÿðíûì è àçèìó-
òàëüíûì). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ν = 2. Ñëàáîâîçáóæäåííûå
ñîñòîÿíèÿ ôåððîìàãíåòèêà îïèñûâàþòñÿ êîëåáàíèÿìè íàìàãíè÷åííîñòè ñî ñïåê-
òðîì ε (~q). Êàæäîìó âîëíîâîìó âåêòîðó ~q îòâå÷àþò òðè âîçìîæíûõ ïîëÿðèçàöèè
- òðè ìîäû - ñïèíîâûõ âîëí.

Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà óòâåðæäàåò, ÷òî â âåùåñòâå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ
n-êîìïîíåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà è èìååò ñòåïåíü âûðîæåíèÿ ν , ïî êðàéíåé
ìåðå ν áåçùåëåâûõ ìîä êîëåáàíèé. Çíà÷èò â ôåððîìàãíåòèêå åñòü ïî êðàéíåé
ìåðå äâå áåçùåëåâûõ ìîäû ñïèíîâûõ âîëí.

Áóäåì îïèñûâàòü ñëàáîâîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ôóíêöèîíàëîì ñâîáîäíîé
ýíåðãèè Ëàíäàó:

F =

∫
d3r

[
U (M) +

1

2
g

∑
j

(∇Mj)
2

]
(63)
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Ïëîòíîñòü ýíåðãèè U (M) èçîòðîïíîãî ôåððîìàãíåòèêà çàâèñèò òîëüêî îò M2 è
äîëæíà ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè âåëè÷èíå ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åí-
íîñòè M0. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåì

U (M) =
1

2
b
(
M2 −M2

0

)2

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (63) ïðîñòåéøèì îáðàçîì îïèñûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ïåðåõîä îò
îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê íåîäíîðîäíîìó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýíåðãèè òåëà.

Çàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (63) â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïî àìïëèòóäå
îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà M îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ

ψ = M −M0:

F =

∫
d3r

[
U (M0) + 2b

(
~M0

~ψ
)2

+
1

2
g

∑
j

(∇ψj)
2

]
. (64)

Ïîäñòàâèì ñþäà ðàçëîæåíèå âîçáóæäåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì ψ =∑
q ψq exp(i~q~r) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó òåëà V :

δF = V
∑

q

[
2b

∣∣∣
(

~M0
~ψ (q)

)∣∣∣
2

+
1

2
gq2

∑
j

|ψj (q)|2
]

. (65)

Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíûå âîçáóæäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
(

~M0
~ψ (q)

)
= M0ψ (q) . Â

ýòîì ñëó÷àå
δF = V

∑
q

[
2bM0 +

1

2
gq2

]
|ψ (q)|2 . (66)

Âåëè÷èíà |ψ (q)|2 åñòü èíòåíñèâíîñòü âîçáóæäåíèé ñ âîëíîâûì âåêòîðîì q.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

ε‖ =

[
2bM0 +

1

2
gq2

]
, (67)

õàðàêòåðèçóåò âêëàä ýòèõ âîçáóæäåíèé â ýíåðãèþ òåëà. Â ïðåäåëå äëèííûõ âîëí
(q → 0) ýòà ýíåðãèÿ íå èñ÷åçàåò. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè âîçáóæäåíèé îò
âîëíîâîãî âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñî ùåëüþ.

Äëÿ äâóõ ïîëÿðèçàöèé ïîïåðå÷íûõ âîçáóæäåíèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê âåê-
òîðó ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè

(
~M0

~ψ (q)
)

= 0, èìååì

δF = V
∑

q,j=1,2

1

2
gq2 |ψ (q)|2 . (68)

Ñïåêòð ýíåðãèè ïîïåðå÷íûõ âîçáóæäåíèé

ε⊥ =
1

2
gq2 (69)

ÿâëÿåòñÿ áåçùåëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, ôåððîìàãíåòèê èìååò îäíó ìîäó ñïè-
íîâûõ âîëí ñî ùåëüþ è äâå áåçùåëåâûõ ìîäû.
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Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ãîëäñòîóíà â îáùåì âèäå. Ïóñòü èìååòñÿ ìíî-
ãîêîìïîíåíòíîå äåéñòâèòåëüíîå ïîëå ϕj (t, ~r) , j = 1 ÷ n, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
êîòîðîãî èìååò âèä

F =

∫
d3r

[
U (ϕ) +

1

2
g

∑
j

(∇ϕj)
2

]
, g ≥ 0. (70)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèììåòðèåé, ò.å. ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíî áåñêîíå÷íî ìàëîå (íåïðåðûâíîå) ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ, êîòîðîå íå
ìåíÿåò âåëè÷èíó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

U (ϕ + δϕs) = U (ϕ) , , s = 1÷ ν (71)
δϕs

i = iεIs
ijϕj, , ε → 0 (72)

×èñëî ν íåçàâèñèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ýðìèòîâûõ ìàòðèö) Is
ik, íå ìåíÿþùèõ

ýíåðãèþ, õàðàêòåðèçóåò ðàçìåðíîñòü ñèììåòðèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè - ðàç-
ìåðíîñòü âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü ïîëå ηj (t, ~r) åñòü îäíî èç îñíîâíûõ ñîñòîÿíèèé ñè-
ñòåìû, êîòîðîå îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé:

U(η) = min U(η) (73)
Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàíî íåîäíîçíà÷íî. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïîëåé ñ
òîé æå ýíåðãèåé, ñâÿçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (71):

δηs
i = iεIs

ijηj (74)

Ìíîæåñòâî ýòèõ ïîëåé íàçûâàåòñÿ ν-êðàòíî âûðîæäåííûì âàêóóìîì..
Ðàññìîòðèì ñëàáîå âîçáóæäåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëåííîå â ôîð-

ìå ðàçëîæåíèÿ ïî ïëîñêèì âîëíàì

ϕi = ηi + ψi, ψi =
∑

q

ψi(q) exp(iqr) (75)

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â ôóíêöèîíàë (70) è îãðàíè÷èìñÿ êâàäðàòè÷íûì
ïðèáëèæåíèåì ïî âîçáóæäåíèÿì

δF =

∫
d3r

[
1

2
Uijψiψj +

1

2
g (∇ψj)

2

]
(76)

= V
∑

q

[
1

2
Uijψ

∗
i (q) ψj (q) +

1

2
gq2ψ∗j (q) ψj (q)

]
(77)

Ìàòðèöà
Uij =

[
∂2U

∂ϕi∂ϕj

]

ψ=η

(78)

åñòü êâàäðàòíàÿ n × n - ðÿäíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ îáëàäàåò n ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè

Uije
a
j = λaea

i , (79)
ea

i e
a′
i = δaa′ , a = 1÷ n (80)
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Ðàçëîæèì ïîëÿ ψj (q) ïî ýòèì âåêòîðàì

ψj (q) =
∑

a

ψa (q) ea
j (81)

è ïîëó÷èì
δF = V

∑
qa

[
1

2
λa +

1

2
gq2

]
|ψa (q)|2 (82)

Â ðåçóëüòàòå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàñïàëàñü íà íåçàâèñèìûå ÷ëåíû. Êîýôôè-
öèåíòû

εa (q) =
1

2
λa +

1

2
gq2 (83)

èìåþò ñìûñë ýíåðãèè îäíîé èç n ìîä âîçáóæäåíèé ñ çàäàííûì âîëíîâûì
âåêòîðîì ~q. Ýíåðãèÿ ýòèõ âîçáóæäåíèé ïðè ~q → 0 äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé.

λa ≥ 0 (84)

Äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå èç ìîä èìåþò áåçùåëåâîé ñïåêòð, ò.å. λa = 0.
Óðàâíåíèå ñèììåòðèè (71)

U (ϕ + δϕs) = U (ϕ) , (85)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå:
∂U (ϕ)

∂ϕj

δϕs
j = 0

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî ϕi, íàõîäèì
∂U (ϕ)

∂ϕi∂ϕj

δϕs
j +

∂U (ϕ)

∂ϕj

δϕs
j

∂ϕi

= 0 (86)

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèÿ èìååì (78) è
[

∂U(ϕ)
∂ϕj

]
ϕ=η

= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèå (86) ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí

Uijδη
s
j = 0 (87)

Ïîäñòàâèì ñþäà (74) è ñîêðàòèì íà iε:

UijI
s
ijηj = 0 (88)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ν âåêòîðîâ, ðàâíûõ

es
i = const ∗ Is

ijηj, s = 1÷ ν.

êîòîðûå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (79), ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðè-
öû Uij ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå ν èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âîçáóæäåíèé
âèäà ψj (q) = ψs (q) es

j èìåþò áåçùåëåâîé ñïåêòð

εs (q) =
1

2
gq2, s = 1÷ ν. (89)

Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà äîêàçàíà.
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13 Ëåêöèÿ 13. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü I - ôåíîìåíî-
ëîãèÿ

13.1 Ââåäåíèå
Ñàìûì èíòåðåñíûì ÿâëåíèåì â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòü. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü � ýòî ñâåðõòåêó÷åñòü ýëåêòðîííîé ôåðìè-æèäêîñòè,
íàáëþäàåìàÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â íåêîòîðûõ ìåòàëëàõ è ñîåäèíåíèÿõ.
Ñâåðõïðîâîäèìîñòü áûëà îòêðûòà Êàìåðëèíã-Îííåñîì â 1911 ã. Ïðè èçó÷åíèè
ýëåêòðîñîïðîòèâëåíèÿ ðòóòè Êàìåðëèíã-Îííåñ îáíàðóæèë, ÷òî ïðè òåìïåðàòó-
ðå îêîëî 4K cîïðîòèâëåíèå âíåçàïíî èñ÷åçàëî. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèî
ñêà÷êîì. Ýòî ÿâëåíèå áûëî íàçâàíî ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ. Ñîâðåìåííàÿ òåõíèêà
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî â ýòîì ñîñòîÿíèè ñîïðîòèâëåíèå îòñóòñòâóåò ïî êðàé
íåé ìåðå ñ òî÷íîñòüþ äî 10−24 Îì ·ñì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì, ÷òî ñîïðîòèâëå-
íèå î÷åíü ÷èñòîé ìåäè ïðè òåìïåðàòóðå 4.2K èìååò ïîÿäîê 10−9 Îì·ñì. Ïîçäíåå
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâåðõïðîâîäèìîñòü ìîæíî ðàçðóøèòü íå òîëüêî íàãðåâà-
íèåì, íî è ïðè ïîìåùåíèè îáðàçöà â ñðàâíèòåëüíî ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïóñòü
Tc - òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé ìàññèâíûé îáðàçåö ïåðåõîäèò â ñâåðõïðîâîäÿùåå
ñîñòîÿíèå â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå, à Hcm (0) - êðèòè÷åñêîå ìàãíèòîå ïîëå, êî-
òîðîå ðàçðóøàåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïðè òåìïåðàòóðå T = 0. Ýêñïåðèìåíòàëüíî
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò òåìïåðà-
òóðû õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëîé

Hc (T ) = Hc (0)
[
1− (T/Tc)

2] . (1)
Ðàññìîòðèì, êàê âåë áû ñåáÿ èäåàëüíûé ïðîâîäíèê âî âíåøåíì ñëàáîì ìàã-

íèòíîì ïîëå, êîòîðîå åùå íå ðàçðóøàåò èäåàëüíóþ ïðîâîäèìîñòü. Ïóñòü ñíà÷àëà
îáðàçåö íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ êîíå÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì, òî åñòü ïðè òåìïå-
ðàòóðå âûøå Tc â ìàãíèòíîì ïîëå. Òîãäà ìàãíèòíîå ïîëå ïðåêðàñíî ïðîíèêàåò
â ïðîâîäíèê è â íåì B 6= 0. Ïðè îõëàæäåíèè îáðàçöà íèæå òåìïåðàòóðû Tc â
èäåàëüíîì ïðîâîäíèêå ρ = 0. Ïîýòîìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E = ρj = 0, ïîñêîëüêó
òîê j � êîíå÷åí. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

rotE = −1

c

∂B

∂t

ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â èäåàëüíîì ïðîâîäíèêå ∂B

∂t
= 0 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, B = const 6= 0.
Áîëåå 20 ëåò ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñâåðõðîâîäíèê � ýòî ïðîñòî èäåàëüíûé ïðîâîäíèê,

ìåòàëë ñ íóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì. Â 1933 ãîäó Ìåéññíåð è Îêñåíôåëüä ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ïîêàçàëè, ÷òî ïðè T < Tc â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ H < Hc (T ) ( ñì. (1)), âñåãäà â îáðàçöå ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ B = 0. Ýòî åñòü
îñíîâíîå îòëè÷èå èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà îò ñâåðõïðîâîäíèêà: ïðè îõëàæäåíèè
ñâåðõïðîâîäíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, äî òåìïåðàòóðû Tc ìàãíèòíîå
ïîëå èç íåãî âûòàëêèâàåòñÿ. Èòàê, íèæå Tc ñâåðõïðîâîäíèê ýòî íå òîëüêî èäå-
àëüíûé ïðîâîäíèê, íî è èäåàëüíûé äèàìàãíåòèê è ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ρ = 0, (2)
B = 0. (3)

13.2 Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêîâ
Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îòêëèêàþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêè íà ïðèëîæåíîå ìàã-
íèòíîå ïîëå, îíè äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà. Ýòî ñâåðõïðîâîäíèêè ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà. Ê ñâåðõïðîâîäíèêàì ïåðâîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ âñå ìåòàëëû êðîìå íèîáèÿ.
Äëÿ íèõ èìååò ìåñòî ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà.

13.2.1 Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïåðâîãî ðîäà
Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà âåùåñòâà çàâèñÿò íå òîëüêî îò ìàòåðèàëà, íî è îò ôîðìû
îáðàçöà. Â äàííîì êóðñå ëåêöèé ìû, â îñíîâíîì, áóäåì ðàñììàòðèâàòü öèëèí-
äðè÷åñêèé îáðàçåö â ïðîäîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòî ïîçâîëèò âûÿâèòü ïðàê-
òè÷åñêè âñå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â ìàãíèòíîì ïîëå, è â òî æå
âðåìÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âûêëàäêè.

Èòàê, ïîìåñòèì äëèííûé ìàññèâíûé öèëèíäð èç ñâåõïðîâîäíèêà ïåðâîãî ðî-
äà âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ìàãíèòîå ïîëå. Âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíàÿ
èíäóêöèÿ B = 0. Âî âíåøíåì ïîëå åäèíèöà îáúåìà öèëèíäðà îáëàäàåò íàìàã-
íè÷åííîñòüþ M. Ïîýòîìó ìàãíèòíîå ïîëå H âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà íàõîäèòñÿ
èç óñëîâèÿ B = H + 4πM = 0. Èçâåñòíî, ÷òî òàíãåíèöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé ãåîìåòðèè ìàãíèòíîå
ïîëå âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ñîâïàäàåò ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàãíèòíûé ìîìåíò ñâÿçàí ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì H ñîîòíîøåíèåì

M = −H/4π. (4)

Ïîÿâëåíèå íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M îçíà÷àåò, ÷òî â ñâåðõïðîâîäíè-
êå òåêóò çàìêíóòûå íåçàòóõàþùèå òîêè, îòâåòñòâåííûå çà ýôôåêò Ìåéññíåðà-
Îêñåíôåëüäà. Ïîñêîëüêó âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà B = 0, òî èç óðàâíåíèÿ Ìàêñ-
âåëëà rotB = (4π/c) j ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà íåò îáúåìíîãî òîêà,
j = 0. Ïîýòîìó óïîìÿíóòûå íåçàòóõàþùèå òîêè òåêóò, òîëüêî ïî ïîâåðõíîñòè
ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, êàê ýêñïåðèìåíò, òàê è òåîðèÿ îáíàðóæèâàþò, ÷òî ìàãíèò-
íîå ïîëå ôàêòè÷åñêè ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà íà ãëóáèíó λ ïî
çàêîíó exp (−x/λ) . Ýòî æå êàñàåòñÿ óïîìÿíóòûõ âûøå íåçàòóõàþùèõ òîêîâ, îò-
âåòñòâåííûõ çà äèàìàãíåòèçì ñâåðõïðîâîäíèêà � îíè òåêóò â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå
òîëùèíîé λ.

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîñâÿçîì ñâåðõðîâîäíèêå (íàïðèìåð ñïëîøíîì öèëèíäðå)
òîêè ìîãóò òå÷ü ïî ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà òîëüêî âî âíåøíåì ìàãíèòíîì
ïîëå. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ïðè ñíÿòèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ýòè
òîêè ïðèâîäèëè áû ê íåíóëåâîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ âíóòðè îáðàçöà.
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13.2.2 Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà.
Â îòëè÷èå îò ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïåðâîãî ðîäà, ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî ðîäà
íå îáíàðóæèâàþò ïîëíîãî ýôôåêòà Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà. Âîçüìåì äëèííûé
ìàññèâíûé öèëèíäð èç ñâåðïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà è ïîìåñòèì åãî â ïðîäîëüíîå
âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ïîëÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà-
÷åíèÿ Hc1, íàçûâàåìîãî ïåðâûì êðèòè÷åñêèì, èíäóêöèÿ âíóòðè öèëèíäðà ðàâíà
íóëþ, ò.å. ïîëå âûòàëêèâàåòñÿ èç ñâåðõðîâîäíèêà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ îíî íà÷èíàåò ïðîíèêàòü â ñâåðõïðîâîäíèê, íî âåñüìà ñâîåîá-
ðàçíûì îáðàçîì. Âíà÷àëå îáðàçóþòñÿ òàê íàçûâàìûå êâàíòîâûå âèõðåâûå íèòè
èëè,ïðîñòî, âèõðè . Êàæäàÿ èç íèõ ïðåäñòàâëåò ñîáîé î÷åíü òîíêóþ öèëèíäðè÷å-
ñêóþñåðäöåâèíó, íàõîäÿùóþñÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè. Ðàäèóñ ýòîé ñåîäöåâè-
íû ξ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí ðàçìåðó âîëíîâîãî ïàêåòà ýëåêòðîíîâ, íåñóùèõ
ñâåðõòîê (ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïàðàìåòðà, ïîäðîáíåå áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ïî-
ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ). Îñü öèëèíäðà ïàðàëëåëüíà âíåøíåìó ïîëþ. Âîêðóã íîð-
ìàëüíîé ñåðäöåâèíû öèðêóëèðóåò íåçàòóõàþùèé òîê. Ñîçäàâàåìîå èì ìàãíèòíîå
ïîëå íàïðàâëåíî òàê æå, êàê è âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Ñ óâåëè÷åíèåì âíåøíå-
ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H îò Hc1 äî Hc2, íàçûâàåìîãî âòîðûì êðèòè÷åñêèì ïîëåì,
ïëîòíîñòü âèõðåé óâåëè÷èâàåòñÿ. (äâà ðèñóíêà, íà ïåðâîì â ïîëå Hc1 ξ ¿ a,
íà âòîðîì � â ïîëå Hc2, ξ ∼ a, a � ïîñòîÿííàÿ òðåóãîëüíîé ðåøíòêè). Êîãäà
âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ Hc2, ïëîòíîñòü âèõðåé òàêîâà, ÷òî
ðàçìåð âèõðÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñðàâíèâàòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó âèõðÿìè.
Ïðè ýòîì âåñü îáðàçåö ïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå.Ñîñòîÿíèå ñâåðõïðî-
âîäíèêà âòîðîãî ðîäà ïðè Hc1 < H < Hc2 íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì èëè âèõðåâûì.
Îäíàêî è ïðè H > Hc2 ñâåðõïðîâîäèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ â òîíêîì ïîâåðõíîñòíîì
ñëîå âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ âíåøíèì ïîëåì çíà÷åíèÿ Hc3 = 1.69Hc2.

13.3 Òåðìîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ
13.3.1 Êðèòè÷åñêîå ïîëå äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ïåðâîãî ðîäà3.
Ëîãèêà: Ñíà÷àëà 1)íàïîìíèòü òåðìîäèíàìèêó â ïîëå- 2)ñëàáîå ïîëå,
3)ïîòîì î ðîäàõ è ñèëüíîå ïîëå è êðèò. ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð â îäíîðîäíîì ïðîäîëüíîì ìàãíèòíîì ïî-
ëå. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû åñòü ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ öèëèíäðà â îòñóòñòâèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ + ýíåðãèÿ ïîëÿ (â îòñóòñòâèå öèëèíäðà) +ýíåðãèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ öèëèíäðà ñ ïîëåì. Ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò ñî-
ñòîÿíèÿ â êîòîðîì èìååòñÿ òîëüêî ïîëå. Òîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè íîðìàëüíîãî
öèëèíäðà åñòü Fn. Áóäåì îõëàæäàòü ñèñòåìó äî òåõ ïîð, ïîêà öèëèíäð íå ïåðåé-
äåò â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Òîãäà åãî ìàãíèòíûé ìîìåíò ñòàíåò ðàâíûì
M = −H/4π (ñì. (4)). Äëÿ ýíåðãèè ýòîãî öèëèíðà â ìàãíèòíîì ïîëå

dEm = −MdH =
HdH

4π
.

3Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ïðèïîâåðõíîñòíûìè ýôôåòàìè â
ñëîå òîùèíîé ïîðÿäêà ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ λ. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, ðàçìåð îáðàçöà L À λ
è ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò òî÷íîñòü λ/L.
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Ïîýòîìó
Em = H2/8π =

MH

2
. (5)

Ïóñòü Fs0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå. Òî-
ãäà FsH = Fs0 + H2/8π � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â ìàãíèòíîì ïîëå.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàâíîâåñèè

Fn = FsH .

Ýòî èìååò ìåñòî ïðè êðèòè÷åñêîì ïîëå Hc :

Fn − Fs0 = H2
c /8π (6)

Èòàê, â íóëåâîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîä-
íèêà ìåíüøå ýíåðãèè íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðè òîé æå òåìïåðàòóðå è îáú-
åìå) íà âåëè÷èíó H2

c /8π. Ïðè âêëþ÷åíèè âíåøåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîÿâëåíèå
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ó ñâåðõïðîâîäÿùåãî ìåòàëëà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åãî
ýíåðãèè íà âåëè÷èíó (5). Äî òåõ ïîð, ïîêà H0 < Hc, ñâåðõïðîâîäíèêó âûãîäíî
îñòàâàòüñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè. Ïîëå Hc íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèì ìàãèòíûì ïîëåì. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîíå÷íî æå, ýòî ïîëå
åñòü ñâîéñòâî òîëüêî ìàòåðèàëà.

13.3.2 Ýíòðîïèÿ è òåïëîåìêîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà
Èç òåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî ýíòðîïèÿ

S = − (∂F/∂T )V . (7)

Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî

Ss − Sn =
Hc

4π

(
∂Hc

∂T

)

V

. (8)

Ss è Sn � ýíòðîïèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî è íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
Èç (1), îïèñûâàþùåãî ýêñïåðèìåíò, ñëåäóåò, ÷òî ∂Hc

∂T
< 0, òî åñòü ñâåðõïðîâîäÿ-

ùåå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò ìåíüøåé ýíòðîïèåé. Ýòî îçíà÷åò, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùåå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî áîëåå óïîðÿäî÷åííûì, ÷åì íîðìàëüíîå. Ýòî íàòàë-
êèâàåò íà ìûñëü îïèñûâàòü ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå êàê ôàçîâûé
ïåðåõîä â äóõå òåîðèè Ëàíäàó. (ñì. ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëàâó).

Ïðè T = Tc ìàãíèòíîå ïîëå Hc = 0. Òîãäà Ss − Sn = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïå-
ðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì
âòîðîãî ðîäà. Ïðè T < Tc, èìååò ìåñòî ñêà÷îê ýíòðîïèè, òî åñòü ïðè ïåðåõîäå â
ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå èç íîðìàëüíîãî ñêðûòàÿ òåïëîòà âûäåëÿåòñÿ, è íà-
îáîðîò, ïðè ïåðåõîäå èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå � ïîãëîùàåòñÿ. Ýòî �
ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà.

Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü C = T (∂S/∂T ) . Èç âûðàæåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî

Cs − Cn =
T

4π

[(
∂Hc

∂T

)2

+ Hc
∂2Hc

∂T 2

]
. (9)
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Ïðè T = Tc ïîëå Hc = 0. Òîãäà èç (9) ñëåäóåò ôîðìóëà Ðóòãåðñà

Cs − Cn =
Tc

4π

(
∂Hcm

∂T

)2

Tc

. (10)

Èòàê, â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ èìååò ìåñòî ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè, ïðè÷åì â
ñîñòîÿíèè ñ áîëüøåé ýíòðîïèåé (ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè) òåïëîåìêîñòü áîëü-
øå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó.

13.4 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà îïèñûâàåò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â âåùå-
ñòâå, óñðåäíåííûå ïî âðåìåíàì, ìíîãî áîëüøèì âðåìåíè èçìåíåíèÿ ìîëåêóëÿð-
íûõ ïîëåé τa è ïî ðàññòîÿíèÿì, ìíîãî áîëüøèì ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé a. Ïî-
ýòîìó ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà îïèñûâàåò íèçêî÷àñòîòíûå è äëèííî-
âîëíîâûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ω ¿ 1

τa

, a ¿ λ

Ìàãíèòíîé èíäóêöèåé â âåùåñòâå íàçûâàåòñÿ óñðåäíåííàÿ ïî äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì âðåìåíàì è ðàçìåðàì ïîëíàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ñóììà âíå-
øåíãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ. Ïðè èçìåíåíèè âíåøíåãî ìàãíèò-
íðãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíóòðè òåëà δB. Ïðè ýòîì
èçìåíåíèå ýíåðãèè ñèñòåìû ìàãíèòíîå ïîëå + òåëî

δR =
1

4π

∫
dV HδB. (11)

Âõîäÿøèé â ýòî âûðàæåíèå ïàðàìåòð H íàçèâàåòñÿ íàïðÿæåíîñòüþ ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ â âåùåñòâå. Îí íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì.
Ñîâïàäåíèå, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî â ñëó÷àå.äëèííîãî öèëèíäðà â ïðîäîëüíîì
âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ìàëûõ äîáàâêàõ, â ðàâ-
íîâåñèè äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè F èìååì

δF = −SδT − pdV +
1

4π

∫
dV HδB.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî F âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëíóþ ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ ñèñòå-
ìû ïîëå+òåëî. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë F
(T, V,B) â ðàâíîâåñèè èìååò ìèíèìóì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì èçìåðÿòü
òåïëîåìêîñòü ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ T, V,B. Íà ýêñïåðèìåíòå êîíòðîëèðîâàòü
çíà÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè B âíóòðè òåëà íåóäîáíî, à â ñëó÷àå òåë ñ íåöè-
ëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ïîïðîñòó íåâîçìîæíî. Ôàêòè÷åñêè ýêñïåðèìåíò ïðî-
âîäèòñÿ â çàäàííîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåðìîäèíàìèêè ñâåðõïðîâîäíèêà â òàêèõ óñëîâèÿõ ââåäåì
òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

G = F−
∫

dV
HB

4π
. (12)
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Ýòîò ïðèåì â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå íàçûâàëñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà.
Òîãäà

δG = −SδT − 1

4π

∫
dV BδH. (13)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè òåðìîäèíàìèêè èìåííî ýòîò ïîòåíöèàë
èìååò ìèíèìóì ïðè çàäàííûõ òåìïåðàòóðå T, îáúåìå è ìàãíèòíîì ïîëå H. Íà-
ïîìíèì ëèøíèé ðàç, ÷òî â ôîðìóëå (13) H � ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè îáðàçöà. Â
ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðîäîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå íàïðÿæåííîñòü
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâå ñîâïàäàåò ñ íàïðÿæåííîñòüþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Ïîëåçíî òàêæå ââåñòè ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà G:

G = F − HB

4π
(14)

Â ñëó÷àå äðóãèõ ãåîìåòðèé äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîäèíàìèêè âåùåñòâà âî âíåø-
íåì ìàãíèòíîì ïîëå ââîäÿò äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû. Íàïðèìåð

G̃ = F − H0M

2
,

ãäå H0 � âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, à M � ïîëíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò îáðàöçà.
Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà.

Â ðàçäåëå òåðìîäèíàìèêà äîêàçàòü ñëåäóþùåå
Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì òåëî îäíîðîäíûì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé òåðìîäèíàìè÷å-

ñêèé ïîòåíöèàë, íàïðèìåð ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F . Îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îáúåìà, ýí-
òðîïèè, è ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíóòðè òåëà B. Åñëè ïîëå B ïîñòîÿííî, òî ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ F èìååò ìèíèìóì. Â ðàâíîâåñèè, ïðè ìàëîì èçìåíåíèè B äëÿ èçìåíåíèÿ ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè èìååì

dF = SdT − pdV + HdB/4π.

Åñëè ðàâíîâåñèÿ íåò, òî

δF ≤ SδT − pδV + HδB/4π.

Ïóñòü ïðîöåññû â òåëå ïðîèñõîäÿò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñòîÿííû H, T è V . Èç ïîñëåä-
íåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

d (F −HB/4π) ≤ .0

Ïîýòîìó â òåëå ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî òàêèå ïðîöåññû, ÷òî ïîòåíöèàë F − HB
ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ è â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ îí èìååò ìèíèìóì

Êàê ïðàâèëî òåîðåòèêè âûâîäÿò (ëèáî ïîñòóëèðóþò) âèä ñâîáîäíîé ýíåðãèè
F , êàê ôóíêöèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè B. Â òîæå âðåìÿ, ýêñïåðèìåíòàòîðû ðà-
áîòàþò ñ ñèñòåìàìè, ïîìåùåííûìè âî âíåøíåì ïîëå, êîòîðûì îíè è óïðàâëÿþò.
Åñëè îáðàçåö � äëèííûé öèëèíäð, òî ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè îáðàçöà ÷èñëåí-
íî ðàâíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ. Òîãäà â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà ìèíèìóì
èìååò ïîòåíöèàë G.
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Ïîýòîìó ñõåìà âû÷èñëåíèé òàêîâà. Áåðåòñÿ ïîòåíöèàë F . Ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà îí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó G (12) ÿâëÿþùèìñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè B.. Òåìïåðàòóðà, íàïðÿæåííîñòü (âíåøíåãî) ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
îáúåì (äàâëåíèå) ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Äàëåå èùåòñÿ íàõîäèòñÿ ýêñòðåìóì G.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè â îáðàçöå, ÷òî è
òðåáóåòñÿ.

13.5 Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ
Îïèøåì ïðîñòåéøóþ ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðèâîäÿùóþ ê ýôôåêòó Ìåéññíåðà. Â
ðàìêàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè èìååì

rotB =
4π

c
js, (15)

divB = 0. (16)

Çàïèøåì ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñâåðõïðîâîäíèêà â âèäå

F =

∫
FsdV +Ekin + Emag. (17)

çäåñü Fs � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ â îòñóò-
ñòâèå òîêà, Ekin � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ, îòâåòñòâåííûõ çà ñâåðõïðî-
âîäÿùèé òîê:

Ekin =
1

2

∫
nsmv2dV.

Èç óðàâíåèÿ (15) èìååì

js (r) = nsev (r) =
c

4π
rotB.

Òîãäà

Ekin =
1

2

∫
nsm

(
c

4πnse
rotB

)2

dV, (18)

Ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ
Emag =

∫
B2

8π
dV , (19)

ñâÿçàíà ñ ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èíäóöèðîâàííîãî ñâåðõïðîâîäÿùèìè òî-
êàìè. Çäåñü m, e - ñîîòâåòñòâåííî ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà, ns− êîíöåíòðàöèÿ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ. Èç (17), (18), (19) ñëåäóåò, ÷òî

F =

∫
dV

[
Fs +

1

8π

(
B2 + λ2

L (rotB)2)
]

, (20)

ãäå

λL =

(
mc2

4πnse2

)1/2

. (21)
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Ïðîâàðüèðóåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ h :

δF =
1

4π

∫ (
BδB + λ2

LrotB·rotδB
)
dr. (22)

Âòîðîé ÷ëåí â (22) ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

arot b = brot a− div [a× b] ,

a = rotB, b = δB.

Òîãäà
rotB·rotδB =δBrotB·rotrotB−div [rotB× δB] (23)

Ó÷òåì, ÷òî ÷ëåí ñ äèâåðãåíöèåé ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîâåðõíîñòíûé èíåãðàë, ðàâ-
íûé íóëþ (òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè ðàâíà íóëþ âàðèàöèÿ δB)4. Òîãäà îñòàâøååñÿ
îáúåìíûé èíòåãðàë äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ ïðè ïðîèçâîëüíîì δB âíóòðè òåëà.
Ïîýòîìó

B + λ2
Lrot rotB = 0. (24)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåçàòóõàþùèõ òîêîâ.

13.6 Ýôôåêò Ìåéññíåðà
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èç óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ ñëåäóåò ýôôåêò Ìåéññíåðà. Îãðà-
íè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì öèëèíäðà áîëüøîãî ðàäèóñà, åãî ãðàíèöó ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïîëîñêîé. Ïóñòü ïðîäîëüíîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå B0 íàïðàâëåíî ïî îñè
z, à íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà íàïðàâëåíà ïî îñè x (ñì. ñíîñêó íà
ýòîé ñòðàíèöå). Òîãäà óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ (24) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå :

Bz − λ2
L

∂2

∂x2
Bz = 0.

Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, êîíå÷íàÿ âíóòðè ñâåðõðîâîäíèêà, èìååò âèä

Bx = B (0) e
− x

λL = B0e
− x

λL , (25)
4Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïîâåðõíîñòè ïîñëåäíþþ ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé. Äîêàæåì, ÷òî

íåïðåðûâíà òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Íàïðàâèì îñü x âäîëü ïîâåðõ-
íîñòè. Òîãäà òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ åñòü Bx. Ïóñòü íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíà
ïî îñè z.Òîãäà ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò z. Ïîýòîìó rotB = −ey

∂Bx

∂z
.

Ïîñêîëüêó âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî òîêà, âî âñÿêîì ñëó÷àå, êîíå÷-
íà, à âíå åãî ðàâíà íóëþ, òî èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (15) ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íà ïðîèçâîäíàÿ
∂Bx

∂z
. Âíå ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ñîâïàäàåò ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Êî-

íå÷íîñòü ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû. Òàêèì îáðàçîì, â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè íåïðåðûâíà. Ýòè ðàññóæäåíèÿ íå îòìåíÿþò íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ñëåäóþùåé èç óðàâíåíèÿ divB = 0. Èòàê, íà ïîâåðõíîñòè
ñâåðõïðîâîäíèêà íåïðåðûâíà ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè â çàäàííîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå
(ñîâïàäàþùåì âíå ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ìàãíèòíîé èíäóêöèåé), òî ïðè âàðüèðîâàíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè δB = 0. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü .
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÷òî îïèñûâàåò ýôôåêò Ìåéññíåðà.
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé íàïîìíèì, ÷òî â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäè-

íàìèêå, íåïðåðûâíûìè ÿâëÿåþñÿ òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ïðè ýòîì
òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ èìåòü
ñêà÷îê, ñâÿçàííûé ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ. Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ
ìàñøòàáàìè, ìíîãî áîëüøèìè ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ, ìàñøòàá λ ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü áåñêîíå÷íî ìàëûì. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ
òîêîâ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâåðõíîñò-
íûå. Íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ïðèâîäèò ê ñêà÷êó òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè íå
îïðåäåëåíà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà. Â ñàìîì
äåëå, ìàãíèòíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê âàðèàöèÿ ýíåðãèè ïî ìàãíèòíîé èíäóê-
öèè (ñì. (11)). Â ñâåðõïðîâîäíèêå B ≡ 0. Ïîýòîìó âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå
îïðåäåëåíà.

Èç óðàâíåíèé (24), (21) è (15) èìååì

rotjs= −ne2

mc
B

Ââåäåì ïîòåíöèàë A

B = rotA.

Ýòîò ïîòåíöèàë îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäèåíòà íåêîòîðé
ôóíêöèè ∇φ. Òîãäà

js= −ne2

mc
(A′−∇φ) ,

A′ � îäèí èç âîçìîæíûõ ïîòåíöèàëîâ. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû divjs= 0, òî
div(A′ −∇φ) = 0. Ïîýòîìó ìîæíî âåêòîð-ïîòåíöèàë âûáðàòü òàê, ÷òîáû

divA= 0.

Òàêîé âûáîð ïîòåíöèàëà A íàçûâàåòñÿ ëîíäîíîâñêîé êàëèáðîâêîé. Â ýòîé êà-
ëèáðîâêå ïîëó÷àåì

js = −ne2

mc
A. (26)

Èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñëåäóåò, ÷òî

j =
c

4π
rotrotA

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ â ôîðìå (26) ïîëó÷èì åùå
îäíó ôîðìó óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ

rotrotA = − 1

λ2
L

A, λL =
4π

c

ne2

mc
. (27)

Èòàê, õàðàêòåðíûé ìàñøòàá çàòóõàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêîâ â ãëóáü ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì λL, íàçûâàåìûì ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíîé
ïðîíèêíîâåíèÿ.
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Îáñóäèì òåïåðü îñíîâíûå íåäîñòàòêè òåîðèè Ëîíäîíîâ.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèå (26) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðî-

âî÷íî èíâàðèàíòíûì. Ýòî îñíîâíîé, òàê ñêàçàòü, "ôóíäàìåíòàëüíûé"íåäîñòàòîê
òåîðèè Ëîíäîíîâ. Íî èç òåîðèè Ëîíäîíîâ ñëåäóåò, ÷òî âî âíåøíåì ìàãíèòíîì
ïîëå ñâåðõïðîâîäíèêó âñåãäà òåðìîäèíàìè÷åñêè âûãîäíî ðàññëîèòüñÿ íà ìàêñè-
ìàëüíî ìåëêóþ ñåòü ÷åðåäóþùèõñÿ íîðìàëüíûõ è ñâåðõïðîâîäÿùèõ îáëàñòåé �
òàê íàçûâàåìîå ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå ïîâåðõ-
íîñòíîå íàòÿæåíèå σns < 0. Äîêàæåì ýòî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ.

Ïóñòü îáðàçåö íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò-
ðèì ïëîñêóþ NS-ãðàíèöó ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ÷àñòÿìè îáðàç-
öà. Ãðàíèöà ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x. Â ëåâîì ïîëóïðîñòàíñòâå x < 0
èìååì ñâåðõïðîâîäíèê, ñïðàâà ïðè x > 0 � íîðìàëüíûé ìåòàëë. Ìåòàëë ñ÷èòàåì
íåìàãíèòíûì. Ïîýòîìó â íåì ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ðàâíà ìàãíèòíîìó ïîëþ.

Èç óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç ñëåäóåò, ÷òî
â íîðìàëüíîé ôàçå àâòîìàòè÷åñêè óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå H = Hc. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ îáðàçöîì íàõîäÿùèìñÿ â çàäàííîì
âíåøíåì ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ Hc. Òîãäà ìèíèìóì äîëæåí èìåòü òåðìîäèíàìè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë G (ñì. (14):

G = F − BHc

4π
.

Âäàëè îò ãðàíèöû (ãäå B = 0!) â ñâåðõïðîâîäÿùåé ÷àñòè èìååì

Gs = Fs (B)− BHc

4π

∣∣∣∣
B=0

= Fs0. (28)

Âäàëè îò ãðàíèöû â íîðìàëüíîé ôàçå H = B = Hc. Ïîýòîìó

Gn = Fn +
B2

8π
− BHc

4π
= Fn − H2

c

8π
. (29)

Ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷àåì, ÷òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü â ðàâíîâåñèè

Gs = Gn. (30)

Ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäíèê íà ãëóáèíó λ è èçìåíÿåò ñâîáîä-
íóþ ýíåðãèþ ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè. Äëÿ àíàëèçà ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ãðà-
íèöó ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçàìè. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè íîð-
ìàëüíàÿ è ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ôàçû ñîñóùåñòâóþò òîëüêî åñëè ìàãíèòíîå ïîëå â
íîðìàëüíîé ôàçå ðàâíî Hc.Òåðìîäèíàìè÷åcêèé ïîòåíöèàë Ãèááñà ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (x > 0) èìååò âèä

G =

∫

x>0

dV

[
Fs0 +

B2

8π
− HcB

4π
+

λ2

8π

(
dB

dx

)2
]

. (31)

Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãèááñà Gs = Fs0 â îòñóòñòâèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âòîðîé � ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðïðîâîäíèêå, òðåòèé
� àíàëîã ÷ëåíà HB â (14), ïîñëåäíèé � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ
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òîêîâ. Åñëè áû ìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàëî â ñâåðõïðîâîäíèê, òî ïîñëåäíèå
òðè ÷ëåíà îáðàùàëèñü áû â íóëü. Èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ ñëåäóåò, ÷òî
B = Hc exp (−x/λ) (ñì.( 25)). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (31), âû÷èñëèì ïî-
ïðàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè çà ñ÷åò ÷àñòè÷íîãî ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
â ñâåðõïðîâîäíèê:

∆G =γS,

ãäå S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, σ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå

σ =

∫

x>0

dx

[
B2

8π
− HcB

4π
+

λ2

8π

(
dB

dx

)2
]

= −H2
c

8π
λ. (32)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî è óïîìÿ-
íóòîå ðàññëîåíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü âñåãäà!

Òàêîå ðàññëîåíèå äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ, íî äàëåêî íå äëÿ âñåõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ è ñêîðåå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì, ÷åì ïðàâèëîì. Åñëè ñ îòñóòñòâèåì
êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè â òåîðèè Ëîíäîíîâ ýêñïåðèìåíòàòîðû åùå ìîãëè
ñìèðèòüñÿ, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññëîåíèÿ � íåò. Ïðèøëîñü òåîðåòèêàì èñêàòü
ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé â áîëüøèíñòâå ñâåðõïðîâîäíèêîâ îáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè
ìåæäó ñâåðõïðîâîäÿùèì è íîðìàëüíûì ñîñòîÿíèåì íåâûãîäíî.

Âî ââåäåíèè ìû îïðåäåëèëè ñâåðõïðîâîäíèêè ïåðâîãî ðîäà êàê âåùåñòâà, â
êîòîðûõ èìååò ìåñòî ïîëíûé ýôôåêò Ìåéññíåðà � ìàãíèòíîå ïîëå â íèõ íå ïðî-
íèêàåò. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå äëÿ íèõ σ > 0. Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ äëÿ íèõ
íåñïðàâåäëèâî. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå σ < 0 ìû èìååì äåëî ñî ñâåðõïðîâîä-
íèêàìè âòîðîãî ðîäà, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñìåøàííîå (âèõðåâîå) ñîñòîÿíèå.

13.7 Êîãäà ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ?
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ ìû íåÿâíî èñïîëüçîâàëè, òîò ôàêò, ÷òî ðàç-
ìåð ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ ìíîãî ìåíüøå ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ λ. Åñ-
ëè ýòî íå òàê, è ðàçìåð ýëåêòðîíà ξ > λ, òî â çîíå äåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
íàõîäèòñÿ òîëüêî "÷àñòü ýëåêòðîíà"è ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ íåñïðàâåä-
ëèâî.Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, êàê ìîæíî ïðèéòè ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ çàäà÷è íà ýòîì óðîâíå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå Tc çà ñâåðõïðîâîäèìîñòü äîëæíû îòâå÷àòü
ýëåêòðîíû ñ ýíåðãèåé ïîðÿäêà Tc. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûìè ïîëîæåíèÿìè òåî-
ðèè ôåðìè-æèäêîñòè õàðàêòåðíûé èìïóëüñ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ òàêîâ,
÷òî

EF − Tc <
p2

2m
< EF + Tc,

Tc ¿ EF ,

ãäå EF− ýíåðãèÿ Ôåðìè. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â òàêîé ñèñòåìå ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé âîëíîâûå ïàêåòû øèðèíîé δp ∼ Tc/vF , ãäå vF = pF /m. Òîãäà õàðàê-
òåðíàÿ ïðîòÿæåííîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ðàâíà

ξ0 ∼ ~vF

Tc

.
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Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ íåÿâíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýòîò âîëíîâîé ïàêåò
öåëèêîì ïîâåðæåí âëèÿíèþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èëè,
÷òî ìàãíèòíîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáå ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíêíâåíèÿ
λL. Åñëè ξ0 À λL, òî ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ ñïðàâåäëèâî åñëè λL À ξ0.
Òàêèå ñâåðõïðîâîäíèêè íàçûâàþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè âòîðîãî ðîäà. Ïàðàäîê-
ñàëüíî, íî ïîñëå îòêðûòèÿ ýôôåêòà Ìåéññíåðà, ãëàâíûì îáðàçîì, èññëåäîâàëèñü
ñâåðõïðîâîäíèêè ïåðâîãî ðîäà, êîãäà λL ¿ ξ0, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ
íå ðàáîòàåò.

Îöåíèì ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ λ â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó-
÷àå, êîãäà λ ¿ ξ0. Â ýòîì ñëó÷àå, òîëüêî λ/ξ0 ÷àñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ïîäâåðæå-
íà âëèÿíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî åñòü ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè íåçàòóõàþùåãî
òîêà. Äëÿ îöåíêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî óìåíüøåíèþ êîíöåíòðà-
öèè n. Òîãäà âû÷èñëåíèå λ ìîæíî ïðîâåñòè òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì ïîëó÷àëàñü
ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ, íî ñ êîíöåíòðàöèåé nsλ/ξ0. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå

λ =

(
mc2ξ0

4πnse2λ

)1/2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

λ = λL

(
ξ0

λL

)1/3

À λL.

Ìû âèäèì, ÷òî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ÷èñòî ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêè ââåñòè ïàðìåòð ξ0. Ïîéäåì íåìíîãî äàëüøå. Ïóñòü ñâåðõïðîâîäÿùèå
ýëåêòðîíû îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ. Êâàäðàò
ìîäóëÿ ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ. Ýòî
ïëîòíîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü â íîðìàëüíîì ìåòàëëå è óâåëè÷èâàÿñü íà NS ãðà-
íèöå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òîëùå ñâåðõïðîâîäíèêà. Òàêèì
îáðàçîì íà ãðàíèöå |∇Ψ|2 6= 0. Èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî ýòà âåëè-
÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíðåãèÿ
� ïîëîæèòåëüíà è äàåò ïîëîæèòåëüíûé âêëàä â ïîâåðõíîñòíóþ ýíåðãèþ. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûé ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè ïîçâîëèò
èçìåíèòü çíàê ðåçóëüòèðóþùåãî ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà σ > 0 è ðàññëîå-
íèå ñòàíåò íåâûãîäíûì.

13.8 Ñâÿçü ìåæäó B è H â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè
Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà. Êàçàëîñü áû, ïîêîëüêó â íåì, σ > 0,
òî îí äîëæåí íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè. Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçû-
âàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà îáðàçöà ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà.

Â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïåðâîãî ðîäà ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ λ = 0, åñëè îí íà-
õîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H < Hc. Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäÿùèé øàð,
ïîìåùåííûé â èçíà÷àëüíî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå.
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Ïðèìåíèì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà divB = 0 ê îáëàñòè, âáëèçè îäíîãî èç ïîëþ-
ñîâ. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è, â ýòîì ìåñòå ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü íàïðàâ-
ëåíî òîëüêî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Íî ïîñêîëüêó â ñâåðõïðîâîäíèêå B = 0,
òî è ñíàðóæè âáëèçè ïîëþñà ìàãíèòíîå ïîëå H = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü âáëèçè ýêâàòîðà. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ìàã-
íèòíàÿ èíäóêöèÿ êàê âíóòðè, òàê è âíå øàðà ïî-ïðåæíåìó ìîæåò áûòü íàïðàâ-
ëåíà ïàðàëëåëüíî îñè, ñîåäèíÿþùåé ïîëþñà. Âíóòðè øàðà B = 0. À âíå øàðà
ìîæåò ñóùåñòâîàòü íåíóëåâàÿ òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå divB = 0 íå íàêëàäûâàåò íà âíåøíåå òàíãåíöèàëüíîå ïîëå
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó ýêâàòîðèàëüíûé ó÷àñòîê íàõîäèòñÿ â íåíóëåâîì
ìàãíèòíîì ïîëå. Èòàê, ïðè äâèæåíèè âäîëü ìåðåäèàíà, ìàãíèòíîå ïîëå âáëèçè
ïîâåðõíîñòè øàðà. èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî, ïðîïîðöè-
îíàëüíîãî èñõîäíîìó âíåøíåìó ïîëþ.

Áóäåì ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü âíåøíåå ïîëå. Òîãäà â òîò ìîìåíò, êîãäà íà
ýêâàòîðå ïîëå äîñòèãëî çíà÷åíèå Hc â îñòâëüíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè øàðà ïî-
ëå ìåíüøå Hc. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêâàòîðèàëüíàÿ ÷àñòü øàðà äîëæíà ïåðåéòè â
íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå (ìàãíèòíîå ïîëå ðàçðóøèëî ñâåðõïðîâîäèìîñòü), â òî âðå-
ìÿ êàê ÷àñòü øàðà áëèæå ê ïîëþñàì ìîæåò ñîõðàíÿåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Òî
åñòü ìû èìååì ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôàç � íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé. Èç
òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ñëåäóåò, ÷òî ýòî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ôàçîâûé
ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà.

Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó, êàêàÿ ÷àñòü îáðàçöà íàõîäèòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåé
ôàçå â ìàãíèòíîì ïîëå. Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðîñòîòû ïëîñêóþ ïëàñòèíêó â íîð-
ìàëüíîì âíåøíåì ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå, ñêîëü óãîäíî ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå ïå-
ðåâîäèò ïëàñòèíó â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïëàñòèíà íà-
õîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, òî â íåé B = 0. Î÷åâèäíî,
÷òî, ïîñêîëüêó âíå ïëàñòèíû B 6= 0, òî ýòî íåñîâìåñòèìî ñ óñëîâèåì divB = 0.
Â òî æå âðåìÿ ïëàñòèíà íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïîëíîñòüþ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿ-
íèè, òàê êàê ïðîíèêøåå â íåå ïîëå ñëàáî, ÷òîáû ðàçðóøèòü ñâåðõïðîâîäèìîñòü.
Òàêèì îáðàçîì ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî â íîðìàëüíîé ôàçå â ðàâíîâåñèè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ åñòü Hc è ñîâïàäàåò â íåé ñ ìàãíèòíîé èíäóêöèåé. Â ñâåðõïðîâîäÿùåé ôà-
çå ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ðàâíà íóëþ. Ïóñòü âíå îáðàçöà ìàãíèòíîå ïîëå, ðàâíîå
ìàãíèòíîå ìàãíèòíîé èíäóêöèè, åñòü H. Òîãäà, â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ( divB = 0!) èìååì

H = Hc (1− ρ) ,

ãäå ρ � äîëÿ ïëàñòèíêè, íàõîäÿùåéñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè. Ïåðåõîä èç
ïðîìåæóòî÷íîãî â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå èìååò ìåñòî, åñëè ρ = 0, ÷òî ïðîèñõîäèò
ïðè H = Hc.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëèííûé öèëèíäð èç ñâåðõïðîâîäíèêà ïåðâîãî ðîäà
â ïðîäîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå íå ïåðåõîäèò íèêîãäà.
Òî åñòü ìàãíèòíîå ïîëå â íåãî íå ïðîíèêàåò.
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13.9 Óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó
Âûøå, èíòåðïðåòèðóÿ ýêñïåðèìåíò, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñî-
ñòîÿíèè ýíòðîïèÿ ìåíüøå, ÷åì â íîðìàëüíîì (ñì. âûðàæåíèå (8)). Êðîìå òîãî,
ñêà÷îê èñïûòûâàåò òåïëîåìêîñòü ïðè ïåðåõîäå èç íîðìàëüíîãî â ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåå ñîñòîÿíèå. Íàëèöî � ïðèçíàêè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå â ðàìêàõ
ïîäõîäà Ëàíäàó (ñì. ëåêöèþ,. â êîòîðîé áûë ïðèâåäåí ïîäõîä Ëàíäàó, îïèñû-
âàþùèé ïåðåõîä â ôåððìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå). Èññëåäóÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ, íàì ïîíàäîáèëîñü èñêóññòâåííî ââåñòè ïàðàìåòð ξ0 � ðàç-
ìåð âîëíîâîãî ïàêåòà, íîñèòåëÿ ñâåðõòîêà. Ó÷åò èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîä-
íèêà íà ìàñøòàáàõ ξ0 íàòîëêíóë íàñ âîçìîæíóþ ïðè÷èíó òîãî, ÷òî σ > 0. È
íàêîíåö, âûðàæåíèå (26) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì. Ýòè ñîîáðà-
æåíèÿ äàþò êëþ÷ ê ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Â òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó ïîíÿòèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëÿþùèì. Äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå Ãèí-
çáóðã è Ëàíäàó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ââåëè ìàêðîñêîïè÷åêóþ âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ Ψ5, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíóþ, ïðè÷åì
ns = 2 |Ψ|2 � èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ, ðàâíîé íóëþ
â íîðìàëüíîé ôàçå. Ïðîèñõîæäåíèå ìíîæèòåëÿ 2 ñëåäóþùåå. Èç ìèêðîñêîïè-
÷åñêîé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî çà ñâååõïðîâîäèìîñòü îòâåòñòâåííû òàê íàçûâàåìûå
êóïåðîâñêèå ïàðû � ïàðû ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè. Âíóòðè
ïàðû ýëåêòðîíû âåäóò ñåáÿ ñèëüíî êîððåëèðîâàíî è ôàêòè÷åñêè ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé ÷àñòèöåé ÿâëÿåòñÿ êóïåðîâñêàÿ ïàðà Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ýëåêòðîíîâ ns â äâà ðàçà áîëüøå ïëîòíîñòè êóïåðîâñêèõ ïàð |Ψ|2 .Ïóñòü âáëèçè
òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà Tc, êîãäà ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ ìàëà,
òî åñòü ìàëî |Ψ| . Ïîòåíöèàë Ãèááñà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H0 âáëèçè Tc

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçîëæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó Ψ :

Gsh = Gn + α |Ψ|2 + β
2
|Ψ|4 +

+
1

4m

∣∣(p̂− 2e
c
A

)
Ψ

∣∣2 +
(rotA)2

8π
− rotA ·H0

4π

. (33)

rotA ≡ B, p̂ =− i~∇.

Gn � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè 6 Äâà ñëåäóþùèõ ÷ëå-
íà îïèñûâàþò ïåðåõîä ÷àñòè ýëåêòðîíîâ â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Îñòàëü-
íûå ÷ëåíû � íîâûå è â òåîðèè ôåððîìàãíåòèçìà îíè íå âîçíèêàëè. ×åòâåðòûé
÷ëåí îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü ôóíêöèè Ψ è âçàèìîäåéñòâèå

5Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(x) � çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âîâñå íå ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé. Â ýòîì ðàçäåëå Ψ(x) ââîäèòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè
êàê ïàðàìåð, õàðàêòåðèçóþùèé êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå êóïåðîâñêèõ ïàð.

6Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì êóðñå ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèåé è ïðî-
äîëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè òåðìîäèíàìèêó ñâåðõïðîâîäÿøåãî øà-
ðà â ìàãíèòíîì ïîëå, òî âíóòðè øàðà âîçíèêëè áû ÷åðåäóþùèåñÿ îáëàñòè: â îäíè îáëàñòè
ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò, â äðóãèå � íåò.Ýòî ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì . Ìàã-
íèòíîé èíäóêöèåé B íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, óñðåäíåííîå ïî ðàçìåðó áîëüøå ìàñøòàáà
ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Òîëüêî â ðåçóëüòàòå òàêîãî óñðåäíåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü rotA = B .
Â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ íå âîçíèêàåò.
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ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, èìåþùèì âåêòîð ïîòåíöèàë A. Ýòîò ÷ëåí àíàëîãè÷åí âû-
ðàæåíèþ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè õîðîøî èçâåñòíîìó èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Îí îïèñûâàåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïàð ýëåêòðîíîâ â ìàã-
íèòíîì ïîëå. Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøåå ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì, ìû ñ ñàìîãî
íà÷àëà ó÷èòûâàåì, ÷òî ñâåðõòîê ïåðåíîñèòñÿ ïàðàìè ýëåêòðîíîâ, ÷òî îáúÿñíÿåò
ïîÿâëåíèå óäâîåííûõ ìàññ ýëåêòðîíà è çàðÿäà â (33). Ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí � ýíåð-
ãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé ÷ëåí õàðàêòåðåí äëÿ ïîòåíöèàëà
Ãèááñà â ìàãíèòíîì ïîëå (ñì. (14)). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå
ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ψ è A âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà, ÷òî ïîòåíöèàë
Ãèááñà èìååò ìèíèìóì.

Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå, â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ, ìèíèìóì ïîòåíöèàëà (33)
äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè

∂Gs0

∂Ψ
= αΨ∗ + βΨ (Ψ∗)2 = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

|Ψ0|2 = −α/β (34)

Òàêèì îáðàçîì,
Gs0 = Gn − α2

2β
(35)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (6), ïîëó÷àåì ñâÿçü ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ôóíêöèîíàë Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (33) ñ êðèòè÷åñêèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîëåì.

H2
c = 4π

α2

β
. (36)

Âåêòîð ïîòåíöèàë A îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. ×òîáû òåîðèÿ áûëà êàëèá-
ðîâî÷íî èíâàðèàíòíîé íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîð-
ïîòåíöèàëà îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâûâàëàñü è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ.
Ñäåëàåì îäíîâðåìåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

A = A′ +∇ϕ, (37)

Ψ = Ψ′ exp

[
i
2π

Φ0

ϕ

]
, Φ0 =

π~c
e

. (38)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò âåëè÷èíû ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

B = rotA = rotA′.

Ëåãêî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (37) � (38) èìååì
∣∣∣∣−i~∇Ψ− 2e

c
AΨ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−i~∇Ψ′ − 2e

c
A′Ψ′

∣∣∣∣ .

Íå èçìåíÿþòñÿ òàêæå è îñòàëüíûå ÷ëåíû â ôóíêöèîíàëå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (33)
.Ãîâîðÿò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè Ãèááñà (33) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî (èëè êà-
ëèáðîâî÷íî) èíâàðèàíòíûì.
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Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ Ψ è A ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà

GsH = Gn +
∫

dV
[
α |Ψ|2 + β

2
|Ψ|4 +

+
1

4m

∣∣−i~∇Ψ− 2e
c
AΨ

∣∣2 +
(rotA)2

8π
− rotA ·H0

4π

]
(39)

èìååò ìèíèìóì.
Ïåðâîå óñëîâèå ìèíèìóìà

δΨ∗GsH = 0.

Âû÷èñëèì âàðèöèþ

δΨ∗gsH =
∫

dV
[
αΨδΨ∗ + βΨ |Ψ|2 δΨ∗+

1

4m

(
i~∇δΨ∗ − 2e

c
AδΨ∗

)(
−i~∇Ψ− 2e

c
AΨ

)]
.

(40)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ∇ îãðàíè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèìè êðóãëûìè
ñêîáêàìè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

p =

(
−i~∇− 2e

c
A

)
. (41)

Òîãäà íèæíÿÿ ñòðî÷êà âûðàæåíèÿ (40) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
∫

dV
1

4m

(
i~∇δΨ∗ − 2e

c
AδΨ∗

)
(pΨ) (42)

Èññëåäóåì âûðàæåíèå
∫

dV (∇δΨ∗) (pΨ) =

∫
dV (∇δΨ∗ (pΨ))−

∫
dV δΨ∗∇ (pΨ) (43)

Ïåðâûé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåì â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà
∫

dV∇ (δΨ∗ (pΨ)) =

∮
dSδΨ∗ (pΨ) . (44)

Ïîýòîìó â (40), ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíîãî ÷ëåíà (44) ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó

(∇δΨ∗) (pΨ) → −δΨ∗∇ (pΨ) .

Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (42) â âèäå
∫

dV
1

4m

(
i~∇δΨ∗ − 2e

c
AδΨ∗

)
(pΨ) =

∫
dV

1

4m
δΨ∗

(
−i~∇− 2e

c
A

)2

Ψ,

Èñïîëüçóÿ (43), ïîëó÷èì

δΨ∗gsH =
∫

dV
[
α |Ψ|+ βΨ |Ψ|2 +

1

4m

(
−i~∇− 2e

c
A

)2

Ψ

]
δΨ∗ +

∮
dSδΨ∗ (pΨ) = 0
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Ïîëåäíåå ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü ñïðàâåäèâûì ïðè ïðîèçâîëüíîì δΨ∗.Ïîëó÷àåì
ïåðâîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

αΨ + βΨ |Ψ|2 +
1

4m

(
−i~∇− 2e

c
A

)2

Ψ = 0

(
−i~∇− 2e

c
A

)
Ψn =0.

(45)

Ïðîâàðüèðóåì òåïåðü ýíåðãèþ Ãèááñà ïî âåêòîð-ïîòåíöèàëó A:

δAgsH =
∫

dV δA

[
1

4m

(
i~∇Ψ∗ − 2e

c
AΨ∗

)(
−i~∇Ψ− 2e

c
AΨ

)
+

+
rotA rotδA

4π
− H0

4π
rotδA

]
=

∫
dV

1

4m

[(
−2e

c
Ψ∗δA

) (
−i~∇Ψ− 2e

c
AΨ

)
+

+
1

4m

(
i~∇Ψ∗ − 2e

c
AΨ∗

)(
−2e

c
ΨδA

)
+

(rotA−H0) rotδA
4π

]
= 0

(46)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

arotb = brota−div [a× b] .

Â ðåçóëüòàòå, ïðåîáðàçóÿ ÷ëåí ñ äèâåðãåíèöèåé â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë, ïî-
ëó÷èì ∫

dV
rotA rotδA

4π
=

∫
dV δA

rotrotA
4π

−
∮

dS [rotA×δA] . (47)

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî

B = rotA.

Íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíîå ïîëå ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, ãäå, ñëåäî-
âàòåëüíî, δA = 0. Ïîäñòàâëÿÿ (47) â (46), è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàðèàöèÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè δA, âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ïîëó÷èì

i~e
2mc

(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) +
2e2

mc2
A |Ψ|2 +

rotrotA
4π

= 0. (48)

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî

rotA = B. (49)
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Óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ãëàñèò
rotB =

4π

c
j. (50)

Èç òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà:

js = − i~e
2m

(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− 2e2

mc
A |Ψ|2 . (51)

Ôèçè÷åñêè ýòîò ðåçóëüòàò èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ñâÿçàííûé ñ îäíîé ÷àñòèöåé ñ çàðÿäîì 2e è ìàññîé
2m âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð ñêîðîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

j =2eψ∗vψ =
2e

2m
ψ∗

(
p̂− 2e

c
A

)
ψ.

Åñëè |Ψ|2 èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ýëåêòðîííûõ ïàð, òî ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî òîêà èìååò ñìûñë ïðåäñòàâèòü â âèäå

js=2eΨ∗vΨ =
e

m
Ψ∗

(
p̂− 2e

c
A

)
Ψ, (52)

÷òî ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ (51).
Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè ψ, îáîçíà÷èâ

ψ = Ψ/Ψ0, |Ψ0|2 =
ns

2
= |α| /β. (53)

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

ξ2 =
~2

4m |α| , (54)

λ2 =
mc2

4πnse2
=

mc2β

8πe2 |α| . (55)

Òîãäà óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ïåðåïèøóòñÿ â âèäå B =rotA

ξ2
(
i∇+ 2π

Φ0
A

)2

ψ − ψ + ψ |ψ|2 = 0, (56)

rotrotA = −i Φ0

4πλ2 (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− |ψ|2
λ2

A (57)

Íàïîìíèì, ÷òî Φ0 =
π~c
e

.

Ïðåíåáðåæåì íåîäíîðîäíîñòüþ ns è ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ â âèäå
ψ = |ψ| eiθ. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ÃË ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

rotrotA =
|ψ|2
λ2

(
Φ0

2π
∇θ −A

)
. (58)

Óðàâíåíèå (58), â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ (27), ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷-
íî èíâàðèàíòíûì. ×ëåí Φ0

2π
∇θ, îáåñïå÷èâàþùèé ýòó èíâàðèàíòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííî êâàíòîâûì.
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13.10 Ãðàíèöà ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôà-
çàìè

Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçîé â ñâåðõïðî-
âîäíèêå âòîðîãî ðîäà. Åñëè áû ãðàíèöà áûëà ðåçêîé, òî, ïîñêîëüêó Gn = Gs,
íàëè÷èå ãðàíèöû íå âíîñèëî áû âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ. Ôàêòè÷åñêè âñå-
ãäà èìååòñÿ ïåðõîäíûé ñëîé îò íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñâåðõïðîâîäÿùåìó. Ìû
óæå çíàåì, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ìàñøòàáàìè äëèí ξ0 �
õàðàêòåðíûé êâàíòîâûé ìàñøòàá � ðàçìåð êóïåðîâñêèõ ïàð, λ � ãëóáèíà ïðî-
íèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáðàçåö. Â ïåðåõîäíîì ñëîå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ
èçìåíÿåòñÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ Gs = Gn) ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî ïåðâûõ, ìàãíèò-
íîå ïîëå ÷àñòè÷íî, íà ãëóáèíó λ, ïðîíèêëî â ñâåðõïðîâîäíèê. Âî âòîðûõ, ñëîé
òîëùèíîé ξ0 ïîäâåðæåí âëèÿíèþ íîðìàëüíîé ÷àñòè îáðàçöà èç-çà ÷åãî â ýòîì
îáúåìå íå ïðîèñõîäèò "ïîëíàÿ"êîíäåíñàöèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð. Õàðàêòåðíîå çíà-
÷åíèå ïëîòíîñòè ìàãíèòíîé ýíåðãèè â íîðìàëüíîé ôàçå è õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ
êîíäåíñàöèè â ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçå H2

c

8π
.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñâåðõïðîâîäíèê ïåðâîãî ðîäà. Âûøå â ñëó÷àå ñâåðõïðî-
âîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ áûëî âû÷èñëåíî ïîâåðõ-
íîñòíîå íàòÿæåíèå (32). Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîä-
íèêîâ ïåðâîãî ðîäà7. Âìåñòî ýòîé, îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé, íî ãðîìîçäêîé ïðîöå-
äóðû, ïîëó÷èì îòâåò êà÷åñòâåííûì îáðàçîì.

Â ñâåðõïðîâîäíèêå ïåðâîãî ðîäà ξ0 À λ. (Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ ïðè ýòîì íå
ðàáîòàåò). Â áîëüøåé ÷àñòè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ òîëùèíîé ξ0 − λ ≈ ξ0 ìàãíèòíîå
ïîëå îòñóòñòâóåò, à ïëîòíîñòü ñêîíäåíñèðîâàâøèõñÿ ýëåêòðîíîâ ìåíüøå, ÷åì â
èñòèííî ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçå, òàê êàê â ïåðåõîäíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ïëàâ-
íîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ψ îò 1 äî 0. Ïîýòîìó â ïåðåõîäíîì ñëîå ýíåðãèÿ
áîëüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ Gn = Gs íà âåëè÷èíó

σns =
H2

c

8π
ξ0 > 0 (59)

Ôàêòè÷êåñêè ýòî åñòü ïðåâûøåíèå ýíåðãèè Ãèááñà íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè è ïî-
ýòîìó íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì. Èòàê â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ïåðâîãî
ðîäà îáðàçîâàíèå ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíî.

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çíàê ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ-
æåíèÿ è â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà, êîãäà ξ0 ¿ λ. Â ýòîì ñëó÷àå â
áîëüøåé ÷àñòè ïåðõîäíîãî ñëîÿ λ − ξ0 ≈ λ ïàðàìåòð ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ. Â òî
æå âðåìÿ ìàãíèòíîå ïîëå â íåì ìåíÿåòñÿ îò H2

c

8π
äî íóëÿ. Òî åñòü â ñðåäíåì â ïå-

ðåõîäíîì ñëîå ïëîòíîñòü ìàãíòèíîé ýíåðãèè ìåíüøå H2
c

8π
. Ïîýòîìó ïî ñðàâíåíèþ

ñ èñòèííî íîðìàëüíûì ìåòàëëîì ìû èìååì âûèãðûø â ýíåðãèè è, ñëåäîâàòåëüíî

σns =
H2

c

8π
λ < 0. (60)

7Â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà, óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó íå äàþò íè÷åãî
íîâîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé Ëîíäîíîâ.
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Ïîä÷åðåíåì ëèøíèé ðàç, ÷òî îïèñàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ î çíàêå ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî îñíîâàíû íà ðàâåíñòâå (30).

Èòàê, âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ ãðàíèöû ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåé ôàçàìè êà÷åñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

σ ≈ H2
c

8π
(ξ0 − λ) . (61)

Åñëè σ > 0, òî îáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè íåâûãîäíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îáðà-
çîâàíèå ïîâåðõíîñòè ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî. Ñòðîãèé àíàëèç, âûïîëíåííûé íà
îñíîâå óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ïàðàìåòð

κ = λ/ξ >
1√
2
,

òî îáðàçîâàíèå ïîâåðõíîñòè ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî.

13.11 Êâàíòîâàíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà
Èç óðàâíåíèÿ (58) ñëåäóåò èíòåðåñíûé ýôôåêò � êâàíòîâàíèå ìàãíèòîãî ïîòîêà.
Ïóñòü â ìàññèâíîì ñâåðõïðîâîäíèêå èìååòñÿ ïîëîñòü. Ïîñêîëüêó îí íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîñâÿçíûì, òî â ñâåðõïðîâîäíèêå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïîâåðõíîñòíûå ñâåðõ-
ïðîâîäÿùå òîêè, ïðèâîäÿùèå ê íàëè÷èþ ìàãíèòíîãî ïîòîêà â ïîëîñòè. Âûáåðåì
â òîëùå ñâåðõïðîâîäíèêà çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùìé ýòó ïîëîñòü. Â òîë-
ùå ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíîå ïîëå B = rotA = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî
ýòîìó êîíòóðó îò ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (58) ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

∮ (
Φ0

2π
∇θ −A

)
dl = 0.

Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó θ, ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè, äîëæíà îáåñïå÷èâàòü
îäíîçíà÷íîñòü ïîñëåäíåé. Ýòî âîçìîæíî, åñëè èçìåíåíèå θ ïðè îáõîäå ïî çàìêíó-
òîìó êîíòóðó êðàòíî 2π. Èíòåãðàë îò âåêòîð ïîòåíöèàëà A, ïðåîáðàçîâàííûé ê
èíòåãðàëó îò rotA ïî ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåò ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ïîëîñòü

∮
Adl =

∫
rotAdS =

∫
BdS =Φ (62)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Φ =

∮
Φ0

2π
∇θdl =nΦ0, Φ0 =

π~c
e

, n � öåëîå. (63)

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíûé ïîòîê â ïîëîñòè1 êâàíòóåòñÿ, à êâàíòîì ÿâëÿåòñÿ
ïàðàìåòð Φ0.

1Çàìåòèì, ÷òî íè÷òîæíàÿ ÷àñòü ýòîãî ïîòîêà ñîñðåäîòî÷åíà â ñâåðõïðîâîäíèêå â ñëîå òîë-
ùèíîé λ. Ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñîñðåäîòî÷åíà â ïîëîñòè.
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13.12 Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëèí â ñâåðõïðîâîäíèêå
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå â (54) ôîðìàëüíî áûë ââåäåí ïàðàìåòð ξ, èìþùèé ðàç-
ìåðíîñòü äëèíû. Âûÿñíèì åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàíåñåì, íà ÷èñòóþ ïëîñêóþ
ïîâåðõíîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà òîíêèé ñëîé íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Âáëèçè ãðàíöû
â ñâåðõïðîâîäèêå èç-çà êîíòàêòà ñ ìåòàëëîì ïëîòíîñòü ñâåðõðîâîäÿùèõ ýëåêòðî-
íîâ íåìíîãî ïîíèçèòñÿ, òî åñòü ïàðàìåòð |ψ| îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, êîòîðîé
îí ðàâåí â òîëùå ñâåðõïðîâîäíèêà. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîñâÿçíûé
ñâåðõïðîâîäíèê, òî ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè îäíîçíà÷íà. Ñîîòâåòñòóþùèì êàëèá-
ðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì åå ìîæíî "çàãíàòü"â âåêòîð-ïîòåíöèàë, ñäåëàâ ñàìó
âîëíîâóþ ôóíêöèþ âåùåñòâåííîé.

Ïóñòü îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ÃË â
îòñóòñòâèå ìàãíòíîãî ïîëÿ çàïèøåòñÿ

−ξ2ψ′′ − ψ + ψ3 = 0. (64)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîé íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ñòîëü òîíîê, ÷òî ψ âáëèçè ãðàíèöû
ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (64) áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ = 1− ε (x) , ε (x) ¿ 1. (65)

Â ëèíåéíîì ïî ε ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

ξ2ε′′ − 2ε = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ε (x) = ε (0) e
−
√

2x
ξ .

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð ξ åñòü òà õàðàêòåðíàÿ äëèíà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò
èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ψ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âòîðîãî ïàðàìåòðà λ, ôèãóðèðóþùåãî â òåîðèè ÃË, ñëå-
äóåò èç óðàâíåíèÿ (58). Êàê è â òåîðèè Ëîíäîíîâ, îí îïðåäåëÿåò ãëóáèíó ïðî-
íèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê.

Èç òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó ñëåäóåò, ÷òî âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðå-
õîäà ïàðàìåòð |α| ∝ (Tc − T ) . Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè Tc

ξ ∝ (Tc − T )−1/2 , λ ∝ (Tc − T )−1/2 . (66)

Â òåîðèè ÃË âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïàðàìåòð

κ = λ/ξ =
mc

~e

(
β

2π

)1/2

, (67)

íå çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû. Â ðàçäåëå 13.7 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ýòîò
ïàðàìåòð κ À 1, òî ñâåõïðîâîäíèê õîðîøî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ
è êâàíòîâûå ýôôåêòû íåñóùåñòâåííû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå
íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëüíîé ôàç îòðèöàòåëüíîå è îáðàçîâàíèå
ãðàíèöû íåâûãîäíî. Àíàëèç óðàâíåíèé ÃË ïðèâîäèò ê òàêîìó æå âûâîäó, ïðè
ýòîì ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äëÿ κ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñâåðõðîâîäèìîñòè âòîðîãî
ðîäà åñòü κc = 1/

√
2.
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13.13 Âèõðè Àáðèêîñîâà
Ïåðåéäåì ê äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà.Âûøå ìû óñòà-
íîâèëè, ÷òî äëÿ íèõ ýíåðãèÿ ãðàíèöû ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôà-
çàìè σns < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòàíîâèòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì ðàññëîåíèå
îáðàçöà íà îáëàñòè íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç. Âíà÷àëå ýòîé ÷àñòè ïî-
ñîáèÿ ìû îïèñàëè, êàêèì îáðàçîì ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäíèê
âòîðîãî ðîäà. Òàê, âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà îáðàçóþòñÿ âèõðè. Êàæäûé
âèõðü ïðåäñòàâëÿåòà ñîáîé öèëèíäð ñ íîðìàëüíîé ñåðäöåâèíîé, ðàäèóñ êîòîðîãî
ïîðÿäêà äëèíû êîãåðåíòíîñòè ξ. Â ñåðäöåâèíå ïàðàìåòð ïîðÿäêà ψ = 0. Âîêðóã
ýòîé íîðìàëüíîé ñåðäöåâèíû òå÷åò íåçàòóõàþùèé ñâåðõòîê. Ñîçäàâàåìîå èì ìàã-
íèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü ñåðäöåâèíû. Âèõðåâîé òîê çàõâàòûâàåò îáëàñòü
ðàäèóñà ïîðÿêà λ � ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ. Ýòà îáëàñòü ìîæåò áûòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøîé, ïîñêîëüêó äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà λ À ξ.

Îäèí âèõðü íåñåò îäèí êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Îáðàçîâàíèå âèõðåé ñòà-
íîâèòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì ïðè âíåøíåì ïîëå H0 > Hc1. Âèõðè, îáðàçî-
âàâøèñü â ñâåðõïðîâîäíèêå, ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà λ è îáðàçóþò
â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Âîçíèêàþùåå ñîñòîÿ-
íèå íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì. Ýòî ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò ïðè ïîâûøåíèè âåëè÷èíû
âíåøíåãî ïîëÿ äî çíà÷åíèÿ Hc2, íàçûâàåìîãî âòîðûì êðèòè÷åñêèì ïîëåì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðèîä ðåøåòêè ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà ξ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âèõðè ñîïðèêà-
ñàþòñÿ ñâîèìè íîðìàëüíûìè ñåðäöåâèíàìè è ïàðàìåòð ïîðÿäêà ψ îáðàùàåòñÿ â
íóëü âî âñåì îáúåìå îáðàçöà.

Âáëèçè âåðõíåãî ïîëÿ åñòü îáëàñòü, ãäå ðåøåòêà ïëàâèòñÿ. Î÷åíü
áëèçêî îò åñòü ðàçðåæåííûé ãàç ñâðõïðîâîäÿùèõ íèòåé ñì íèæå

Êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãà ðîäà âåäåò ñåáÿ êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå...

13.13.1 Îäèíî÷íûé âèõðü
Ðàññìîòðèì ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà, òî åñòü ñëó÷àé λ À ξ. Ìû õîòèì ïî-
êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ìàãíèòíûõ ïîëåé, ïðè êîòîðûõ âûãîäíî îáðàçî-
âàíèå â òîëùå ñâåðõïðîâîäíèêà íîðìàëüíûõ òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé
ðàäèóñà ξ � âèõðåé. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà âíóòðè ýòîé îáëàñòè èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî
1. Âíå ñåðäöåâèíû |ψ|2 = 1. Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé ρ À ξ.óðàâíåíèå
ÃË (58) ïåðåïèøåòñÿ

rotrotA =
1

λ2

(
Φ0

2π
∇θ −A

)
, ρ À ξ.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îõâàòûâàþùåìó
íîðìàëüíóþ ñåðäöåâèíó âèõðÿ.

∮
dl

(
λ2rotrotA + A

)
=

Φ0

2π

∮
dl∇θ. (68)

Åñëè áû íå ìàãíèòíàÿ ñåðäöåâèíà, òî ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè áûëà áû îäíî-
çíà÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíÿëñÿ áû íóëþ.
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Íàëè÷èå íîðìàëüíîé ñåðäöåâèíû äåëàåò ñâåðõïðîâîäÿùèé îáðàçåö ìíîãîñâÿç-
íûì. Â òî æå âðåìÿ, îñòàåòñÿ òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ôàçà ìîæåò èçìåíèòüñÿ íà 2πn
� çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (68). Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (68) ê ïî-
âåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî rotA = B:

∫
dS

(
λ2rotrotB + B

)
= nΦ0.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò êîíòóðà (ãëàâíîå, ÷òî îí îõâàòû-
âàåò ñåðäöåâèíó!), òî ôîðìàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
åñòü δ-ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó

λ2rotrotB + B =nΦ0δ (ρ) . (69)

Âñþäó âíå ñåðäöåâèíû ïðè ρ À ξ èìååì

rotrotB = − 1

λ2
B. (70)

Ðàñêðûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå, ïîëó÷èì

∆B =
1

λ2
B. (71)

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååòñÿ òîëüêî îäíà z-êîìïîíåíòà hz. Ïîýòîìó
äëÿ íåå èìååì

1

ρ

∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
hz =

ρ

λ2

Ïóñòü hz = f(x), x = ρ/λ. Òîãäà

xf ′′ + f ′ − xf = 0.

Ýòî � óðàâíåíèå Áåññåëÿ. Íàñ èíåðåñóåò åãî ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè âèõðÿ, òî
åñòü ïðè ρ < λ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà f = ln x. (Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ). Ïîýòîìó ìàãíèòíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè îñè
âèõðÿ èìååò âèä

h ∼ ln

(
λ

ρ

)
, ξ < ρ < λ. (72)

Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (69) ïðè óñëîâèè h (∞) = 0 èìååò âèä

h =
Φ0

2πλ2
K0 (ρ/λ) .

K0 � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, àññèìïòîòèêà êîòîðîé K0 (z) ∝ ln (1/z) ïðè z ¿ 1
ïðèâîäèò ê (72). Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîëå â öåíòðå âèõðÿ ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé
òî÷íîñòüþ

h (0) ' h (ξ) ' Φ0

2πλ2
ln (ξ/λ) . (73)
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13.13.2 Ïåðâîå êðèòè÷åñêîå ïîëå
Èñõîäèì èç ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè

FsH = Fn +
∫

dV
[
α |Ψ|2 + β

2
|Ψ|4 +

+
1

4m

∣∣−i~∇Ψ− 2e
c
AΨ

∣∣2 +
(rotA)2

8π

]
(74)

Íàïîìíèì âûðàæåíèÿ äëÿ äëèíû êîãåðåíòíîñòè è ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ξ2 =
~2

4m |α| , (75)

λ2 =
mc2

4πnse2
=

mc2β

8πe2 |α| . (76)

Åñëè âèõðÿ íåò, òî ïîñêîëüêó âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ìèêðîñêîïè÷åñêîå ïîëå
B = 0, òî âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (74) äàåò òîëüêî âåðõíÿÿ ñòðîêà. Ýíåðãè-
åé âèõðÿ áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, îïðåäåëÿåìóþ íèæíåé ñòðîêîé â
(74), òî åñòü áóäåì åå îòñ÷èòûâàòü îò ñâîáîíîé ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ áåç âèõðåé.
Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé λ À ξ. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñâîáîäíîé ýíåðãè-
åé, ñîñðåäîòî÷åííîé â îáúåìå íîðìàëüíîé ñåðäöåâèíû8. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
ìû èíòåðåñóåìñÿ ðàññòîÿíèÿìè ρ > ξ, , ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðàêòè÷åñêè íå
èçìåíÿåòñÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü |Ψ|2 = |Ψ0|2 = |α|

β
. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â (39) ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü êâàíòîâûì ÷ëåíîì −i~∇Ψ. Ïîýòîìó èç (39) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè
âèõðÿ îñòàåòñÿ òîëüêî âûðàæåíèå

ε =

∫
dV

(
e2

mc2
A2 |α|

β
+

h2

8π

)
. (77)

Âî âòîðîì óðàâíåíèè ÃË (58)

rotrotA =
|ψ|2
λ2

(
Φ0

2π
∇θ −A

)

îïóñòèì êâàíòîâûé ãðàäèåíòíûé ÷ëåí. Òîãäà

A =

(
λ

|ψ|
)2

rotrotA =

(
λ

|ψ|
)2

rotB. (78)

Ïîäñòàâëÿÿ (77) â (78), ïîëó÷èì

ε =
1

8π

∫
dV

(
λ2 (rotB)2 + B2

)
. (79)

Çàìåòèì, ÷òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü ïðè λ À ξ, ýòî åñòü Ëîíäîíîâñêîå âûðà-
æåíèå, (20),.

8Ýòà ýíåðãèÿ ïîðÿäêà
(
H2

c /8π
)
πξ2. Âû÷èñëåííàÿ íèæå ýíåðãèÿ âèõðÿ îêàæåòñÿ áîëüøå ýòîé

ìàëîé ïîïðàâêè.
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Ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ (rotB)2 =rot B·rot B ôîðìóëó

arotb = brota− div [a,b]

Òîãäà
(rotB)2 = BrotrotB−div[rotB,B]. (80)

Ïî òåîðåìå Ãàóññà
∫

div [rotB×B] =

∮
dS [rotB×B] . (81)

Íàïîìíèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò öèëèíäðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, êîãäà âåêòîð B íà-
ïðàâëåí ïî îñè z. Âû÷èñëèì ýíåðãèþ âèõðÿ åäèíè÷íîé äëèíû, îãðàíè÷åííîãî
ïëîñêîñòÿìè z = 0, z = 1. Èíòåãðàë ïî òîðöåâûì îêðóæíîñòÿì ðàâåí íóëþ, òàê
êàê âåêòîð [rotB×B] ëåæèò â ïëîñêîñòè ýòèõ òîðöîâ. Ïîñêîëüêó ïîëå âèõðÿ
B → 0, ïðè ρ → ∞, òî èíòåãðàë è ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè â (81) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èòàê,

ε =
1

8π

∫
dV

[
B

(
λ2rotrotB + B

)]
. (82)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (69), âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ åñòü δ-ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó,
èñïîëüçóÿ (73), ïîëó÷èì

ε =
Φ0B (0)

8π
=

(
Φ0

4πλ

)2

ln (ξ/λ) (83)

Âî âíåøíåì ïîëå ìèíèìóì äîëæíà èìåòü ýíåðãèÿ Ãèááñà

ε1 = ε−
∫

BH0

4π
dV. (84)

H0 ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âèõðü íåñåò îäèí êâàíò
ìàãíèòíîãî ïîòîêà, òî

∫
B

4π
dV =

∫ 1

0

dz

∫
B

4π
dS =

Φ0

4π
. (85)

Èòàê
ε1 =

(
Φ0

4πλ

)2

ln (ξ/λ)− Φ0H0

4π
. (86)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå ε1 > 0 è îáðàçîâàíèå âèõðÿ íåâû-
ãîäíî. Èç (86) ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïîëå ïðè êîòîðîì ε1 < 0 åñòü

Hc1 =
Φ0

4πλ2
ln (ξ/λ) =

Φ0

4πλ2
ln (κ) . (87)

Ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ïåðâûì êðèòè÷åñêèì ïîëåì, ïðè êîòîðîì âíåøíåå ìàãíèò-
íîå ïîëå íà÷èíàåò ïðîíèêàòü â ñâåðõïðîâîäíèê. Âñïîìèíàÿ îöåíêó (66), ïîëó÷èì

Hc1 (T → Tc) ∼ Hc1 (0) (Tc − T ) . (88)
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13.13.3 Âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå
Íàéäåì òåïåðü âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå, ïðè êîòîðîì ïî÷òè âåñü îáðàçåö íàõî-
äèòñÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ψ � ìàë. Èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà Ëàíäàó èìååì

ξ2

(
i∇+

2π

Φ0

A

)2

ψ = aψ, a = 1− |ψ|2 (89)

Â ñèëüíîì ïîëå ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ôàçà ñëàáà, è â óðàâíåíèè (89) íåëèíåéíîñòü
ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
a < 1.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (89) ïîòåíöèàë A = (0, Bx, 0) :

−ξ2∂2ψ

∂x2
+ ξ2/~2

(
i~∇+

2e

c
Bx

)2

ψ − ξ2∂2ψ

∂z2
= aψ. (90)

Ïîõîæåå óðàâíåíèå ðåøàëîñü â ðàçäåëå î ìàãíåòèçìå ýëåêòðîííîãî ãàçà. Åñëè
óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå

m′ =
~2

2ξ2
, e′ = 2e,

òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå

− ~2

2m′
∂2ψ

∂x2
+

1

2m′

(
−i~∇− e′

c
Bx

)2

ψ − ~2

2m′
∂2ψ

∂z2
= aψ. (91)

Ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ (91) åñòü a = ~e′B
2m′c = 2eBξ2

~c . Íàñ
èíòåðåñóåò ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà a < 1. Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (90)
ñóùåñòâóåò (ïðè a < 1 ), åñëè

2eBξ2

~c
< 1.

Òîãäà âåðõíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëèòñÿ êðèòåðèåì

Hc2 =
~c

2eξ2
. (92)

Ýòî óñëîâèå èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Âî âíåøíåì ïîëå H ∼ Hc2 ïî-
ëå ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðîíèêàåò â îáðàçåö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
âèõðÿìè ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà òîëùèíû ñåðäöåâèíû âèõðÿ.è ïîëå âíóòðè ñâåðõïðî-
âîäíèêà h ∼.Hc2. Ñëåäîâàòåëüíî îäèí âèõðü íåñåò ìàãíèòíûé ïîòîê ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâíûé ξ2 Hc2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ïîòîê ðàâåí Φ0, ÷òî è îòðàæàåò
êðèòåðèé (92).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè H0 ê Hc2 ïàðàìåòð ïîðÿäêà |Ψ|2 = 1−H0/Hc.
Ñòðîãèé àíàëèç, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ïîêàçûâàåò,

÷òî â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà, äëÿ êîòîðûõ κ > 1/
√

2, â èíòåðâàëå
Hc1 < H0 < Hc2 îáðàçóþòñÿ âèõðè. Ýòè âèõðè îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà
è îáðàçóþò äâóìåðíóþ ðåøåòêó, ñîñòàâëåííóþ èç ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíè-
êîâ. Ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âèõðè ìîãóò äâèãàòüñÿ,
íî ïðèìåñè èõ îñòàíàâëèâàþò (ïèííèíã). Ýòî ÿâëåíèå àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ è
ïèííèíãó äèñëîêàöèé â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ.
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13.14 Ýôôåêòû Äæîçåôñîíà
Ðàññìîòðèì äâà ñâåðõïðîâîäíèêà, ðàçäåëåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèì ïðîìåæóòêîì.
Åñëè ýòîò ïðîìåæóòîê äîñòàòî÷íî òîëñòûé, òî òîê ÷åðåç íåãî ìåæäó ñâåðõïðî-
âîäíèêàìè òå÷ü íå ìîæåò. Ýòî óñëîâèå ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ ê óðàâíåíèÿì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (45), Èòàê, äëÿ îáîèõ ñâåðõïðîâîäíè-
êîâ óñëîâèå îáðàùåíèÿ òîêà â íóëü åñòü

(
−i~

∂

∂x
− 2e

c
Ax

)
Ψ1 = 0, (93)

(
−i~

∂

∂x
− 2e

c
Ax

)
Ψ2 = 0. (94)

Åñëè ñäåëàòü äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé äîñòàòî÷íî òîíêèì, òî ïðîíèöàåìîñòü áà-
ðüåðà, îáóñëîâëåííàÿ ýòèì ñëîåì, ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé è ÷åðåç äèýëåêòðè÷åñêèé
êîíòàêò ìîæåò òå÷ü ñâåðõòîê. Òîê, âûòåêàþùèé, íàïðèìåð, èç ïåðâîãî ñâåðõïðî-
âîäíèêà çàâèñèò îò êàê îò Ψ1, òàê è îò Ψ2. Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ïåðå-
õîäà âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà, êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìàë, òî ýòî âëèÿíèå
äîñòàòî÷íî ó÷åñòü â ïåðâîì ïîðÿäêå. Òîãäà èç (93), (94) ñëåäóåò, ÷òî â íàèáîëåå
îáùåì âèäå

(
−i~

∂

∂x
− 2e

c
Ax

)
Ψ1 = f (Ψ1, Ψ2) ≈ Ψ2

λ
+

Ψ1

λ′
(95)

(
−i~

∂

∂x
− 2e

c
Ax

)
Ψ2 = f (Ψ1, Ψ2) ≈ Ψ1

λ
+

Ψ2

λ′
(96)

êîýôôèöèåíòû 1/λ è 1/λ ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîíèöàåìîñòè áàðüåðà. Ýòè óðàâ-
íåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùå-
íèþ âðåìåíè t → −t. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñäåëàòü
çàìåíó ψ → ψ∗, A → −A.Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî, åñëè λ, λ′ �
âåùåñòâåííû. Âû÷èñëèì òîê, âòåêàþùèé â êîíòàêò, ñî ñòîðîíû ïåðâîãî ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà, èñïîëüçóÿ (51):

j = −2eRe
(

Ψ∗
1

1

2m

(
−i~∇x − 2e

c
Ax

)
Ψ1

)
. (97)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (95), ïîëó÷èì

j = − i~e
2mλ

(Ψ∗
1Ψ2 −Ψ1Ψ

∗
2) (98)

(Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîíñòàíòà λ âûïàëà èç îêîí÷àòåëüíîãî âûðàæåíèÿ.) Ýòî
òîê âûòåêàþùèé èç ïåðâîãî ñâåðõïðîâîäíèêà è âòåêàþùèé âî âòîðîé. Êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè âçàèìíîé çàìåíå èíäåêñîâ 1 è 2, ýòî âûðàæåíèå ìåíÿåò
çíàê, ïîñêîëüêó ïîíÿòèÿ âûòåêàþùèé è âòåêàþùèé âçàèìîçàìåíÿþòñÿ. Åñëè
ñâåðõïðîâîäíèêè îäèíàêîâû, òî Ψ1 è Ψ2 ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ôàçîé. Åñëè
ýòè ôàçû åñòü ϕ1 è ϕ2, òî

j = jc sin (ϕ2 − ϕ1) , jc =
~e |ψ|2

mλ
. (99)
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïåðåõîäà |ψ|2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êàê
Tc − T. Ïî ýòîìó æå çàêîíó óáûâàåò ìàêñèìàëüíûé ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê ÷åðåç
êîíòàêò.

Ïðèëîæèì òåïåðü ê êîíòàêòó ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ V. Ïóñòü â ïåðâîì ñâåðõ-
ïðîâîäíèêå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü

ψ = ψ1e
iϕ1(t) = ψ1e

−iE1t/~.

Òîãäà
−~∂ϕ1

∂t
= E1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî ñâåðõïðîâîäíèêà

−~∂ϕ2

∂t
= E2.

Åñëè íà ìîñòèêå óñòàíîâèëàñü ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ V, òî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëü-
íûõ ýíåðãèé êóïåðîâñêèõ ïàð, èìåþùèõ çàðÿä 2e, ðàâíà

E2 − E1 = 2eV.

Òîãäà
2eV = ~

∂ (ϕ2 − ϕ1)

∂t
. (100)

Òîãäà
(ϕ2 − ϕ1) = (ϕ2 − ϕ1)0 − 2eV t. (101)

Ïîäñòàâëÿÿ (101) â (99), ïîëó÷èì

j = jc sin [(ϕ2 − ϕ1)0 − 2eV t] . (102)

Ïîëó÷èëè èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò: íàëîæåíèå íà òóííåëüíûé êîíòàêò ïîñòîÿííîé
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåìåííîãî òî-
êà ñ ÷àñòîòîé

ωf =
2

~
|eV | . (103)

Âûäåëÿåìàÿ â êîíòàêòå ìîùíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà V j. Ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà-
÷åíèå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî íóëþ, êàê ýòî è äîëæíî áûòü äëÿ ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî òîêà.

14 Ëåêöèÿ 14. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II - ìèêðîñêî-
ïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ââåäåíèå Äî ñèõ ïîð ìû òîëüêî îïèñûâàëè ÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêè. Ñåé÷àñ ìû ïåðåõîäèì ê ìèêðîñêîïè÷åñêîìó îïèñàíèþ, êîòîðîå
áûëî ïðåäëîæåíî â 1957ã óäîñòîåííûìè Íîáåëåâñêîé ïðåìèè Áàðäèíûì, Êóïå-
ðîì, Øðèôåðîì (òåîðèÿ ÁÊØ) ïî÷òè ïîëâåêà ñïóñòÿ ïîñëå îòêðûòèÿ ÿâëåíèÿ.
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Áîãîëþáîâ òàêæå âíåñ áîëüøîé âêëàä â ìèêðîñêîïè÷åñêóþ òåîðèþ ñâåðõïðîâî-
äèìîñòè.

Ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè. Ýíåðãèÿ êîíäåíñàöèè êóïåðîâñêèõ ïàð íà
1ñì3, ðàâíà H2

c /8π ∼ 105ýðã/cì3, åñëè ïðèíÿòü Hc ∼ 103. ×èñëî ýëåêòðîíîâ â 1ñì3

ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî 1022. Òàêèì îáðàçîì, çà ñâåðõïðîâîäèìîñòü îòâå÷àåò
ýíåðãèÿ ïðèìåðíî ðàâíàÿ 105/1022 = 10−17ýðã/ýëåêòðîí=10−5ýÂ/ýëåêòðîí. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñîâðåìåííàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ìåòàëëîâ ïðåêðàñíî îïèñûâàåò ìíî-
ãèå èõ ñâîéñòâà äàæå â ïðåíåáðåæåíèè êóëîíîâñêîé ýíåðãèåé, èìåþùåé ïîðÿ-
äîê 1ýÂ/ýëåêòðîí. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòîÿëî îáúÿñíèòü ïðèðîäó ÿâëåíèÿ, êî-
òîðîé ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ìåíüøå ýíåðãèè äðóãèõ âçàèìî-
äåéñòâèé, êîòîðûìè îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò.

Êëþ÷îì ê ïîñòðîåíèþ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ÿâèëîñü òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî èçîòîïû îäíîãî è òîãî æå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ìåòàëëà èìåþò ðàçíûå êðèòè-
÷åñêèå òåìïåðàòóðû Tc, ïðè ýòîì

TcM
α = const, (1)

ïðè÷åì äëÿ áîëüøèíñòâà ýëåìåíòîâ α ≈ 0.5. Ýòî íàòàëêèâàåò íà ìûñëü, ÷òî
êîëåáàíèÿ ðåøåòêè, ôîíîíû, îòâåòñòâåííû çà ñâåðõïðîâîäèìîñòü, ïîñêîëüêó õà-
ðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ ôîíîíîâ � òåìïåðàòóðà Äåáàÿ � ΘD ∼ M−1/2.

14.1 Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ïîäñèñòåìû ýëåêòðîíîâ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàí-
òîâàíèÿ äëÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ çàïèøåì â ôîðìå ñóììû êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è ýôôåêòèâíîãî ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ĥ =

∫
d3rΨ̂+

σ (t, r)




(
p̂− e

c
A

)2

2m
+ eϕ− µ


 Ψ̂σ (t, r) (2)

+
1

2

∫
d3r1d

3r2Ψ̂
+
σ (t, r1) Ψ̂+

σ′ (t, r2) U(r1−r2)Ψ̂σ′ (t, r2) Ψ̂σ (t, r1) .

Ψ̂σ (t, r) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà â (r, t) ïðåäñòàâëåíèè, p̂ � îïåðàòîð
èìïóëüñà ýëåêòðîíà, A, ϕ � ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â (2) ìû ïðå-
íåáðåãàåì êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé òåëà, σ = ±1 åñòü óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ
ñïèíà íà îäíó èç îñåé, ïîñòîÿííàÿ µ åñòü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ýëåêòðîíîâ.
Âûïèøåì òàêæå îïåðàòîð ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö

N̂ =

∫
d3rΨ̂+

σ (t, r)Ψ̂σ(t, r). (3)

Êâàíòîâîå ïîëå ôåðìè-÷àñòèö óäîâëåòâîðÿåò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

{Ψ̂σ(t, r1), Ψ̂
+
σ′(t, r2)} = δσσ′δ(r1 − r2), (4)

{Ψ̂σ(t, r1), Ψ̂σ′(t, r2)} = 0, (5)
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ãäå {...} � àíòèêîììóòàòîð. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (2) îïåðàòîðû ôåðìè-ïîëÿ
ñòîÿò â íîðìàëüíîì ïîðÿäêå � ñëåâà îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ ôåðìèîíîâ, ñïðàâà �
îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ.

Ïîòåíöèàë U(r1 − r2) ðàâåí ñóììå êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ è
ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðîå âîçíèêàåò êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ëåòÿùèõ íàâñòðå-
÷ó äðóã äðóãó ýëåêòðîíîâ áëàãîäàðÿ îáìåíó ôîíîíîì èëè ìàãíîíîì. Îáìåí ôî-
íîíàìè � ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà, è, ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé, ïðèâîäèò ê
ïîíèæåíèþ ýíåðãèè, ò. å. ê ïðèòÿæåíèþ (ñì. ðàçäåë *****). Â ìåòàëëàõ êóëî-
íîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå çàýêðàíèðîâàíî è ñèëüíî îñëàáëåíî. Åñëè ïðèòÿæåíèå
ïðåâàëèðóåò, òî ìåòàëë ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïåðåõîäèò â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Â òàêèõ ìåòàëëàõ êàê Cu ïðåîáëàäàåò îòòàëêèâàíèå, è
ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèÿ íåò. Èíòåðåñíî, ÷òî â ñîåäèíåíèÿõ, êî-
òîðûå íàçûâàþòñÿ êóïðàòàìè, ïðè÷èíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè ñ ïîäñèñòåìîé ñïèíîâ èîíîâ ìåäè âî
âíóòðèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïëîñêîñòÿõ CuO2.

Êîðîòêîäåéñòâóþùèé ïàðíûé ïîòåíöèàë ýôôåêòèâíîãî ïðèòÿæåíèÿ ýëåêòðî-
íîâ ìîæíî çàìåíèòü íà ëîêàëüíûé

U(r1 − r2) = U0δ(r1 − r2). (6)

Ïàðàìåòð U0 èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèÿ×îáúåì è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

U0 =
4π~2a

m
. (7)

Âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ äëèíîé ðàññåÿíèÿ. Â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ âåëè÷èíû U0 è
a îòðèöàòåëüíû.

Èòàê, ãàìèëüòîíèàí (2) ïðèíèìàåò âèä

Ĥ =

∫
d3r


Ψ̂+

σ (t, r)




(p̂− e

c
A)2

2m
+ eϕ− µ


 Ψ̂σ(t, r) +

1

2
U0Ψ̂

+
σ (t, r)Ψ̂+

−σ(t, r)Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)


 .

(8)
Ïîòåíöèàë (6) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþò ýëåêòðîíû íàõîäÿùèåñÿ â
îäíîì ìåñòå. Â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè, äëÿ ýòîãî îíè äîëæíû èìåòü ðàçíûå ïðî-
åêöèè ñïèíà, ÷òî è îòðàæåíî â (8).

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ãàéçåíáåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ ðàâíà

i~
∂

∂t
Ψ̂σ(t, r) =

[
Ψ̂σ(t, r), Ĥ

]
. (9)

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîð ñ ïîìîùüþ (4), (5), ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìó "óðàâíåíèþ
Øðåäèíãåðà":

i~
∂

∂t
Ψ̂σ(t, r) =

(
(p̂− e

c
A)2

2m
+ eϕ− µ

)
Ψ̂σ(t, r) + U0Ψ̂

+
−σ(t, r)Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r). (10)

Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëå èìååì

i~
∂

∂t
Ψ̂σ(t, r) =

(
p̂2

2m
− µ

)
Ψ̂σ(t, r) + U0Ψ̂

+
−σ(t, r)Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r). (11)
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Ñîâðåìåííàÿ íàóêà íå ìîæåò ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå òî÷íî. Íî â ñëó÷àå ñëà-
áîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (nU0 ¿ µ), ÷òîáû íàéòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî íåëèíåéíûé ÷ëåí ó÷åñòü ïðèáëèæåííî. Ðàññìîòðåíèå åãî â ðàìêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé äàåò òîëüêî ïåðåíîðìèðîâêó ìàññû ýëåêòðîíà è ñëàáîå çàòóõàíèå
âîçáóæäåíèé. ×òîáû óâèäåòü â (10) ñâåðõïðîâîäèìîñòü, íåîõîäèìî â ðåøåíèå
çàäà÷è ââåñòè èäåþ, êîòîðàÿ áû îòðàæàëà ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó êà÷åñòâåííîé
ïåðåñòðîéêè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû, àíàëîãè÷íóþ òîé, êîòîðàÿ ïðèâåëà ê ìèê-
ðîñêîïè÷åñêîìó îáúÿñíåíèþ ñâåðõòåêó÷åñòè áîçå-ãàçà. Â áîçå-ãàçå - ýòî êîíäåíñà-
öèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíà. ßâëåíèÿ êîíäåíñàöèè â ôåðìè-ãàçå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
èç-çà ïðèíöèïà Ïàóëè. Íî íà óðîâíå êîëëåêòèâíûõ áîçå-âîçáóæäåíèé êîíäåíñà-
öèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé. Òàêèìè êîëëåêòèâíûìè âîçáóæäåíèÿìè â ôåðìè-ãàçå
ÿâëÿþòñÿ êóïåðîâñêèå ïàðû.

14.2 Ôåíîìåí Êóïåðà
Ïðåæäå, ÷åì çàíèìàòüñÿ ìíîãî÷àñòè÷íîé ïðîáëåìîé, ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå äâóõ
âûäåëåííûõ ýëåêòðîíîâ ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðûå äâèãàþòñÿ íà
ôîíå îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ, çàïîëíÿþùèõ ñôåðó Ôåðìè. Ýòî äâèæåíèå îïèñû-
âàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

[(
p̂2

1

2m
− µ

)
+

(
p̂2

2

2m
− µ

)
+ U0δ(r1 − r2)

]
ψ(r1, r2) = Eψ(r1, r2). (12)

Ðîëü çàïîëíåííîé ôåðìè-ñôåðû ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
äîñòóïíîãî ýòèì ýëåêòðîíàì, â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè èñêëþ÷åíû ñîñòîÿíèÿ, íàõî-
äÿùèåñÿ âíóòðè ýòîé ñôåðû. Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü
ôóíêöèÿ ïîêîþùåéñÿ ïàðû ýëåêòðîíîâ. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè r = (r1 − r2) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå

ψ(r1, r2) =
∑

k>kF

ψke
ikr. (13)

Ïðè ñóììèðîâàíèè ïî èìïóëüñàì ó÷òåíî, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ âíóòðè ïîâåðõíîñòè
Ôåðìè çàíÿòû. Äëÿ êðàòêîñòè çäåñü è äàëåå ìû ïîëàãàåì ~ = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (13)
â (12), ïîëó÷èì

∑

k′>kF

[
2

(
k′2

2m
− µ

)
− E

]
ψk′e

ik′r + U0

∑

k′>kF

ψk′δ(r) = 0.

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà e−ikr è èíòåãðèðóÿ ïî îáúåìó V , íàõîäèì

V

[
2

(
k2

2m
− µ

)
− E

]
ψk + U0

∑

k′>kF

ψk′ = 0

Îòñþäà
ψk = − U0/V

2

(
k2

2m
− µ

)
)− E

∑

k′>kF

ψk′
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Ñóììèðóÿ ïî èìïóëüñàì è ñîêðàùàÿ íà
∑

k′>kF
ψk′ , ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå
1 = −

∑

k>kF

U0/V

2

(
k2

2m
− µ

)
− E

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ξ =
k2

2m
− µ.

Íàïîìíèì, ÷òî
∑

k>kF

=
1

2
V

∫ ωD

0

dξν(ξ), ν(ξ) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. (14)

Òîãäà

−1

2
g

ωD∫

0

dξ
ν(ξ)

2ξ − E
= 1.

Âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìû ôîðìàëüíî îáîçíà÷èëè ÷åðåç ωD, èìåÿ â
âèäó, ÷òî âïîñëåäñòâèè áóäåò óñòàíîâëåíî (****), ÷òî â ìåòàëëå ïðèòÿãèâàþòñÿ
ýëåêòðîíû âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè â êîðî÷êå òîëùèíîé ïîðÿäêà ýíåðãèè Äåáàÿ
ωD.

Ïðè g < 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèåì E = − |E|. Ïðåíåáðåãàÿ çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè

ν(ξ) ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì

1

2
|U0| ν(0) ln

2ωD

|E| = 1.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
|E| = ωD exp

[
− 2

|U0| ν(0)

]
. (15)

Èòàê, ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî äâà ýëåêòðîíà íà ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìè îáðàçóþò ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ýíåðãèåé ñâÿçè Óäè-
âèòåëüíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â òðåõìåðíîé çàäà÷å ñêîëü óãîäíî ñëàáîå ïðè-
òÿæåíèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî νF 6= 0. Òåîðåìà îá îòñóòñòâèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòñÿ ê ðåøåíè-
ÿì îäíî÷àñòè÷íîãî òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìåëêèì ïîòåíöèàëîì.
À â çàäà÷å Êóïåðà ,ôàêòè÷åñêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïàðû
ýëåêòðîíîâ íà ôîíå ìîðÿ äðóãèõ ýëåêòðîíîâ, çàíèìàþùèõ âñå ñîñòîÿíèÿ ïîä ïî-
âåðõíîñòüþ Ôåðìè. Â îáû÷íîé êâàíòîâîìåõàíè÷ñêîé çàäà÷å ñêîëü óãîäíî ñëàáîå
ïðèòÿæåíèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîëüêî â îäíîìåðèè.

14.3 Óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà-Äå Æåíà
Äâóõ÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à Êóïåðà ïîó÷èòåëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà äåìîíñòðèðóåò,
÷òî ïðè U0 < 0 ýëåêòðîíû âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ñâÿçûâàþòñÿ â ïîêîþùèåñÿ
ïàðû � áîçå-÷àñòèöû ñ íóëåâûì ñóììàðíûì èìïóëüñîì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäñêà-
çûâàåò, â êàêîì íàïðàâëåíèè íóæíî äâèãàòüñÿ. Åñëè òàêèõ ïàð ìíîãî, òî, ïî
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àíàëîãèè ñ áîçå-ãàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î êîíäåíñàòå ïîêîþùèõñÿ ïàð. Îñíîâíîé
íåäîñòàòîê çàäà÷è Êóïåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà íå ó÷èòûâàåò òîæäåñòâåí-
íîñòè ýëåêòðîíîâ âíóòðè ñôåðû Ôåðìè è äâóõ âûäåëåííûõ ýëåêòðîíîâ.

Èç òåîðèè àòîìà âîäîðîäà è òåîðèè ïîçèòðîíèÿ (ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ýëåêòðîí-ïîçèòðîí) ìû çíàåì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ
÷àñòèö åñòü ïðîèçâåäåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ýòèõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó ïðîèçâåäå-
íèå Ψ̂σ(t, r)Ψ̂−σ(t, r) â (11) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîð óíè÷âîëíîâîé
ôóíêöèè êóïåðîâñêîé ïàðû. Ïîñêîëüêó ÷èñëî êóïåðîâñêèõ ïàð åñòü ìàêðîñêîïè-
÷åñêîå ÷èñëî, òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàìåíèòü íà c-÷èñëî.

Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r) →
〈
Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)

〉
= lim

N→∞

(
SpρN

〈
N |Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)|N + 2

〉)

(16)
Â îòëè÷èå îò ëåêöèè ïî ñâåðõòåêó÷åñòè, çäåñü ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà
ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ âïëîòü äî êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïå-
ðåõîäà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó â (16) ñïðàâà ñèìâîë óñðåäíåíèÿ 〈...〉
îçíà÷àåò äâîéíîå óñðåäíåíèå ïî êîãåðåíòíîìó ñîñòîÿíèþ êîíäåíñàòà êóïåðîâ-
ñêèõ ïàð è ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñ N -÷àñòè÷íîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρN . Â
îäíîðîäíîì ñëó÷àå ñðåäíåå (16) íå çàâèñèò íè îò âðåìåíè, íè îò êîîðäèíàòû,
íî,êàê ñëåäóåò èç (5), ìåíÿåò çíàê ïðè èçìåíåíèè çíàêà σ.

Â ïðèáëèæåíèè (16) óðàâíåíèå (11) ôîðìàëüíî ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì

i~
∂

∂t
Ψ̂σ(t, r) =

(
p̂2

2m
− µ

)
Ψ̂σ(t, r) + U0Ψ̂

+
−σ(t, r)

〈
Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)

〉
. (17)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξk =
k2

2m
− µ, σ∆ = U0

〈
Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)

〉
(18)

Àíîìàëüíîå ñðåäíåå ∆, âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà.
Ðàçëîæèì ïîëå Ψ̂σ(t, r) ïî ïëîñêèì âîëíàì |kσ〉 = |k〉 |σ〉 (|k〉 = 1√

V
eikr, | σ〉 �

ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ):

Ψ̂σ(t, r) =
∑

kσ′
〈kσ′| rσ〉 âkσ′ =

∑

kσ′
〈σ′ | σ〉 〈k | r〉 âkσ′ =

∑

k

1√
V

eikrâkσ (19)

Òîãäà èç (17) èìååì óðàâíåíèå äëÿ âkσ :

i~
∂

∂t
âkσ = ξkâkσ + σ∆â+

−k−σ. (20)

Äèàãîíàëèçóåì ýòî óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà

âkσ = ukb̂kσ − σv∗k b̂
+
−k−σ (21)

Îïåðàòîðû ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ êâàçè÷àñòèö b̂kσ, b̂+
−k−σ äîëæíû áûòü ñîá-

ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà ýíåðãèè i~
∂

∂t
:

i~
∂

∂t
b̂kσ = εkb̂kσ, i~

∂

∂t
b̂+
−k−σ = −εkb̂

+
−k−σ
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Êðîìå òîãî,.îïåðàòîðû ÷àñòèö è êâàçè÷àñòèö äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îäèíàêî-
âûì ïðàâèëàì àíòèêîììóòàöèè

{âkσ, â
+
k′σ′} = u2

k{b̂kσ, b̂
+
k′σ′}+ v2

k{b̂+
−k−σ, b̂−k′−σ′} = δkk′δσσ′

è, ñëåäîâàòåëüíî:
u2

k + v2
k = 1 (22)

Ïîäñòàíîâêà (21) â (20) äàåò

(εk − ξk)ukb̂kσ + (εk + ξk)σv∗k b̂
+
−k−σ = σ∆(u∗kb̂

+
−k−σ + σvkb̂kσ)

Îòñþäà

(εk − ξk)uk = ∆vk

(εk + ξk)vk = ∆∗uk

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé íàõîäèì ýíåðãèþ êâàçè÷àñòèö

εk =

√
ξ2
k + |∆|2 (23)

è êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ9

uk =

√
1

2
(1 +

ξk

εk

), vk =
∆∗

|∆|

√
1

2
(1− ξk

εk

), 2ukv
∗
k =

∆

εk

, |uk|2 − |vk|2 =
ξk

εk

. (24)

Ïðåîáðàçîâàíèå îò îïåðàòîðîâ ïîãëîùåíèÿ è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ ê îïåðàòîðàì
êâàçè÷àñòèö äèàãîíàëèçóåò ãàìèëüòîíèàí (8), è îí ðàâåí ñóììå ýíåðãèè îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ è ýíåðãèè êâàçè÷àñòèö

Hs = E0 +
∑

εkb̂
+
kσ b̂kσ (25)

Èòàê, êîíäåíñàöèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî ñïåêòð êâàçè÷àñòèö
èìååò ùåëü |∆| .Êðèòåðèé ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó ãëàñèò, ÷òî âåùåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñâåðõòåêó÷èì, åñëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ

vc = min
εk

k
(26)

îòëè÷íî îò íóëÿ. Â äàííîì ñëó÷àå

vc =
|∆|
kF

. (27)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå ñ êîíäåíñàòîì êóïåðîâñêèõ ïàð ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó-
÷èì, è ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñâåðõòåêó÷åãî òîêà ðàâíà

jc = en
|∆|
kF

. (28)

9Çäåñü ìû íå îáñóæäàåì âûáîð çíàêà ïåðåä ðàäèêàëîì ïðè ðåøåíèè ïîëó÷àþùèõñÿ êâàä-
ðàòíûõ óðàâíåíèé. Ýòî áóäåò ïîäðîáíî ñäåëàíî íèæå â ðàçäåëå ......

207



Ëåêöèÿ 14. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II - ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ýòî çàêëþ÷åíèå, ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî |∆| 6= 0. Âû-
ÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî èìååò ìåñòî

Ñîîòíîøåíèÿ (24) ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó ùåëè â
ñïåêòðå âîçáóæäåíèé êâàçè÷àñòèö ∆ . Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü (18)), èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèå (19) è ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà (21), (24):

∆ = σU0

〈
Ψ̂−σ(t, r)Ψ̂σ(t, r)

〉
= σU0

〈∑

k′

1√
V

eik′râk′−σ

∑

k

1√
V

eikrâkσ

〉

=
σU0

V

∑

kk′
eik′reikr

〈(
uk′ b̂k′−σ + σv∗k′ b̂

+
−k′σ

)(
ukb̂kσ − σv∗k b̂

+
−k−σ

)〉
(29)

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ êâàçè÷àñòèö ðàâíû
〈
b̂k′−σ b̂kσ

〉
=

〈
b̂+
−k′σ b̂

+
−k−σ

〉
= 0,

〈
b̂+
−k′σ b̂kσ

〉
= nbkδ−k′k,

〈
b̂k′−σ b̂

+
−k−σ

〉

= (1− nbk)δ−k′k.

Âûðàæåíèå (29) ïðèíèìàåò âèä

∆ = − U0

2V

∑

k

∆

εk

(1− 2nbk)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ∆ = 0. Ñîêðàùàÿ íà ùåëü, ïîëó÷àåì
íåÿâíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íà |∆|

1 = − U0

2V

∑

k

1

εk

(1− 2nbk). (30)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ââåäåííûõ ôåðìè-êâàçè÷àñòèö íå ñîõðàíÿåòñÿ, òî èõ õèìïîòåí-
öèàë ðàâåí íóëþ òî

nbk = (1 + exp (εk/T ))−1 < 1/2.

Ïîýòîìó (1 − 2nbk) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ (30) èìååò ðåøåíèå òîëü-

êî, åñëè U0 < 0. Çàìåíÿÿ â (30) ñóììó íà èíòåãðàë
(

∑
k

= 1
2
V

~ωD∫
−~ωD

dξν(ξ)

)
(â

îïðåäåëåíèå ν(ξ) âõîäèò ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíó) è ïðåíåíåáðåãàÿ çàâèñèìîñòüþ
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

1 =
|U0|
2

ν(0)

~ωD∫

0

dεk
1

εk

(1− 2nbk). (31)

Ýòî åñòü íåÿâíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè. Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, íóæíî åùå ïîêàçàòü, ÷òî âîçíèêøåå íîâîå îñíîâíîå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿ-
íèå ñ ∆ 6= 0 èìååò ýíåðãèþ íèæå, ÷åì îñíîâíîå íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, ÷òî áóäåò
ñäåëàíî íèæå.
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Òåîðèÿ ÁÊØ Ââèäó âàæíîñòè è íåòðèâèàëíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèâåäåì íåñêîëüêî èíîé èõ âûâîä. Ýòî ïîçâîëèò ëó÷øå
ïî÷óâñòâîâàòü ñòðóêòóðó ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé è ïðèðîäó âîçíèêíîâåíèÿ
ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè â ñïåêòðå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Êðîìå òîãî, ìû àê-
êóðàòíî ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñòðîåííîå îñíîâíîå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå îáëà-
äàåò ìåíüøåé ýíåðãèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì íîðìàëüíûì ñîñòîÿíèåì.

Íàïîìíèì, êàê êëàññèôèöèðóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â íåâçàèìîäå-
ñòâóþùåì ôåðìè-ãàçå. Ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé íóëþ, ýëåêòðîíû çàïîëíÿþò â
èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñôåðó ðàäèóñà, ðàâíîãî èìïóëüñó Ôåðìè pF . Îáîçí-
÷èì ýòî ìíîãî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç |0〉 . Ïåðåâåäåì ÷àñòèöó ñ óðîâíÿ Ôåðìè
â ñîñòîÿíèå ñ íåêîòîðûì èìïóëüñîì p > pF . Òîãäà ýòî ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê a+

p |0〉 . Ýíåðãèÿ òàêîãî âîçáóæäåíèÿ ðàâíà ξ = p2/2m − p2
F /2m..

Ïåðåâåäåì òåïåðü ýëåêòðîí èç ñîñòîÿíèÿ ñ èìïóëüñîì p < pF íà ïîâåðõíñòü
Ôåðìè. Ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå åñòü ôåðìè-ñôåðà ñ "äûðêîé". Îíî èìååò ýíåð-
ãèþ ξ = p2

F /2m − p2/2m. Ýòî âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ap |0〉 . Åñëè ôîðìàëüíî ââåñòè íîâûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

bp = ap, p > pF , b+
p = ap, p < pF . (32)

òî äëÿ âñåõ p îïåðàòîðû b+
p îïèñûâàþò ðîæäåíèå âîçáóæäåíèÿ, à bp îïèñûâàþò

óíè÷òîæåíèå âîçáóæäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì êàê èçìåíèòñÿ ýòà êàðòèíà âî âçàèìîäåéñòóþùåì ôåðìè-ãàçå.

Åñëè âçàèìîäåéñòâóþò ýëåêòðîíû â óçêîé êîðî÷êå |p− pF | ≤ ~ωD, òî äëÿ òà-
êèõ èìïóëüñîâ îïèñàííûé ñöåíàðèé ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé (32)
ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâûì. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-
ðàòîðàì bp, äîëæíû áûòü ñóïåðïîçèöèé a è a+ (ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà)

bp+ = upap+ − vpa
+
−p− , bp− = upa−p− + vpa

+
−p+, (33)

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî ïðè p À pF è p ¿ pF ñöåíàðèé, îòâå÷àþùèé (33),
äîëæåí ïåðåõîäèòü â (32). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

up → 1, vp → 0, åñëè p À pF , (34)
up → 0, vp → 1, åñëè p ¿ pF .

Ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå (33), èìååò âèä

ap+ = upbp+ + vpb
+
−p− , ap− = upbp− − vpb

+
−p+, (35)

a+
p+ = upb

+
p+ + vpb−p− , a+

p− = upb
+
p− − vpb−p+..

Âû÷èñëèì àíòèêîììóòàòîð
{
ap+, a+

p+

}
= u2

p

{
bp+, b+

p+

}
+ v2

p

{
b−p−, b+

−p−
}

+ (36)
+upvp {bp+b−p−}+ upvp {bp+b−p−} = 1.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íîâûå îïåðàòîðû ïîä÷èíÿëèñü òåì æå ôåðìèåâñêèì êîììóòà-
öèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

{
bpσ, b

+
pσ

}
= 1, (37)

{bps, bpσ} = 0.
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×òîáû óñëîâèå (36) áûëî ïðè ýòîì íåïðîòèâîðå÷èâûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

u2
p + v2

p = 1. (38)

Èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèèèìååò âèä

H =
∑
pσ

p2

2m
a+
pσapσ − g

V

∑

p6=p′

a+
p′+a+

−p′−a−p−ap+, (39)

g - àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ äâóõ ôåðìè ÷àñòèö äðóã íà äðóãå. Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí
åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ. Âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò ðàññåÿíèå äðóã
íà äðóãå ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è ñïèíàìè. Ýòîò ãàìèëü-
òîíèàí íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Áàðäèíà-Êóïåðà-Øðèôåðà (ÁÊØ).

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó èññëåäîâàëñÿ ìèíèìóì ñâîáîäíîé
ýíåðãèè. Â äàííîì ðàçäåëå, ÷òîáû íå ó÷èòûâòü ÿâíûì îáðàçîì ñîõðàíåíèå ÷à-
ñòèö, ââåäåì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ µ = p2

F /2m è áóäåì
ðåøàòü çàäà÷ó â ðàìêàõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Âìåñòî ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ìèíèìóì äîëæåí èìåòü ïîòåíöèàë Ω = F − µN = E − TS − µN =
(E − µN) − TS, ãäå îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö N =

∑
pσ

a+
pσapσ. Ôîðìàëüíî ýòî îò-

âå÷àåò ðàññìîòðåíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè c ãàìèëüòîíèàíîì H ′ = H − µN. Èòàê,
ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è èìååò âèä (â ýòîì ðàçäåëå ìû äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì îáúåì
V = 1)

H ′ = H0 + Hint, (40)
H0 =

∑
pσ

ξpa
+
pσapσ....Hint = −g

∑

p6=p′

a+
p′+a+

−p′−a−p−ap+, (41)

ãäå ξp = p2/2m− µ. Òîãäà

ξp > 0, ïðè p > pF , (42)
ξp < 0, ïðè p < pF .

Ñåé÷àñ ìû õîòèì, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå (35), íàéòè ýíåðãèþ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ è ýíåðãèþ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó (35) â
âûðàæåíèå (39). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äèà-
ãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãàìèëüòîíèàíà â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà b+

p bp. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå np =
〈
b+
p bp

〉
. Çäåñü 〈...〉 îáîçíà÷àþò ñòàòè-

ñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå � êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå âû÷èñëåíèå äèàãîíàëüíîãî ìàò-
ðè÷íîãî ýëåìåíòà ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ïî Ãèááñó. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (38)
è êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (37) ïðåîáðàçóåì 〈H0〉 ê âèäó

E0 = 2

(∑
p

ξpv
2
p +

∑
p

ξp(1− 2v2
p)np

)
. (43)

Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàñåëåííîñòü íå çàâèñèò îò ïðîåêöèè ñïèíà. Ïî-
ýòîìó â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ó÷òåíî, ÷òî np+ = np− = np. Âû÷èñëÿÿ 〈Hint〉 ,
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ó÷òåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîëó÷àþòñÿ, òîëüêî îò íåçàâèñè-
ìîãî âçÿòèÿ äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ îò a+

p′a
+
−p′ è a−pap, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó

â Hint èìååòñÿ óñëîâèå p 6= p′. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Eint = −g

[∑
p

upvp (1− 2np)

]2

(44)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû F = E − TS = (E0 + Eint)− TS çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðîâ up, vp, np. Âûáîð ýòèõ ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâèì, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ìèíè-
ìóìà F. Ïîñêîëüêó ýíòðîïèÿ ñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ np, òî
ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðàì up, vp äîñòèãàåòñÿ ìè-
íèìèçàöèåé E0 + Eint ïî vp ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, ÷åìó
ñîîòâåòñòâóåò çàäàííàÿ ýíòðîïèÿ.

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ âàðèàöèþ E0+Eint ïî vp. Ó÷òåì, ÷òî èç u2
p+v2

p = 1 ñëåäóåò

∂u

∂v
= −v

u
.

Òîãäà
4ξpvp(1− 2np) + 2∆

(v2
p − u2

p)

up

(1− 2np) = 0, (45)

ïðè÷åì ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

∆ = g
∑

p

upvp(1− 2np). (46)

Äëÿ ôåðìè-÷àñòèö ñ íóëåâûì õèìïîòåíöèàëîì

1− 2np > 0. (47)

Ñîêðàùàÿ óðàâíåíèå (45) ía 1− 2np > 0 (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë), ïîëó÷èì

2ξpupvp = (u2
p − v2

p)∆ (48)

Ðåøèì ñîâìåñòíî ñèñòåìó óðàâíåíèé(38) è (48). Äëÿ ðåøåíèÿ óäîáíî âîçâåñòè
â êâàäðàò óðàâíåíèå (48) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì (u2

p − v2
p)

2 = 1 − 4u2
pv

2
p.

Òîãäà ïîëó÷èì
4ξ2

pu
2
pv

2
p = (1− 4u2

pv
2
p)∆

îòêóäà
upvp = ± ∆

2
√

ξ2
p + ∆2

(49)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü âçÿòà ñî çíàêîì ïëþñ. Ïîäñòàâëÿÿ (49)
â (48) è ó÷èòûâàÿ (38), ïîëó÷èì

(
u2

p

v2
p

)
=

1

2

(
1± ξp√

ξ2
p + ∆2

)
(50)
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Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèé up è vp, íàïðèìåð, ïðè p > pF . Ëåãêî óáåäèòüñÿ,
÷òî ïðè |∆| ¿ |ξp| , áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ξp > 0 (ñì. (42)) èç (50) ñëåäóåò, ÷òî
up → 1 è vp → 0, êàê ýòî è äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèåì (34). Åñëè
áû â (49) áûë âçÿò äðóãîé çíàê, òî êðèòåðèé (34) íå èìåë áû ìåñòà.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (49) ñî çíàêîì ïëþñ â (46), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∆

(
g

2

∑
p

(1− 2np)√
ξ2
p + ∆2

− 1.

)
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò íåèíòåðåñíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ∆ = 0, íî ìîæåò
èìåòü è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

g

2

∑
p

(1− 2np)√
ξ2
p + ∆2

= 1. (51)

Â ñèëó óñëîâèÿ (??) íàõîäèì, ÷òî óðàâíåíèå (51) èìååò ðåøåíèå òîëüêî åñëè
g > 0.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ up è vp, íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè

E =
∑

p

ξp

(
1− ξp√

ξ2
p + ∆2

)
+

2npξ
2
p√

ξ2
p + ∆2

− (52)

−∆2
∑

p

(1− 2np)

2
√

ξ2
p + ∆2

.

Çäåñü, ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (52) ìû âîñïîëüçîâàëèñü (51).

14.4 Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü çíà÷åíèå E ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Òåìïå-
ðàòóðå T = 0 îòâå÷àþò ÷èñëà çàïîëíåíèÿ np = 0. Ïîýòîìó â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
äëÿ ïåðåñòðîåííîãî ñïåêòðà

Eg (∆) =
∑

p

ξp

(
1− ξp√

ξ2
p + ∆2

)
−∆2

∑
p

1

2
√

ξ2
p + ∆2

= (53)

=
∑

p

[(
ξp −

√
ξ2
p + ∆2

)
+

∆2

2
√

ξ2
p + ∆2

]
.

Åñëè áû âçàèìîäåéñòâèÿ íå áûëî, òî ýíåðãèÿ îñíîâíîãî íîðìàëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíÿëàñü áû ýíåðãèè ôåðìè-ñôåðû

Eg = 2
∑
p<pF

ξp.
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Çàïèøåì èçìåíåíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:

Eg (∆)− Eg =
∑
p>pf

[(
ξp −

√
ξ2
p + ∆2

)
+

∆2

2
√

ξ2
p + ∆2

]
+

+
∑
p<pf

[(
−ξp −

√
ξ2
p + ∆2

)
+

∆2

2
√

ξ2
p + ∆2

]
=

=
∑

p

[(
|ξp| −

√
ξ2
p + ∆2

)
+

∆2

2
√

ξ2
p + ∆2

]
=

= 2
∑
p>pf

[(
ξp −

√
ξ2
p + ∆2

)
+

1

2

∆2

√
ξ2
p + ∆2

]
.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïåðåñòðîåííîãî ñîñòîÿíèÿ Eg (∆) < Eg.
Èìååì:

I1 = 2
∑
p>pf

ξp = 2
νF

2

∫ ~ωD

0

ξpdξp =
νF

2
(~ωD)2 . (54)

I2 = 2
∑
p>pF

√
ξ2
p + ∆2 = 2

νF

2

∫ ~ωD

0

√
ξ2 + ∆2dξ = ∆2νF

∫ ~ωD/∆

0

√
x2 + 1dx (55)

Ïîñêîëüêó (ïîäñòàíîâêà x = sinh y)
∫ √

x2 + 1dx =

∫
dy cosh2 y =

1

4
sinh (2y) +

y

2
=

1

2

(
x
√

x2 + 1 + Arshx
)

,

òî
I2 = ∆2νF

2
(~ωD/∆)

[
1 + (~ωD/∆)2]1/2

+ ∆2νF

2
Arsh (~ωD/∆) . (56)

Èç (51) ñëåäóåò, ÷òî
∑
p>pf

∆2

√
ξ2
p + ∆2

=
∆2

g
. (57)

Èòàê,

Eg (∆)− Eg =
νF

2
(~ωD)2 −∆2νF

2
(~ωD/∆)

[
1 + (~ωD/∆)2]1/2 − (58)

−∆2νF

2
Arsh (~ωD/∆) +

∆2

g
. (59)

Â ñèëó (??) ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà â (58) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èç âûðàæåíèÿ (58) íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò, ÷òî Eg (∆)− Eg < 0. Ïðè ~ωD/∆ À 1

Eg (∆)− Eg =
νF

2
(~ωD)2 −∆2νF

2
(~ωD/∆)

[
1 + (~ωD/∆)2]1/2 ≈ −νF ∆2

4
. (60)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ñîñòîÿíèÿ(∆ 6= 0) íèæå ýíåðãèè íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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14.5 Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè
Âû÷èñëèì òåïåðü ∆ ïðè T = 0. Èç (51) èìååì

1 =
gνF

2

ωD∫

0

1√
ξ2 + ∆2

0

dξ. (61)

Ñëåäîâàòåëüíî
gνF

2
Arsh (~ωD/∆0) = 1. (62)

Îòêóäà
∆0 = ~ωD/sh

(
2

gνF

)
(63)

Ïîýòîìó, åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìàëî, ò.å. gνF

2
¿ 1, òî

∆0 = 2~ωD exp

(
− 2

gνF

)
. (64)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ∆0 6= 0, òî ñêîëü óãîäíî ñëàáîå ïðèòÿæåíèå ïðèâî-
äèò ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, îòäåëåííîãî îò íåâîçìóùåííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ùåëüþ (60). Ýòîò ðåçóëüòàò åñòü ìíîãî÷àñòè÷íîå îáîáùåíèå çàäà÷è
Êóïåðà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðàìêàõ
òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ.

Íàéäåì, ïðè êàêîé òåìïåðàòóðå øåëü ∆ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èìååì èç (51)

1 =
gνF

2

~ωD∫

0

tanh

(
ξ

Tc

)

ξ
dξ ' (65)

' gνF

2




1∫

0

th (z) /z +

~ωD/Tc∫

1

dz

z


 '

' gνF

2
ln (ωD/Tc) .

Òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà (65)

gνF

2

~ωD∫

0

tanh

(
ξ

Tc

)

ξ
dξ =

gνF

2
ln

2~ωDγ

πTc

= 1, (66)

ãäå γ = 1, 78. Ïîýòîìó

Tc = 1.14~ωD exp

(
− 2

gνF

)
. (67)
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Ñðàâíèâíèì (64) ñ (67):
∆0 ≈ 1.76Tc.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ωD ∼ M−1/2, òî (67) îáúÿñíÿåò èçîòîï-ýôôåêò (1).
Óñòàíîâèì çàêîí, ïî êîòîðîìó âáëèçè Tc ùåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èç (51) è

(??) èìååì

1 =
gνF

2

~ωD∫

0

dξ
tanh

√
ξ2 + ∆2

2T√
ξ2 + ∆2

. (68)

Èç ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (68) âûäåëèì åãî çíà÷åíèå ñ íóëåâîé ùåëüþ

1 =
gνF

2

~ωD∫

0

dξ
tanh

ξ

2T
ξ

+
gνF

2

~ωD∫

0

dξ




tanh

√
ξ2 + ∆2

2T√
ξ2 + ∆2

−
tanh

(
ξ

2T

)

ξ


 . (69)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà îïðåäåëÿåòñÿ (65), à âòîðîé ÷ëåí íà âåðõíåì ïðåäåëå ñõî-
äèòñÿ, è ýòîò ïðåäåë ìîæíî çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íîñòü:

J =

∞∫

0

dξ




tanh

√
ξ2 + ∆2

2T√
ξ2 + ∆2

−
tanh

(
ξ

2T

)

ξ




=

∞∫

0

dx




tanh

√
x2 + (∆/T )2

2√
x2 + (∆/T )2

−
tanh

x

2
x



' −A (∆/T )2 ,

ãäå A ' 0.1. Óðàâíåíèå (69) ïðèíèìàåò âèä

1 ≡ gνF

2
ln

2~ωDγ

πTc

=
gνF

2
ln

2~ωDγ

πT
− A (∆/T )2 .

Òîãäà
0 =

(
ln

Tc

T
− A (∆/T )2

)
.

Ïîýòîìó âáëèçè Tc

∆ =

√
Tc

Tc − T

A
. (70)

14.6 Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ è ñâåðõïðîâîäèìîñòü
Â äóõå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó îïðåäåëèì ýíåðãèþ
âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå εp êàê âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

εpσ =
δE

δnpσ

=
√

ξ2
p + ∆2 > 0 (71)
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(E =?)Èòàê, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (51), òî, âî-ïåðâûõ, èìå-
åò ìåñòî ïåðåñòðîéêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé ýíåðãèåé (60).
Âî âòîðûõ, èç (71) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ èìåþò ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ∆. Òàêèì îáðàçîì, íà ÿçûêå êâàçè÷àñòèö ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

E = Esg +
∑
pσ

εpnpσ. (72)

Íàïîìíèì, êàê èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Çàêîí
äèñïåðñèè âîçáóæäåíèé (71) îáíàðóæèâàåò, ÷òî min

(
εp

p

)
=

∆

pF

> 0. Ýòî ñâîé-
ñòâî, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó, îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà,
ôåðìè-ãàç ñ ïðèòÿæåíèåì, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñâåðõòåêó÷åñòè � âîçìîæíî áåç-
äèññèïàòèâíîå òå÷åíèå ýëåêòðîííîé æèäêîñòè, òî åñòü ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

14.7 Íåçàòóõàþùèé ýëåêòðè÷åñêèé òîê.
Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà â ý.ì. ïîëå èìååò âèä

i~
∂ψ

∂t
=

(
1

2m

(
−i~∇− e

c
A

)2

+ eϕ

)
ψ (73)

Ââåäåì ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå χ = χ (r, t)

ψ = ψ0e
iχ.

Òîãäà

i~
∂ψ

∂t
= eiχ

(
i~

∂ψ0

∂t
− ~∂χ

∂t
ψ0

)
,

(−i~∇− e

c
A)ψ = eiχ(−i~∇− e

c
A + (~∇χ))ψ0,

(−i~∇− e

c
A)2ψ = eiχ(−i~∇− e

c
A + (~∇χ))2ψ0.

Îäíîâðåìåííî ðàññìîòðèì ãðàäèåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

−e

c
A0 = −e

c
A + (~∇χ) , eϕ0 = eϕ + ~

∂χ

∂t
. (74)

Âûáèðàåì ôàçó ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàê, ÷òîáû â ïðåäñòàâëåíèè ñ èíäåêñîì íóëü
îòñóòñòâîâàë ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë

∂χ

∂t
= − e

~
ϕ. (75)

Óðàâíåíèå (73) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

i~
∂ψ0

∂t
=

[
1

2m

(
−i~∇− e

c
A0

)2
]

ψ0 (76)
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Ïåðåõîä îò (73) ê (76) íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè ýòîì
ïðåîáðàçîâàíèè ìåíÿþòñÿ è ïîòåíöèàëû ïîëÿ, è ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè. Ýòî �
ôîðìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è îáà óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò îäíî è òî æå äâèæåíèå
ýëåêòðîíà.

Â òàêîé êàëèáðîâêå âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ýëåê-
òðîíîâ (8) èìååò âèä:

Ĥ =

∫
d3r


Ψ̂+

0σ(t, r)




(
p̂− e

c
A0

)2

2m
− µ


 Ψ̂0σ(t, r) +

1

2
gΨ̂+

0σ(t, r)Ψ̂+
0−σ(t, r)Ψ̂0−σ(t, r)Ψ̂0σ(t, r)


 .

(77)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå−e

c
A0 = vsm, è îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì ïî

ìàãíèòíîìó ïîëþ (êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí ñîäåðæèò ñêîðîñòü ñâåòà c â çíàìåíàòåëå).
Òîãäà

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 (78)

Ĥ1 =

∫
d3r

[
Ψ̂+

0σ(t, r)

(
p̂2

2m
− µ

)
Ψ̂0σ(t, r) +

1

2
gΨ̂+

0σ(t, r)Ψ̂+
0−σ(t, r)Ψ̂0−σ(t, r)Ψ̂0σ(t, r)

]

Ĥ2 =

∫
d3rΨ̂+

0σ(t, r)(p̂vs)Ψ̂0σ(t, r)

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
divA = 0, òî îïåðàòîðû p̂ è A êîììóòèðóþò) Ïåðâûé ÷ëåí H1 � ãàìèëüòîíèàí
ñâåðõïðîâîäíèêà áåç ïîëÿ, êîòîðûé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä (39),
à âòîðîé ÷ëåí ðàâåí

Ĥ2 =

∫
d3rΨ̂+

0σ(t, r)(p̂vs)Ψ̂0σ(t, r) =

∫
d3r

∑

kσ

1√
V

e−ikrâ+
k (p̂vs)

∑

k′σ

1√
V

eik′râk′ = vs

∑

kσ

kâ+
k âk.

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè áåç ïîëÿ ñèñòåìà ýëåêòðîíîâ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïî-
êîÿ. Ïîýòîìó èìïóëüñ ñèñòåìû â ïîëå ðàâåí èìïóëüñó êâàçè÷àñòèö. Ýòî ëåãêî
äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîãîëþáîâà, îñòàâèâ òîëüêî äèàãîíàëüíûå
÷ëåíû,

P =
∑

kσ

kâ+
k âk =

∑

kσ

kb̂+
kσ b̂kσ. (79)

Â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí ñâåðõïðîâîäíèêà â ïîëå ïðèíèìàåò âèä

H = E0 +
∑

εkb̂
+
kσ b̂kσ + vs

∑
kb̂+

kσ b̂kσ = E0 +
∑

ε̃kb̂
+
kσ b̂kσ (80)

Ìû âèäèì, ÷òî ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèöû â ïîëå äåôîðìèðóåòñÿ

H = E0 +
∑

ε̃kb̂
+
kσ b̂kσ, ε̃k = εk + vsk, vs = − e

mc
A0 (81)

Ïîñêîëüêó äëÿ ñïàðåííûõ ýëåêòðîíîâ õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà åñòü pF ,
òî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ

min ε̃k = |∆| − vspF .

217



Ëåêöèÿ 14. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II - ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ëàíäàó (27) ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ðàçðóøàåòñÿ
åñëè min ε̃k ≤ 0. Çíà÷èò, ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ðàçðóøàåò ñâåðõïðîâîäíèê,
åñëè

vs =
e

mc
A0 > vc =

|∆|
pF

(82)

Ñâÿæåì âåëè÷èíó vs ñ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì, êîòîðûé â ñâåðõïðîâîäíèêå ãåíå-
ðèðóåòñÿ íå ýëåêòðè÷åñêèì, à ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå,
ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðîíàìè â ïðèñóòñòâèè ìàã-
íèòíîãî ïîòåíöèàëà, ðàâíà (âñïîìíèì, ÷òî ñêîðîñòü çàðÿæåííîé ÷àñòèöû åñòü
îòíîøåíèå êèíåìàòè÷åñêîãî èìïóëüñà

(
p− e

c
A0

)
ê ìàññå)

j = evn = e

〈
ReΨ̂+

0

(
p̂− e

c
A0

)

m
Ψ̂0

〉
= e

∑(
k

m
+ vs

) 〈
â+

k âk

〉
.

Âíåñåì çíàê ñóììû ïîä çíàê ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ

j = evs

〈∑
â+

k âk

〉
+

e

m

〈∑
kâ+

k âk

〉
(83)

Òîãäà â ïåðâîì ÷ëåíå ïîëó÷àåì ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ Ne, à âî âòîðîì � ñ
ó÷åòîì (79) � òîê êâàçè÷àñòèö

j = evsNe +
e

m

〈∑
kb̂+

kσ b̂kσ

〉
(84)

(Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (83) òîê îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà P =
〈∑

kb̂+
kσ b̂kσ

〉
=

−mvsNe ò.å. êîãäà èìïóëüñ êâàçè÷àñòèö ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò ñóììàðíûé èì-
ïóëüñ ýëåêòðîíîâ, äâèãàþùèõñÿ êàê öåëîå ñî ñêîðîñòüþ vs)

Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå êâàçè÷àñòèö íåò, è â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò íåçàòóõà-
þùèé òîê

j = evsNe

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî â îáðàçîâàíèè ñâåðõòåêó÷åãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âñå ýëåêòðîíû. Ýòî óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå â
ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ïî Áîãîëþáîâó ïåðåñòðàèâàþòñÿ òîëüêî ýëåêòðîíû â
óçêîé êîðî÷êå îêîëî ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Ïðè T 6= 0 â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ÷èñëî êâàçè÷àñòèö â çàäàííîì
ñîñòîÿíèè ðàâíî

nbk =
〈
b̂+
kσ b̂kσ

〉
=

1

eβε̃k + 1
.

Ýíåðãèÿ êâàçè÷àñòèö çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ. Åñëè ñêîðîñòü ìàëà, òî ε̃k ≈ εk +
vsk è

nbk(ε̃k) ≈ nbk(εk) + (vsk)
∂nbk

∂εk

(85)

Òîëüêî ïîïðàâêà â (85) äàåò âêëàä êâàçè÷àñòèö â ýëåêòðè÷åñêèé òîê ïðè ïîäñòà-
íîâêå (85) â (84):

j̃ =
e

m

∑
k (vsk)

∂nbk

∂εk

= − e

3m
vs

∑
k2

∣∣∣∣
∂nbk

∂εk

∣∣∣∣ (86)
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, åñëè ïåðåéòè îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðî-
âàíèþ ïî k, òî

∑

k

k (vsk)
∂nbk

∂εk

=
V

(2π)3

∫
dk

∂nbk

∂εk

∫
k (vsk) dΩk = (87)

V

(2π)3

∫
dk

∂nbk

∂εk

(4π/3)vsk
2 = vs/3

V

(2π)3

∫
dk

∂nbk

∂εk

(4π/3) k2 = vs/3
∑

k

k2∂nbk

∂εk

.(88)

Âîçíèêàþùèé(87) çäåñü èíòåãðàë ïî óãëàì ñ÷èòàåòñÿ òàê:
∫

dΩk (vsk) = avs. (89)

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ñêàëÿðíî íà vs, ïîëó÷èì

av2
s =

∫
dΩ (vsk)2 = 2πv2

s

∫ π

0

d (− cos θ) cos2 (θ) = v2
s4π/3. (90)

Òî åñòü a = 4π/3.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êâàçè÷àñòèöû ñîçäàþò ýëåêòðè÷åñêèé òîê (86), ïðî-

òèâîïîëîæíûé ñêîðîñòè vs, â íàïðàâëåíèè êîòîðîé òå÷åò ýëåêðè÷åñêèé òîê ýëåê-
òðîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè . Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè vs

ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû ñâåðõòåêó÷èé òîê ïàäàåò
j = evsNs (T ) ,

ãäå ïëîòíîñòü ñâåðõòåêó÷èõ ýëåêòðîíîâ ðàâíà

Ns (T ) = Ne +
1

3

∑

k

k2∂nbk

∂εk

Êîãäà
Ns (T ) = 0,

ñâåðõòåêó÷åñòü ïðîïàäàåò. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè T = Tc

1

3

∑

k

k2

(
∂nbk

∂εk

)

Tc

=
1

3

∑

k

k2

(
∂nbk

∂ |ξk|
)

∆=0

= −Ne

Èñïîëüçóÿ (82), íàïèøåì ìàêñèìàëüíûé (êðèòè÷åñêèé) òîê

j = e
∆

pF

Ns, (91)

C ïîìîùüþ ôîðìóë (74) âåðíåìñÿ â èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå

j =
e

m
Ns

(
−e

c
A + (~∇χ)

)
(92)

Ýòî åñòü êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèê ýëåêòðîíîâ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè
ìåíÿåòñÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ôàçà âîëíîâîé ôóíêöèè, íî âèä âûðàæåíèÿ
â ñêîáêàõ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ýòîò òîê ñóùåñòâóåò â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, â îòëè÷èå îò òîêà ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè,
êîòîðûé åñòü ïðîÿâëåíèå íåîáðàòèìîãî ïðîöåññà ñ âûäåëåíèåì òåïëà.
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14.8 Òåïëîåìêîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà .
Òåïëîâûå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêà îïðåäåëÿþòñÿ åãî âîçáóæåíèÿìè - êâàçè÷à-
ñòèöàìè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôåðìè-ãàç ñ íóëåâûì õèìè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì. Ýíòðîïèÿ ýòîãî ãàçà ðàâíà

S = −
∑

[n ln n + (1− n) ln(1− n)]

n = (eβε + 1)−1, ε =
√

ξ2 + ∆2.
Òåïëîåìêîñòü ðàâíà

C = T
∂S

∂T
=

∑
T

∂S

∂n

∂n

∂T
= −

∑
T [ln n− ln(1− n)]

∂n

∂T

ln n− ln(1− n) = ln
n

1− n
= − ln(

1

n
− 1) = −βε

Òàêèì îáðàçîì
C =

∑
ε
∂n

∂T
.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ òåïëîåìêîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Âáëèçè êðèòè-
÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñàìîå ñëîæíîå - íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ðàñïðåäåëåíèÿ êâà-
çè÷àñòèö

∂n

∂T
=

∂n

∂βε

∂βε

∂T
= T

∂n

∂ε
(− ε

T 2
+

1

T

1

2ε

∂∆2

∂T
)

Êâàäðàò ùåëè ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

∂∆2

∂T
=

∂

∂T
Tc

Tc − T

A
= −Tc

A

Cs =
∑∣∣∣∣

∂n

∂ε

∣∣∣∣ (
ε2

T
+

Tc

2A
) = Cn +

Tc

2A

∑∣∣∣∣
∂n

∂ε

∣∣∣∣ = Cn +
Tc

2A
ν(0)

Òàê êàê Cn = π2

3
ν(0)T , òî ñêà÷åê òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà

ðàâåí
Cs − Cn

Cn

=
Tcν(0)

2Aπ2

3
ν(0)T

=
3

2Aπ2
= 1, 43

Ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå Ïîêàæåì òåïåðü, êàêèì îáðàçîì
ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ýôôåêòèâíîìó ïðèòÿæå-
íèþ ýëåêòðîíîâ. Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè è ðåøåòêîé
ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä.

H0 =
∑

q

~ωqc
+
q cq +

∑

k

εka
+
k ak. (93)

Êîãäà àòîìû ðåøåòêè êîëåáëþòñÿ âîçíèêàåò ëîêàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ðåøåòêè
è âîçíèêàåò ëîêàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, îïèñûâàåìàÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì P (r) .
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Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ñâÿçàííîãî çàðÿäà âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç äèïîëüíûé ìîìåíò ñîîòíîøåíèåì ρ (r) = − divP (r) . Âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-
òðîíà, íàõîäÿøåãîñÿ â òî÷êå r, ñ ýòîé ïîëÿðèçàöèåé äàåòñÿ âûðàæåíèåì

e

∫
Q (r− r′) divP.

Åñëè áû íå áûëî äåáàåâñêîé ýêðàíèðîâêè (ñì. íàøè Ëåêöèè ïî ôèçè÷åñêîé êè-
íåòèêå), òî Q (r− r′) ïðîñòî îïèñûâàëî áû êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Â ñèëó
ýêðàíèðîâêè, êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå îáðåçàåòñÿ íà ìåæàòîìíîì ðàññòîÿíèè
a ∼ ~/pF . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Q (r− r′) = a2δ (r− r′) .

Äèïîëüíûé ìîìåíò P ∼ neu, ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ýòîìîâ, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
ðàâíàÿ êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ, u � ñìåùåíèå óçëà ðåøåòêè èç ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Ðàññìîòðèì âêëàä â divP îò íåêîòîðîé ôóðüå-êîìïîíåíòû ôëóêòóàöèåé
divPk ∼ V −1/2ikuk. Ïîýòîìó

Vk ∼ V −1/2ie2a2n (ω/s) uk.

Îïåðàòîð ñìåùåíèÿ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè-
÷òîæåíèÿ ôîíîíîâ c+ è c. Â ëåêöèè ïî ôîíîíàì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â
ýòî ðàçëîæåíèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ âõîäÿò â êîìáèíàöèè
i
√

~
2nMωk

(
ck + c+

k

)
.Ïîýòîìó ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå èëè èñ-

ïóñêàíèå ôîíîíà îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

Vk ∼ V −1/2ie2a2n (ωk/s)
1/2

√
~

2nMωk

(
ck + c+

k

) ∼ (94)

iV −1/2ne2a2

s

√
ωk~
2nM

= iV −1/2
(
na3

) e2

as

√
ωk~
2nM

(
ck + c+

k

)
.

Òèïè÷íûé ìàñøòàá ýíåðãèé â ìåòàëëå åñòü e2/a. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó âåëè÷èíó êè-
íåòè÷åñêîé ÷àñòè ýíåðãèè êîëåáàíèé Ms2/2 , ïîëó÷èì äëÿ ñêîðîñòü çâóêà îöåíêó
s ∼ aωD ∼

√
e2/aM ∼

√
p2

F /mM . Êðîìå òîãî na3 ∼ 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â
(94), ïîëó÷èì

Vk ∼ iV −1/2pF

√
~ωk

2nm

(
ck + c+

k

)
.

Ïîãëîùåíèå èëè èñïóñêàíèå ôîíîíà, ïðîèñõîäèò ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíà. Ïîë-
íûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó íèìè ìîæåò, òàêèì îáðàçîì, áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

H = H0 + V

H0 =
∑
q

~ωqc
+
q cq +

∑
k

εka
+
k ak; V = D

∑
kq

√
~ωqa

+
k+qak

(
cq + c+

−q

) (95)

Çäåñü c+
q , cq− îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîíîíîâ ñ èìïóëüñîì è ýíåð-

ãèåé q è ωq ñîîòâåòñòâåííî; a+
k , ak− îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðî-

íîâ ñ èìïóëüñîì k è ýíåðãèåé εk, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (95) îïèñû-
âàåò ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà êîëåáàíèÿõ ðåøåòêè ñ èñïóñêàíèåì (ïîãëîùåíèåì)

221



Ëåêöèÿ 14. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II - ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ôîíîíà, ïðè÷åì D− ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà. Ãàìèëüòîíèàí V îïèñûâàåò
ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà ñ èñïóñêàíèåì èëè ïîãëîùåíèåì ýëåêòðîíà. Ãàìèëüòîíèàí
ðàññåÿíèÿ (ÁÊØ) âîçíèêàåò êàê ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé.
Âìåñòî ñòàíäàðòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé óäîáíî ïðèìåíèòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîá-
ðàçîâíèå, ïðåäëîæåííîå Ôðåëèõîì,

H̃ ≡ e−SHeS = H + [H, S] +
1

2
[[H,S] , S] ... (96)

Ïåðåõîä îò H ê H̃ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îçíà-
÷àåò ïðîñòî ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó, â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí ìîæåò âûãëÿäåòü
ïðîùå.

Áóäåì ñ÷èòàòü V ìàëûì âîçìóùåíèåì ïî ïàðàìåòðó D. Òîãäà S òàêæå ìàëî
ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Âûáåðåì S èç óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü â H̃ ëèíåéíûõ ïî
D ÷ëåíîâ:

V + [H0, S] = 0 (97)
Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

H̃ ≡ e−SHeS = H0 + [V, S] + 1
2
[[H0, S] , S] + O (D3) =

= H0 + 1
2
[V, S] + O (D3)

(98)

Ïåðåïèøåì (97) â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíòàíà H0 ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè Em. Òîãäà

Smn =
Vmn

En − Em

. (99)

è ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç îáìåí âèðòóàëüíûì
ôîíîíîì ðàâåí

H2 =
1

2
[V, S]

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íóëåâûõ òåìïåðàòóð (êîãäà ôîíîíû âîçíè-
êàþò ëèøü âèðòóàëüíûì îáðàçîì). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè H̃ íàñ èíòåðåñóåò
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈
0 | H̃ | 0

〉
(ÿâëÿþùèéñÿ îïåðàòðîì ïî îòíîøåíèþ ê ýëåê-

òðîííîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó). Çäåñü |0〉 � ôîíîííàÿ êîìïîíåíòà ïîëíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè ôîíîíîâ. Ïðè
âû÷èñëåíèè ýíåðãèè âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé íàñ èíòåðåñóþò ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû

〈1q | S | 0〉 = D
∑
k

√
~ωqa

+
k−qak

εk − εk−q − ~ωq

,

〈0 | S | 1q〉 = D
∑
k

√
~ωqa

+
k+qak

εk + ~ωq − εk+q

,

(100)

çäåñü |1〉 � ôîíîííàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñèñòåìû
ñ îäíèì ôîíîíîì â ñîñòîÿíèè q. Î÷åâèäíî, ÷òî

〈0 | V | 1q〉 = D
√
~ωq

∑

k

a+
k+qak, (101)

〈1q | V | 0〉 = D
√
~ωq

∑

k

a+
k−qak. (102)
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Èñïîëüçóÿ (100)-(102), ïîëó÷èì

1

2
[V, S] =

1

2
D2

∑

kqk′
a+

k′+qak′
~ωqa

+
k−qak

εk − εk−q − ~ωq

− ~ωqa
+
k+qak

εk + ~ωq − εk+q

a+
k′−qak′ (103)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ωq = ω−q, âî âòîðîì ñëàãàåìîì äåëàåì çàìåíó q → −q è
ïåðåñòàâèì ïàðû îïåðàòîðîâ a+

k+qak è a+
k′−qak′ .(Êîììóòàòîð ýòèõ îïåðàòîðîâ åñòü

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî îïåðàòîðàì è ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â ïåðåíîðìèðîâêó
εk.)

1
2
D2

∑
kqk′
~ωqa

+
k′+qak′a

+
k−qak

(
1

εk − εk−q − ~ωq

− 1

εk + ~ωq − εk−q

)
=

= D2
∑
kqk′

a+
k′+qak′a

+
k−qak

(~ωq)
2

(εk − εk−q)
2 − (~ωq)

2 =

= D2
∑
kqk′

a+
k−qa

+
k′+qak′ak

(~ωq)
2

(εk − εk−q)
2 − (~ωq)

2 .

(104)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
|εk − εk−q| < ~ωq, (105)

òî àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê.
Èòàê, ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâíèÿ ãàìèëüòîíîàí ýëåêòðîí-ôîíîííîé

ñèñòåìû èìååò âèä

H = H0 + D2
∑

kqk′

(~ωq)
2

(εk − εk−q)
2 − (~ωq)

2a+
k−qa

+
k′+qak′ak (106)

Íàèáîëüøèé ôàçîâûé îáúåì ∼ q2 îòâå÷àåò ïðîöåññàì, â êîòîðûõ èìïóëüñ q äî-
ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ q ∼ ~/a. Ýòîìó èìóëüñó îòâå÷àåò äåáà-
åâñêàÿ ýíåðãèÿ ~ωD. Ïîýòîìó â (106) ìîæíî çàìåíèòü ~ωq íà ~ωD. Ðàññìîòðèì
òåïåðü òîëüêî ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ |εk − εk−q| ¿ ~ωD. Òîãäà

H = H0 −D2
∑

kqk′
a+

k−qa
+
k′+qak′ak (107)

Åñëè ïåðåéòè â ýòîì âûðàæåíèè â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå òî ìû ïîëó÷èì
äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âûðàæåíèå òèïà (11). Ýòî îçíà÷àåò, îáìåí ôîíîíàìè âî âòî-
ðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé , ýêâèâàëíåòåí òî÷å÷íîìó ïðèòÿæåíèþ. Â ñèëó
ïðèíöèïà Ïàóëè ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî, òîëüêî åñëè âçàèìîäåéñòâóþò ýëåêðîíû
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ðàññåèâàþòñÿ ýëåêòðîíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñà-
ìè k = −k′, òî â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ äâà ýëåêòðîíà òàêæå
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè, ïðè÷åì ýòî ìîæåò áûòü ëþáîé èìïóëüñ èç
ýòîé êîðî÷êè êîðî÷êè. Åñëè æå ðàññåèâàþòñÿ ýëåêòðîíû ñ îäèíàêîâûìè èìïóëü-
ñàìè (áëèçêèìè ê èìïóëüñó Ôåðìè) òî ôàçîâûé îáúåì, äîñòóïíûé ðàññåÿííûì
ýëåêòðîíàì èñ÷åçàþùå ìàë. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â ðàññåÿíèå äàþò ïðîöåñ-
ñû â êîòîðûõ ýëåêòðîíû èìåþò ïðàêòè÷åñêè ïðîòèâîïîëîæíûå èìïóëüñû. Ìû

223



Ëåêöèÿ 14. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü II - ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü, â êîòîðîé òîëüêî òàêîå ðàññåÿíèå è ó÷èòûâàåòñÿ. Ñîîá-
ðàæåíèÿ, îïèñàííûå âûøå îáîñíîâûâàþò ìîäåëü ÁÊØ, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòî-
íèàíîì

H = H0 − g
∑

kq

a+
k+q,σa

+
−k+q,−σa−k,−σak,σ, g > 0 (108)
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