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������ aLGEBRAI�ESKAQ FORMA ZAPISI
KOMPLEKSNOGO �ISLA

zAPISX KOMPLEKSNOGO �ISLA W WIDE z � x� i y
NAZYWAETSQ ALGEBRAI�ESKOJ FORMOJ ZAPISI KOMPLEKSNOGO �ISLA�
o P R E D E L E N I E �� kOMPLEKSNOE �ISLO� IME��EE TU VE

DEJSTWITELXNU� I PROTIWOPOLOVNU� PO ZNAKU MNIMU� �ASTX� NAZY�
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o�EWIDNO	 �TO MODULX KOMPLEKSNOGO �ISLA ESTX WSEGDA NEOTRICATELX�
NOE DEJSTWITELXNOE �ISLO jzj 	 
�
aLGEBRAI�ESKAQ FORMA ZAPISI O�ENX UDOBNA PRI PROWEDENII ARIF�

METI�ESKIH OPERACIJ NAD KOMPLEKSNYMI �ISLAMI	 T�K� ONI ANALOGI�NY
ARIFMETI�ESKIM OPERACIQM NAD ALGEBRAI�ESKIMI DWU�LENAMI�

sLOVENIE �WY�ITANIE� KOMPLEKSNYH �ISEL� pRI SLOVENII

�WY�ITANII� DWUH KOMPLEKSNYH �ISEL SKLADYWA�TSQ �WY�ITA�TSQ�
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� ��� �i� � �� � �i� � �� � �� � i��� � �� � � � i�

� ��� �i� � �� � �i� � ��� �� � i��� � �� � �� �i�

uNOVENIE KOMPLEKSNYH �ISEL� kOMPLEKSNYE �ISLA UMNOVA�
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iTAK	 PROIZWEDENIE z �z ESTX DEJSTWITELXNOE �ISLO	 RAWNOE SUMME KWAD�
RATOW DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTI KOMPLEKSNOGO �ISLA� iLI SO�
GLASNO OPREDELENI� �	 PROIZWEDENIE DWUH KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYH �I�
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PRQVENNYH �ISEL	 MOVNO PROWODITX RAZLOVENIE NA MNOVITELI SUMMY
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������ gEOMETRI�ESKAQ INTERPRETACIQ KOMPLEKSNOGO �ISLA

pUSTX NA PLOSKOSTI ZADANA PRQMOUGOLXNAQ SISTEMA KOORDINAT� eSLI
DOGOWORITXSQ OTKLADYWATX WDOLX OSI OX DEJSTWITELXNU�	 A WDOLX OSI
OY MNIMU� �ASTI KOMPLEKSNOGO �ISLA z � x � iy� TO �TO �ISLO IZOB�
RAZITSQ TO�KOJ NA PLOSKOSTI S KOORDINATAMI x I y� pLOSKOSTX XOY
BUDEM W DALXNEJ�EM IMENOWATX KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTX�	 OSX OX�
DEJSTWITELXNOJ OSX�	 A OSX OY� MNIMOJ� mEVDU TO�KAMI KOMPLEKS�
NOJ PLOSKOSTI I MNOVESTWOM KOMPLEKSNYH �ISEL SU�ESTWUET WZAIMNO

ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE�

kOMPLEKSNOE �ISLO MOVNO TAKVE IZOBRAVATX RADIUS�WEKTOROM �TOJ

TO�KI
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OM � fx� yg� w �TOM SMYSLE	 MEVDU MNOVESTWOM RADIUS�WEKTOROW

NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI I MNOVESTWOM KOMPLEKSNYH �ISEL TAKVE SU�
�ESTWUET WZAIMNO ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE� pO�TOMU WEKTOR	 IZOBRA�
VA��IJ �ISLO z � x� iy� OBOZNA�AETSQ TOJ VE BUKWOJ z� iZ RISUNKA

� WIDNO	 �TO DLINA RADIUSA�WEKTORA TO�KI ESTX MODULX KOMPLEKSNOGO
�ISLA jzj � j���OMj � p
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s POMO�X� WEKTORNOJ INTERPRETACII NAGLQDNO ILL�STRIRU�TSQ SLO�
VENIE I WY�ITANIE KOMPLEKSNYH �ISEL� tAK	 SUMMA z� � z� IZOBRAVA�
ETSQ WEKTOROM SUMMY �NAHODITSQ PO PRAWILU PARALLELOGRAMMA� DWUH
WEKTOROW z� I z�� �DIAGONALX	 WYHODQ�AQ IZ OB�EGO NA�ALA�	 A RAZNOSTX
z��z� KAK WEKTOR RAZNOSTI z��z� �DIAGONALX PARALLELOGRAMMA	 SOEDI�
NQ��AQ KONCY WEKTOROW�

������ tRIGONOMETRI�ESKAQ FORMA KOMPLEKSNOGO �ISLA

pOLOVENIE TO�KI z � x � iy NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI ODNOZNA�NO
OPREDELQETSQ NE TOLXKO DEKARTOWYMI �x� y�	 NO I POLQRNYMI KOORDI�
NATAMI �r� ��	 GDE r� RASSTOQNIE OT TO�KI DO NA�ALA KOORDINAT	 A
�� UGOL MEVDU POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM DEJSTWITELXNOJ OSI I

RADIUSOM�WEKTOROM z� �TOT UGOL NAZYWAETSQ ARGUMENTOM KOMPLEKSNO�
GO �ISLA I OPREDELQETSQ S TO�NOSTX� DO ��k� k � �� �� �� ��� aRGUMENT
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�ISLA	 TO�NEE WSE MNOVESTWO ZNA�ENIJ UGLA	 OBOZNA�AETSQ Arg z� pRI
RABOTE S KOMPLEKSNYMI �ISLAMI OBY�NO ISPOLXZUETSQ TAK NAZYWAEMOE

GLAWNOE ZNA�ENIE ARGUMENTA � � arg z	 KOTOROE UDOWLETWORQET USLO�
WI� �� � arg z � �� �T�E ��� �� � arg z � �� ����
wOOB�E	 � � arg z ESTX EDINSTWENNOE RE�ENIE SISTEMY

sin� �
yp

x� � y�
� cos� �

xp
x� � y�

W INTERWALE � � � � � ��

pRINQTO OPREDELQTX ARGUMENT �ISLA W ZAWISIMOSTI OT ZNAKOW DEJ�
STWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTEJ �ISLA SLEDU��IM OBRAZOM

� � arg z �

���������������
��������������

arctg
y

x
x 	 
� �I� Q I IV �ETWERTI��

arctg
y

x
� � x 
 
� y 	 
� �II� Q �ETWERTX��

arctg
y

x
� � x 
 
� y � 
� �III� Q �ETWERTX�
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RYE UGLY	 TANGENSY KOTORYH IZWESTNY� w SLU�AE PROIZWOLXNOGO UGLA
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rASSMOTRIM PRIMERY NAHOVDENIQ ARGUMENTA KOMPLEKSNYH �ISEL�
dLQ PRAWILXNOGO OPREDELENIQ ARGUMENTA SLEDUET WSEGDA IZOBRAZITX

�ISLO NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI DLQ TOGO	 �TOBY OPREDELITX	 W KAKOJ
�ETWERTI NAHODITSQ DANNOE �ISLO�
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iZ RISUNKA � WIDNO	 �TO x � r cos�� y � r sin�� I L�BOE KOMPLEKSNOE
�ISLO z �� 
 MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

z � r�cos� � i sin���

pODOBNAQ ZAPISX NAZYWAETSQTRIGONOMETRI�ESKOJ FORMOJ ZAPISI KOMP�
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LEKSNOGO �ISLA� 	ISLO	 KOMPLEKSNO�SOPRQVENNOE K DANNOMU	 ZAPI�ETSQ
W WIDE

�z � r�cos� � i sin���

tRIGONOMETRI�ESKAQ ZAPISX NEOBHODIMA PRI PEREWODE POKAZATELXNOJ

FORMY ZAPISI �ISLA W ALGEBRAI�ESKU��

������ kOMPLEKSNOE �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME

pUSTX KOMPLEKSNOE �ISLO ZAPISANO W TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME z �
r�cos� � i sin��� wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ �JLERA

cos� � i sin� � ei��

tOGDA POLU�IM z � r�cos� � i sin�� � rei��

tAKIM OBRAZOM	 ESLI r I � SOOTWETSTWENNO MODULX I ARGUMENT KOMP�
LEKSNOGO �ISLA z	 TO WYRAVENIE

z � rei�

I ESTX POKAZATELXNAQ FORMA ZAPISI �ISLA�

oTMETIM	 �TO KOMPLEKSNO�SOPRQVENNOE �ISLO W POKAZATELXNOJ FOR�
ME BUDET IMETX WID
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pOKAZATELXNAQ FORMA ZAPISI KOMPLEKSNOGO �ISLA UDOBNA DLQ PRIDANIQ
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iZ POLU�ENNOGO SLEDUET WAVNYJ WYWOD
a� pRI UMNOVENII KOMPLEKSNYH �ISEL IH MODULI PEREMNOVA�TSQ	 A

ARGUMENTY SKLADYWA�TSQ�
b� pRI DELENII KOMPLEKSNYH �ISEL IH MODULI DELQTSQ	 A ARGUMENTY

WY�ITA�TSQ�
c� aRGUMENT OTNO�ENIQ DWUH KOMPLEKSNYH �ISEL ESTX UGOL MEVDU

RADIUS�WEKTORAMI �TIH �ISEL� uGOL OTS�ITYWAETSQ OT RADIUS�WEKTORA
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ZNAMENATELQ K RADIUS�WEKTORU �ISLITELQ�
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oTMETIM RQD INTERESNYH REZULXTATOW�

	ISLO i IMEET MODULX RAWNYJ EDINICE	 I ARGUMENT
�

�
� T�E� i � ei����

pO�TOMU	 PRI UMNOVENII NA �ISLO i NEKOTOROGO �ISLA z � r ei � MODULX

REZULXTATA OSTANETSQ RAWNYM MODUL� �ISLA z� A K ARGUMENTU PRIBA�

WITSQ
�

�
� �TO PRIWEDET K POWOROTU WEKTORA	 IZOBRAVA��EGO �ISLO z� NA

�
o W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII BEZ IZMENENIQ DLINY�

l�BOE �ISLO	 MODULX KOTOROGO RAWEN EDINICE	 MOVNO ZAPISATX W WI�
DE ei� � cos� � i sin�� uMNOVENIE �ISLA z � jzj ei� NA ei � OZNA�AET
EGO POWOROT NA UGOL � WOKRUG NA�ALA KOORDINAT BEZ IZMENENIQ MODULQ�

������ pEREWOD �ISLA IZ ODNOJ FORMY ZAPISI W DRUGU�

pRI WYPOLNENII OPERACIJ NAD KOMPLEKSNYMI �ISLAMI ISPOLXZU�T

WSE FORMY ZAPISI� rASSMOTRIM PRIMERY PEREHODA OT ODNOJ FORMY ZA�
PISI K DRUGOJ�

oT ALGEBRAI�ESKOJ K TRIGONOMETRI�ESKOJ I

POKAZATELXNOJ

pUSTX KOMPLEKSNOE �ISLO ZADANO W ALGEBRAI�ESKOJ FORME z � x � iy�
dLQ PEREHODA K POKAZATELXNOJ FORME PREDSTAWLENIQ KOMPLEKSNOGO �IS�
LA NAHODIM

�� MODULX �ISLA PO FORMULE r � jzj � p
x� � y��

�� ARGUMENT �ISLA � � arg z PO UKAZANNOMU WY�E PRAWILU �SM�
P�������� pRI OPREDELENII ARGUMENTA �ISLA POLEZNO ISPOLXZOWATX GEO�
METRI�ESKOE PREDSTAWLENIE �ISLA	 T�E� POSTROITX �ISLO NA KOMPLEKSNOJ
PLOSKOSTI�

�� zAPISYWAEM �ISLO W POKAZATELXNOJ I TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME

z � rei�� z � r�cos�� i sin��
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�� � �� arg��� � �i� � arctg�������� 
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 �� ���

j����ij �
p
� � �

p
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p
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p
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pODSTAWLQEM
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�

p
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p
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�
p
�
� ei�����
�������	�� 
 �� �� e����� i�

rEZULXTAT MOVNO PRI NEOBHODIMOSTI PEREWESTI W ALGEBRAI�ESKU� FOR�
MU�

�
�



���� fUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

������ pREDEL POSLEDOWATELXNOSTI KOMPLEKSNYH

�ISEL� bESKONE�NO UDALENNAQ TO�KA

o P R E D E L E N I E� oKRESTNOSTX� TO�KI z� NAZYWAETSQ WNUT�
RENNOSTX KRUGA NEKOTOROGO RADIUSA R S CENTROM W �TOJ TO�KE� T�E�
MNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI� UDOWLETWORQ��IH USLO�
WI� jz � z�j 
 R�

zAMETIM	 �TO OKRESTNOSTX� TO�KI MOVET SLUVITX L�BAQ OBLASTX	
KOTORAQ SODERVIT WNUTRI SEBQ �TU TO�KU	 NO ISPOLXZOWANIE OKRESTNOS�
TI W WIDE KRUGA ZNA�ITELXNO UDOBNEE�

pUSTX DANA NEKOTORAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOMPLEKSNYH �ISEL

fzng  z�� z�� ���zn� ���

o P R E D E L E N I E� �ISLO z� NAZYWAETSQ PREDELOM �ISLO�
WOJ POSLEDOWATELXNOSTI fzng� ESLI DLQ L�BOGO SKOLX UGODNO MALOGO

DEJSTWITELXNOGO �ISLA � 	 
 MOVNO UKAZATX TAKOE DEJSTWITELXNOE

�ISLO N � N��� 	 
� �TO DLQ WSEH NOMEROW n 	 N BUDET WYPOLNQTXSQ

NERAWENSTWO jzn � z�j 
 ��

iNA�E GOWORQ	 �ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX fzng SHODITSQ K z�� ESLI
NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA	 WSE �LENY POSLEDOWATELXNOSTI �TO�KI�
POPADA�T W SKOLX UGODNO MALU� OKRESTNOSTX TO�KI z��

dLQ ZAPISI PREDELA ISPOLXZU�T STANDARTNU� FORMU lim
n�� zn � z��

sOWER�ENNO O�EWIDNO	 �TO ESLI fzng � fxn � i yng A z� � x� � i y��
TO DLQ SU�ESTWOWANIQ PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI NEOBHODIMO WYPOL�
NENIE USLOWIJ

lim
n��xn � x�� lim

n�� yn � y��

eSLI �ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX IMEET PREDEL	 TO ONA NAZYWAETSQ

SHODQ�EJSQ� eSLI	 NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA N 	 �LENY �ISLOWOJ

POSLEDOWATELXNOSTI STANOWQTSQ PO MODUL� BOLX�E SKOLX UGODNO BOLX�
�OGO POLOVITELXNOGO �ISLA M �jznj 	 M�	 n 	 N� TO POSLEDOWA�
TELXNOSTX QWLQETSQ RASHODQ�EJSQ	 �TO MOVNO ZAPISATX SLEDU��IM OB�
RAZOM lim

n�� zn � � w �TOM SLU�AE GOWORQT	 �TO POSLEDOWATELXNOSTX
SHODITSQ K BESKONE�NO UDALENNOJ TO�KE z � � oKRESTNOSTX� TO�KI

z � MOVET SLUVITX WNE�NOSTX KRUGA PROIZWOLXNOGO RADIUSA R�
�





tAK NERAWENSTWA jzj 
 R�
jz�z�j 
 R OPREDELQ�T OKRESTNOSTI TO�
�EK z � 
 I z � z�	 A NERAWENSTWA

jzj 	 R� jz � z�j 	 R
OPREDELQ�T OKRESTNOSTX ODNOJ TO�KI

z ��

tAK KAK OPREDELENIQ PREDELOW	 KAK KONE�NOGO	 TAK I BESKONE�NOGO	 PO
SU�ESTWU ODINAKOWY	 TO TO�KA z �  WPOLNE RAWNOPRAWNA S L�BOJ

KONKRETNOJ TO�KOJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�

o P R E D E L E N I E� kOMPLEKSNAQ PLOSKOSTX� DOPOLNENNAQ TO�KOJ
z �� NAZYWAETSQ RAS�IRENNOJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTX��

zAPISX z �  OZNA�AET	 �TO TO�KA z � x � i y UDALQETSQ NA BES�
KONE�NOSTX W L�BOM NAPRAWLENII OT NA�ALA KOORDINAT� t�E� ZAPISX
z � x� i y� RAWNOSILXNA ODNOJ IZ SLEDU��IH

x� � I y � ��
x� � I y � y� � WDOLX DEJSTWITELXNOJ OSI�
x� x� I y � �� WDOLX MNIMOJ OSI�

pRIWEDEM PRIMERY NAHOVDENIQ PREDELOW POSLEDOWATELXNOSTEJ

� lim
n��
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�
� lim

n��
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 �

�

�
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� lim
n��

�
�n� � �

n� � �
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�n�

�n � �

�
A � lim

n��
n� � �

n� � �
� i lim

n��
�n�

�n� �
� � � i�

� lim
n��

�
�n� � �

n � �
� i

�n

n� �

�
A � lim

n��
n� � �

n� �
� i lim

n��
�n

n� �
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������ pONQTIE FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

o P R E D E L E N I E� eSLI KAVDOMU ZNA�ENI� KOMPLEKSNOJ PEREMEN�
NOJ z � x � i y SOOTWETSTWUET OPREDELENNOE ZNA�ENIE KOMPLEKSNOJ

PEREMENNOJ w � u� i v� TO GOWORQT� �TO PEREMENNAQ w ESTX FUNKCIQ

NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ z I PI�UT w � f�z��

eSLI KAVDOMU ZNA�ENI� z SOOTWETSTWUET TOLXKO ODNO ZNA�ENIE w	
TO FUNKCI� w � f�z� NAZYWA�T ODNOZNA�NOJ� eSLI VE KAVDOMU ZNA�
�ENI� z SOOTWETSTWUET NESKOLXKO �WOZMOVNO BESKONE�NOE MNOVESTWO�
ZNA�ENIJ w	 TO FUNKCI� NAZYWA�T MNOGOZNA�NOJ�

�
�



w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE ZADANIE FUNKCII w � f�z� OZNA�AET ZA�
DANIE ZAKONA OTOBRAVENIQ MNOVESTWA TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI

z � x� i y NA MNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI w � u� i v�

mNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI z � x � i y� PRI KOTORYH
w � f�z� IMEET SMYSL	 NAZYWAETSQ OBLASTX� OPREDELENIQ �TOJ FUNK�
CII�

k PRIMERU	 FUNKCII
�� w � z� � ODNOZNA�NA I OPREDELENA NA WSEJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�

�� w �
z

z� � �
� ODNOZNA�NA I OPREDELENA WS�DU KROME TO�EK

z��� � ��� z	�� � �i�

�� w �
p
z � DWUZNA�NAQ FUNKCIQ	 OPREDELENNAQ NA WSEJ KOMPLEKSNOJ

PLOSKOSTI� �nAPOMNIM	 �TO W MNOVESTWE KOMPLEKSNYH �ISEL KORENX L��
BOJ STEPENI MOVNO IZWLEKATX IZ L�BOGO �ISLA��

�� w � Arg z � arg z � ��k � MNOGOZNA�NAQ FUNKCIQ	 OPREDELENNAQ
NA WSEJ PLOSKOSTI�

aNALOGI�NO TOMU	 �TO ZADANIE KOMPLEKSNOGO �ISLA RAWNOSILXNO ZA�
DANI� PARY DEJSTWITELXNYH �ISEL	 ZADANIE FUNKCII KOMPLEKSNOJ PE�
REMENNOJ z RAWNOSILXNO ZADANI� DWUH FUNKCIJ PARY DEJSTWITELXNYH

PEREMENNYH x I y� a IMENNO w � f�z� � u�x� y� � i v�x� y��

pREOBRAZOWANIQ	 CELX� KOTORYH SLUVIT NAHOVDENIE FUNKCIJ

u�x� y�� v�x� y�� NAZYWAETSQ WYDELENIEM DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �AS�
TEJ FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO� pRI �TOM	 KAK I PRI RABOTE S
KOMPLEKSNYMI �ISLAMI	 UDOBNO ISPOLXZOWATX KAK ALGEBRAI�ESKU�	 TAK
I TRIGONOMETRI�ESKU� I POKAZATELXNU� FORMY PREDSTAWLENIQ� rAS�
SMOTRIM PRIMERY

� �� w � z� � u� i v � �x � i y�� �
u� i v � x���i x y��i y�� � �x�� y�� � i �xy� � u � x�� y�� v � �xy�

� �� w �
z

z � �i
�

z

z � �i
�

x � i y

x� i y � �i
�

x� i y

x� i �y � ��
�

�x � i y��x� i �y � ���

x� � �y � ���
�

�
x� � ixy � ix�y � ��� i�y�y � ��

x� � �y � ���
�
x� � y�y � ��

x� � �y � ���
� i

�x

x� � �y � ���
�

�
�



iMEEM u �
x� � y�y � ��

x� � �y � ���
� v �

�x

x� � �y � ���
�

� �� w � z��
mOVNO	 KONE�NO	 WOZWODITX W PQTU� STEPENX SKOBKU �x � i y�	 NO PRO�
�E WOSPOLXZOWATSQ TRIGONOMETRI�ESKIM PREDSTAWLENIEM KOMPLEKSNOGO

WYRAVENIQ� t�K� z � x � i y � r�cos�� i sin��� GDE
r � jzj � jx� i yj � p

x� � y�� � � arg z	 TOGDA
w � z� � r��cos ��� i sin ����� u � r� cos ��� v � r� sin ���

� �� w � z �z � �x � i y��x � i y� � x� � y�� � u � x� � y�� v � 
�

pONQTIQ PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMEN�
NOGO PRAKTI�ESKI POLNOSTX� SHOVI S ANALOGI�NYMI PONQTIQMI DLQ

FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH DEJSTWITELXNYH PEREMENNYH�

������ oSNOWNYE �LEMENTARNYE FUNKCII

sTEPENNAQ FUNKCIQ w � zn �n� NATURALXNOE �ISLO��
mY RASSMATRIWALI UVE WOZWEDENIE KOMPLEKSNYH �ISEL W STEPENX S NA�
TURALXNYM POKAZATELEM� �TI PRIMERY MOVNO RASSMATRIWATX KAK PRI�
MERY WY�ISLENIQ STEPENNOJ FUNKCII W KONKRETNYH TO�KAH� tAKVE BY�
LO POKAZANO WYDELENIE DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTEJ TAKOJ FUNK�
CII� oTMETIM	 �TO PRI n � � MOVNO POLXZOWATXSQ ALGEBRAI�ESKIM

PREDSTAWLENIEM KOMPLEKSNOGO �ISLA	 A PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH POKAZA�
TELQ STEPENI � TRIGONOMETRI�ESKIM ILI POKAZATELXNYM�

w � z	 � �x� i y�	 � x	 � �x��iy� � �x�iy�� � �iy�	 �

� x	 � i �x�y � �xy� � i	 y	 �

� x	 � �xy� � i �x�y � i y	 � �x	 � �xy�� � i ��x� y � y	��

u�x� y� � x	 � �xy�� v�x� y� � �x� y � y	�

tAKIM OBRAZOM	 MOVNO WYDELITX DEJSTWITELXNU�I MNIMU� �ASTI FUNK�
CII	 A ZNA�IT MOVNO PRI NEOBHODIMOSTI NAJTI MODULX I ARGUMENT

FUNKCII�

w � z�� � �x�i y��� �
�jzj � ei���� � jzj���ei ��� � jzj���cos �
��i sin �
���

u�x� y� � jzj�� cos �
�� v�x� y� � jzj�� sin�
��
�
�



fUNKCIQ w � n
p
z QWLQETSQ OBRATNOJ DLQ zn I	 KAK BYLO POKAZANO

NA PRIMERAH WY�ISLENIQ KORNEJ n� OJ STEPENI IZ KOMPLEKSNOGO �ISLA	
QWLQETSQ n� ZNA�NOJ	 T�E� IMEET n ZNA�ENIJ � KAVDOMU ZNA�ENI� z
SOOTWETSTWUET n ZNA�ENIJ FUNKCII w � n

p
z� nAPRIMER	

�
p
z �

�����
����

�

q
jzj �cos �

	 � i sin �
	

�
�

q
jzj �cos �
��

	
� i sin �
��

	

�
�

q
jzj �cos �
��

	 � i sin �
��
	

�
kAVDOE ZNA�ENIE KORNQ NAZYWAETSQ WETWX� MNOGOZNA�NOJ FUNKCII�

pOKAZATELXNAQ FUNKCIQ w � ez �

pOKAZATELXNU� FUNKCI� w � ez DLQ L�BOGO KOMPLEKSNOGO �ISLA

z � x� i y� T�E� w � ez � ex
i y� ESTESTWENNO OPREDELITX TAK	 �TOBY
PRI y � 
 �TA FUNKCIQ SOWPADALA S FUNKCIEJ DEJSTWITELXNOJ PEREMEN�
NOJ ex� A PRI x � 
 � S FUNKCIEJ ei y � cos y � i sin y�

oDNIM IZ OSNOWNYH SWOJSTW �TOJ FUNKCII QWLQETSQ ez�
z� � ez�ez��
pO�TOMU MOVNO ZAPISATX	 �TO

w � ez � ex
i y � ex � ei y � ex � �cos y � i sin y��

wYDELQEM DEJSTWITELXNU� I MNIMU� �ASTI FUNKCII

Re ez � ex cos y� Im ez � ex sin y�
A TAKVE NAHODIM MODULX I ARGUMENT

jezj � ex� arg ez � y�
fUNKCIQ ez QWLQETSQ PERIODI�ESKOJ S PERIODOM �� i� dEJSTWITELXNO

ez
�� i � eze�� i � ez�cos �� � i sin��� � ez�

kROME �TOGO	 MOVNO ZAPISATX SOOTNO�ENIQ

ez��z� �
ez�

ez�
� �ez�n � en z�

fUNKCIQ ez NE OBRA�AETSQ W NOLX	 PO�TOMU URAWNENIE ez � A RAZRE�I�
MO DLQ WSEH A �� 
�

wY�ISLIM ZNA�ENIQ FUNKCII W NEKOTORYH TO�KAH

� �� ei��� � cos ��� � i sin��� � i�
� �� e�i � cos �� i sin � � 
� �� � 
� �� i�
� �� e�
� i � e��cos � � i sin �� 
 �����
� �� � 
� �� i� 
 �� 
� � �� 
� i�

�
�



lOGARIFMI�ESKAQ FUNKCII w � Ln z I w � ln z�

lOGARIFMI�ESKAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ KAK FUNKCIQ	 OBRATNAQ POKA�
ZATELXNOJ� eSLI ew � z� GDE z �� 
� TO w NAZYWAETSQ LOGARIFMOM

�ISLA z I OBOZNA�AETSQ w � Lnz�
eSLI KOMPLEKSNU� PEREMENNU� z � x � i y PREDSTAWITX W POKAZA�

TELXNOJ FORME z � jzjeiArg z � jzj � ei ��
��k�	 GDE jzj � p
x� � y��

� � arg z� MODULX I ARGUMENT KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ	 TO
w � Ln z � Ln jzjeiArg z � ln

�jzj � ei ��
��k�
�
� ln jzj� i ��� ��k��

w � ln z � ln
�jzj � ei arg z� � ln jzj� i arg z � ln jzj� i ��

Ln z � ln jzj� i �arg z � ��k�� lnz � ln jzj� i arg z �
dEJSTWITELXNAQ �ASTX FUNKCII u�x� y� � ln jzj�
MNIMAQ � v�x� y� � Argz�
oTLI�IE PRIWEDENNYH LOGARIFMI�ESKIH FUNKCIJ SOSTOIT LI�X W

TOM	 �TO FUNKCIQ w � Ln z QWLQETSQ MNOGOZNA�NOJ FUNKCIEJ W SI�
LU MNOGOZNA�NOSTI EE MNIMOJ �ASTI	 KOTORAQ SODERVIT SLAGAEMOE ��k�
pRI k � 
 POLU�AEM GLAWNOE ZNA�ENIE LOGARIFMA� t�E� w � ln z ESTX

FUNKCIQ ODNOZNA�NAQ I QWLQETSQ ODNOJ �GLAWNOJ� WETWX� FUNKCII w �
Ln z�

dLQ OBEIH FUNKCIJ SPRAWEDLIWY SWOJSTWA LOGARIFMOW
ln�z�z�� � ln z� � ln z�� ln�z��z�� � ln z� � lnz� ln z� � � lnz�
�TI RAWENSTWA	 ODNAKO	 SLEDUET PONIMATX LI�X W SMYSLE ODNGO IZ

ZNA�ENIJ LOGARIFMA PROIZWEDENIQ	 �ASTNOGO I STEPENI�

wY�ISLIM ZNA�ENIQ LOGARIFMOW NEKOTORYH �ISEL�

� �� Ln ��� �p� i� �

����� j � � �
p
� ij � p

� � � � ��

arg ��� �p� i� � ����

����� �
� ln�� i����� � ��k� 
 
� �� � i ��� 
� � �� ��k�� �k � 
������� �����

� �� Ln ��i� �
����� j � ij � ��
arg ��i� � ����

����� � ln� � i����� � ��k� �

�


��
�
� ��k

�
i 
 i ���� �� � �� ��k�� �k � 
������� �����

pRI k � 
 POLU�IM ln��i� � ��
�
i�

� �� ln���� �
����� j � �j � ��
arg ���� � �

����� � ln� � i � 
 �� �� � �� �� i�

�
�



� �� wY�ISLITX ZNA�ENIE FUNKCII ln
�� � z��

��� i z�	
W TO�KE z� � � � � i

ln
�� � z��

��� i z�	
�� ln�� � z�� � ln��� iz��� ln�� � �i��� ln�����i� �

�

����� j�� �ij � p
�� 
 �� ��� arg ��� �i� � ���� 
 �
� ��

j � � � �ij � p
�� 
 �� ��� arg ���� �i� � ����� 
 ��� ��

����� �
� ��ln �� ��� 
� ��i�� ��ln �� ��� �� ��i� 
 �� ��� �� ��i� �� �� � �� 
�i �

� �
� �� � �� �i�

oB�AQ STEPENNAQ FUNKCIQ w � zp� GDE p� L�BOE KOMPLEKSNOE �IS�
LO� dANNAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ TAK

zp � epLn z�

pOSKOLXKU W �TO WYRAVENIE WHODIT FUNKCIQ Ln z� KOTORAQ QWLQETSQ

MNOGOZNA�NOJ	 TO I STEPENNAQ FUNKCIQ w � ep BUDET MNOGOZNA�NOJ�
gLAWNOE ZNA�ENIE BUDET POLU�ATXSQ PRI PODSTANOWKE ln z W epLn z WMESTO
Ln z�
wY�ISLIM ZNA�ENIQ �TOJ FUNKCII DLQ NEKOTORYH ZNA�ENIJ z I p�

� �� �i � eiLn � �

�����
j�j � �� arg ��� � 

Ln� � ln j�j� iArg � � ln � � i�
 � ��k��
Ln � � ln � � ��k i

����� �

� ei �ln �
i ��k� � ei ln � � ei� ��k � e� ��k � ei ln � �
� e���k�cos ln� � i sin ln �� 
 e���k�cos 
� �� � i sin 
� ��� 


 e�����k�
� �� � i 
� ���� �k � 
������� �����

pRI k � 
 IMEEM �i 
 
� �� � 
� �� i�

� �� ����
p
	 � e

p
	Ln ���� �

�����
j � �j � �� arg ���� � �
Ln���� � ln j � �j� iArg���� �
� ln� � i�� � ��k�

����� �

� e
p
	 �ln �
i��
��k�� � e

p
	 ln � � e

p
	���k
�� i � �

p
	 � e

p
	���k
�� i�

�k � 
������� �����
pRI k � 
 IMEEM ����

p
	 � �

p
	 � e

p
	� i �

� �
p
	�cos�

p
��� � i sin�

p
���� 
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� �� � 
� �� i� 
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� �� ii � ei ln i � ei�ln �
i ���� � e���� 
 
� ��� zDESX NAJDENO GLAWNOE

�PERWOE	 ODNO IZ MNOGIH� ZNA�ENIE STEPENI�

� �� �� � i����i� � e���i�Ln��
i� �
�����
j� � ij � p

�� arg �� � i� � ���
Ln�� � i� � ln j� � ij� iArg�� � i� �
� ln

p
� � i���� � ��k�

�����
oGRANI�IMSQ SLU�AEM k � 
� TOGDA Ln �� � i� � ln�� � i� �
� ln

p
� � i��� I WY�ISLIM OTDELXNO POKAZATELX STEPENI

��� i� ln��� i� � ��� i��ln
p
�� i���� � �ln

p
������� i ����� ln

p
�� 



 �
� �� � 
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tRIGONOMETRI�ESKIE FUNKCII

w � sin z� w � cos z� w � tg z� w � ctg z�
�TI FUNKCII OPREDELQ�TSQ �EREZ FUNKCI�w � ez PO FORMULAM �JLERA

sinz �
eiz � e�iz

�i
� cos z �

eiz � e�iz

�
�

fUNKCII w � tg z� w � ctg z OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM

tg z �
sin z

cos z
�

�

i
� e

iz � e�iz

eiz � e�iz
� ctg z �

cos z

sin z
� i

eiz � e�iz

eiz � e�iz
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�tRIGONOMETRI�ESKIE� FUNKCII w � sin z I w � cos z PRAKTI�ESKI

NI�EGO OB�EGO S OBY�NYMI FUNKCIQMI y � sinx� y � cos x NE IME�T	
HOTQ I SOWPADA�T S NIMI NA DEJSTWITELXNOJ OSI I IME�T TAKOJ VE PE�
RIOD ��� fUNKCII w � sin z I w � cos z NE QWLQ�TSQ OGRANI�ENNYMI

I W �TOM IH SAMOE SU�ESTWENNOE OTLI�IE OT OBY�NYH TRIGONOMETRI�
�ESKIH FUNKCIJ�
sPRAWEDLIWY SLEDU��IE FORMULY I SOOTNO�ENIQ

sin� z � cos� z � ��
sin�z � � sin z cos z� cos �z � cos� z � sin� z�

sin�z� � z�� � sin z� cos z� � cos z� sin z��
cos�z� � z�� � cos z� cos z� � sinz� sin z��

sin�z � ����� � � cos z� cos�� � z� � � cos z�
� � tg�z � �� cos� z� � � ctg�z � �� sin� z I DR�

�
�



dOKAVEM FORMULU sin�z� � z�� � sin z� cos z� � cos z� sin z��
ISPOLXZUQ FORMULY �JLERA

sin z� cos z� � cos z� sinz� �
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�i
�
ei�z�
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z��

�i
� sin�z� � z���

wY�ISLIM ZNA�ENIQ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ�

zNA�ENIQ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ W TO�KAH DEJSTWITELXNOJ OSI

SOWPADA�T S IZWESTNYMI NAM IZ TRIGONOMETRII ZNA�ENIQMI
� �� sin�k � 
� sin��� � �� sin ���� � ��� cos ��k � �� cos ��� � 
�
tg �k � 
� tg ��� �� tg ��� � ctg ��� � �� ctg ��� � 
� ctg �k ��
zNA�ENIQ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ W TO�KAH	 NE PRINADLEVA�IH
DEJSTWITELXNOJ OSI	 SLEDUET WY�ISLQTX	 ISPOLXZUQ FORMULY �JLERA�
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gIPERBOLI�ESKIE FUNKCII

w � sh z� w � ch z� w � th z� w � cth z�

gIPERBOLI�ESKIE FUNKCII OPREDELQ�TSQ SOOTNO�ENIQMI
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sh z �
ez � e�z

�
� ch z �

ez � e�z

�
� th z �

sh z

ch z
� cth z �

ch z

sh z
�

mOVNO DOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU��IH SOOTNO�ENIJ

sin�iz� � i sh z� cos�iz� � ch z�
sh �iz� � i sin z� ch �iz� � cos z�
tg �iz� � i th z� ctg �iz� � �i cth z�
ch� z � sh� z � �� sh�z � ch�z � ch �z�

s POMO�X� GIPERBOLI�ESKIH FUNKCIJ MOVNO ZAPISATX FORMULY

sin z � sin�x� i y� � sinx ch y � i cos x sh y�
cos z � cos�x� i y� � cos x ch y � i sinx sh y�

IZ KOTORYH MOVNO WYDELITX WYRAVENIQ DLQ DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ

�ASTEJ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ

Re sin�x� i y� � sinx ch y� Im sin�x� i y� � cos x sh y�
Re cos�x� i y� � cos x ch y� Im cos�x � i y� � � sinx sh y�

wY�ISLITX ZNA�ENIQ
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e��cos � � i sin ��� e���cos � � i sin ��
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������ lINII I OBLASTI NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI

pRI GEOMETRI�ESKOJ ILL�STRACII OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCII	
ANALIZE OTOBRAVENIQ ODNOGO MNOVESTWA W DRUGOE	 IZOBRAVENII KONTURA
INTEGRIROWANIQ I T�D� PRIHODITSQ ANALIZIROWATX I STROITX LINII I

OBLASTI NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI	 ZADANNYE NEKOTORYMI SOOTNO�ENI�
QMI� dALEE MY RASSMOTRIM PODOBNYE PRIMERY� w KAVDOM KONKRETNOM

SLU�AE BUDEM POLXZOWATXSQ ALGEBRAI�ESKOJ �W PRQMOUGOLXNYH KOORDI�
NATAH� ILI POKAZATELXNOJ�W POLQRNYH KOORDINATAH� FORMOJ PREOBRA�
ZOWANIQ�

zADA�A� pOSTROITX LINII	 ZADANNYE SOOTNO�ENIQMI

� ��

�����
z � �

z � i

����� � ��

tAK KAK jz � z�j WYRAVAET RASSTOQNIE OT PEREMENNOJ �TEKU�EJ� TO�KI
LINII z DO DANNOJ FIKSIROWANNOJ z�	 TO ISHODNOE RAWENSTWO	

�����
z � �

z � i

����� � � � jz � �j � �jz � ij OZNA�AET	
�TO RASSTOQNIE OT TEKU�EJ TO�KI ISKOMOJ

LINII DO TO�KI z � � W TRI RAZA BOLX�E RAS�
STOQNIQ OT �TOJ VE TO�KI DO TO�KI z � �i�
lINIQ	 WSE TO�KI KOTOROJ OBLADA�T PODOB�
NYM SWOJSTWOM	 ESTX OKRUVNOSTX� pOLU�IM
URAWNENIE �TOJ OKRUVNOSTI�

jz � �j � �jz � ij � jx� i y � �j � �jx � i y � ij �
q
�x � ��� � y� �

� �
q
x� � �y � ��� � x� � �x � � � y� � ��x� � y� � �y � ��

� �x� � �y� � �x � �y � � � 
 � �x � ����� � �y � ����� � ������

�TA LINIQ ESTX OKRUVNOSTX S CENTROM W TO�KE O������������ I RADI�
USOM
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wOSPOLXZUEMSQ POKAZATELXNOJ FORMOJ ZAPISI KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ
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tOGDA
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r
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r
�cos� � i sin���

oTKUDA SLEDUET	�TO DEJSTWITELXNAQ �ASTX

WYRAVENIQ RAWNA

�

r
cos��

tOGDA IZ URAWNENIQ Re
�
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�
p
� SLEDUET
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r
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p
� � r �

�p
�
cos��

�TA LINIQ ESTX OKRUVNOSTX�

� �� Im �z� � �z� � ���

zDESX UDOBNEE ISPOLXZOWATX ALGEBRAI�ESKU� FORMU PREOBRAZOWANIJ�

z� � �z � �x� iy�� � ��x � iy� �
x� � �ixy � y� � �x � �iy �
� x� � �x � y� � i��xy � �y��
tAKIM OBRAZOM

Im �z� � �z� � ��
� �xy � �y � �� � y �

����
x � ���

�

lINIQ PREDSTAWLQET SOBOJ GIPERBOLU�

� �� Re �z� � �z� � ���
iSPOLXZUEM REZULXTATY PREOBRAZOWANIJ

PREDYDU�EGO PRIMERA

Re �z� � �z� � �� � x� � �x � y� � ��
� �x� ����� � y� � ����

�TO TAKVE GIPERBOLA �
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� �� z �z � cos� arg z�
iSPOLXZUEM WNOWX POKAZATELXNU� FORMU�
z � r ei�� �z � r e�i�� jzj � r�
arg z � �
iMEEM z �z � cos� arg z �
r� � cos� � � r � j cos�j�

������ rE�ENIE URAWNENIJ

uRAWNENIQ NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI RE�A�TSQ PRAKTI�ESKI TEMI

VE METODAMI I PRIEMAMI	�TO I URAWNENIQ S DEJSTWITELXNOJ PEREMEN�
NOJ�

nAJTI RE�ENIQ SLEDU��IH URAWNENIJ
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� �� sin z � � cos z � �p��

sin z � � cos z � �p� � p
� sin�z � ��� � �p� �

������� � arctg �
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tAK KAK i � e�i��� TO
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���� dIFFERENCIROWANIE FUNKCIJ

������ pROIZWODNAQ� uSLOWIQ kO�I�rIMANA�

pROIZWODNAQ FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO WWODITSQ TO�NO TA�
KIM VE OBRAZOM	 KAK I PROIZWODNAQ FUNKCII DWUH DEJSTWITELXNYH PE�
REMENNYH�
pUSTX FUNKCIQ w � f�z� OPREDELENA W TO�KE z� I NEKOTOROJ EE

OKRESTNOSTI�
o P R E D E L E N I E� pROIZWODNOJ FUNKCII W TO�KE z� NAZYWAET�
SQ KONE�NYJ PREDEL OTNO�ENIQ PRIRA�ENIQ FUNKCII K PRIRA�ENI�

ARGUMENTA PRI STREMLENII POSLEDNEGO K NUL�

w�
����
z�
� f ��z�� �

d

dz
f�z�� � lim

�z��

�f�z��

�z
�

GDE �z � z � z� I �f�z�� � f�z� � f�z��� PRIRA�ENIQ ARGUMENTA I

FUNKCII�

dLQ TOGO	 �TOBY PROIZWODNAQ W TO�KE SU�ESTWOWALA	 T�E� SU�ESTWO�
WAL KONE�NYJ PREDEL OTNO�ENIQ �f

�z
� NEOBHODIMO WYPOLNENIE NEKOTORYH

USLOWIJ� wYQSNIM �TI USLOWIQ�
mY UVE RANEE OTME�ALI	 �TO W L�BOJ FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMEN�
NOGO MOVNO WYDELITX DEJSTWITELXNU� I MNIMU� �ASTI	 T�E� PREDSTA�
WITX FUNKCI� W WIDE f�z� � f�x� iy� � u�x� y� � i v�x� y�� tOGDA

f ��z�� � lim
�z��

�f�z��

�z
� lim

�z��

�u�x� y� � i�v�x� y�

�z
�

pREDEL NE DOLVEN ZAWISETX OT POLOVENIQ SOSEDNEJ TO�KI z � z� ��z
OTNOSITELXNO NA�ALXNOJ z� I OT TRAEKTORII SBLIVENIQ �TIH TO�EK�
eSLI z � z� ��x	 TO �z � 
 � �x� 
 I

lim
�z��

�u�x� y� � i�v�x� y�

�z
� lim

�x��

�u�x� y� � i�v�x� y�

�x
�
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�x
� i

�v
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eSLI z � z� � i�y	 TO �z � 
 � �y� 
 I

lim
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�u�x� y� � i�v�x� y�

�z
� lim

�y��

�u�x� y� � i�v�x� y�
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�y
�
�v
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tAKIM OBRAZOM w� �
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�
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oTKUDA IMEEM DWA RAWENSTWA
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USLOWIQ kO�I � rIMANA

�u

�x
�
�v

�y
�

�u

�y
� ��v

�x
�

�TI USLOWIQ QWLQ�TSQ NEOBHODIMYMI I DOSTATO�NYMI DLQ DIFFEREN�
CIRUEMOSTI FUNKCII W TO�KE� wYPOLNENIE �TIH USLOWIJ W KAVDOJ TO�KE
NEKOTOROJ OBLASTI OZNA�AET DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII W OBLASTI�
pROIZWODNU� FUNKCII PRI USLOWII EE DIFFERENCIRUEMOSTI	 T�E�

PRI WYPOLNENII USLOWIJ kO�I � rIMANA	 MOVNO POLU�ITX ��MQ RAZ�
LI�NYMI WARIANTAMI�

w� � �u� iv�� �
�u

�x
� i

�v

�x
�
�v

�y
� i

�u

�y
�
�v

�y
� i

�v

�x
� ��u

�x
� i

�u

�y
�

pRI NAHOVDENII PROIZWODNYH NET NEOBHODIMOSTI KAVDYJ RAZ PROWE�
RQTX USLOWIQ kO�I � rIMANA	 A ZATEM ISKATX SAMU PROIZWODNU� OD�
NIM IZ UKAZANNYH SPOSOBOW� sAMO WYDELENIE DEJSTWITELXNOJ I MNI�
MOJ �ASTEJ FUNKCII QWLQETSQ TRUDOEMKOJ OPERACIEJ� dOKAZANO	 �TO
WSE �LEMENTARNYE FUNKCII	 T�E� TE	 KOTORYE QWLQ�TSQ KOMPOZICIQMI
OSNOWNYH �LEMENTARNYH FUNKCIJ	 WSEGDA DIFFERENCIRUEMY W OBLASTI

OPREDELENIQ� w SLU�AE MNOGOZNA�NOJ FUNKCII IMEETSQ WWIDU KAVDAQ

W OTDELXNOSTI WETWX FUNKCII ZA ISKL��ENIEM TO�EK WETWLENIQ �T�E�
TAKIH TO�EK	 PRI OBHODE WOKRUG KOTORYH MOVNO PEREJTI OT ODNOJ WET�
WI K DRUGOJ�� tAK	 KAVDAQ IZ DWUH WETWEJ FUNKCII w �

p
z QWLQETSQ

DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCIEJ NA WSEJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI ZA ISKL��
�ENIEM TO�KI z � 
� nEDIFFERENCIRUEMY FUNKCII	 KOTORYE SODERVAT
SLAGAEMYMI	 MNOVITELQMI I T�P� �NESTANDARTNYE� FUNKCIONALXNYE

WYRAVENIQ �z� Re z� Im z� Arg z�
pRAWILA I FORMULY DIFFERENCIROWANIQ TE VE	 �TO I DLQ FUNKCII

DEJSTWITELXNOGO PEREMENNOGO�
nAPRIMER
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tABLICA PROIZWODNYH
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� � �
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��� �arcsin z�
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�
�p

�� z�

�� �az�
�

� az � ln a ��� �arccos z�
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� � �p
�� z�

�� �ez�
�

� ez ��� �arctg z�
�

�
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� � z�

�� �logaz�
�

�
�

z lna
��� �arcctg z�
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� � �

� � z�

�� �ln z�
�

�
�

z
��� �sh z�

�

� ch z

�� �sin z�
�

� cos z ��� �ch z�
�

� sh z

�� �cos z�
�

� � sin z ��� �th z�
�

�
�

ch� z

o P R E D E L E N I E� oDNOZNA�NAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ ANALITI�
�ESKOJ W DANNOJ TO�KE� ESLI ONA DIFFERENCIRUEMA W �TOJ TO�KE I EE
OKRESTNOSTI� fUNKCIQ� DIFFERENCIRUEMAQ WO WSEH TO�KAH NEKOTOROJ
OBLASTI� NAZYWAETSQ ANALITI�ESKOJ W �TOJ OBLASTI�
oB ANALITI�NOSTI MNOGOZNA�NOJ FUNKCII MOVNO GOWORITX TOLXKO

PO OTNO�ENI� K KAVDOJ EE OTDELXNOJ WETWI�
tO�KI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI	 W KOTORYH FUNKCIQ QWLQETSQ ANALI�
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KOJ FUNKCII TAKVE QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ� iZ POSLEDNEGO UTWERVDE�
NIQ SLEDUET	 �TO ESLI ODNOZNA�NAQ FUNKCIQ f�z� DIFFERENCIRUEMA W
TO�KE ILI W OBLASTI	 TO ONA DIFFERENCIRUEMA W �TOJ TO�KE ILI OBLAS�
TI BESKONE�NOE �ISLO RAZ�

������ sWQZX ANALITI�ESKOJ FUNKCII S GARMONI�ESKIMI
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CIQ QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ I	 KAK SLEDUET IZ SKAZANNOGO WY�E	 ONA
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wSQKU� ANALITI�ESKU�FUNKCI� MOVNO WOSSTANOWITX PO ODNOJ TOLX�
KO DANNOJ DEJSTWITELXNOJ ILI MNIMOJ �ASTQM�

zADA�A� dOKAZATX	 �TO FUNKCIQ u�x� y� � x	 � �xy� � �x MOVET

SLUVITX DEJSTWITELXNOJ �ASTX� ANALITI�ESKOJ FUNKCII
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pOLU�ENNYE WYRAVENIQ MOVNO PEREPISATX W DRUGOJ FORME
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���� iNTEGRIROWANIE FUNKCIJ

������ nEPOSREDSTWENNOE INTEGRIROWANIE
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eSLI FUNKCIQ f�z� QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ	 TO WYPOLNENIE DLQ NEE
USLOWIJ kO�I � rIMANA AWTOMATI�ESKI OZNA�AET I NEZAWISIMOSTX ZA�
PISANNYH WY�E INTEGRALOW OT PUTI INTEGRIROWANIQ	 A TOLXKO OT NA�
���



�ALXNOJ I KONE�NOJ TO�EK PUTI� w �TOM SLU�AE WSEGDA SU�ESTWUET PER�
WOOBRAZNAQ DLQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII F ��z� � f�z�	 KOTORAQ TOVE
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LA kO�I�

iNTEGRALXNAQ FORMULA kO�I� eSLI FUNKCIQ f�z� QWLQETSQ ANA�
LITI�ESKOJ W ZAMKNUTOJ ODNOSWQZNOJ OBLASTI �D�� TO SPRAWEDLIWA
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tO�KA z� WEZDE OBHODITSQ PO KONTURU PROTIW �ASOWOJ STRELKI�

nAJDEM SLEDU��IE INTEGRALY PO ZADANNYM KONTURAM	 ISPOLXZUQ IN�
TEGRALXNU� FORMULU kO�I I EE SLEDSTWIQ
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w DANNOM SLU�AE TO�KA z � �i QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO�KOJ OBLASTI I
INTEGRAL BERETSQ PO FORMULE �I��

	ASTO BYWAET	 �TO ISHODNYE INTEGRALY NEOBHODIMO WNA�ALE PODGOTO�
WITX K ISPOLXZOWANI� SOOTWETSTWU��EJ FORMULY	 A DLQ �TOGO NUVNO
W PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII PREDWARITELXNO WYDELITX ANALITI�ESKU�

W TO�KE FUNKCI�� eSLI WNUTRX KONTURA INTEGRIROWANIQ POPADA�T NE�
SKOLXKO OSOBYH TO�EK �TO�EK NEANALITI�NOSTI FUNKCII�	 TO NEOBHO�
DIMO KAVDU� TO�KU IZOLIROWATX NEKOTORYM KONTUROM	 PREDSTAWITX
ISHODNYJ INTEGRAL W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO OTDELXNYM KONTURAM

I WY�ISLITX KAVDYJ	 ISPOLXZUQ SOOTWETSTWU��U� FORMULU�
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w DANNOM SLU�AE WNUTRX KONTURA INTEGRI�
ROWANIQ POPADAET TOLXKO TO�KA z � �i	 PO�
�TOMU W KA�ESTWE ANALITI�ESKOJ W OBLASTI

FUNKCII BUDET WYSTUPATX
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w DANNOM SLU�AE WNUTRX KONTURA INTEGRIRO�
WANIQ POPADAET WSE TRI OSOBYE TO�KI� oKRU�
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