
Криволинейные  интегралы

Интегральное  исчисление
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Понятие криволинейного интеграла 
1 рода

∆li – длина i части

I

∆li – длина i части
f(xi; yi) – значение функции в 

i части

L – кривая линия 

Y

∆x

∆y
22 yxl ∆+∆=∆

L – кривая линия 
z=f(x; y) функция определена вдоль L

Xa b
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Определение криволинейного  интеграла 

1 рода
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Геометрический смысл криволинейного  

интеграла 1 рода
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� Площадь цилиндрической поверхности образованной 
кривой L, описываемой функцией f(x; y)
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Свойства криволинейного  интеграла 
1 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
1 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
1 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
1 рода. 

� Линия интегрирования задана параметрически.� Линия интегрирования задана параметрически.
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Вычисление криволинейного интеграла 
1 рода. 

� Линия интегрирования задана в полярных координатах.� Линия интегрирования задана в полярных координатах.
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Криволинейный интеграл 2 рода

� Пусть под действием 
Y

N

→
F� Пусть под действием 

силы точка движется 
вдоль линии L из точки 
M в точку N

X

N

M

∆x

∆y →
∆ iS

→→→

→→→

⋅∆+⋅∆=∆

⋅+⋅=

jyixS

jyxQiyxPyxF

iii

iiiiii )()()(

∆x

10



Определение криволинейного интеграла 
2 рода

� Работа, которую совершает сила при перемещении� Работа, которую совершает сила при перемещении
точки вдоль линии L из точки M в точку N, равна:
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Свойства криволинейного  интеграла 
2 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
2 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
2 рода
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Вычисление криволинейного интеграла 
2 рода. 

� Линия интегрирования задана параметрически.� Линия интегрирования задана параметрически.
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Формула Грина

� Устанавливает связь 
между криволинейным 

Y

L2

между криволинейным 
интегралом 2 рода по 
замкнутому контуру и 
двойным интегралом по 
области внутри контура
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Условие независимости криволинейного 
интеграла от пути интегрирования

QP ∂=∂
Y L2

� При выполнении данного условия интеграл не 
зависит от пут интегрирования и будет равен нулю.
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зависит от пут интегрирования и будет равен нулю.
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