
Кратные  интегралы

Интегральное  исчисление
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Понятие двойного интеграла

I

D – область интегрирования 
Y

∆Si – площадь i части
f(xi; yi) – значение функции в 

D – область интегрирования 
z=f(x; y) функция определена в DY

f(xi; yi) – значение функции в 
i части

X

2



Область интегрирования

� Правильная область � Неправильная � Правильная область � Неправильная 
область
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Определение двойного  интеграла
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Геометрический смысл двойного  интеграла
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Свойства двойного  интеграла
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Свойства двойного  интеграла

Если m – наименьшее значение f(x;y), Если m – наименьшее значение f(x;y), 

а M – наибольшее значение f(x;y) в области D то:
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Теорема о среднем

� Если f(x; y) непрерывна в области D, то среднее 
значение функции в некоторой точке k будет значение функции в некоторой точке k будет 
вычисляться по формуле:
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Вычисление двойного интеграла
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Схема вычисления двойного интеграла

1. Построить область интегрирования.

2. Выбрать порядок интегрирования.2. Выбрать порядок интегрирования.

3. Вычислить внутренний интеграл. При этом 

пределами интегрирования должны быть функции. 

Если интегрирование ведется по y, то x считают 

const.const.

4. Вычислить внешний интеграл. При этом пределами 

интегрирования должны быть константы.
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Замена переменной в двойном интеграле

� x, y –декартовы координаты
� u, v – новые криволинейные 
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Замена переменной в двойном интеграле
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Двойной интеграл в полярных 
координатах
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Приложения двойного интеграла

� Площадь плоской области в 

∫∫∫∫ == dSdxdyS
� Площадь плоской области в 
декартовой системе 
координат.

� Площадь плоской области в 
полярной системе 
координат. ∫∫∫∫
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Приложения двойного интеграла

� Масса плоской пластины в декартовой системе � Масса плоской пластины в декартовой системе 
координат.

� δ(x; y) - поверхностная плотность распределения 
массы
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Приложения двойного интеграла

� Координаты центра тяжести
δ(x; y) - поверхностная плотность распределения � δ(x; y) - поверхностная плотность распределения 
массы
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Определение тройного  интеграла

� Пусть в пространстве задана 
некоторая область Vнекоторая область V
ограниченная поверхностью S.

� Пусть в этой области задана 
непрерывная функция f(x, y, z).

� Разобьем область на 
элементарные объемы ∆Vi и в 
каждом из них выберем точкукаждом из них выберем точку

(xi, yi, zi).
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Определение тройного  интеграла
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Геометрический смысл тройного  интеграла
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Свойства тройного  интеграла

[ ] ∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫[ ]

),,(),,(),,(

),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

dVzyxfdVzyxfdVzyxf

dVzyxfCdVzyxfC

dVzyxgdVzyxfdVzyxgzyxf

VV

V VV

+=

=⋅

±=±

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫

21
1 2

VVV
V V V

+=

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫

20



Свойства тройного  интеграла

Если m – наименьшее значение f(x; y; z), Если m – наименьшее значение f(x; y; z), 

а M – наибольшее значение f(x; y; z) в области V то:
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Теорема о среднем

� Если f(x; y; z) непрерывна в области V, то 
среднее значение функции в некоторой точке kсреднее значение функции в некоторой точке k
будет вычисляться по формуле:
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Вычисление тройного интеграла
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Схема вычисления тройного 
интеграла

1. Построить область интегрирования V.1. Построить область интегрирования V.
2. Выбрать порядок интегрирования.
3. Изобразить проекцию области V на 

к-л. координатную плоскость, получим 
плоскую область D.

4. Определить пределы интегрирования 
в области D.
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Замена переменной в тройном интеграле
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Цилиндрическая система координат.
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φ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах.
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Сферическая система координат.

Z

M

O

z

ρ
θ

Y

X
M\

φ ρ

28



Тройной интеграл в сферических 
координатах.
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