Лекция 1

Введение

1.1 Наука о сопротивлении материалов

Сопротивление материалов − это наука об инженерных методах расчета на прочность, жесткость, устойчивость,  выносливость элементов конструкций и сооружений, деталей машин и механизмов. Находящийся под действием различных сил, имеющих как механическую, так и иную природу (тепловые, электромагнитные и другие силы).

Прочность − способность конструкции в целом, ее частей и деталей сопротивляться внешним нагрузкам без разрушения.

Жёсткость − способность конструкции и её элементов противостоять внешним нагрузкам без изменения размеров и формы.

Устойчивость − способность материального тела под нагрузкой сохранять первоначальную форму устойчивого равновесия.

Выносливость (долговечность) − способность материала сопротивляться переменным силовым воздействиям длительное время.

Коэффициент запаса − показатель надёжности:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image3.emf]P
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 − критическое (предельное) значение параметра (нагрузка, напряжение, …), Рmax − наибольшее значение данного параметра в рабочих условиях (при эксплуатации).

Условие надёжности имеет вид: n ≥ [n], где [n] − допускаемое значение n, которое назначают, исходя из практического опыта создания аналогичных конструкций. Для каждой области техники [n] имеет свои границы значений. Например, при проектировании стационарных долговечных сооружений [n] = 2÷5, в авиационной технике [n] = 1.5÷2.

 Чтобы конструкция в целом отвечала требованиям прочности, жесткости, устойчивости, а, следовательно, была надежна в эксплуатации необходимо иметь представление о поведении используемых материалов в различных условиях нагружения 

Основные задачи сопротивления материалов

1) Оценка прочности;

2) Оценка жесткости;

3) Исследование устойчивости формы равновесного состояния;

4) Определение механических характеристик материалов.

1.2 Модель объекта исследования

Охватить многообразие материалов, форм, условий нагружения и разрушения практически невозможно, поэтому реальный объект освобождается от несущественных особенностей. Для получения расчётных зависимостей используется понятие расчётной схемы. В основе выбора расчётной схемы лежат требования, предъявляемые к соответствующей математической модели: с одной стороны математическая модель должна быть адекватной, с другой стороны она должна быть легко реализуема в численном расчёте. Данные требования являются нередко трудно выполнимыми.

Модель материала. Предполагается, что материал элемента конструкции является однородной, сплошной, изотропной средой.

Однородность − тело состоит из материала одной природы, свойства любого элемента объёма можно распространить на всё тело, включая поверхность.

Из понятия однородности вытекает понятие сплошной среды, непрерывно заполняющей весь объём, занимаемый телом.

Изотропность − свойство материала иметь одинаковые характеристики по всем направлениям ( в отличие от анизотропных материалов, у которых свойства зависят от направления).

Кроме того, модель материала наделяется такими свойствами как упругость, пластичность, хрупкость и ползучесть.

Упругость − способность тела восстанавливать первоначальные форму и размеры после снятия нагрузки.

Пластичность − способность тела сохранять значительные деформации (изменения формы и размера) после снятия нагрузки.

Хрупкость − способность тела разрушаться без образования заметных остаточных деформаций.

Ползучесть − способность тела изменять деформации и напряжения во времени при действии постоянной внешней нагрузки.

1.3 Схематизация геометрии объекта расчёта (модели формы)

Стержень − тело, имеющее поперечные размеры малые по сравнению с его длиной (рис.1.1)
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Рис.1.1

Критерием того, что рассчитываемая конструкция является стержнем, будет выполнение неравенства max(a,b) ≤ 0.05l
Пластина − тело, ограниченное двумя плоскими поверхностями, расстояние между которыми мало по сравнению с другими размерами (рис 1.2).
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Рис.1.2

Критерием того, что рассматриваемая конструкция является пластиной, будет неравенство h ≤ 0.05min(a,b)

Оболочка − тело, ограниченное двумя криволинейными поверхностями, расстояние между которыми мало по сравнению с прочими размерами (рис 1.3).
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Рис 1.3

Критерием того, что рассматриваемая конструкция будет оболочкой, является выполнение неравенства h ≤ 0.05min(L,R)

Массив − тело, имеющее сопоставимые размеры по всем трём измерениям.

Основным объектом изучения в сопротивлении материалов являются стержни. Расчёт пластин и оболочек изучается в теории пластин и оболочек, расчёт массивов − в теории упругости.

1.4  Допущения о характере деформации

1. Перемещения, возникающие в упругих телах под действием внешних сил, малы по сравнению с размерами элемента (рис.1.4).
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Рис. 1.4

2. Перемещение точки упругого тела прямо пропорционально действующим нагрузкам до некоторого предела (рис.1.5).
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Рис.1.5

3. Принцип независимости действия сил (принцип суперпозиции). Перемещение элемента упругой конструкции от действия нескольких сил равно сумме перемещений от действия каждой силы в отдельности 
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 (рис.1.6).
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Рис.1.6

4. Принцип Сен-Венана. Способ приложения нагрузки мало сказывается на деформации в точках, удалённых от места её приложения. Например, при расчёте каната (рис.1.7,а), можно рассматривать груз как силу F, приложенную в точке (рис.1.7,б). Упрощение возможно, так как размеры площадки, по которой происходит передача силы канату, малы по сравнению с размерами каната. В случае, если необходимо провести расчёт захвата (рис.1.7, в), в котором подвешен груз, введение сосредоточенной силы недопустимо.
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Рис.1.7

1.5 Классификация внешних сил

Внешние силы подразделяются на активные и реактивные (реакции связей).

Сила есть мера взаимодействия материальных тел. В технической литературе внешние силы, действующие на элементы конструкций и сооружений, называют нагрузками. Внешними являются и реакции связей и опор.

Мера взаимодействия частей одного и того же материального тела есть внутреннее усилие. Внутренние усилия возникают в результате действия внешних сил.

Основные типы связей:

1. Шарнирно-подвижная опора, в которой может возникать только одна составляющая реакции RA, направленная вдоль связи (рис.1.8).  [image: image9.emf]
Рис. 1.8

2. Шарнирно-неподвижная опора, в которой могут возникать две составляющие RA и HA (рис. 1.9).
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Рис.1.9

3. Защемление, в котором возникают три составляющие: вертикальная и горизонтальная реакции RA и НА и опорный момент МА (рис.1.10).
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Рис.1.10

Внешние силы разделяют на сосредоточенные и распределённые.

Сосредоточенная сила приложена к точке (к площадке, размеры которой малы по сравнению с размерами элемента).

Распределённая сила приложена к площадкам, размеры которых сопоставимы с размерами рассматриваемых элементов.

Нагрузки можно разделить на постоянные и временные.

Постоянные нагрузки действуют во всё время эксплуатации конструкции (например, собственный вес).

Временные нагрузки действуют лишь в течение некоторого промежутка времени (например, вес поезда на мосту).

Нагрузки можно разделить на статические и динамические. Статические нагружают конструкцию постепенно. Будучи приложены, они не меняются или меняются незначительно. При передаче статических нагрузок на конструкцию все её части находятся в равновесии − ускорения элементов конструкции отсутствуют, или ими можно пренебречь. Если же ускорения значительны, то мы имеем дело с приложением динамических нагрузок.

Примерами таких нагрузок являются внезапно-приложенные нагрузки, ударные и повторно-переменные.

Ударные нагрузки возникают при быстром изменении скорости соприкасающихся элементов конструкции.

Внезапно-приложенные нагрузки передаются на сооружение сразу и полной своей величиной.

Повторно-переменные нагрузки действуют на элементы конструкции, повторяясь значительное число раз.

1.6 Внутренние усилия. Виды нагружений

Действие внешних сил вызывает изменение взаимного положения частиц материального тела. Перемещение частиц влечёт за собой изменение в силах взаимодействия между ними. Эти силы называют внутренними. Внутренние силы и по величине и по характеру воздействия соответствуют деформации тела, т.е. являются следствием результата действия внешних сил.

Внутренние усилия определяют методом сечений. Рассмотрим тело, находящееся под действием системы внешних сил в равновесии    ( рис1.11). Мысленно рассекая тело плоскостью, отбросим любую из двух полученных частей. Заменим действие отброшенной части внутренними усилиями. Поскольку тело в целом находится в равновесии, в равновесии находится и любая его часть. Характер распределения внутренних усилий неизвестен. В соответствии с принципами теоретической механики, любую систему сил можно привести к главному вектору 
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 и главному моменту 
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. За центр приведения выберем центр тяжести сечения − точку О. Воспользуемся декартовой системой координат X, Y, Z, начало которой совместим с центром тяжести сечения. Проецируя главный вектор 
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 и главный момент 
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 на эти оси, получим три силы: нормальную (или продольную), и две поперечные 
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 и 
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, а также три момента: крутящий момент 
[image: image18.wmf]x

M

 и два изгибающих 
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 (рис1.11,б). Полученные составляющие главного вектора и главного момента называют внутренними силовыми факторами или внутренними усилиями.

Внутренние силовые факторы могут быть определены из условий равновесия рассматриваемой части материального тела 
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Рис 1.11

В зависимости от того, какие внутренние силовые факторы имеют место в сечении, различают виды нагружения.

Растяжение, сжатие − такой вид нагружения, при котором 
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, все прочие отсутствуют.

Сдвиг, срез имеет место тогда, когда в поперечном сечении силы 
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, все прочие отсутствуют.

Кручение − такой вид нагружения, при котором в поперечном сечении имеет место только крутящий момент 
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Изгиб − вид нагружения, при котором 
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. Все другие внутренние усилия равны нулю. Все прочие сочетания внутренних усилий относят к сложному сопротивлению.

1.7 Напряжения

Напряжение есть интенсивность распределения внутренних усилий по сечению, или внутреннее усилие, приходящееся на единицу площади поперечного сечения.

В общем случае нагружения закон распределения внутренних усилий неизвестен, однако в окрестности бесконечно малого элемента можно считать внутреннее усилие распределённым равномерно. Равнодействующая внутренних сил на площадке 
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 (рис. 1.12, а). 

Предел отношения 
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 называют полным напряжением.

В общем случае вектор 
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 произвольно ориентирован в пространстве (рис 1.12, б). Проекцию вектора 
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 на нормаль к площадке называют нормальным напряжением и обозначают буквой σ (сигма).

Проекцию вектора 
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 на плоскость сечения называют касательным напряжением и обозначают буквой τ (тау).
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Рис.1.12
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Размерность напряжения − паскаль (Па)

Совокупность напряжений, действующих в рассматриваемой точке по различным направлениям, называется напряженным состоянием в точке.

1.8 Перемещения и деформации

Под действием внешних сил, происходит изменение геометрической формы рассматриваемого тела, при этом различные точки тела неодинаково перемещаются в пространстве.

Рассмотрим точки А и В материального тела в недеформированном состоянии. Расстояние между точками l (рис. 1.13). Под действием внешних сил форма тела изменилась, и рассматриваемые точки оказались в положении А1В1. Расстояние между ними изменилось А1В1 = (l+Δl). 
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Рис.1.13

Величина 
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 характеризует линейную деформацию, и называется относительным удлинением.

Вектор 
[image: image39.wmf]T

, имеющий своё начало в точке А недеформированного состояния, а конец в точке А1 деформированного состояния характеризует линейное перемещение точки А.

Если за исходное состояние принять положение АВ, то угол α характеризует угловое перемещение отрезка АВ (поворот) (рис.1.14).
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Рис.1.14

Угловая деформация характеризуется изменением угла, образованного двумя отрезками АС и ВС, взаимно перпендикулярными в недеформированном состоянии. Вследствие деформации отрезки занимают положение А1С1 и В1С1. Величина 
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 характеризует угловую деформацию, или сдвиг.

Лекция 2

Растяжение, сжатие

2. Определение внутренних усилий

Растяжение (сжатие) имеет место в том случае, когда внешние усилия действуют строго вдоль центральной оси стержня в противоположные стороны ( рис. 2.1,а ; 2.1,в) .
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Рис.2.1

Именно при таком нагружении в поперечном сечении стержня действует только нормальное внутреннее усилие N, − все прочие равны нулю.

На растяжение, сжатие работают тросы, канаты, стержни ферм, колонны, штанги бурового инструмента.

Внутренние усилия определяют методом сечений и вычисляют исходя из условий равновесия.

Проводим мысленно сечение mn и отбрасываем любую из частей стержня, заменяя её действие на оставшуюся силой N ( рис 2.1,б).

Рассматриваемая часть стержня работает на растяжение. Записываем условие равновесия рассматриваемой части 
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, откуда следует, что N = P, направлена вдоль оси стержня от сечения. Очевидно, что внутренне усилие, направленное к сечению будет означать сжатие.

В том случае, когда на стержень действует система сил (рис. 2.2а) внутреннее усилие в любом сечении равно алгебраической сумме внешних сил, расположенных по одну сторону от рассматриваемого сечения.
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Рис. 2.2

Запишем условие равновесия правой части стержня, отсечённой сечением II (рис. 2.2,б)  
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, от куда 
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. Знак «+» при решении говорит о том, что внутреннее усилие направлено верно, знак «-» указывает на то, что внутреннее усилие следует направить в противоположную сторону.

2.2 Напряжение в поперечных сечениях растянутого стержня

Экспериментальное наблюдение показывает, что, если на поверхность растягиваемого образца нанести сетку из продольных и поперечных линий (рис. 2.3а), то после нагружения поперечные линии остаются прямолинейными и параллельными друг другу; меняется лишь расстояние между ними.
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Рис.2.3

Это означает, что внутреннее усилие N равномерно распределено по поперечному сечению. Величина внутреннего усилия, приходящаяся на единицу сечения, есть напряжение.

При растяжении, сжатии имеют место нормальные усилия N, а, следовательно, и нормальные напряжения

                                                             
[image: image48.wmf]σ

N

A

=

                                            (2.1)

Здесь А − площадь поперечного сечения.

Прочность при любом виде нагружения сохраняется до тех пор, пока действующее максимальное напряжение не превзойдёт некоторой величины, безопасной для этого материала 
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Здесь σmax − действующее напряжение, [σ] − допускаемое напряжение, определяемое экспериментально.

Условие прочности при растяжении, сжатии имеет вид:
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Значения допускаемых напряжений

Таблица2.1

	Материал
	Растяжение
	Сжатие

	Сталь 3
	130÷160 МПа
	130÷160 МПа

	Чугун серый
	28÷80 МПа
	120÷150 МПа

	Алюминий
	30÷80 МПа
	30÷80 МПа

	Бетон
	0,2÷1,4 МПа
	2÷24 МПа

	Сосна:

вдоль волокон

поперёк волокон
	7÷10 МПа

−
	10÷12 МПа

1,5÷2 МПа


Исходя из условия прочности можно решить три типа задач:

1 Проверка прочности существующей конструкции
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Определение площади поперечного сечения, обеспечивающего прочность
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Размеры поперечного сечения определяют, исходя из его формы.

2 Определение грузоподъёмности системы
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Наибольшее допускаемое внутреннее усилие в конструкции позволяет определить допускаемую внешнюю нагрузку.

Пример 1. Определить наибольший вес груза G для симметричной системы (рис 2.4а), состоящей из двух стрежней.

Дано: l1 = l2 = l; α; [σ]; A1 = A2 = A.

[image: image54.emf]
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Рис.2.4

Определяем внутренние усилия N1 и N2, возникающие в стрежнях в результате действия груза. Пользуясь методом сечений, вырезаем узел В и записываем условия равновесия отсечённой части.
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Из уравнения 2.7 следует, что в стержнях развиваются равные усилия N1 = N2 = N.

Подставляя полученное в уравнение 2.8, имеем 
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Допускаемое усилие для 1 и 2 стержней – [N] = [σ]A. Таким образом
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 2.3 Деформации и перемещения при растяжении, сжатии

Деформацией называют изменения формы и размеров тела под действием внешних сил.

 Рассмотрим цилиндрический стержень, нагруженный силами P.

[image: image58.emf]
Рис.2.5

Исходные размеры стержня: длина l0, диаметр d0. После нагружения стержень остался цилиндрической формы, но размеры его изменились (рис.2.5). Новая его длина l1, диаметр поперечного сечения d1. При нагружении стержня имеет место абсолютная продольная деформация – изменение длины Δl = l1-l0, и абсолютная поперечная деформация – изменение диаметра Δd = d0-d1.

О степени деформирования нельзя судить только по величине абсолютных деформаций, так как они зависят не только от нагрузки, но и от первоначальных размеров стержня.

Характеристикой степени деформирования являются: относительная продольная деформация 
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 и относительная поперечная деформация 
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.  При упругом деформировании существует связь:
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Коэффициент пропорциональности μ называется коэффициентом Пуассона и является одной из упругих констант материала.

Значения коэффициента Пуассона

Таблица 2.2

	Сталь 3
	μ = 0,25÷0,35

	Чугун серый
	μ = 0,23÷0,27

	Алюминий
	μ = 0,32÷0,36

	Каучук
	μ = 0,47-0,50


2.4 Связь между напряжением и деформацией

В пределах упругого деформирования между напряжением и относительной продольной деформацией существует прямо пропорциональная зависимость, установленная Робертом Гуком
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Коэффициент пропорциональности Е зависит от свойств материала, является упругой его константой и называется модулем упругости I рода или модулем Юнга.

Значения модуля упругости Е

Таблица 2.3

	Сталь
	Е = (2,0÷2,1)105 МПа

	Чугун
	Е = (1,2÷1,6)105 МПа

	Алюминий
	Е = 0,69·105 МПа

	Дерево вдоль волокон
	Е = (0,10÷0,12)105 МПа

	Каучук
	Е = 0,00008·105 МПа


Закон Гука может быть записан и в форме, используемой для расчета абсолютной продольной деформации. Учитывая, что 
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 подставляем в соотношение (2.9) и получаем:

                                                     
[image: image65.wmf]Nl

l

EA

×

D=

                                              (2.11)

Перемещения являются следствием деформаций.

Пример 2. Определить перемещение узла В шарнирно-стержневой системы, изображенной на рисунке рис2.6.

В силу геометрической и силовой симметрии узел В переместится вертикально вниз в положение В1.
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На рис2.6 изображена картина возможных перемещений всех элементов системы.

СВ − исходное положение стержня;

СВ1 − положение стержня после нагружения;

Δl1 − изменение длины стержня 1, которое можно рассчитать, используя закон Гука 
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        Рис.2.6                           В силу малости упругих деформаций изменением угла α можно пренебречь. Определяем перемещение узла В исходя из геометрии картины возможных перемещений:
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Пример 3. Определить перемещение сечений I-I и II-II ступенчатого бруса, нагруженного силой Р (рис. 2.7,а)
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Рис 2.7

Здесь A1, A2 − площади поперечного сечения соответствующих участков. Используя метод сечений, легко установить, что внутренние усилия на участках a и b равны силе P и являются растягивающими. Эпюра внутренних усилий представлена на рис.2.7,б

Перемещение в опорном сечении невозможно, то есть равно нулю. Перемещение сечения I-I зависит от деформации участка а.
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Перемещение сечения II–II есть следствие деформации обоих участков:
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Откладывая полученные значения перемещений в масштабе в виде отрезков перпендикулярных оси, параллельной оси бруса, соединяем концы отрезков прямыми линиями. Эпюра перемещений представлена на рис. 2.7,в

2.5 Учёт влияния собственного веса

Влияние собственного веса оказывается существенным в элементах большой протяженности. Собственный вес это нагрузка, распределенная по объему стержня. Интенсивность этой нагрузки – величина удельного веса 
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Рис.2.8

Внутреннее усилие в сечении, находящемся на расстоянии x от свободного конца стержня, получаем исходя из условия равновесия отсеченной части:
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Напряжение в сечении x равно:
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что указывает на линейный характер распределения напряжений вдоль оси стержня (рис.2.8,б) . При х = 0 напряжение: 
[image: image75.wmf]σ

P

A

=

. Величина напряжения максимальна в месте заделки при x = l:


[image: image76.wmf]max

σγ

P

l

A

=+


Эпюра напряжений с учетом собственного веса представлена на рис.2.8,в.

При оценке деформаций с учетом собственного веса следует отметить, что деформации, так же как напряжения, переменны по длине стержня. Рассмотрим деформацию бесконечно малого участка длиной dx(рис.2.8,а).  В соответствии с законом Гука
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Перемещение свободного конца δ равно удлинению стержня
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Здесь 
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 − собственный вес стержня.

2.6 Расчёт статически неопределимых систем

В ходе предыдущих рассуждений внутренние усилия определялись методом сечений с использованием уравнений равновесия системы. Системы, в которых число неизвестных превышает число уравнений статики, называют статически неопределимыми.

Решение такого рода задач требует анализа картины возможных перемещений. Рассмотрим решение статически неопределимых задач на примере.

Пример 3. Ступенчатый брус жестко закреплен по концам и нагружен продольной силой P(рис.2.9,а).

Построить эпюры внутренних усилий, напряжений и перемещений имеющих место в системе.

Прежде чем определять внутренние усилия, необходимо выявить все внешние силы, действующие в системе. Кроме активной нагрузки P на стержень действуют две опорные реакции RА и RВ, направленные вдоль оси стержня. Таким образом, прежде всего, необходимо определить неизвестные RА и RВ.

Для равновесия такой системы сил необходимо и достаточно соблюдения условия:
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Рис. 2.9

Число неизвестных – два, число уравнений статики – одно. Задача статически неопределима.

Необходимо составить еще одно дополнительное уравнение. Для этого отбросим «лишнюю» связь – опору C, заменив ее действие силой RС(рис.2.9,б). При этом становится возможным перемещение свободного конца (рис.2.9,в):
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Однако, по условию задачи, это невозможно. Записывая это условие в математической форме, получаем дополнительное уравнение 
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Полученное уравнение называется уравнением совместности деформаций. Решая его совместно с уравнением равновесия , определяют опорные реакции. Далее определяют внутренние усилия, перемещения и отражают это построением эпюр N и δ (рис 2.9,г,д).

Лекция3                        

Сдвиг, срез, смятие.

3.1 Напряжения и деформации

Вид нагружения, при котором две равные и противоположно направленные силы действуют в параллельных плоскостях, незначительно смещённых относительно друг друга, называют сдвигом (рис.3.1). В таких условиях работают заклёпки, шпоночные соединения, сварные швы, болты.

Рассматривая равновесие мысленно отсечённой нижней части материального тела (рис. 3.1с) видим, что в сечении имеют место касательные напряжения. 
Экспериментально установлено, что касательные напряжения равномерно распределены по сечению:
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Рис. 3.1

Условие прочности при сдвиге:
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(3.2)

Здесь Q − сдвигающая сила, Асдвига − площадь, по которой идёт сдвиг, [τ] − допускаемое касательное напряжение.

Элемент в форме прямоугольника, выделенный на поверхности рассматриваемого тела, получает геометрические искажения(рис.3.2).
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Рис. 3.2

Абсолютная деформация сдвига характеризуется величиной смещения «а» − абсолютный сдвиг (рис. 3.2,б).

Степень деформации при сдвиге характеризуют относительной величиной, называемой углом  сдвига. При малых значениях угла сдвига γ в упругой области деформирования:
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В упругой области деформирования между напряжением и относительной деформацией существует зависимость, подчиняющаяся закону Гука:
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Коэффициент пропорциональности G называется модулем упругости II рода, или модулем сдвига.

3.2 Практические расчеты на срез и смятие 

Расчет заклепочных соединений на срез

Срез есть конечная стадия деформации сдвига. Заклепочное соединение может быть односрезным ( рис.3.3,а) или многосрезным (рис. 3.3,б).
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Рис. 3.3

Сила Q передаётся путём давления стенок отверстия под заклёпку на боковую поверхность стержня заклёпки.

В поперечном сечении заклёпки происходит сдвиг в сечении а-а и развиваются касательные напряжения:
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(3.4)

Здесь d − диаметр заклёпки, n − число заклёпок в соединении.

При многосрезном соединении разрушение происходит в двух плоскостях (рис. 3.3,б).

Условие прочности заклёпочного соединения по касательным напряжениям:
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(3.5)

Здесь m − число срезов.

Величину допускаемого касательного напряжения определяют экспериментально. Как правило 
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Расчёт заклёпочных соединений на смятие

При небольшой толщине соединяемых листов и значительной нагрузке, между боковой поверхностью заклёпки и стенками отверстия возникает значительное взаимное давление, что приводит к смятию боковой полуцилиндрической поверхности тела заклёпки (рис. 3.4).
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Рис. 3.4

При смятии имеют место нормальные напряжения, закон их распределения по поверхности смятия неизвестен. Расчёт на смятие ведут упрощенно, принимая за площадь смятия диаметральное сечение заклёпки под листом меньшей толщины. В предположении равномерного распределения сминающих напряжений:
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Условие прочности заклёпочного соединения по нормальным напряжениям:
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Допускаемое напряжение на смятие обычно принимают в зависимости от допускаемого напряжения на сжатие 
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Расчёт сварных соединений

Сварка является наиболее современным способом соединения элементов стальных конструкций. При соединении внахлёстку применяют лобовые (рис. 3.5,а) и фланговые (рис. 3.5,б) швы.

И те и другие швы работают на срез. Расчёт на срез ведётся в предположении о равномерном распределении касательных напряжений по площади среза. При качественном выполнении сварного соединения разрушение шва идёт в направлении под углом 45° к катету шва. Катет шва выполняется равным толщине привариваемого листа t (рис. 3.6).
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Рис. 3.5
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Рис. 3.6

Условие прочности сварного шва:
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Для лобового шва 
[image: image101.wmf]среза

0,7

Аtb

=

, для фланговых 
[image: image102.wmf]среза

0,72

Atl

=

, 
[image: image103.wmf][

]

электрода

τ

 − допускаемое напряжение для материала электрода.

Соединение двух листов может быть выполнено и встык (рис. 3.7). В этом случае зазор между соединяемыми листами заполняется 
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Рис. 3.7

расплавленным металлом. В таком соединении шов работает на растяжение.

Условие прочности соединения: 
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Лекция 4.

Геометрические характеристики плоских сечений

Прочность элементов конструкций зависит от свойств материала, из которого изготовлен элемент, от размеров его поперечного сечения. Однако очевидно, что прочность элемента в условиях изгиба (рис. 4.1) будет выше, если поперечное сечение его будет занимать положение I.
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Рис. 4.1

При одной и той же площади поперечного сечения балка, закреплённая на двух опорах, прогнётся меньше, если поперечное сечение её занимает положении I.

Напрашивается вывод, что на прочность и жёсткость оказывает влияние не только непосредственно площадь поперечного сечения элемента, но и другие геометрические характеристики сечения.

4.1 Виды геометрических характеристик

Рассмотрим произвольное плоское сечение площадью А в системе отсчёта YoX (рис. 4.2). Любая из геометрических характеристик сечения может быть представлена в виде интегральной функции 
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Рис.4.2

При n = 0 получается площадь сечения, так как 
[image: image109.wmf]A
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. 

При n = 1 будет получен статический момент площади относительно оси X или Y 
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(4.1)

Интегрируя можно убедиться, что статический момент площади относительно оси равен произведению площади на расстояние от центра тяжести сечения с до рассматриваемой оси:
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Здесь 
[image: image112.wmf],
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 − координаты центра тяжести сечения. Из выражений (4.2) следует, что статический момент сечения относительно оси, проходящей через центр тяжести, равен нулю.

Эта характеристика помогает определить положение центра тяжести сложного составного сечения.

Размерность статического момента − см3 или м3; он может быть как положительным, так и отрицательным.

При n = 2 интегралы произведения элемента площади dA на квадрат расстояния его до осей представляют осевые моменты инерции
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(4.3)

Размерность осевых моментов инерции − см4, м4; они всегда положительны.

Если под интегралом произведение элемента площади на квадрат расстояния его до точки О (полюса), получается характеристика  называемая полярным моментом инерции
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Подставляя в (4.4) 
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 , получаем связь между осевыми и полярным моментом инерции сечения: 
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(4.5) 

Интегральная функция вида 
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 позволяет оценить ещё одну геометрическую характеристику центробежный момент инерции сечения. Центробежный момент инерции может быть положительным, отрицательным и, даже, равным нулю. Оси, относительно которых центробежный момент инерции сечения равен нулю, называют главными. Осевые моменты инерции относительно главных осей достигают экстремальных значений.

4.2 Общие свойства геометрических характеристик

Выше перечислены все основные геометрические характеристики плоских сечений, влияющие на прочность и жёсткость элементов конструкций и сооружений. В случае сложного составного сечения их можно определить, суммируя соответствующие характеристики простейших составляющих, на которые можно разбить сложное сечение.
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Рис. 4.3

Рассмотрим прямоугольное сечение  с отверстием диаметром d по центру (рис.4.3). Оси 
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, проходящие через центр тяжести, называют центральными.

Площадь поперечного сечения равна разности составляющих его:
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(4.6)

Статический момент сечения относительно центральных осей всегда равен нулю:
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(4.7)

Осевые моменты инерции сложного сечения также можно определить как сумму или разность моментов инерции простейших составляющих:
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(4.8)

4.3 Моменты инерции простейших геометрических фигур

Круг

Определяя геометрические характеристики круглого сечения диаметром d(рис.4.4), выделим бесконечно тонкое кольцо радиусом ρ, толщиной dρ. Элементарная площадь кольца 
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Рис. 4.4

Полярный момент инерции крулого сечения:
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(4.9)

Известно, что 
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. Следовательно, осевой момент инерции круглого сечения равен:
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(4.10)

Прямоугольник

[image: image127.jpg]A





Рис. 4.5

Выделим элементарную площадку шириной b, толщиной  dy. Определим момент инерции прямоугольного сечения относительно оси Xc
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image129.emf]  Таким образом    
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Квадрат
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                 Рис.4.6

4.4 Моменты сопротивления

Характеристики сечений, которые часто встречаются в расчётных соотношениях на прочность, зачастую записываются в форме 
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. Это соотношение рассматривается как вспомогательная геометрическая характеристика, называемая моментом сопротивления. Осевые моменты сопротивления сечения 
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, полярный момент сопротивления 
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 − расстояние до точки сечения максимально удалённой от рассматриваемой оси или полюса.

Моменты сопротивления простейших сечений
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                  Рис. 4.7

Круг

[image: image472.wmf]ax

&

[image: image473.wmf]/

w

W

 EMBED MathType 6.0 Equation 
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Полярный момент сопротивления 
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                Рис. 4.8
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Составное сечение

Момент сопротивления такого сечения относительно оси 
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 как вспомогательная характеристика, вычисляется следующим образом: 
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          Рис. 4.9

4.5 Зависимость между моментами инерции относительно параллельных осей, одна их которых центральная

Рассмотрим сечение, центральная ось которого 
[image: image142.wmf]c
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. Параллельно оси 
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 на расстоянии а проходит ось 
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 (рис. 4.10). Момент инерции относительно оси 
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 параллельной центральной 
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 равен моменту инерции относительно центральной оси IXc  плюс произведение площади фигурs на квадрат расстояния между осями.
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Рис. 4.10

Для доказательства сказанного следует выразить момент инерции относительно оси 
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Здесь 
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  − статический момент сечения относительно центральной оси 
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4.6 Главные оси и главные моменты инерции сечения

Главными называются центральные оси, относительно которых осевые моменты инерции сечения достигают экстремальных значений, а центробежный момент инерции равен нулю.

Сформулированному положению отвечает система осей, проходящих через центр тяжести сечения, если хотя бы одна из них является осью симметрии.

Определение моментов инерции сложного составного сечения относительно главных осей

Пример 1

Определить положение главных осей и величины главных моментов инерции сечения прямоугольной формы с отверстием, центр тяжести которого находится на расстоянии 
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Определяем положение центра тяжести сечения. В силу симметрии координата 
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                  Рис 4.11          

Здесь    
[image: image161.wmf]1

3

1

31,54,5

2

mc

n

SAnbnbbbb

===××=

W

;

    
[image: image162.wmf]2

2

2

3

2

22

32

22

30,4;

43423

33,0,2.

444

mc

db

SAnhbb

db

AbhbbbAb

pp

pp

æö

===××=

ç÷

èø

==×====

×

d

Wd


                         
[image: image163.wmf]333

222

4,50,44,1

1,46

30,22,8

c

bbb

nb

bbb

-

===

-


Расстояние между осями 
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Расстояние между осями 
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На основании (4.8) 
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Здесь 
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Ось 
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 − главная центральная ось сечения совпадает с главными центральными осями составляющих сечения 
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Геометрические характеристики стандартных прокатных профилей: двутавр [image: image178.jpg]


, швеллер [image: image179.jpg]


, уголки равнобокие [image: image180.jpg]


 и неравнобокие [image: image181.jpg]


 приводятся в технических справочниках, а также   (выборки из ГОСТа) приведёны в учебниках по сопротивлению материалов.

Лекция 5 

5. Кручение
Кручение – такой вид нагружения стержня, при котором из шести внутренних силовых факторов в поперечном сечении стержня действует только один – крутящий момент.
Рассмотрим круглый стержень, называемый валом. Нанесем на поверхность вала сетку взаимно-ортогональных линий, (рис.5.1,а). После деформации кручения происходит смещение (сдвиг) линий, идущих вдоль оси стержня, а расстояния между поперечными сечениями остаются неизменными (рис.%.1 б).
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                  Рис. 5.1
Поверхностные прямоугольники после деформации кручения преобразуются в параллелограммы. Считаем, что внутри вала деформация происходит аналогичным образом.

Основные гипотезы. Поперечные сечения при кручении остаются плоскими, расстояния между сечениями остаются неизменными. Это – гипотеза плоских сечений. Брус, подвергаемый кручению, состоит из множества плоских тонких дисков, нанизанных на ось. Каждый диск равномерно поворачивается по отношению к смежным, при этом оставаясь плоским. Ось бруса сохраняет первоначальную длину.
Из допущений следует, что кручение бруса состоит из взаимного сдвига поперечных сечений, следовательно, в поперечных сечениях возникают только сдвиговые (касательные) напряжения.

Распределение касательных напряжений при кручении
Рассмотрим консольный брус круглого поперечного сечения, нагруженный парой сил с моментом m, плоскость действия которого ортогональна оси бруса (рис.5.2, а). Применяя метод сечений, устанавливаем, что в поперечных сечениях бруса возникает только крутящий момент ( рис.5.2 б).
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Выделим элемент бруса длиной dz, рис. 5.1
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Рис. 5.1

                   Пусть радиус вала равен r. Выделим внутри вала цилиндр с радиусом основания ρ < r и рассмотрим деформации образующей наружного цилиндра aA и внутреннего – bB. При кручении aA повернется на угол γ и займет положение aA', bB займет положение bB', повернувшись на угол γρ. Выразим углы поворота γ, γρ через угол закрутки поперечного сечения dφ. Имеем

[image: image182.wmf]''

,

AABB

tgtg

aAbB

rr

gggg

»=»=

.

С другой стороны, из геометрии поперечного сечения для дуг AA' и BB' выполняется
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С учетом того, что aA = bB = dz, получаем
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Так как кручение бруса есть взаимный сдвиг поперечных сечений, то, согласно закону Гука, при сдвиге касательное напряжение τ выразится через γ следующим образом:
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(5.1)
При ρ = 0 τρ = 0, при ρ = ρmax = r имеем τρ = τmax.
[image: image481.wmf]l

Таким образом, касательное напряжение пропорционально расстоянию по радиусу от центра поперечного сечения вала и достигает максимального значения на его внешней поверхности. Распределение напряжений можно представить треугольной эпюрой, рис. 5.2.
Рис. 5.2

Связь между касательным напряжением 
и внутренним крутящим моментом
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Найдем связь между касательным напряжением τ и крутящим моментом. Для этого воспользуемся методом сечений, рис. 5.3. Рассмотрим поперечное сечение вала на расстоянии z от заделки.
Рис. 5.3
Рассмотрим равновесие отсеченной части. На элементарной площадке dA на расстоянии ρ от центра действует сдвиговое (касательное) напряжение τρ. Элементарная сила, действующая на площадке dA
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Элементарный момент силы dQ относительно оси z 
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Суммарный момент, собираемый с площади A, будет 
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Подставляя сюда выражение τρ из (5.1), получим
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Здесь 
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 - полярный момент инерции сечения. Значит
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Из условия равновесия отсеченной части M = Mкр. Следовательно,
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(5.2)

Из закона Гука при сдвиге (5.1) имеем
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Отсюда получаем искомое соотношение между касательным напряжением и крутящим моментом
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(5.3)

Максимальное значение касательного напряжения по радиусу вала будет
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(5.4)

Здесь Wρ – полярный момент сопротивления
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Для кольцевого сечения
полярный момент сопротивления
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где 
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Условие прочности при кручении
Данное условие имеет вид:

[image: image201.wmf][

]

max

tt

£

.

Здесь 
[image: image202.wmf][

]

t

 - допускаемое касательное напряжение, которое при действии статической нагрузки принимают равным 
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 - наибольшее значение касательного напряжения в скручиваемом брусе, которое выбирается максимальным по двум измерениям: по радиусу вала и его длине. Если диаметр вала постоянен по длине, то согласно (5.4)
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Если же имеем вал с кусочно-постоянным сечением по длине, то 
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 рассчитывается по формуле
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где 
[image: image208.wmf]12
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 - максимальные значения крутящих моментов в пределах каждого участка, имеющего постоянный диаметр, 
[image: image209.wmf]12
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 - соответствующие моменты сопротивления.
Построение эпюр угловых перемещений при кручении

Если крутящий момент и диаметр сечения вала зависят от продольной координаты z, то согласно (5.2) угол закручивания рассматриваемого сечения относительно неподвижного будет
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(5.5)
Произведение 
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 называют жесткостью сечения при кручении
В случае, если крутящий момент в сечении постоянен, а диаметр сечения не меняется на длине AB,
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где 
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 - крутящий момент на участке AB, 
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 - длина участка AB. Угол закручивания в сечении С относительно сечения B будет
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Так как сечение B не является неподвижным, то угол закрутки сечения С относительно сечения A
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Рис. 5.4

Пример расчета эпюры крутящих моментов Mкр и углов закрутки φ приведен на рис. 5.4.
Условие жесткости при кручении

Введем угол закручивания стержня, приходящийся на единицу длины (погонный угол закрутки)
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Условие жесткости при кручении приводит к ограничению на величину погонного угла закрутки
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где 
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 - наибольшее значение погонного угла закрутки, 
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6. Изгиб
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Изгибом называется деформация бруса, возникающая под действием нагрузок, ортогональных оси, или пары сил, действующих в плоскостях, содержащих продольную ось стержня.
Стержень, работающий на изгиб, называется балкой.

Выделяют плоский (или поперечный) и косой изгибы. 

Плоский изгиб, рис. (а) – такая деформация бруса, при которой плоскость действия внешних сил проходит через одну из главных центральных осей инерции сечения (или осей симметрии). При плоском изгибе деформация идет в плоскости действия силы.
[image: image486.bmp]Косой изгиб, рис. (б) – такая деформация, при которой плоскость действия внешних сил не содержит ни одну из главных центральных осей инерции (осей симметрии).

 (а)




         (б)

Классификация нагрузок, производящих изгиб
1. Сосредоточенная сила. Считается, что площадь приложения данной нагрузки мала по сравнению с длиной балки, поэтому принимается, что сила приложена в точке, рис. (а)

2. Сосредоточенный момент – пара сил, приложенных в точке, рис. (б)
[image: image487.bmp]
(а)




         
       (б)

3. Распределенная нагрузка:
· равномерно-распределенная нагрузка, интенсивность нагрузки по длине q (погонная нагрузка) постоянна, рис. (в);

· неравномерно-распределенная нагрузка – в этом случае интенсивность нагрузки по длине q ≠ const, рис. (г, д).
[image: image488.bmp]
     (в)



  
(г)



(д)

Понятие об изгибающем моменте и перерезывающей силе
Внешние нагрузки, действующие на балку, вызывают появление внутренних усилий. При любом расчете на прочность и жесткость необходимо знать характер их распределения по длине и толщине балки.
Рассмотрим сечение I-I на расстоянии z1 от левого конца балки
[image: image489.bmp]
Действие внешних нагрузок вызывает появление в сечении уравновешивающей силы Q и изгибающего момента M.
Поперечная (перерезывающая) сила Q равна алгебраической сумме всех внешних сил, расположенных по одну сторону от рассматриваемого сечения.
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Изгибающий момент в точке рассматриваемого сечения относительно оси, проходящей через центр тяжести сечения и ортогональной плоскости действия нагрузки, равен алгебраической сумме моментов всех внешних нагрузок, приложенных по одну сторону от сечения.
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Правило знаков для Q, M
Знаки перерезывающей силы Q и изгибающего момента M зависят от того, какая часть балки рассматривается: правая или левая. Поперечная сила в сечении положительна, если равнодействующая внешних сил слева от сечения направлена снизу-вверх, справа от сечения – сверху-вниз, и отрицательная в противном случае.
[image: image490.bmp]

       Q > 0





     Q < 0
 
       M > 0





     M < 0

Изгибающий момент положителен, если равнодействующая внешних моментов изгибает балку выпуклостью вниз; изгибающий момент отрицателен, если изгиб происходит выпуклостью вверх.

         M > 0





 M < 0

[image: image491.bmp]
Зависимость между изгибающим моментом, поперечной силой 
и интенсивностью погонной нагрузки (теоремы Журавского)
Рассмотрим балку, нагруженную произвольной нагрузкой, рис (а).
[image: image492.png]Smopa N Smopa O

T )










(a)
Определим поперечную силу в сечении, отстоящем от левой опоры на расстоянии z. Проецируя на вертикаль силы, расположенные левее сечения, получим
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Аналогично для сечения z + dz имеем
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Вычитая из второго уравнения первое, получаем
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(а)

Таким образом, производная от поперечной силы по продольной координате равна интенсивности погонной нагрузки (первая теорема Журавского).

Вычислим изгибающий момент в сечении с абсциссой z. Распределенную нагрузку на участке длиной z заменим ее равнодействующей, равной qz и приложенной к середине участка, на расстоянии z/2 от сечения.
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Изгибающий момент в сечении z + dz
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Разность двух последних уравнений есть (пренебрегаем слагаемым 
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Следовательно,
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(б)

Производная от изгибающего момента по продольной координате равна поперечной силе (вторая теорема Журавского).
Из (а) и (б) следует
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(в)

Полученные зависимости используются при построении эпюр изгибающих моментов и поперечных сил.
Из зависимостей (а) – (в) вытекают правила, которые определяют характер эпюр Q, M и применяют для контроля правильности их расчета.

1. Если на участке отсутствует погонная нагрузка, q = 0, то эпюра Q – прямая, параллельная оси z, эпюра M – наклонная прямая.

2. На участке с равномерно распределенной нагрузкой q = const, эпюра Q представляет наклонную прямую, эпюра M – параболу, направленную выпуклостью навстречу q.
3. На участках, где Q > 0, изгибающий момент возрастает; если Q < 0, то изгибающий момент убывает (в случае правосторонней системы координат). Если Q = 0, то изгибающий момент постоянен.
4. Если перерезывающая сила пересекает ось z, Q = 0, то в данном сечении момент имеет максимум, если Q меняет знак с плюса на минус; минимум в противоположном случае.

Нормальные напряжения при чистом изгибе

Согласно определению чистого изгиба, поперечная сила равна нулю в каждом сечении балки, поэтому M = const (поскольку 
[image: image233.wmf]dM
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). При чистом изгибе в поперечных сечениях балки возникают изгибающие моменты в плоскости, содержащей одну из главных центральных осей инерции.
Чтобы установить закон распределения внутренних сил, возникающих в поперечном сечении балки, уравнений статики недостаточно, необходимо рассмотреть геометрическую сторону задачи. Согласно гипотезе плоских сечений, поперечные сечения балки, плоские до деформации, рис. (а), остаются плоскими и после деформации, рис. (б).
[image: image493.emf]
     (а)



  

       (б)

Деформацию изгиба можно представить как поворот сечений по дуге окружности радиусом ρ.
Рассмотрим два смежных сечения и выделим элемент длиною dz. Взаимный поворот смежных сечений на угол dθ.
[image: image494.jpg]A
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В результате изгиба верхние слои балки удлинятся, нижние – укоротятся. Существует слой CD = C'D', длина которого не изменится. Положение слоя CD пока не известно. Выразим длину CD через угол dθ как элемент дуги окружности
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Отрезок AB на расстоянии y от слоя CD удлинится на 
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Относительная деформация есть
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Если принять справедливость гипотезы ненадавливания волокон, то продольные слои балки находятся в состоянии растяжения и сжатия. Переход к напряжениям осуществляется по закону Гука
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(6.1)

Здесь ρ – радиус кривизны нейтрального слоя.

Координата y отсчитывается от нейтрального слоя (нейтральной линии): вверх от нейтральной линии y > 0, вниз – y < 0. В соответствии с этим фактом в силу того, что E > 0, ρ > 0, напряжения σ будут либо положительными (растягивающими), либо отрицательными (сжимающими).
Связь между нормальным напряжением и изгибающим моментом
[image: image495.jpg]


Рассмотрим равновесие части балки, находящейся под действием внешнего изгибающего момента m и внутренних сил, возникающих в поперечном сечении балки. Начало координат в поперечном сечении поместим на нейтральной линии, рис. (а).
Сумма элементарных нормальных сил 
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, действующих по нормали от рассматриваемого сечения, есть интеграл по площади A:
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Поскольку при чистом изгибе действует только момент m, продольная сила отсутствует, то
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Последний интеграл есть статический момент площади поперечного сечения балки Sx относительно оси x, которая совпадает с нейтральной линией. Так как 
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Согласно теоремы Вариньона, статический момент равен нулю только в том случае, если ось координат проходит через центр тяжести поперечного сечения. Значит, положение нейтральной линии установлено: она проходит через центр тяжести поперечного сечения.
Найдем момент элементарных нормальных сил
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На основании формулы (6.2) для нормальных напряжений получаем
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Интеграл 
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 представляет собой момент инерции сечения относительно оси x. На отсеченную часть балки может действовать не один момент m, а несколько. Тогда уравнение равновесия 
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 будет содержать алгебраическую сумму моментов всех внешних сил, которая равна изгибающему моменту в рассматриваемом поперечном сечении. Следовательно,
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(6.2)
Величина 
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 представляет собой кривизну нейтрального слоя балки, 
[image: image251.wmf]x
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 - жесткость балки на изгиб.
Итак, кривизна оси балки при изгибе пропорциональна изгибающему моменту и обратно пропорциональна жесткости балки.
Учитывая (6.1), исключим ρ, тогда получим связь между нормальным напряжением σ и изгибающим моментом


[image: image252.wmf]изг

x

M

y

I

s

=

.





(6.3)

Формула (6.3) позволяет определить величину нормального напряжения в любой точке поперечного сечения балки по известным изгибающему моменту и моменту инерции сечения.
Формула (6.3) получена для чистого изгиба. При действии на балку поперечных сил в сечениях кроме нормальных возникают и касательные напряжения. Однако неучет поперечных сил в расчетах по (6.3) мало сказывается для балок, у которых отношение высоты к длине не превышает 5%.

Эпюра нормальных напряжений в поперечном сечении балки согласно (6.3) имеет вид

[image: image496.jpg]



Из эпюры видно, что внутренние слои балки внутри нейтральной линии мало напряжены. Для экономии материала площадь сечения необходимо распределять подальше от нейтральной линии, то есть использовать сечения с большими моментами инерции относительно нейтральной линии. Наиболее рациональным оказывается применение прокатных профилей (двутавров, швеллеров и т.п.), рис. (а), (б).
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   (а)



  

 (б)

Условие прочности при изгибе
Условие прочности по нормальным напряжениям имеет вид:
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[image: image256.wmf]12
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 – максимальные изгибающие моменты, действующие в пределах каждого силового участка, 
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 - соответствующие моменты сопротивления. Момент сопротивления поперечного сечения рассчитывается как
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Для прямоугольника со сторонами b, h
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Для кольца
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Определение касательных напряжений
В общем случае изгиба в поперечных сечениях балки возникают изгибающие моменты и поперечные силы. Наличие изгибающего момента связано с возникновением в поперечных сечениях балки нормальных напряжений, для определения которых можно пользоваться формулой (6.3).
Наличие поперечной силы обуславливает возникновение касательных напряжений в сечениях балки, а по закону парности касательных напряжений, и в ее продольных сечениях.
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Закон распределения τ по высоте балки не известен.
[image: image499.emf]Для расчета касательных напряжений выделим элемент dz по длине балки
        (а)



(б)



    (в)

Проведем горизонтальное сечение на расстоянии y от нейтральной линии и рассмотрим равновесие отсеченной части с основанием b, рис. (в), рис. (г). По закону парности сдвиговые напряжения в продольных сечениях равны сдвиговым напряжениям в поперечных сечениях.
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(г)
Рассмотрим условие равновесия отсеченной части
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Последнее слагаемое есть сила, собираемая с площади продольного сечения bdz и обусловленная действием равномерно-распределенных по этой площади касательных напряжений τ. Из последнего уравнения выражаем τ
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(6.4)
С другой стороны, нормальная сила N есть равнодействующая нормальных напряжений, действующих по отсеченной площади поперечного сечения Fотс параллельно 0z
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При этом сами нормальные напряжения выразятся как
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где 
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, как и прежде, момент инерции поперечного сечения относительно оси x. Объединяя две последние формулы, получим
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Здесь 
[image: image267.wmf]отс
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 - статический момент отсеченной площади относительно оси x. Дифференцируя последнее выражение, находим
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Подставим последнее выражение в (6.4)
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Вспоминая, что производная момента по длине балки согласно теореме Журавского есть поперечная сила Qz, получим окончательное выражение для сдвиговых напряжений
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(6.5)

Согласно (6.5), касательное напряжение может быть рассчитано для любого поперечного сечения балки, в котором известна поперечная сила Qz. При этом сила Qz и момент инерции Ix постоянны для каждого сечения. Переменными по координате y (отсчитываемой от нейтрального сечения по высоте балки) являются только 
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[image: image501.emf]В качестве примера рассмотрим расчет τ для балки прямоугольного сечения, рис. (а).



      (a)




(б)
В данном примере по высоте сечения балки будут постоянны не только Qz и  Ix, но и ширина отсеченной части b. Статический момент отсеченной площади можно рассчитать как
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Подставляя выражения 
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Рассчитаем τ по (6.5)
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(6.6)

Максимальное значение τ будет при y = 0 на нейтральном слое
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где A = bh. При этом согласно (6.6) касательные напряжения равны нулю на поверхности балки. Эпюра касательных напряжений приведена на рис. (б).
Деформации и перемещения при изгибе
При плоском изгибе ось балки искривляется, оставаясь в плоскости нагрузки. В результате каждое сечение (центр тяжести) получает вертикальное смещение (прогиб y) и поворачивается на некоторый угол 
θ = arctg y', рис. (а).
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 (а)
Угол θ, на который сечение поворачивается по отношению к своему первоначальному положению, называется углом поворота сечения. Учитывая, что повернувшееся сечение ортогонально изогнутой оси балки, заключаем, что вместо определения угла поворота сечения можно определить равный ему угол между касательной к изогнутой оси в данной точке и первоначальным положением балки.
Для определения деформации балки воспользуемся уравнением (6.2) для кривизны k нейтрального слоя
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Как известно из курса высшей математики, выражение кривизны k через производные вертикального смещения имеет вид
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Ввиду малости 
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 по сравнению с единицей, принимаем
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Отсюда получаем дифференциальное уравнение изогнутой оси балки
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(6.7)

Интегрируя (6.7) по z, получаем уравнение для углов поворота сечений
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Повторное интегрирование дает уравнение изогнутой оси (прогибов)
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(6.8)

Здесь константы 
[image: image288.wmf]00
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 - прогиб и угол поворота сечения в начале координат. Они определяются из условий опирания балки (граничных условий). Для балки, заделанной одном концом, в месте заделки должны быть равны нулю и прогиб, и угол поворота. Для балки, опертой по концам, прогиб должен быть равен нулю на каждой из опор.
Метод начальных параметров

Для решения дифференциального уравнения (6.8) воспользуемся методом начальных параметров.

Рассмотрим балку, нагруженную взаимоуравновешенной системой нагрузок.
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Будем рассматривать все участки балки в единой системе координат, помещая начало в крайнее левое, либо в крайнее правое сечение. Рассмотрим особенности, вносимые в уравнение упругой линии различными видами внешних нагрузок. Уравнения моментов по участкам будут следующими
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Заметим, что все моменты в 1-5 положительны.

В целях формализации процедуры интегрирования уравнения моментов по участкам имеют следующие особенности:

а) слагаемые, содержащие сосредоточенный момент m, умножены на 
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 - координата приложения m;

б) все распределенные нагрузки (в примере это нагрузка, приложенная в сечении 
[image: image301.wmf]3
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 и снятая в сечении 
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) продлеваются до конца балки;

в) в сечениях, где распределенная нагрузка отсутствует, но есть продленная, прикладывается компенсирующая нагрузка.
Уравнения моментов по участкам можно объединить в универсальное уравнение момента
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.(6.9)
Вертикальная черта и условие указывает на равенство нулю соответствующего слагаемого в случае, когда неравенство не выполнено. Например, первое слагаемое 
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Интегрирование (6.9) дает универсальное уравнение углов поворота
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(6.10)
Повторное интегрирование дает универсальное уравнение прогибов
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(6.11)
Применение универсального уравнения позволяет значительно упростить решение, особенно для балок с несколькими участками.
Правила проверки правильности построения изогнутой оси балки основаны на связи изгибающего момента и кривизны балки
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где ρ – радиус кривизны в сечении:

1) на участке, где изгибающий момент положителен, ось балки изогнута выпуклостью вниз;

2) на участке, где изгибающий момент отрицателен, ось балки изогнута выпуклостью вверх;
3) на участке, где M = 0, ось балки прямая линия;

4) в сечении где M = 0, у изогнутой оси балки – точка перегиба.

Условие жесткости при изгибе

Во многих случаях по эксплуатационным соображениям максимальные прогибы балок ограничиваются определенной величиной – допускаемым прогибом [y]. Тогда условие жесткости будет иметь вид:
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Величина допускаемого прогиба зависит от назначения сооружения или механизма. Например, для подкрановых балок принимают
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где l – пролет балки. В машиностроении норма допускаемого прогиба колеблется в зависимости от назначения детали
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8. Действие динамических нагрузок
При изучении статики считалось, что нагрузки растут от нуля до конечных значений достаточно медленно, поэтому ускорения, приобретаемые элементами конструкций, малы.
Однако весьма часто нагрузки имеют динамический характер, так как изменяются с большой скоростью. 

Общий метод расчета на динамическую нагрузку основан на принципе Даламбера: всякое движущееся тело можно рассматривать в состоянии мгновенного равновесия, если к действующим силам добавить силу инерции, равную произведению массы на ускорение и направленную в сторону, противоположную ускорению.

Равноускоренное движение
Во многих случаях ускорения, с которыми перемещаются детали конструкции, постоянны. Динамические напряжения в этих случаях вычисляются без труда.
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Пример 1. Груз весом Q поднимают вверх с ускорением a. Определить напряжение в канате, рис. (а).
Решение. Прикладываем к грузу силу инерции 
[image: image313.wmf]Q

maa

g

=

, направленную вниз. Делаем разрез и отбрасываем верхнюю часть, рис. (б). Усилие в канате Nдин:
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Проецируя все силы на вертикальную ось, получим
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Таким образом, динамические напряжения могут быть вычислены через статические напряжения и коэффициент динамичности.
Пример 2. Стержень с погонным весом q поднимают с помощью двух нитей с ускорением a. Определить напряжения в стержне.
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Решение. Прикладывая к единичному элементу стержня силу инерции 
[image: image316.wmf]qa
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, видим, что задача эквивалентна задаче о простой балке, нагруженной погонной нагрузкой 
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, рис. (б). Максимальный момент будет в сечении посредине балки:
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Максимальное напряжение
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Определение перемещений и напряжений при ударе
Рассмотрим случай продольного удара груза по неподвижному телу. Пусть груз весом q падает с высоты h на стержень. Скорость груза в момент удара определяется по известной формуле свободного падения
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Эта скорость за очень короткий промежуток времени удара, исчисляемый тысячными и сотыми долями секунды, упадет до нуля. Благодаря большой величине замедления возникает значительная сила инерции, величиной которой и определяется воздействие ударной нагрузки. Однако рассчитать закон изменения скорости во времени трудно, поэтому решение основывается на законе сохранения энергии.
При расчете удара принимаются следующие допущения:

1. Напряжения при ударе не превосходят предела пропорциональности, так что закон Гука сохраняет силу.

2. Тела после удара не отделяются друг от друга.

3. Масса ударяемого тела много меньше массы ударника, поэтому в расчет не принимается.

4. Потерей части энергии, перешедшей в теплоту и в энергию колебательного движения, пренебрегаем.

Работа, совершаемая весом падающего груза
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где 
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 – перемещение в точке контакта, равное укорочению стержня, рис. (а).

(a)
Потенциальная энергия деформации основания
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(8.1)
где Р – контактное усилие. По закону Гука
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Подставляем выражение Р в (8.1)
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Считая, что работа падающего груза полностью переходит в потенциальную энергию сжатого основания, получаем
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(8.2)

Выделим из (8.2) укорочение стержня от нагрузки Q, приложенной статически
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Тогда (8.2) преобразуется к виду
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Решая это квадратное уравнение относительно 
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Выбираем знак плюс, поскольку перемещение от удара 
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 должно быть больше 
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(8.3)
где 
[image: image335.wmf]дин
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 – коэффициент динамичности.

Разделив обе части (8.3) на длину стержня l и умножив на модуль упругости E, перейдем, на основании закона Гука, от деформаций к напряжениям
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(8.4)

Из (8.3), (8.4) видно, что величины динамического напряжения и перемещения зависят от величины статической деформации ударяемого тела.
Для смягчения удара применяют амортизирующие прокладки, дающие большие деформации и позволяющие, таким образом, расходовать энергию удара.

Аналогичный вид имеют формулы и для случая поперечного удара по балке, только в этом случае вместо 
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 следует принимать статический прогиб балки в месте удара - 
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Частные случаи

1. Если 
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 - внезапное приложение нагрузки, то из (8.3), (8.4) получим 
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2. Если высота падения h много больше статической деформации 
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В некоторых случаях коэффициент динамичности удобно рассчитывать через скорость груза в момент удара
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Колебания упругих систем

Теория колебаний – раздел физики, охватывающий механику, электро-, радиотехнику, оптику.

Особое значение теория колебаний имеет для прикладных задач прочности. Известно, что сооружения, рассчитанные с большим запасом на статическую прочность, разрушались от небольших периодически действующих сил.

Колебания различают по числу степеней свободы.

Число степеней свободы – это число независимых координат, определяющих положение системы.

На рис. (а) приведена система с одной степенью свободы – координата ξ; на рис. (б) – система с тремя степенями свободы (две координаты центра тяжести тела с массой m и угол поворота).




(а)






(б)
Число степеней свободы определяется выбором расчетной схемы, то есть степенью приближения, с которой мы считаем возможным исследовать реальный объект.
Различают собственные (свободные) и вынужденные колебания. 

Собственные колебания – это колебания, совершаемые системой, освобожденной от внешних воздействий.

Вынужденные колебания – колебания, совершаемые под действием изменяющихся со временем внешних сил.

Период T собственных или вынужденных колебаний – промежуток времени между двумя смежными максимальными отклонениями от положения равновесия.

Частота колебаний ν – величина, обратная периоду.
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Круговая частота (число колебаний за 2π секунд)
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Собственные колебания без затухания

Динамическую модель упругой системы с одной степенью свободы представим в виде пружины с телом массой m на конце. В дальнейшем тело рассматривается как точечная масса. Степенью свободы является перемещение ξ, которое отсчитывается от ненапряженного состояния пружины.

Исходя из принципа Даламбера, будем включать в уравнение статики силу инерции, направленную против перемещения и равную
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где 
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Перемещение ξ можно представить
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где 
[image: image355.wmf]11
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 - перемещение от единичной силы. Отсюда получаем дифференциальное уравнение свободных колебаний:
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(8.5)
Решение (8.5) имеет вид
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(8.6)
Где С1, С2, А, φ – константы, определяемые из начальных условий при t = 0; А – амплитуда колебаний, φ – начальная фаза. График решения (8.6) имеет вид:
Собственные колебания с затуханием

В предыдущем примере предполагалось, что собственные колебания происходят без рассеяния энергии (при отсутствии сил сопротивления), поэтому они могут длиться бесконечно долго. В реальных процессах всегда имеются внешние силы, уменьшающие амплитуду колебаний.
Добавим силу сопротивлении к динамической модели упругой системы с одной степенью свободы.


Закон сопротивления зададим в виде:
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где 
[image: image359.wmf]a

 – коэффициент трения. 
С учетом силы сопротивления имеем
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Отсюда получаем дифференциальное уравнение колебаний с затуханием
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Решение (8.7) имеет вид:
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(8.8)
Где А, φ – константы, определяемые из двух начальных условий: 
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где 
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 – заданные величины, а 
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Графически решение (8.8) представляет собой затухающую синусоиду.
Через интервал 
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 амплитуда согласно (8.8) уменьшится в 
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Величина nT называется декрементом затухания.
Вынужденные колебания. Резонанс
Пусть на систему с одной степенью свободы действует вынужденная (внешняя) сила, изменяющаяся во времени по закону
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Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний без учета сил сопротивления имеет вид:
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(8.9)

По сравнению с уравнением свободных колебаний (8.5) здесь мы имеем неоднородное уравнение с правой частью, зависящей от времени. Решение (8.9) будем искать в виде суммы общего решения однородного уравнения плюс частное решение неоднородного
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где 
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 уже найдено в виде (8.6). Запишем его в виде:
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Частное решение неоднородного уравнения (8.9) возьмем в виде:
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Простой подстановкой в (8.9) можно убедиться, что решение в виде (8.10) справедливо, если


[image: image376.wmf](

)

0011

вын

2

22

2

1

PP

A

m

d

w

w

==

W

-W

-

.
Общее решение уравнения (8.9) тогда будет
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(8.11)
Свободные колебания, представленные в (8.11) первым слагаемым, со временем затухают. Вынужденные происходят с частотой вынуждающей силы 
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 и амплитудой 
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где 
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 - перемещение, которое получила бы масса m, если бы к ней статически была приложена сила 
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Коэффициент динамичности показывает, во сколько раз амплитуда вынужденных колебаний больше статического перемещения.

При 
[image: image384.wmf]w
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 имеем бесконечное возрастание амплитуды.
В действительности, если учесть влияние сил сопротивления, увеличение амплитуды будет конечно, хотя и достаточно большим.
Явление повышения амплитуды при совпадении частоты собственных колебаний и частоты изменения возмущающей силы называется резонансом.

При расчете на прочность динамических конструкций явлению резонанса уделяется первостепенное внимание. Значительное увеличение амплитуды колебаний может привести к разрушению даже при небольшой разрушающей силе.

Для предотвращения резонанса существуют два конструктивных подхода.

1. При проектировании конструкций следует добиваться того, чтобы собственная частота колебаний системы значительно отличалась от частоты 
[image: image385.wmf]W

 изменения вынуждающей силы.

2. Уменьшить колебания при резонансе можно за счет увеличения коэффициента затухания 
[image: image386.wmf]a

, то есть за счет повышения рассеивания энергии.
9. Продольный изгиб (устойчивость сжатых стержней)
Устойчивость – свойство элемента сохранять начальную форму равновесия при внешних воздействиях.
Проблема возникновения устойчивости возникает при осевом сжатии стержня, размеры поперечного сечения которого малы по сравнению с длиной. При увеличении сжимающей нагрузки начальная (прямолинейная) форма равновесия теряется и ось стержня искривляется. Величина сжимающей силы, при которой происходит потеря устойчивости стержня, называется критической силой Pкр.

(а)
Для балки, изображенной на рисунке, при 
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 балка испытывает только сжатие, при 
[image: image388.wmf]кр

PP

³

 - сжатие с изгибом. С точки зрения расчетов на устойчивость, значение 
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 должно рассматриваться как критическая нагрузка.
В целях безопасности допускаемая нагрузка должна быть меньше критической:
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где 
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 - коэффициент запаса устойчивости. Для стали величина 
[image: image392.wmf]y

n

éù

ëû

 принимается в пределах 1,8÷3, для чугуна – 5÷5,5, для дерева – 2,8÷3,2.
Задача Эйлера определения критической силы
Для балки, изображенной на рисунке (а), проведем сечение на расстоянии z и рассмотрим равновесие изогнутой части

Здесь Rz = P – равнодействующая внутренних сил. Сумма моментов относительно поперечной оси сечения 
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Поскольку изгибающий момент в сечении связан с прогибом 
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то получаем
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Обозначим 
[image: image398.wmf]2

P

k

EI

=

, тогда получим уравнение Эйлера

[image: image399.wmf]2

0

yky

¢¢

+=

.




(9.1)
Общее решение (9.1) имеет вид:
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Константы a, b определяются из граничных условий
1. 
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2. 
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Последнее уравнение имеет два решения: 
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. Этот случай соответствует условию отсутствия прогибов балки и, следовательно, процессу сжатия стержня без изгиба. Поскольку нас интересует определение критической силы при потере устойчивости, то рассмотрим второе решение: 
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Далее получаем
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Отсюда находим значение критической силы
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(9.3)

Критическая сила пропорциональна жесткости стержня на изгиб и обратно пропорциональна квадрату длины стержня.
Относительно выбора момента инерции в решении (9.3) заметим следующее. Если моменты инерции относительно двух главных центральных осей инерции поперечного сечения не равны между собой, то продольный изгиб произойдет в плоскости наименьшей жесткости, то есть поперечные сечения стержня будут поворачиваться вокруг той оси, относительно которой момент инерции имеет минимальное значение. Следовательно, вместо I нужно использовать Imin.
С практической точки зрения интерес представляет наименьшее значение критической силы, при которой происходит потеря устойчивости. При n = 1 в (9.3) получаем
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Влияние способов закрепления стержня
Чаще всего концы стержня закрепляют одним из четырех способов, показанных на рисунке.
Второй способ – шарнирное закрепление концов – рассмотрен в решении Эйлера.
При других способах закрепления используется обобщенная формула Эйлера
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(9.4)

где 
[image: image415.wmf]m

 - коэффициент приведения длины стержня.

Значения коэффициента 
[image: image416.wmf]m

 при других способах закрепления приведены в литературе.
Предел применимости формулы Эйлера

Значение критического напряжения на основе (9.4) будет
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Введем радиус инерции сечения 
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Тогда
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Обозначим величину, стоящую в круглых скобках, через 
[image: image420.wmf]l

 и назовем ее гибкостью стержня
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Критическое напряжение определится как
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При выводе решения Эйлера мы пользовались дифференциальным уравнением упругой линии, которое справедливо, если материал работает в пределах выполнимости закона Гука, когда напряжения не превосходят предела пропорциональности 
[image: image423.wmf]п
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. Следовательно, условием применимости решения Эйлера будет 
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Отсюда находим соответствующее предельное значение гибкости 
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Для стали: [image: image427.wmf]п

s

 = 2000 кг/см2, E = 2·106 кг/см2, 
[image: image428.wmf]*

l

 = 100.
Зависимость критического напряжения от гибкости можно представить графически
Точка A соответствует предельным значениям (
[image: image429.wmf]п

s

, 
[image: image430.wmf]*
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). При 
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 решение (9.5) не имеет смысла.

Метод расчета критической силы при малой гибкости за пределами упругого поведения был найден Ясинским опытным путем. Согласно формуле Ясинского, при 
[image: image433.wmf]крп
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 зависимость 
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 от 
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 представима линейной функцией
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Константы a, b при 
[image: image437.wmf]40100
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 для стали: a = 3100 кг/см2, b = 3100 кг/см2/
При гибкости 
[image: image438.wmf]40

l

<

 стержни можно рассчитывать на прочность без учета опасности продольного изгиба.
Практическая формула расчета на устойчивость

Вместо двух формул (Эйлера и Ясинского), каждая из которых справедлива для определенного диапазона гибкостей, удобно иметь практическую формулу, которой можно было бы пользоваться при любой гибкости стержня. Данная формула имеет вид
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где 

[image: image440.wmf][
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 - допускаемое напряжение на сжатие;

[image: image441.wmf]j

 - коэффициент уменьшения допускаемого напряжения, зависящий от свойств материала и гибкости стержня. Его значения приведены в таблицах.

Для подбора сечения F формулу (9.6) приводят к виду:
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При этом величина P должна быть известна, а величиной 
[image: image443.wmf]j

 необходимо задаваться, поскольку гибкость 
[image: image444.wmf]l

 неизвестна, ибо неизвестна величина площади сечения F. В качестве первого приближения в целях построения сходящейся итерационной процедуры отыскания F рекомендуется задать 
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 и по таблице находят 
[image: image447.wmf]1

'

j

, соответствующее 
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. Если разница между 
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 и 
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 превышает 5%, то следует повторить расчет, задавшись 
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Рациональные формы сечений
На уровень критических напряжений существенное влияние оказывает гибкость 
[image: image452.wmf]l

, величина которой зависит от минимального радиуса инерции 
[image: image453.wmf]min
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. При выборе формы сечения желательно стремиться к максимально возможной величине 
[image: image454.wmf]min
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 при определенной площади F. Это обеспечивает минимальный расход материала.

Введем удельный радиус инерции сечения
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Чем больше величина 
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, тем более рациональным является сечение. Для этого необходимо обеспечить периферийное расположение материала по сечению. Значения параметра 
[image: image457.wmf]min

r

 приведены в таблице 1.
Таблица 1
	Сечение
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	Коробчатое (
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)
	0,49 ÷ 1,27

	Кольцевое (
[image: image460.wmf]0,70,95
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=¸

)
	0,48 ÷ 1,25

	Уголок
	0,3 ÷ 0,5

	Двутавр
	0,27 ÷ 0,41

	Швеллер
	0,29 ÷ 0,41

	Квадрат
	0,29

	Круг
	0,28

	Прямоугольник 
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