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Глава I. Элементы линейной алгебры 
Линейная алгебра – часть алгебры, изучающая линейные простран-

ства и подпространства, линейные операторы, линейные, билинейные и 
квадратичные функции на линейных пространствах. Но исторически 
первым разделом линейной алгебры была теория линейных уравнений. 
Именно с этим разделом линейной алгебры мы и познакомимся в этой 
главе. 

Построение общей теории систем линейных уравнений потребова-
ло введения новых понятий – понятий матрицы и определителя.  

§1. Матрицы и действия над ними 

1. Определение и некоторые виды матриц 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицей размера nm × 1) называется таблица, 
образованная из элементов некоторого множества (например, чисел 
или функций) и имеющая m  строк и n  столбцов. 

Если nm ≠ , то матрицу называют прямоугольной, а если nm =  – 
квадратной, порядка n . 

Элементы, из которых составлена матрица, называются элемента-
ми матрицы. Их обычно обозначают маленькой латинской буквой с 
нижним индексом из двух цифр. Он указывает положение элемента в 
матрице: первая цифра индекса – номер строки, в которой стоит эле-
мент, а вторая – номер столбца.  

Например, 24a  – элемент второй строки и четвертого столбца, 13a  – 
элемент первой строки и третьего столбца. 

Матрицы обозначают обычно большими латинскими буквами и 
при записи заключают в круглые или квадратные скобки: 
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Используются также следующие сокращенные записи:  
)( ija=A , ,,1( mi =  ),1 nj =  – для прямоугольной матрицы размера nm ×  

и  )( ija=A , ),1,( nji =   – для квадратной матрицы порядка n . 

                                           
1) Читают: «размера эм на эн». 
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Две матрицы A  и B  считаются равными, если они одинакового 
размера, и элементы, стоящие в A  и B  на одинаковых местах, равны 
между собой, т.е. ijij ba = . 

В этой главе будем рассматривать матрицы, элементами которых 
являются числа (их называют числовыми матрицами). В дальнейшем 
нам встретятся матрицы, элементами которых являются функции 
(функциональные матрицы). 

Укажем некоторые частные случаи матриц, которые в дальнейшем 
будут часто встречаться. 

1) Матрицу 
⎟
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⎜
⎜
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=

1
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ma

a
a

K
A )( 1ia= , размера 1×m , называют матрицей-

столбцом длины m . 
2) Матрицу ( )naaa 11211 K=A )( 1ia= , размера n×1 , называют 

матрицей-строкой длины n . 
3) Нулевой матрицей называют матрицу, все элементы которой 

равны нулю. Ее обозначают обычно буквой O , т.е. 
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4) Пусть )( ija=A , ,,1( mi =  ),1 nj = . Элементы 11a , 22a , K, kka  (где 
},min{ nmk = 1)) будем называть элементами главной диагонали матри-

цы. Квадратная матрица 
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у которой все элементы, стоящие вне главной диагонали, равны нулю, 
называется диагональной.  

Диагональная матрица 
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у которой все элементы главной диагонали равны 1, называется единич-
                                           
1) },min{ nm  обозначает меньшее из двух чисел m  и n . 
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ной. Единичную матрицу принято обозначать буквой E  (или nE , если 
требуется указать порядок матрицы). 

5) Пусть )( ija=A  – квадратная матрица порядка n . Элементы na1 , 

1,2 −na , 2,3 −na , K, 1na  будем называть элементами побочной диагонали 
матрицы. 

Квадратные матрицы 
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у которых все элементы выше (ниже) главной или побочной диагонали 
равны нулю, называются треугольными ( A  и B  называются верхними 
треугольными, а C  и D  – нижними треугольными).  

6) Прямоугольную матрицу размера nm ×  будем называть трапе-
циевидной, если все ее элементы ниже главной диагонали равны нулю, 
т.е. если она имеет вид 
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2. Линейные операции над матрицами 

Линейными операциями над матрицами называются умножение 
матрицы на число и сложение матриц. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Произведением матрицы A )( ija=  на число α  
называется такая матрица B )( ijb= , элементы которой равны произ-
ведениям соответствующих элементов матрицы A  на число α , т.е. 

ijij ab ⋅=α . 
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Произведение матрицы A  на число α  обозначают Aα .  

Например, если ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 410
321A , то  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 820
6422A ,     ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−−−=− 1230

963)3( A . 

Частным случаем произведения матрицы A  на число является про-
изведение A)1(− . Так как все элементы этой матрицы противоположны 
соответствующим элементам матрицы A , то матрицу A)1(−  называют 
противоположной матрице A  и обозначают A− . 

Например, если ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 410
321A , то ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−−−=− 410

321A . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суммой двух матриц A )( ija=  и B )( ijb=  одина-
кового размера, называется такая матрица C )( ijc= , элементы кото-
рой равны суммам соответствующих элементов матриц A  и B , т.е. 

ijijij bac += . 
Сумму матриц A  и B  обозначают BA + .  

Например, если ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 410
321A  и ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−= 342

031B , то 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−=+ 152
350BA . 

Частным случаем суммы двух матриц является сумма )( BA −+ . 
Так как все элементы этой матрицы равны разностям соответствующих 
элементов матрицы A  и матрицы B , то матрицу )( BA −+  называют 
разностью матриц A  и B  и обозначают BA − . 

Например, если ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 410
321A  и ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−= 342

031B , то 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−=− 732
312BA . 

Легко проверить, что введенные таким образом линейные операции 
над матрицами обладают следующими свойствами: 
1) ABBA +=+  (коммутативность сложения матриц); 
2) )()( CBACBA ++=++  (ассоциативность сложения матриц); 
3) AOA =+ ; 
4) OAA =−+ )( ; 
5) AA )()( αββα =  (ассоциативность относительно умножения чисел); 
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6) AAA βαβα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на матрицу от-
носительно сложения чисел); 

7) BABA ααα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на число отно-
сительно сложения матриц); 

8) AA =1 . 
Заканчивая этот пункт, введем еще одно понятие, которое будет 

часто встречаться во многих разделах математики – понятие линейной 
комбинации. Пусть M  – некоторое множество, элементы которого 
можно складывать и умножать на числа (например, множество матриц 
одинакового размера, множество векторов, множество функций с оди-
наковой областью определения и т.д.). Пусть 1m , 2m , K, km  – элемен-
ты множества M , 1α , 2α , K, kα  – числа. Элемент  

kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα K2211
1) 

называют линейной комбинацией элементов 1m , 2m , K, km  с коэффи-
циентами 1α , 2α , K, kα . 

Например, если  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 410
321A ,     ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−= 342

031B ,     C ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−= 213
102 , 

то их линейная комбинация с коэффициентами 2 , 1− , 3−  есть матрица 
=−−= CBAD 32  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 17511
313

639
306

342
031

820
642 . 

 

3. Нелинейные операции над матрицами 

Нелинейными операциями над матрицами называются умножение 
матриц и транспонирование матриц. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть )( 1ia=A  и )( 1ib=B  – матрица-строка и 
матрица-столбец одинаковой длины n . Произведением матрицы-
строки A  на матрицу-столбец B  называется число c  (его можно рас-
сматривать как матрицу размера 11× ), равное сумме произведений их 
соответствующих элементов, т.е.  

11311321121111 nn babababac ⋅++⋅+⋅+⋅= K . 

                                           
1) Выражение kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα K2211  кратко обозначают ∑

=

k

i
iim

1

α . 
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Например, если ( )321 −=A , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛−
=

4
3
5

B , то произведением A  на 

B  будет число 114)3(32)5(1 −=⋅−+⋅+−⋅=c .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть )( ija=A  – матрица размера nm × , 
)( ijb=B  – матрица размера kn ×  (т.е. количество столбцов в матрице 

A  совпадает с количеством строк матрицы B ). Произведением мат-
рицы A  на матрицу B  называется матрица )( ijc=C  размера km ×  
такая, что каждый ее элемент ijc  является произведением i -й строки 
матрицы A  на j -й столбец матрицы B , т.е.  

njinjijijiij babababac ⋅++⋅+⋅+⋅= K332211 . 
Произведение матрицы A  на матрицу B  обозначают BA ⋅  или AB . 
ПРИМЕРЫ.  

1) Пусть ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 10
21A  и ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−= 242

131B . Так как число столбцов 

матрицы A  равно числу строк матрицы B , то A  можно умножить на 
B . В результате получим матрицу  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 10
21AB =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−⋅ 242

131  

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−⋅−+⋅−⋅−+⋅⋅−+−⋅
−⋅+⋅−⋅+⋅⋅+−⋅= )2()1(10)4()1(302)1()1(0

)2(211)4(23122)1(1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−
242
353 . 

2) Пусть ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−= 513

021A  и ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

01
43
71

B . Тогда A  можно умножить 

на B  и B  можно умножить на A . В результате получим матрицы 

=AB ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−

513
021 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
⋅

01
43
71

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−−−
+−+−

0421533
087061 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−−
175

15 . 

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

01
43
71

BA ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−

513
021

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+++−
+−−+
+−−+

=
021

201015
35922

000201
20046123
35072211

. 

Последний пример показывает, что если произведения AB  и BA  
существуют, то в общем случае AB ≠ BA  (умножение матриц неком-
мутативно). Но для некоторых матриц равенство AB = BA  возможно. 

Например, если  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 11

11A  и ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−= 11
11B , то =AB ⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 00

00BA  Мат-

рицы A  и B , для которых AB = BA , называют перестановочными. 
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Операция умножения матриц обладает следующими свойствами 
(при условии, что все записанные произведения имеют смысл): 
1) AEAAE == , OOAAO == ; 
2) )()( BCACAB =  (ассоциативность умножения матриц); 
3) BCACCBA +=+ )(  (дистрибутивность умножения матриц справа 

относительно сложения матриц); 
4) CBCABAC +=+ )(  (дистрибутивность умножения матриц слева 

относительно сложения матриц). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть A  – матрица размера nm × . Матрица 

размера mn × , полученная из A  заменой каждой ее строки столбцом с 
тем же номером, называется транспонированной к A  и обозначается 

TA . Операция нахождения матрицы TA  называется транспонирова-
нием матрицы A . 

Например, если ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 654

321A , то ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

63
52
41

TA . 

Операция транспонирования матриц обладает следующими свойст-
вами: 
1) AA =TT )( ; 
2) TTT BABA +=+ )( ; 
3) TT AA αα =)( ; 
4) TTT ABBA =⋅ )(  
 
 

§2. Определители 

1. Вспомогательные определения 

Дадим два определения, без которых мы не сможем ввести понятие 
определителя. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть n  – натуральное число. Факториалом 
числа n  (обозначают: !n 1)) называют произведение натуральных чисел 
от 1 до n  включительно, т.е.  

 !n n⋅⋅⋅⋅= K321 . 
Факториал числа 0  полагают равным 1. 

                                           
1) Читают: «эн факториал». 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Расположение n  чисел n,,3,2,1 K  в любом поряд-
ке называется перестановкой этих чисел. 

Пусть дана некоторая перестановка чисел n,,3,2,1 K : 
nki ααααα ,,,,,,, 21 KKK . 

Говорят, что два числа iα  и kα  образуют инверсию в перестановке, если 
большее число стоит левее меньшего, т.е. если ki αα > . Количество пар, 
образующих инверсию в перестановке, называется числом инверсий в 
перестановке.  

Например, в перестановке 2,3,5,4,1  инверсию образуют следую-
щие пары чисел: 4  и 3 , 4  и 2 , 5  и 3 , 5  и 2 , 3  и 2 . Следовательно, в 
этой перестановке 5  инверсий. 

Замечание. Легко заметить, что число инверсий в перестановке n  
чисел равно nkkk +++ K21 , где ik  – количество чисел меньших i  и 
расположенных в перестановке правее i . 
 

2. Определение определителя 

Пусть A )( ija=  – квадратная матрица порядка n . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определителем матрицы A  (определителем по-

рядка n ) называется число, равное алгебраической сумме !n  слагаемых, 
удовлетворяющих следующим условиям: 
1) каждое слагаемое есть произведение n  элементов матрицы, взятых 
по одному из каждой строки и каждого столбца; 

2) слагаемое берется со знаком «плюс», если число инверсий в переста-
новке первых индексов сомножителей и число инверсий в переста-
новке вторых индексов сомножителей в сумме дают четное число. 
В противном случае слагаемое берется со знаком «минус». 
Определитель матрицы A  обозначают: 

A ,   Adet ,   

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

. 

Элементы, строки, столбцы матрицы называются соответственно эле-
ментами, строками, столбцами определителя матрицы. 

Итак, согласно определению получаем, например, что 
1) определитель второго порядка равен разности произведений эле-

ментов главной диагонали и элементов побочной диагонали:  
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 21122211
2221

1211 aaaaaa
aa −= ; (1) 

2) определитель третьего порядка 

=
333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

−++ 322113312312332211 aaaaaaaaa  

 322311332112312213 aaaaaaaaa −−− . (2) 

Для запоминания формулы (2) можно использовать следующее 
правило, которое называют правило треугольников. 

Определитель третьего порядка равен алгебраической сумме 
шести произведений. Со знаком «плюс» берутся произведение элемен-
тов главной диагонали и произведения элементов, стоящих в вершинах 
двух равнобедренных треугольников, основания которых параллельны 
главной диагонали. Со знаком «минус» берутся произведение элементов 
побочной диагонали и произведения элементов, стоящих в вершинах 
двух равнобедренных треугольников, основания которых параллельны 
побочной диагонали. Т.е. 
 
 
 
 
 
 

ПРИМЕРЫ: 

1) 11)1(34241
32 =−⋅−⋅=− ; 

2) =
−

−
−

314
311
532

−⋅⋅+⋅⋅+−⋅−⋅− 115433)3()1()2(  

  =−⋅⋅−⋅⋅−−⋅−⋅− )3(3113)2(4)1(5  
   70)9()6()20(5366 =−−−−−−++−= . 

Определители порядка K,5,4=n записать по определению затруд-
нительно, так как они будут являться суммами достаточно большого 
числа слагаемых ( 24!4 = , 120!5 =  и т.д.). Такие определители находят, 
выражая их через определители более низких порядков (см. далее тео-
рему Лапласа и ее следствие). 
 

11a  12a  13a   11a
12a 13a  11a

12a 13a  

21a  22a  23a  = 21a 22a 23a – 21a 22a 23a  

31a  32a  33a   31a 32a 33a  31a 32a 33a  
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3. Свойства определителей 

Определитель матрицы обладает следующими свойствами. 
1. При транспонировании матрицы ее определитель не меняется. 

Это означает, что строки и столбцы в определителе равноправны. 
Следовательно, любое утверждение, верное для строк определителя, бу-
дет верно и для его столбцов. 
2. При перестановке любых двух строк (столбцов) определитель меня-
ет знак. 

Например, 
543
432
321

−     
543
321
432 −

−= . 

3. Общий множитель элементов любой строки (столбца) можно выно-
сить за знак определителя. 

Например, 
543
431
321

2
543

423212
321

⋅=⋅⋅⋅ . 

4. Если все элементы k -й строки определителя A  являются суммами 
двух элементов, то определитель равен сумме двух определителей 

1A  и 2A , у которых все строки кроме k -й совпадают со стро-

ками определителя A , а k -я строка в определителе 1A  состоит 

из первых слагаемых, а в определителе 2A  – из вторых слагаемых. 

Например, 
543
431
321

543
122
321

543
413212

321
−+=+−+ . 

5. Определитель не изменится, если к каждому элементу i -й строки 
(столбца) прибавить соответствующий элемент k -й строки 
(столбца), умноженный на число 0≠α . 
Например, 

+
−× )2(

543
432
321

   
543

)2(34)2(23)2(12
321
−⋅+−⋅+−⋅+=

543
210

321
−−= . 

6. Определитель равен нулю если: 
а) он имеет строку (столбец), состоящую из нулей; 
б) он имеет хотя бы две одинаковые строки (столбца); 



 

14

в) он имеет хотя бы две пропорциональные (т.е. отличающиеся 
множителем) строки (столбца); 

г) хотя бы одна строка (столбец) является линейной комбинацией 
нескольких других строк (столбцов). 

Например, 0
987
654
321
= , так как третий столбец определителя являет-

ся линейной комбинацией второго и первого с коэффициентами 2  и 1− . 
Действительно, 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

9
6
3

716
410
14

7
4
1

8
5
2

2 . 

7. Если A  и B  – квадратные матрицы порядка n , то существуют AB  
и BA , причем BABAAB ⋅== . 

 

4. Теорема Лапласа и ее следствие 

Пусть A )( ija=  – матрица размера nm × . Выберем в ней произ-
вольно k  строк и k  столбцов (где },min{1 nmk ≤≤ ). Пусть, например, 
это будут строки с номерами kiii ,,, 21 K  и столбцы с номерами 

kjjj ,,, 21 K . Из элементов, стоящих на пересечении выбранных строк и 
столбцов, составим определитель kM : 

kM

kkkk

k

k

jijiji

jijiji

jijiji

aaa

aaa
aaa

K
KKKK

K

K

21

22212

12111

= . 

Этот определитель называют минором k -го порядка матрицы A . 
В частности, любой элемент матрицы – минор первого порядка, 

определитель A  квадратной матрицы A  порядка n  – ее минор поряд-
ка n . 

Замечание. Миноры квадратной матрицы называются также мино-
рами ее определителя. 

Для квадратной матрицы, кроме понятия минора, вводится понятие 
дополнительного минора и алгебраического дополнения. 

Пусть A )( ija=  – квадратная матрица порядка n . Выберем в A  ми-
нор k -го порядка kM  (выберем строки с номерами kiii ,,, 21 K  и столбцы 
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с номерами kjjj ,,, 21 K ). Вычеркнем из матрицы A  строки и столбцы, из 
элементов которых состоит минор kM . Определитель *

kM , составлен-
ный из оставшихся элементов, называется дополнительным минором к 
минору kM . Число *2121)1( k

jjjiii
k MA kk ⋅−= +++++++ KK  называется алгебраи-

ческим дополнением минора kM . 
В частности, дополнительный минор элемента ija  (будем в даль-

нейшем обозначать его ijM ) – это определитель порядка 1−n , получен-
ный из определителя A  вычеркиванием i -й строки и j -го столбца. 
Алгебраическое дополнение элемента ija  (будем в дальнейшем обозна-

чать его ijA ) – это произведение ij
ji M+− )1( . 

Для определителей справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 2.1. (Лапласа). Пусть в определителе порядка n  выбра-
но k  строк (столбцов) (где 11 −≤≤ nk ). Тогда определитель равен 
сумме произведений всех миноров k -го порядка, содержащихся в вы-
бранных строках (столбцах), на их алгебраические дополнения.  

ПРИМЕР. Вычислить с помощью теоремы Лапласа определитель 

A
16151413
1211109
8765
4321

= . 

Выберем, например, первую и вторую строки. В них располагается 
шесть миноров второго порядка: 

=)1(
2M 65

21 ,  =)2(
2M 75

31 ,  =)3(
2M 85

41 ,   

=)4(
2M 76

32 ,  =)5(
2M 86

42 ,  =)6(
2M 87

43 . 

Их алгебраическими дополнениями будут соответственно 

=)1(
2A 1615

1211)1( 2121 +++− 1615
1211= ,    =)2(

2A 1614
1210)1( 3121 +++− 1614

1210−= , 

=)3(
2A 1514

1110)1( 4121 +++− 1514
1110= ,    =)4(

2A 1613
129)1( 3221 +++− 1613

129= , 

=)5(
2A 1513

119)1( 4221 +++− 1513
119−= ,   =)6(

2A 1413
109)1( 4321 +++− 1413

109= . 

Следовательно, 

A = 65
21 +⋅ 1615

1211
75
31 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⋅ 1614

1210
85
41 +⋅ 1514

1110  
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+ 76
32 +⋅ 1613

129
86
42 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⋅ 1513

119
87
43

1413
109⋅ . 

СЛЕДСТВИЕ 2.2 (теоремы Лапласа). Определитель равен сумме 
произведений всех элементов любой строки (столбца) на их алгебраиче-
ские дополнения, т.е. 
 A ininiiii AaAaAa ⋅++⋅+⋅= K2211 , (3) 
    A njnjjjjj AaAaAa ⋅++⋅+⋅= K2211 . (4) 

Выражения (3) и (4) называются разложением определителя по i -й 
строке и j -му столбцу соответственно. Они позволяют свести вычис-
ление определителя порядка n  к вычислению n  определителей порядка 

1−n . 
ПРИМЕР. Разложив по первому столбцу, вычислить определитель 

A
1132
4311
2121

4321

−−
−−= . 

По формуле (4) получаем:  
A 41312111 2)1()1(1 AAAA ⋅+⋅−+⋅−+⋅= =  

+−⋅−⋅−+−
−

⋅−⋅= ++

113
431

432
)1()1(

113
431
212

)1(1 1211  

431
212

432
)1(2

113
212

432
)1()1( 1413

−
−⋅−⋅+−⋅−⋅−+ ++ =  

102)42(12)22(1)1()57()1()1(1711 −=−⋅⋅+−⋅⋅−+−⋅−⋅−+⋅⋅=  

Замечание. На практике, прежде чем разлагать определитель по 
строке (столбцу), его преобразуют так, чтобы появилась строка (стол-
бец), содержащая 1−n  ноль. Разложив определитель по этой строке 
(столбцу), мы значительно уменьшим количество вычислений. 
 

СЛЕДСТВИЕ 2.3 (теоремы Лапласа). Сумма произведений элемен-
тов i -й строки (столбца) определителя на алгебраический дополнения 
соответствующих элементов k -й строки (столбца) этого определи-
теля равна нулю, т.е.  

 02211 =+++ kninkiki AaAaAa K , 
 02211 =+++ nknikiki AaAaAa K . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
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Рассмотрим выражение 
kninkiki AaAaAa +++ K2211 . 

Это можно рассматривать как разложение определителя по элементам  
k -й строки, состоящей из элементов inii aaa ,,, 21 K . Но так как те же 
элементы стоят и в i -й строке определителя, то он равен нулю. Следо-
вательно, 02211 =+++ kninkiki AaAaAa K . 

Аналогично доказывается второе равенство следствия 2.3.     ∎ 
 
 

§3. Ранг матрицы 

Пусть A )( ija=  – матрица размера nm × . Выпишем все миноры 
этой матрицы порядка t,,3,2,1 K  (где },min{ nmt = ): 

)1(
1M , )2(

1M , )3(
1M , K 

)1(
2M , )2(

2M , )3(
2M , K 

KKKKKKKKKKK  
)1(

tM , )2(
tM , )3(

tM , K 
Среди этих миноров всегда найдется такой минор )( i

kM  , что 0)( ≠i
kM , а 

все миноры порядка 1+k , 2+k , K, t  равны нулю. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Минор )( i
kM  матрицы A  называется ее базис-

ным минором, если он отличен от нуля, а все миноры матрицы A  более 
высокого порядка равны нулю. 

Замечание. Очевидно, что матрица A  может иметь несколько ба-
зисных миноров, но все они имеют один порядок. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Рангом матрицы A  называется порядок ее ба-
зисного минора. 

Иначе говоря, ранг матрицы – это максимальный порядок ее мино-
ров, отличных от нуля; базисный минор – это минор, отличный от нуля 
максимального порядка. 

Ранг матрицы A  обозначают обычно )(Ar  или )(Arang . 
Приведем два метода нахождения ранга матрицы. 

1. Метод окаймляющих миноров  

Если sM  – минор порядка s , то его окаймляющим минором назы-
вается любой минор порядка 1+s , содержащий минор sM . 
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Например, в матрице ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

1514131211
109876
54321

 окаймляющими для ми-

нора 97
42

2 =M  будут миноры 

141211
976
421

)1(
3 =M ,    

141312
987
432

)2(
3 =M ,    

151412
1097
542

)3(
3 =M . 

А миноры третьего порядка 
151312
1087
532

)4(
3 =M , 

151311
1086
531

)5(
3 =M  для 

минора 2M  окаймляющими не будут. 
Справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 3.1. Если в матрице A  есть минор k -го порядка от-

личный от нуля, а все окаймляющие его миноры равны нулю, то ранг 
матрицы A  равен k . 

Эта теорема является основанием для применения при нахождении 
ранга матрицы следующей схемы. Находим в матрице минор kM  по-
рядка k , отличный от нуля (где 1≥k ). Если все его окаймляющие ми-
норы равны нулю, то ранг матрицы равен k . Если найдется окаймляю-
щий минор 01 ≠+kM , то рассматриваем окаймляющие миноры для 

1+kM . Если среди них нет ненулевых, то ранг матрицы равен 1+k . Если 
найдется окаймляющий минор 02 ≠+kM , то рассматриваем окаймляю-
щие миноры для 2+kM  и т.д. Этот процесс продолжаем до тех пор, пока 
не будет найден ранг матрицы, или не дойдем до окаймляющего минора 

0≠tM , где t  – максимальный порядок миноров в матрице. Последнее 
будет означать, что ранг матрицы равен t . Такая схема нахождения ран-
га матрицы получила название метода окаймляющих миноров. 

ПРИМЕР. Методом окаймляющих миноров найдем ранги матриц 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−−
=

28112
71524
42312

A   и  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

=
16022
03110
16321

B . 

1) Заметим, что матрица A  имеет миноры не выше третьего поряд-
ка. Следовательно, ее ранг )(Ar 3≤ . 

Среди миноров второго порядка легко находим отличный от нуля. 

Например, 0152
31

2 ≠=−
−=M . Вычислим его окаймляющие миноры:  
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0
112
524
312

)1(
3 =

−
−
−

=M ,  0
811
152
231

)2(
3 =

−

−−
=M ,  0

211
752
431

)3(
3 =

−
−
−

=M . 

Так как все окаймляющие миноры для 2M  равны нулю, то )(Ar 2= , а 
2M  – базисный минор матрицы A . 

2) Заметим, что матрица B  имеет миноры не выше третьего поряд-
ка. Следовательно, ее ранг )(Br 3≤ . 

Среди миноров второго порядка имеется отличный от нуля. На-

пример, 0110
21

2 ≠==M . Вычислим его окаймляющие миноры:  

0
022
110
321

)1(
3 =

−
=M , 0

622
310
621

)2(
3 =

−
−
−

=M , 01
122
010
121

)3(
3 ≠−=

−
=M . 

Так как среди окаймляющих миноров нашелся минор отличный от нуля, 
и это минор максимально возможного порядка, то )(Br 3=  и )3(

3M  – ба-
зисный минор. 

2. Метод элементарных преобразований 

Элементарными преобразованиями матрицы называются преобра-
зования следующего вида:   
1) умножение строки (столбца) на число 0≠α ; 
2) прибавление к i -й строке (столбцу) j -й строки (столбца), умножен-
ной на число 0≠α ; 

3) перестановка  i -й и j -й строки (столбца); 
4) вычеркивание одной из двух пропорциональных или равных строк 

(столбцов); 
5) вычеркивание нулевых строк (столбцов). 

Матрица B  называется эквивалентной матрице A , если она может 
быть получена из A  элементарными преобразованиями. 

Если матрицы B  и A  эквивалентны, то пишут: BA ~ . 
Справедливы следующие две теоремы. 
ТЕОРЕМА 3.2. Эквивалентные матрицы имеют равные ранги. 
Для доказательства этого утверждения достаточно заметить, что 

элементарные преобразования матрицы сохраняют ее ненулевые мино-
ры (они могут лишь изменить их знаки). 

ТЕОРЕМА 3.3. Любая матрица A  эквивалентна некоторой тре-
угольной или трапециевидной матрице, которая может быть получена 
из A  элементарными преобразованиями только строк. 
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Так как ранг треугольной и трапециевидной матрицы легко найти 
(в них легко находятся базисные миноры), то приходим к следующей 
схеме нахождения ранга матрицы: 
1) с помощью элементарных преобразований строк получаем для матри-
цы A  эквивалентную треугольную или трапециевидную матрицу B ; 

2) находим в матрице B  базисный минор и определяем ранг матрицы B  
и матрицы A . 
Такая схема нахождения ранга матрицы получила название метода 

элементарных преобразований. 
ПРИМЕР. Методом элементарных преобразований найдем ранг 

матрицы 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−
−−

=
44112
84736
32212

A . 

Умножим первую строку матрицы на =α 3−  и прибавим ко вто-
рой; затем умножим первую строку на =β 1−  и прибавим к третьей. 
Получим: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−−
−−

44112
84736
32212

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−

−−

12100
12100

32212
~ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−−

12100
32212~ B= . 

Матрица B  – трапециевидная, 2)( =Br  (базисный минор 10
21

2
−=M ). 

Следовательно, ранг матрицы A  тоже равен двум.  
 
 

§4. Системы линейных уравнений 

1. Основные понятия 

Уравнение называется линейным, если оно содержит неизвестные 
только в первой степени и не содержит произведений неизвестных, т.е. 
если оно имеет вид 

bxaxaxa nn =+++ K2211 , 
где ia  ( ni K,2,1= ), b  – числа. Числа ia  называются коэффициентами 
уравнения, b  называется свободным членом. Если 0=b , то уравнение 
называется однородным. В противном случае уравнение называется не-
однородным. 

В этом параграфе мы будем рассматривать систему m  линейных 
уравнений с n  неизвестными, т.е. систему вида 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

.

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

K
LLLLLLLLL

K

K

 (5) 

Обозначим через A  и *A  следующие матрицы: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

A      и     
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

K
KKKKK

K

K

21

222221

111211

*A . 

Матрицу A  называют основной матрицей системы (5), а матрицу *A  – 
расширенной матрицей системы (5).  

Пусть X  – матрица-столбец неизвестных, B  – матрица-столбец 
свободных членов, т.е.  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

K
2

1

X    и   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mb

b
b

K
2

1

B . 

Тогда систему (5) можно записать в виде матричного уравнения 
BXA =⋅ . Его называют матричной формой системы (5). 

Упорядоченный набор чисел nccc ,,, 21 K  называется решением сис-
темы (5), если он обращает в верное равенство каждое уравнение сис-
темы. Если система линейных уравнений имеет хотя бы одно решение, 
то ее называют совместной. Система линейных уравнений, не имеющая 
решений, называется несовместной. 

Если система совместна, то она имеет либо одно решение, либо 
множество решений. Система, имеющая единственное решение, назы-
вается определенной. Система, имеющая множество решений, называет-
ся неопределенной. 

Критерии совместности и определенности системы дают следую-
щие две теоремы 

ТЕОРЕМА 4.1 (Кронекера – Капелли). Система линейных уравне-
ний (5) совместна тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы 
системы равен рангу ее расширенной матрицы, т.е. 

)*()( AA rr = . 

ТЕОРЕМА 4.2 (критерий единственности решения). Система ли-
нейных уравнений (5) имеет единственное решение тогда и только то-
гда, когда ранг основной матрицы системы равен рангу ее расширенной 
матрицы и равен числу переменных, т.е. 

nrr == )*()( AA . 
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2. Методы решения систем линейных уравнений 

Матричный метод 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Обратной к матрице A  называется матрица, 
обозначаемая 1−A , такая, что EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 

Из определения получаем, что если матрица A  имеет обратную, то 
справедливы следующие утверждения. 
1. A  – квадратная.  

Действительно, чтобы существовали произведения 1−⋅AA  и 
AA ⋅−1  необходимо, чтобы матрицы A  и 1−A  имели соответственно 

размеры mn ×  и nm × . Тогда матрица 1−⋅AA  будет иметь размер 
nn × , а матрица AA ⋅−1  – размер mm × . Но для равенства 

AAAA ⋅=⋅ −− 11  необходимо, чтобы размеры матриц 1−⋅AA  и AA ⋅−1  
совпадали, т.е. mn = . 

2. Если обратная матрица существует, то она единственная. 
Действительно, если предположить, что существует две матрицы 

B  и C  обладающие свойством 
EABBA =⋅=⋅    и   EACCA =⋅=⋅ , 

то будет существовать и произведение CAB ⋅⋅ , причем 
CAB ⋅⋅ CCECAB =⋅=⋅⋅= )(  

и  CAB ⋅⋅ BEBCAB =⋅=⋅⋅= )( . 
Следовательно, CB = . 

3. Определитель матрицы A  должен быть отличен от нуля. 

Действительно, так как 1=E  и для любых квадратных матриц 
A  и B   BAAB ⋅= ,  

то  111 =⋅=⋅ −− AAAA  

и, следовательно,  0≠A  и 01 ≠−A . 

Квадратная матрица, определитель которой отличен от нуля, назы-
вается невырожденной. 

Условие невырожденности матрицы оказалось не только необхо-
димым для существования ее обратной матрицы, но и достаточным. Т.е. 
справедлива следующая теорема. 
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ТЕОРЕМА 4.3. Пусть A  – квадратная матрица порядка n . Мат-
рица A  имеет обратную тогда и только тогда, когда ее определитель 
A  отличен от нуля. Причем обратная матрица 1−A  может быть 
найдена по формуле: 

 1−A TS
A

⋅=
1 , 

где S  – матрица из алгебраических дополнений элементов матрицы A , 
т.е.  

S
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

K
KKKK

K

K

21

22221

11211

. 

Матрица TS  называется союзной для матрицы A . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Необходимость утверждения доказана ранее (см. свойство 3 мат-
риц, имеющих обратную). Требуется доказать только достаточность. 

Пусть матрица  A  – невырожденная. Тогда существует матрица  
TS

A
⋅

1 .  Докажем, что она является обратной к A . Имеем: 

( ) =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=⋅⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅

nnnn

n

n

nnnn

n

n

TT

AAA

AAA
AAA

aaa

aaa
aaa

K
KKKK

K
K

K
KKKK

K
K

21

22212

12111

21

22221

11211
111
A

SA
A

S
A

A  

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
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===
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n

j
jnj

n

j
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n

j
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n

j
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j
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j
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n

j
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j
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1
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E

A

A
A

A
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=
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24

Здесь использовали, что A=⋅∑
=

n

j
kjkj Aa

1
 (следствие 2.2 теоремы Лапла-

са),  0
1

=⋅∑
=

n

j
mjkj Aa  (следствие 2.3 теоремы Лапласа). 

Аналогично доказывается, что 

( ) EAS
A

AS
A

=⋅⋅=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅ TT 11 . 

Следовательно,  =⋅ TS
A
1 1−A .     ∎ 

ПРИМЕР. Найти матрицу, обратную к матрице  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=

376
231
253

A . 

Так как определитель матрицы 010 ≠=A , то матрица имеет об-
ратную. Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы A . 
Получим: 

 537
23)1( 2

11 −=−
−−=A ,  1536

21)1( 3
12 =−−=A ,  

 2576
31)1( 4

13 =−−=A ,   137
25)1( 3

21 =−
−−=A ,  

 336
23)1( 4

22 =−
−−=A ,  976

53)1( 5
23 =−=A , 

 423
25)1( 4

31 =−
−−=A ,  821

23)1( 5
32 −=−−=A ,   

 1431
53)1( 6

33 −=−−=A . 

Следовательно, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−

−
=

1484
931

25155
S  

и ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−

−
⋅=−

4,19,05,2
8,03,05,1

4,01,05,0

1484
931

25155

10
11

T

A . 

Рассмотрим теперь систему линейных уравнений, в которой число 
уравнений m  и число неизвестных n  совпадает и 0≠A . Тогда:  
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1) )*()( AA rr = n=  и, следовательно, такая система имеет единственное 
решение;  

2) матрица A  имеет обратную матрицу 1−A . 
Покажем, как можно найти решение этой системы с помощью об-

ратной матрицы 1−A . Запишем систему в матричной форме: 
 BXA =⋅ . (6) 

Умножим обе части равенства (6) на 1−A  слева. Получим: 
BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 )( , 

 ⇒   BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 )( , 

 ⇒    BAXE ⋅=⋅ −1 , 
 ⇒ BAX ⋅= −1 . (7) 

Таким образом, если в системе линейных уравнений nm =  и 
0≠A , то система имеет единственное решение, которое можно найти 

по формуле (7). Нахождение решения по формуле (7) называют мат-
ричным методом решения системы. 

ПРИМЕР. Решить матричным методом систему 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=+−
=−+

.5376
,023
,0253

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Основная матрица системы имеет вид 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
=

376
231
253

A . 

Эта матрица невырожденная ( 010 ≠=A ), и, следовательно, решение 
может быть найдено матричным методом. Имеем: 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−

−
⋅=−

4,19,05,2
8,03,05,1

4,01,05,0

1484
931

25155

10
11

T

A  

(см. предыдущий пример) и 

BAX ⋅= −1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

7
4

2

5
0
0

4,19,05,2
8,03,05,1

4,01,05,0
. 

Таким образом, получили 21 =x , 42 −=x , 73 −=x . 
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Метод Крамера 
Также как и матричный метод, этот метод применятся для решения 

систем линейных уравнений, в которых число уравнений m  и число не-
известных n  совпадают и матрица A  системы – невырожденная. Спра-
ведлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 4.4 (Крамера). Если в системе линейных уравнений чис-
ло уравнений m  и число неизвестных n  совпадает и 0≠A , то систе-
ма совместна и имеет единственное решение, которое может быть 
найдено по формулам  

 
D
Dx i

i =   ( ni K,2,1= ), (8) 

где A=D , а iD  – определитель, получаемый из определителя D  за-
меной его i -го столбца на столбец свободных членов. 

Формулы (8) называются формулами Крамера. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Так как  0≠A ,  то матрица  A   имеет обратную и систему можно 
решить матричным методом, т.е. 

BAX ⋅= −1

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

nnnnn

n

n

b

b
b

AAA

AAA
AAA

K
K

KKKK

K

K

2

1

21

22212

12111
1
A

, 

⇒   )(1
2211 nniiii bAbAbAx ⋅++⋅+⋅⋅= K

A
. 

Но выражение  nniii bAbAbA ⋅++⋅+⋅ K2211   представляет собой 
разложение по i -му столбцу определителя  iD . Следовательно, 

D
DDx i

ii =⋅=
A
1 .     ∎ 

ПРИМЕР. Решить методом Крамера систему:  

⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

.143
,132

21

21
xx
xx  

Так как число уравнений и число неизвестных в системе совпада-
ют, и определитель основной матрицы системы  

019843
32 ≠−=−==D , 
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то решение может быть найдено по формулам Крамера. Имеем: 

141
31

1 −=−
−=D ,  113

12
2 =−

−=D . 

Следовательно,  1
1
11

1 =
−
−

==
D
D

x , 1
1

12
2 −=

−
==

D
Dx . 

Метод Гаусса (метод исключения неизвестных) 
В отличие от двух предыдущих методов, метод Гаусса является 

универсальным, т.е. он позволяет найти решение любой совместной 
системы. 

Элементарными преобразованиями системы линейных уравнений 
называются преобразования следующего вида: 
1) умножение обеих частей уравнения на число 0≠α ; 
2) прибавление к одному уравнению другого, умноженного на число 

0≠α ; 
3) перестановка двух уравнений; 
4) вычеркивание одного из двух пропорциональных или одинаковых 
уравнений. 
Две системы называются эквивалентными (равносильными) если их 

решения совпадают. Очевидно, что элементарные преобразования сис-
темы приводят к эквивалентной системе.  

Метод Гаусса – метод решения системы с помощью элементарных 
преобразований, которые осуществляются по следующей схеме: из всех 
уравнений системы кроме первого исключается неизвестное 1x ; из всех 
уравнений системы кроме первого и второго исключается неизвестное 

2x ; из всех уравнений системы кроме первого, второго и третьего ис-
ключается неизвестное 3x  и т.д. В результате система будет приведена к 
одному из следующих двух видов: 
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или 
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В первом случае имеем: 
)*~()~( AA rr = n= , 

где A~  и *~A  – основная и расширенная матрицы системы (9). Следова-
тельно, система (9) (а значит и исходная система) совместна и имеет 
единственное решение. Причем, это решение теперь легко найти. Дей-
ствительно, из последнего уравнения системы (9) находим: 

nn

n
nx

α
β

= . 

Подставляем найденное значение nx  в предпоследнее уравнение систе-
мы (9) и получаем: 
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Продолжим этот процесс и получим последовательно 2−nx , 3−nx ,K, 1x . 
Во втором случае имеем: 

)*~()~( AA rr = r= n< . 
где A~  и *~A  – основная и расширенная матрицы системы (10). Следова-
тельно, система (10) (а значит и исходная система) совместна и имеет 
множество решений. Чтобы найти их, поступим следующим образом. 
Выберем в матрице A~  базисный минор. Переменные, коэффициенты 
при которых входят в базисный минор, назовем зависимыми. Остальные 
переменные назовем независимыми (или свободными). Пусть, например, 

1x , 2x , K, rx  – зависимые, 1+rx , K, nx  – свободные. Перепишем сис-
тему (10) в следующем виде: 
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(11) 

Если придать свободным переменным конкретные значения, то система 
(11) будет иметь единственное решение. Следовательно, зависимые пе-
ременные единственным образом выражаются через свободные: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

++

++

.),,,(

,),,,(

21

2111

nrrrr

nrr

xxxfx

xxxfx

K
KKKKKKKKKKK

K

 (12) 

Система (12), в которой зависимые переменные выражены через 
свободные, называется общим решением системы (10) (а значит и ис-
ходной системы). Записав общее решение системы, мы можем найти 
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бесконечно много ее решений. Для этого нужно будет только придавать 
свободным переменным конкретные значения. 

Замечание. Элементарные преобразования системы линейных 
уравнений в точности соответствуют элементарным преобразованиям 
строк матрицы. А получающаяся в результате преобразований система 
имеет треугольную или трапециевидную матрицу, т.е. такую, которую 
требуется получить при нахождении ранга матрицы с помощью элемен-
тарных преобразований. Поэтому, при решении системы методом Гаус-
са имеет смысл вместо преобразований системы производить соответст-
вующие преобразования над строками расширенной матрицы системы. 
Так мы будем одновременно исследовать совместность системы и пре-
образовывать систему в соответствии с методом Гаусса. 

ПРИМЕР. Доказать, что система совместна и найти ее общее решение: 
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Найдем ранг основной и расширенной матрицы с помощью эле-
ментарных преобразований строк.  
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⇒   2)*()( == AA rr . 
Следовательно, система совместна и имеет множество решений. 

Теперь найдем общее решение системы. Элементарными преобра-
зованиями мы привели систему к виду  
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Выберем в матрице этой системы базисный минор. Пусть, например, 

это будет минор 10
11

−
−− . Следовательно, переменные 1x  и 4x  будут за-

висимыми, а 2x  и 3x  – свободными. Выразим зависимые переменные 
через свободные. Имеем:  
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⇒   324 51110 xxx ++−=  
и  32324321 511102222 xxxxxxxx −−+++−=−++−= , 

 ⇒   
⎩
⎨
⎧

++−=
−−=

324

321
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,498

xxx
xxx  –  общее решение. 

 
 

§5. Системы линейных однородных уравнений 

Рассмотрим систему m  линейных однородных уравнений с n  не-
известными, т.е. систему вида 
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Заметим, что эта система всегда совместна, так как 
 021 ==== nxxx K   

всегда является ее решением. Это решение называют нулевым или три-
виальным. Но при некоторых условиях система (13) может иметь и дру-
гие решения (нетривиальные). Так будет, например, если nm =  и 

0=A  или если nm <  (в обоих случаях nr <)(A  и, следовательно, сис-
тема имеет множество решений). Отметим важное свойство, которым 
обладают нетривиальные решения системы линейных однородных 
уравнения. 

Пусть  nccc ,,, 21 K    и  nddd ,,, 21 K  – 
два решения системы линейных уравнений, βα,  – числа. Линейной 
комбинацией этих решений с коэффициентами α  и β  будем называть 
упорядоченную последовательность n  чисел вида 

nn dcdcdc βαβαβα +++ ,,, 2211 K . 
Справедливы следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 5.1. Линейная комбинация конечного числа решений сис-
темы линейных однородных уравнений тоже является решением этой 
системы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Запишем систему (13) в матричной форме: 
 OXA =⋅ . 

По условию nccc ,,, 21 K    и  nddd ,,, 21 K  – решения системы. Следова-
тельно, матрицы-столбцы 
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являются решениями матричного уравнения OXA =⋅ , т.е. 
OCA =⋅    и   ODA =⋅ . 

Рассмотрим линейную комбинацию матриц C  и D  с коэффициентами 
α  и β . Так как 

OOOADACDCA =⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅⋅ βαβαβα )( , 
то матрица DC ⋅+⋅ βα  тоже является решением матричного уравнения 

OXA =⋅ . Значит, элементы матрицы DC ⋅+⋅ βα  будут решением сис-
темы уравнений (13). Но эти элементы и есть линейная комбинация ре-
шений nccc ,,, 21 K    и  nddd ,,, 21 K . 

Итак, мы показали, что линейная комбинация двух решений систе-
мы линейных однородных уравнений снова является ее решением. Оче-
видно, что приведенные рассуждения останутся верными и для линей-
ной комбинации любого конечного числа решений такой системы.     ∎ 

ТЕОРЕМА 5.2. Пусть r  – ранг матрицы системы (13). Если сис-
тема имеет нетривиальные решения, то найдутся rn −  решений та-
ких, что любое другое ее решение будет их линейной комбинацией. 

Решения, о которых идет речь в теореме 5.2, называются фунда-
ментальной системой решений. Ее можно найти с помощью следующе-
го алгоритма:  
1) находим общее решение системы; 
2) записываем любой отличный от нуля определитель Δ , порядка rn − ; 
3) записываем rn −  решений системы, беря в качестве значений для 
свободных неизвестных элементы строк определителя Δ  (т.е. запи-
сывая первое решение используем первую строку определителя, за-
писывая второе решение – используем вторую строку определителя и 
т.д.). Полученные таким образом rn −  решений будут являться фун-
даментальной системой решений системы. 

ПРИМЕР. Найти фундаментальную систему решений системы 
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Найдем общее решение системы методом Гаусса: 
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Следовательно, 2)( =Ar  и система приводится к виду 
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Выберем базисный минор. Пусть, например, это будет минор 10
11 . В 

силу такого выбора базисного минора, переменные 1x  и 2x  будут зави-
симыми, а 3x , 4x , 5x  – свободными. Выразим зависимые переменные 
через свободные. Имеем: 
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⇒   454325431 2222 xxxxxxxxx −++=−++= , 
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xxxx   – общее решение. 

Теперь возьмем любой отличный от нуля определитель Δ  порядка 
325 =−=− rn . Пусть, например, 

100
010
001

=Δ . 

Записываем решения системы, для которых в качестве значений сво-
бодных переменных выступают элементы строк определителя Δ : 
1) 13 =x , 04 =x , 05 =x    ⇒  11 =x ,  02 =x ; 

2) 03 =x , 14 =x , 05 =x    ⇒  11 −=x ,  12 =x ; 

3) 03 =x , 04 =x , 15 =x    ⇒  21 =x ,  02 =x ; 
Полученные таким образом три решения )0,0,1,0,1( , )0,1,0,1,1(− , 

)1,0,0,0,2(  и будут являться фундаментальной системой решений.  
 
В заключение этого параграфа сформулируем еще одну теорему, 

которая связывает решения неоднородной и однородной систем линей-
ных уравнений. 
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Пусть дана некоторая система линейных неоднородных уравнений, 
имеющая множество решений: 
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Систему линейных однородных уравнений вида 
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называют соответствующей системе (14).  
Справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 5.3. Пусть nccc ,,, 21 K  – какое-нибудь решение систе-
мы (14). Любое другое решение системы (14) может быть записано 
как сумма решения nccc ,,, 21 K  и некоторого решения системы (15). 
Иначе говоря, справедливо равенство: 
 CCCCX rn21 ++++= −−rnααα K21 , (16) 
где X  – матрица-столбец неизвестных, 1C , 2C ,…, rnC −  – матрицы-
столбцы, элементами которых служат решения из фундаментальной 
системы, C  – матрица-столбец, элементами которой является реше-
ние nccc ,,, 21 K . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Запишем системы (14) и (15) в матричном виде: 

BXA =⋅  и OXA =⋅ . 
Так как   
 =++++⋅ −− )( 21 CCCCA rn21 rnααα K  

=⋅+⋅++⋅+⋅= −− CACACACA rn21 rnααα K21  
BBOOO =++++= K , 

то любая последовательность чисел, полученная по формуле (16) будет 
являться решением системы (14). 

Теперь покажем, что любое решение nddd ,,, 21 K  системы (14) 
можно получить по формуле (16). Пусть D  – матрица столбец, элемен-
тами которой является решение nddd ,,, 21 K . Рассмотрим матрицу-
столбец CD − . Имеем 

OBBCADACDA =−=⋅−⋅=−⋅ )( . 
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Получили, что разность двух решений системы (14) будет являться ре-
шением системы (15). Следовательно, существуют такие числа 

rn−ααα ~,,~,~
21 K , что 

 rn21 CCCCD −−+++=− rnααα ~~~
21 K , 

⇒  CCCCD rn21 ++++= −−rnααα ~~~
21 K .     ∎ 

 
 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Как изменится произведение AB  матриц A  и B , если:  
а) переставить i -ю и j -ю строки матрицы A ; 
б) переставить i -й и j -й столбцы матрицы B ; 
в) к i -й строке матрицы A  прибавить ее j -ю строку, умноженную на 
число c ; 

г) к i -му столбцу матрицы B  прибавить ее j -й столбец, умножен-
ный на число c ? 

2. Доказать, что если матрица B  перестановочна с матрицей A , то она 
перестановочна и с матрицей EA λ−  (где λ  – любое отличное от 
нуля число).  

3. Найти все матрицы второго порядка, квадрат которых равен нулевой 
матрице.  

4. Найти все матрицы второго порядка, квадрат которых равен еди-
ниччной матрице.  

5. Следом квадратной матрицы A  (обозначают trA ) называют сумму ее 
элементов, стоящих на главной диагонали, т.е. 

nnaaatrA ++= K2211 . 
Доказать, что trBAtrAB = .  

6. Определить число инверсий в перестановках: 
а) nnn 3,,9,6,3,13,,8,5,2,23,,7,4,1 KKK −− ; 
б) 23,,7,4,1,13,,8,5,2,3,,9,6,3 −− nnn KKK ; 
в) 23,,7,4,1,3,,9,6,3,13,,8,5,2 −− nnn KKK ; 
г) nnnn 4,,8,4,14,,7,3,24,,6,2,34,,5,1 KKKK −−− . 

7. Сколько инверсий образует число 1, стоящее на k -м месте переста-
новки? 

8. В какой перестановке чисел n,,2,1 K  число инверсий наибольшее и 
чему оно равно? 

9. Выбрать значения i  и k  так, чтобы произведение 2146433562 aaaaaa ki  
входило в определитель 6 -го порядка со знаком минус. 
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10. Найти члены определителя 4 -го порядка, содержащие элемент 32a  и 
входящие в определитель со знаком плюс.  

11. С каким знаком входит в определитель порядка n  произведение эле-
ментов главной диагонали? 

12. Пользуясь только определением, вычислить определитель 

nnnnn aaaa

aaa
aa

a

K
KKKKK

K
K
K

321

333231

2221

11

0
00
000

. 

13. С каким знаком входит в определитель порядка n  произведение эле-
ментов побочной диагонали? 

14. Пользуясь только определением, вычислить определитель 

nnnnnn

nnn

nn

n

aaaa

aaa
aa
a
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15. Доказать, что для равенства нулю определителя второго порядка не-
обходимо и достаточно, чтобы его строки (столбцы) были пропорцио-
нальны (если некоторые элементы определителя равны нулю, то про-
порциональность можно понимать в том смысле, что элементы одной 
строки получаются из соответствующих элементов другой строки ум-
ножением на одно и то же число, быть может, равное нулю).  

16. При каком условии справедливо равенство:  

0coscos
cos0cos
coscos0

1coscos
cos1cos
coscos1

γβ
γα
βα

γβ
γα
βα

= . 

17. Элементы матрицы равны 1± . Доказать, что ее определитель – число 
четное. 

18. Элементы матрицы третьего порядка равны 1± . Может ли ее опреде-
литель быть равен 6? 

19. Элементы матрицы третьего порядка равны 1, 1− , и 0 . Может ли ее 
определитель быть равен 5? 

20. Элементы матрицы 4-го порядка равны 1, 1− , и 0 . Может ли ее оп-
ределитель быть равен 24? 

21. Элементы матрицы третьего порядка равны 1± . Найти наибольшее 
значение, которое может принимать ее определитель.  
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22. Элементы матрицы третьего порядка равны 1 или 0 . Найти наи-
большее значение, которое может принимать ее определитель.  

23. Как изменится определитель третьего порядка, если у всех его эле-
ментов изменить знак? Как изменится определитель порядка n , если 
у всех его элементов изменить знак? 

24. Как изменится определитель порядка n , если каждый его элемент 
умножить на число α ?  

25. Как изменится определитель, если каждый его элемент ija  умножить 

на ji−λ , где 0≠λ . 
26. Как изменится определитель четвертого порядка, если у элементов 

1-го и 2-го столбца изменить знак на противоположный, а элементы 
3-й и 4-й строки умножить на 2. 

27. Числа 3587, 5117, 7293, 9027 делятся на 17. Не вычисляя определитель 

7209
3927
7115
7853

 

доказать, что он тоже делится на 17. 
28. Квадратная матрица )( ija=A  называется кососимметрической, если 

ее элементы удовлетворяют условию jiij aa −= . Доказать, что опреде-
литель кососимметрической матрицы нечетного порядка равен нулю.  

29. Определитель  

nnnn

nnnn

n

n

aaa
aaa

aaa
aaa

K

K
KKKK

K
K

21

,12,11,1

22221

11211

−−−

 равен D .  Чему равен опреде-

литель 

n

nnnn

n

n

aaa
aaa

aaa
aaa

11211

21

33231

22221

K
K

KKKK
K
K

 ? 

30. Как изменится определитель порядка n  если его строки переписать в 
обратном порядке?  

31. Вычислить определитель 

2222

2222

2222

2222

)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(
)3()2()1(

+++
+++
+++
+++

dddd
cccc
bbbb
aaaa

. 
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32. Как изменятся дополнительные миноры элементов матрицы третьего 
порядка, если у всех элементов матрицы изменить знак. 

33. Как изменятся дополнительные миноры элементов матрицы четвер-
того порядка, если у всех элементов матрицы изменить знак. 

34. Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить определители, предвари-
тельно преобразовав их: 

а) 

34562
21423

32946
78724
54312

−−
−−

−−−
−−
−−

;    б) 

21235
48677
59513

36344
24355

−−−
−

−−−
−

−−

. 

35. Известно, что A

aaa

aaa
aaa

nnnn

n

n

=

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

, B

bbb

bbb
bbb

nnnn

n

n

=

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

. Найти  

nnnn

nnnn

n

n

n

n

bbb
aaa

bbb
aaa

bbb
aaa

000
000

000
000

000
000

21

21

22221

22221

11211

11211

K
K

KKKKKKK
K
K
K
K

. 

36. Найти связь между определителем матрицы A  порядка n  и опреде-
лителем матрицы порядка n2 , составленной следующим образом:  

а) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

AA
AA ;     б) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−

−
AA
AA ;     в) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

AA
AA

2
32 ;     г) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

AA
AA

52
3 . 

37. Вычислить определители: 

а) 

0321

021
301
321

K
KKKKK

K
K
K

−−−

−−
−

n
n
n

;  б) 

nnnnnn

nnn
nnn
nnn

K
KKKKKKK

K
K
K

543
1432

12321
−

−−

; 

в) 

n

n

n

n

xxxx

axxx
aaxx
aaax

K
KKKKK

K
K
K

321

3321

22321

113121

;  г) 

nnnnn aaaba

aabaa
abaaa

K
KKKKK

K
K
K

−

−
−

22222

11111

1111

; 
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д) 

3222

2322
2232
2223

K
KKKKK

K
K
K

;  е) 

x

xx
xx

aaaa n

K
KKKKK

K
K
K

000

00
00

210

−
−

. 

38. Доказать, что если в определителе порядка n  все миноры порядка k  
)( nk <  равны нулю, то равны нулю и все миноры порядка выше k .  

39. Найти определитель порядка n , элементы которого заданы условиями: 
а) ),min( jiaij = ;      б) ),max( jiaij = ;      в) jiaij −= . 

40. Решить уравнения: 

а) 0

111

1211
1111
1111

=

−

−
−

xn

x
x

K
KKKKK

K
K
K

;    б) 0

1

1
1
1

2

2
2
22

1
2
11

2

=

n
nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
xxx

K
KKKKK

K

K
K

. 

41. Найти значения λ , при которых матрица 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3422
31771
1104
4113

λ  имеет наи-

меньший ранг. Чему равен ранг при этих значениях λ  и чему он ра-
вен при других значениях λ ?  

42. Чему равен ранг матрицы ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−

16101
512
211

λ
λ

 при различных значениях λ ?  

43. Что можно сказать о матрице размера nm ×  ( nm < ) и ранга m , если 
в ней имеется лишь один базисный минор?  

44. Доказать, что приписывание к матрице одной строки (или одного 
столбца) либо не изменяет ее ранга, либо увеличивает его на единицу.  

45. Как может изменится ранг матрицы, если изменить значение одного 
ее элемента?  

46. Указать возможные значения ранга матрицы вида  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

mnnmmm

nm

n

n

aaaa
a

a
a

1,21

,1

2

1

000

000
000

K

K
KKKKK

K
K

. 

47. Как изменится обратная матрица 1−A , если в матрице A  переставить 
i -ю и j -ю строки?  
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48. Как изменится обратная матрица 1−A , если в матрице A  i -ю строку 
умножить на число 0≠λ ?  

49. Выразите через определитель матрицы A  определитель ее союзной 
матрицы. 

50. Найти обратные матрицы для следующих матриц: 

а) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

na

a
a

a

K
KKKKK

K
K
K

000

000
000
000

3

2

1

;  б) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
000
000

000
000

1

2

1

K
K

KKKKK
K
K

n

n
a

a

a
a

; 

в) 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000

1100
1110
1111

K
KKKKK

K
K
K

;  г) 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000

0100
0110
0011

K
KKKKK

K
K
K

. 

51. Пусть дана система линейных уравнений  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

K
KKKKKKKKK

K
K

2211

22222121

11212111
,
,

 

и два решения этой системы 1α , 2α , K, nα  и 1β , 2β , K, nβ . Найти 
систему линейных уравнений с теми же коэффициентами при неиз-
вестных, как в данной системе и имеющую решением 
а) сумму решений: 11 βα + , 22 βα + , K, nn βα + ; 
б) произведение первого из данных решений на число λ :  

1λα , 2λα , K, nλα . 
52. При каком условии линейная комбинация решений системы линей-

ных неоднородных уравнений снова будет решением этой системы?  
53. Исследовать систему и найти решение в зависимости от значения па-

раметра λ :  

а) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−−−
=++−
=++−

;17737
,9568
,17324
,34235

4321

4321

4321

4321

λxxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
−=−−−

=+++
=+++

;244
,112096

,58632
,34523

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

λ
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в) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+++
=+++
=+++

.7332
,47144
,45364
,2352

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

λ

 

54. Что можно сказать о системе m  линейных неоднородных уравнений 
с n  неизвестными, если все столбцы ее расширенной матрицы кроме 
первого пропорциональны? (Совместна или нет? Если совместна, то 
определена или неопределенна? Можно ли указать значение каких-
либо неизвестных?)  

55. Найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы либо 
сумма двух решений, либо произведение одного решения на число 

1≠λ  было снова решением той же системы линейных уравнений.  
56. Доказать, что если ранг системы линейных однородных уравнений 

на единицу меньше числа неизвестных, то любые два решения этой 
системы пропорциональны, т.е. отличаются лишь числовым множи-
телем.  

57. Исследовать уравнение OAX = , где A  – данная, X  – искомая мат-
рицы второго порядка.  

58. Составить однородное уравнение с тремя неизвестными, решениями 
которого являются линейные комбинации решений )2;1;1(  и )3;2;1( . 

59. Найти систему линейных однородных уравнений, состоящую из 
а) двух уравнений, б) из трех уравнений, для которой решения 

)1;2;2;4;1( −− , )1;2;1;13;3( − , )5;4;8;7;2( −−  являются фундамен-
тальной системой решений.  

60. Указать все значения параметра λ , при которых система уравнений 
не определена:  

а) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++
=+−++
=++−+
=+++−

;032
,0)10(2
,04)9(
,032)8(

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

λ
λλ
λλ
λλ

 

б) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+−−+−
=+++++−
=−−−++−
=+++−

.0)32(2)1(
,0)21()2()1(
,022)22()1(
,022)1(

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

λλλλ
λλλλ

λλλλ
λλλλ
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Глава II. Векторная алгебра. Элементы теории линейных 
пространств и линейных операторов 

Один из разделов математики, имеющий большое применение в 
физике и механике – векторное исчисление. Это раздел, в котором изу-
чаются свойства операций над векторами. Векторное исчисление под-
разделяют на векторную алгебру и векторный анализ. В векторной ал-
гебре изучаются линейные операции над свободными векторами (сло-
жение векторов и умножение вектора на число) и различные произведе-
ния векторов (скалярное, псевдоскалярное, векторное, смешанное и 
двойное векторное). В векторном анализе изучают векторы, являющие-
ся функциями одного или нескольких скалярных аргументов. 

В этой главе мы будем изучать векторную алгебру. При этом нам 
понадобится познакомиться с основными понятиями теории линейных 
пространств (так как множество свободных векторов является линей-
ным пространством). И в заключение главы мы познакомимся с очень 
важным понятием математики – понятием линейного оператора. 

 

§6. Векторы.  Линейные операции на  
множестве векторов 

1. Определение вектора. Основные отношения 
на множестве векторов 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектором называется направленный отрезок 
(т.е. отрезок, у которого одна из ограничивающих его точек принима-
ется за начало, а вторая – за конец). 

Если A  – начало вектора, а B  – его конец, то век-
тор обозначается AB . Кроме того, векторы обознача-
ют малыми латинскими буквами с чертой: a , b  и т. д. 
Изображают вектор отрезком со стрелкой на конце. 

Расстояние от начала вектора до его конца называется длиной (или 
модулем) вектора и обозначается AB  или a . Вектор, длина которого 
равна единице, называется единичным.  

Вектор, начало и конец которого совпадают, называется нулевым и 
обозначается 0 . Нулевой вектор не имеет определенного направления и 
имеет длину, равную нулю. 

A

Ba
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Векторы, лежащие на одной или параллельных прямых, называют-
ся коллинеарными (параллельными). Записывают: a∥b  – если векторы 
a  и b  коллинеарные, и a∦b  – если a  и b  неколлинеарные. 

Если векторы AB  и CD  – коллинеарные и их концы лежат по одну 
сторону от прямой, соединяющей их начала (для векторов лежащих на 
параллельных прямых) или один из лучей )[AB  или )[CD  целиком со-
держит в себе другой (для векторов, лежащих на одной прямой), то век-
торы называются сонаправленными. В противном случае коллинеарные 
векторы называются противоположно направленными. Записывают: 
a⇈b  – если векторы a  и b  сонаправленные, и a⇅b  – если a  и b  про-
тивоположно направленные. 

 
 
 
 
 
 

     a⇈b              AB⇈CD                 c⇅d                  MN⇅PK  
 

Два вектора a  и b  называются равными, если они сонаправлены и 
имеют одинаковую длину. Записывают: ba = . Все нулевые векторы 
считаются равными. 

Из определения равенства векторов следует, что вектор можно пе-
реносить параллельно самому себе, перемещая его начало в любую точ-
ку пространства. Такие векторы принято называть свободными (в физи-
ке рассматривают еще скользящие векторы – векторы, начало которых 
можно произвольно выбрать на фиксированной прямой, и связанные 
векторы – векторы, начала которых строго фиксированы).  

Векторы a  и b , лежащие на перпендикулярных прямых, называ-
ются перпендикулярными (ортогональными). Записывают: a⊥b . 

Три вектора, лежащие в одной или в параллельных плоскостях, на-
зываются компланарными. 

 

A
C

D B

c

d
a

b

M

PN

K
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2. Линейные операции на множестве векторов 

Линейными операциями над векторами называются операции сло-
жения векторов и умножения вектора на число. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Произведением вектора a 0≠  на число α 0≠  на-
зывается вектор, длина которого равна a⋅α , а направление совпа-
дает с направлением вектора a  при 0>α  и противоположно ему при 

0<α . Если a 0=  или α 0= , то их произведение полагают равным 0 . 
Произведение вектора a  на число α  обозначают aα . 

ПРИМЕР.   
 
 
 
 

Очевидно, что справедлива следующая лемма. 
ЛЕММА 6.1 (критерий коллинеарности векторов). Два вектора a  и 

b  коллинеарны тогда и только тогда, когда ba ⋅= α , для некоторого 
числа 0≠α . 

Частным случаем произведения вектора a  на число является про-
изведение a)1(− . Так как этот вектор имеет ту же длину что и вектор a , 
а его направление – противоположно направлению вектора a , то вектор 

a)1(−  называют противоположным вектору a  и обозначают a− . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть даны два вектора a  и b . Возьмем произ-
вольную точку C  и построим последовательно векторы aCA =  и 

bAB = . Вектор CB , соединяющий начало первого и конец второго по-
строенных векторов, называется суммой векторов a  и b  и обознача-
ется ba + . 

 
 
 
 
Данное в определении правило нахождения суммы векторов назы-

вается правилом треугольника. Имеется и другое правило для нахожде-
ния суммы векторов – правило параллелограмма. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ (правило параллелограмма). Пусть даны два век-
тора a  и b . Возьмем произвольную точку C  и построим векторы 

aCA =  и bCD = . Суммой векторов  a  и b  будет вектор CB , имею-

a
a2

a2−

 

C

A

B

a b

ba +
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щий начало в точке C  и совпадающий с диагональю параллелограмма, 
построенного на векторах aCA =  и bCD = . 

 
 
 
 
 
Преимущество правила треугольника в том, что оно легко обобща-

ется на сумму любого конечного числа векторов. Например, чтобы най-
ти сумму четырех векторов надо построить эти векторы последователь-
но (беря в качестве начала следующего вектора конец предыдущего). 
Тогда их сумма – это вектор, соединяющий начало первого вектора и 
конец четвертого. 

 
 
 
 

Частным случаем суммы двух векторов является сумма )( ba −+ . 
Ее называют разностью векторов a  и b  и обозначают ba − . 

Если на векторах a  и b  построить параллелограмм, то разность 
ba −  – это вектор, с началом в конце вектора b , совпадающий с диаго-

налью параллелограмма. 
 
 
 
 
Легко проверить, что введенные таким образом линейные операции 

над векторами обладают следующими свойствами: 
1) abba +=+  (коммутативность сложения векторов); 
2) )()( cbacba ++=++  (ассоциативность сложения векторов); 
3) a0a =+ ; 
4) 0aa =−+ )( ; 
5) aa )()( αββα =  (ассоциативность относительно умножения чисел); 
6) aaa βαβα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на вектор отно-

сительно сложения чисел); 
7) baba ααα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на число относи-

тельно сложения векторов); 
8) aa =1 . 

 
ba −

a
b

 
ba +a

bC

A B

D

 
1a 2a

3a

4aa
4321 aaaaa +++=
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§7. Понятие линейного пространства 

1. Определение и примеры 

Пусть L  – некоторое множество, элементы которого можно скла-
дывать и умножать на действительные числа (например, множество 
матриц одинакового размера, множество векторов, множество функций 
с одинаковой областью определения и т.д.).  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7.1. Множество L  называется линейным про-
странством над ℝ если для любых элементов Lcba ∈,,  и для любых чи-
сел ∈βα , ℝ выполняются условия: 
1) abba +=+  (коммутативность сложения элементов из L ); 
2) )()( cbacba ++=++  (ассоциативность сложения элементов из L ); 
3) Во множестве L  существует такой элемент o , что aoa =+ . 
Этот элемент o  называют нулевым элементом множества L ; 

4) Для любого элемента La∈  существует элемент La∈−  такой, что 
oaa =−+ )( . Элемент a−  называют противоположным к a ; 

5) aa )()( αββα =  (ассоциативность относительно умножения чисел); 
6) aaa βαβα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на элемент из 

L  относительно сложения чисел); 
7) baba ααα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на число отно-
сительно сложения элементов из L ); 

8) aa =1 . 

ПРИМЕРЫ линейных пространств. 
1) Пусть ,( nmM × ℝ )  – множество матриц размера nm×  с элемен-

тами из ℝ. Для этого множества все условия определения 7.1 выполня-
ются (см. свойства линейных операций над матрицами в §1). Следова-
тельно, множество ,( nmM × ℝ)  является линейным пространством над ℝ. 

2) Пусть )3(V  ( )2(V ) – множество свободных векторов пространства 
(плоскости). Для этого множества тоже выполняются все условия опре-
деления 7.1 (см. свойства линейных операций над векторами в §6). Сле-
довательно, множество )3(V  ( )2(V ) является линейным пространством 
над ℝ. 

3) Пусть ℝn
 – множество последовательностей n  действительных 

чисел. Введем операцию сложения элементов из ℝn
 и умножения эле-
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ментов из ℝn
 на число. Пусть ∈ba, ℝn

, );;;( 21 nααα K=a , 
);;;( 21 nβββ K=b . Полагаем 

);;;( 2211 nn βαβαβα +++=+ Kba , 
и );;;( 21 nααααααα ⋅⋅⋅=⋅ Ka . 
Легко проверить, что все условия определения 7.1 в этом случае будут 
выполняться (нулевым элементом будет )0;;0;0( K=o , противополож-
ным к );;;( 21 nααα K=a  – элемент );;;( 21 nααα −−−=− Ka ). Следо-

вательно, множество ℝn
 является линейным пространством над ℝ. Его 

называют арифметическим линейным пространством, а элементы мно-
жества ℝn

 называют n -мерными векторами. 
4) Пусть ℝ ][x  – множество многочленов с коэффициентами из ℝ. 

Так как все условия определения 7.1 для множества ℝ ][x  выполняются, 

то это множество является линейным пространством над ℝ. 
5) Пусть ],[ baC  – множество функций, непрерывных на ],[ ba . Все 

условия определения 7.1 для множества ],[ baC  выполняются. Следова-

тельно, оно является линейным пространством над ℝ. 
 
Из определения линейного пространства легко вывести следующее 

утверждение. 

ЛЕММА 7.2. Пусть L  – линейное пространство над ℝ. Тогда для 
любых элементов Lba ∈,  и любых действительных чисел βα ,  справед-
ливы следующие утверждения: 

1) oa =⋅0 ,    oo =⋅α ; 
2) aaa ααα −=−⋅=⋅− )()( ,    aa αα =−⋅− )()( ; 
3) baba ⋅−⋅=−⋅ ααα )( ,    aaa ⋅−⋅=⋅− βαβα )( . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
1) Рассмотрим элемент a⋅β . Так как 0+= ββ , то по определению 

линейного пространства имеем: 
a⋅β aaa ⋅+⋅=⋅+= 0)0( ββ . 

Прибавим к левой и правой части этого равенства элемент )( a⋅− β . По-
лучим: +⋅− )( aβ a⋅β o=  
и ( )=⋅+⋅+⋅− aaa 0)( ββ ( ) =⋅+⋅+⋅− aaa 0)()( ββ aao ⋅=⋅+ 00 . 
Следовательно,  oa =⋅0 . 
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Теперь рассмотрим элемент a⋅α . Так как oaa += , то по опреде-
лению линейного пространства имеем: 

a⋅α oaoa ⋅+⋅=+⋅= ααα )( . 
Прибавим к левой и правой части этого равенства элемент )( a⋅− α . По-
лучим: +⋅− )( aα a⋅α o=  
и ( )=⋅+⋅+⋅− oaa ααα )( ( ) =⋅+⋅+⋅− oaa ααα )()( ooo ⋅=⋅+ αα . 
Следовательно,  oo =⋅α . 

2) Покажем, что aa αα −=⋅− )( . Рассмотрим aa ⋅−+⋅ )( αα . Ис-
пользуя доказанные выше утверждения и свойства линейного простран-
ства, получаем: 

aa ⋅−+⋅ )( αα ( ) oaa =⋅=⋅−+= 0)( αα . 
Следовательно, элемент a⋅− )( α  является противоположным к a⋅α , т.е. 

aa αα −=⋅− )( . 
Аналогично показывается, что aaa ααα −=−⋅=⋅− )()( . 

3) Покажем, что baba ⋅−⋅=−⋅ ααα )( . Используя доказанные в 2) 
утверждения и свойства линейного пространства, получаем: 

( ) bababababa ⋅−⋅=⋅−+⋅=−⋅+⋅=−+⋅=−⋅ αααααααα )()()()( . 
Аналогично доказывается, что aaa ⋅−⋅=⋅− βαβα )( .     ∎ 
 
В заключение этого пункта заметим, что наряду с термином «ли-

нейное пространство» используется также термин «векторное про-
странство», а элементы линейного пространства принято называть век-
торами. 

 

2. Подпространства линейных пространств 

Пусть L  – линейное пространство над ℝ, 1L  – непустое подмноже-
ство в L . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что 1L  является подпространством 
линейного пространства L  (или линейным подпространством), если 
оно само образует линейное пространство относительно операций, 
определенных на L . 

Справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 7.3 (критерий подпространства). Пусть L  – линейное 

пространство над ℝ, 1L  – непустое подмножество в L . 1L  является 
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подпространством линейного пространства L  тогда и только тогда, 
когда для любых элементов 1, Lba ∈  и любого ∈α ℝ выполняются усло-
вия: 1) 1Lba ∈− ; 

2) 1La∈⋅α . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Необходимость сформулированных в теореме условий очевидна. 
Покажем их достаточность. Фактически, необходимо только доказать, 
что из условий 1Lba ∈−  и 1La∈⋅α  следует, что 1Lo∈  и для любого 

1La∈  элемент 1La∈−  (остальные условия определения 7.1 будут вы-
полняться в любом подмножестве линейного пространства). Покажем 
справедливость этого утверждения. 

Пусть a  – любой элемент из 1L . Тогда по условию oaa =− 1L∈  и 

1)1( Laa ∈−=− .     ∎ 
 
ПРИМЕРЫ линейных подпространств. 

1) Множество )2(V  свободных векторов плоскости очевидно явля-
ется подпространством линейного пространства )3(V  свободных векто-
ров пространства. 

2) Пусть ℝn
][x  – множество многочленов с коэффициентами из ℝ и 

имеющих степень меньше n . Очевидно, что ℝn
][x  является подпро-

странством линейного пространства ℝ ][x  многочленов с коэффициен-

тами из ℝ. 
3) Пусть задана некоторая система линейных однородных уравне-

ний OAX = , имеющая нетривиальные решения. Решение системы – по-
следовательность n  действительных чисел. Следовательно, его можно 
рассматривать как n -мерный вектор арифметического линейного про-
странства ℝn

 и множество ℋ решений системы OAX =  – подмножест-
во в ℝn

. Изучая системы линейных однородных уравнений, мы выясни-
ли, что линейная комбинация их решений снова является решением сис-
темы (см. терема 5.1). Следовательно, ℋ будет подпространством ли-
нейного пространства ℝn

. 
4) Подпространством любого линейного пространства L  является 

его подмножество O }{o= . Его называют тривиальным подпростран-
ством. 
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5) Пусть L  – линейное пространство над ℝ, 1a , 2a , K, ka  – неко-
торые элементы из L . Пусть ℒ ),,,( 21 kaaa K  – множество всевозможных 
линейных комбинаций элементов 1a , 2a , K, ka , т.е. 

ℒ ),,,( 21 kaaa K ∈+++= ikk aaa αααα |{ 2211 K ℝ}. 
Множество ℒ ),,,( 21 kaaa K  называют линейной оболочной векторов 

1a , 2a , K, ka . 
Легко проверить, что для линейной оболочки ℒ ),,,( 21 kaaa K  вы-

полняются условия теоремы 3, и, следовательно, она будет подпро-
странством линейного пространства L . 

 

3. Понятие линейной зависимости и независимости. Базис 

Напомним, что если M  – некоторое множество, элементы которого 
можно складывать и умножать на числа, то выражение  

kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα K2211  
(где 1m , 2m , K, km M∈ ,  1α , 2α , K, kα  – числа) называют линейной 
комбинацией элементов 1m , 2m ,K, km  с коэффициентами 1α , 2α ,K, kα . 
Если Mm∈  и m  является линейной комбинацией элементов 

1m , 2m ,K, km , т.е. 
=m kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα K2211 , 

то говорят, что m  линейно выражается через элементы 1m , 2m , K, km . 
Пусть L  – линейное пространство, 1a , 2a , K , ka L∈ . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы 1a , 2a , K , ka  называются линейно за-
висимыми, если существуют числа 1α , 2α , K, kα , не все равные нулю и 
такие, что линейная комбинация kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211  равна ну-
левому элементу o  линейного пространства L . 

Если же равенство kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211 o=  возможно 
только при условии 021 ==== kααα K , то векторы 1a , 2a , K , ka  на-
зывают линейно независимыми. 

Справедливо следующее утверждение. 

ЛЕММА 7.4 (необходимое и достаточное условие линейной зави-
симости). Векторы 1a , 2a ,K, ka  линейно зависимы тогда и только то-
гда, когда хотя бы один из них линейно выражается через оставшиеся. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
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1) Необходимость. Пусть векторы 1a , 2a , K , ka  – линейно зави-
симы. Тогда по определению существуют числа 1α , 2α , K, kα , не все 
равные нулю и такие, что kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211 o= . Пусть, напри-
мер, 01 ≠α . Тогда 

kk aaa ⋅−−⋅−=⋅ ααα K2211 , 

⇒   k
k aaa ⋅−−⋅−=
1

2
1

2
1 α

α
α
α

K . 

2) Достаточность. Пусть один из векторов 1a , 2a , K , ka  линейно 
выражается через оставшиеся. Например, пусть  

1a kk aaa ααα +++= K3322 . 
⇒   oaaaa kk =++++− ααα K33221 . 

Следовательно, векторы 1a , 2a , K , ka  – линейно зависимы.     ∎ 
 

Замечание. Часто в качестве определения линейно зависимых век-
торов берут формулировку леммы 7.4. 

 
ПРИМЕРЫ линейно зависимых и линейно независимых векторов. 
1) Матрицы  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 00

01
1E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 00

10
2E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 01

00
3E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 10

00
4E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 43

21A  – 

линейно зависимы. Действительно, 
OAEEEE =−+++ 4321 432 . 

Матрицы 1E , 2E , 3E , 4E  – линейно независимы, так как  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+++

43

21
44332211 αα

αααααα EEEE , 

и, следовательно, если OEEEE =+++ 44332211 αααα , то 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

00
00

43

21
αα
αα ; 

⇒   01 =α , 02 =α , 03 =α , 04 =α . 

2) Пусть 1)(1 =xg , xxg =)(2 , 2
3 )( xxg = , 2

4 )1()( xxg += . Так как 

 22 21)1( xxx ++=+ , 
то )(4 xg  является линейной комбинацией )(1 xg , )(2 xg , )(3 xg : 
 )()(2)()( 3214 xgxgxgxg ++= . 
Следовательно, многочлены )(1 xg , )(2 xg , )(3 xg , )(4 xg  линейно зависимы. 
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Теперь рассмотрим многочлены  
12)(1 +−= xxf , 2

2 )( xxf = , 1)( 3
3 ++= xxxf , 1)( 4

4 −= xxf . 
Они линейно независимы. Действительно,  
 =+++ )()()()( 44332211 xfxfxfxf αααα  

=−++++++−= )1()1()12( 4
4

3
3

2
21 xxxxx αααα  

)()2( 43131
2

2
3

3
4

4 αααααααα −+++−+++= xxxx . 
Следовательно, если  

0)()()()( 44332211 =+++ xfxfxfxf αααα , 
то  04 =α , 03 =α , 02 =α , 02 31 =+− αα , 0431 =−+ ααα ; 

⇒   04 =α , 03 =α , 02 =α , 01 =α . 

3) Пусть )1;3;2(1 −=a , )5;1;3(2 −=a , )3;4;1(3 −=a . Выясним, яв-

ляется ли эта система векторов пространства ℝ3
 линейно зависимой. 

Пусть  oaaa =++ 332211 ααα . 
Тогда имеем: =++ 332211 aaa ααα  

);3;2( 111 ααα −= )5;;3( 222 ααα −+ =−+ )3;4;( 333 ααα  
)0;0;0()35;43;32( 321321321 =++−−−++= ααααααααα . 

⇒   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=−−−
=++

.035
,043
,032

321

321

321

ααα
ααα
ααα

 

Таким образом, векторы 1a , 2a , 3a  будут линейно независимыми, 
если 0321 === ααα  – единственное решение системы. Согласно крите-
рию единственности решения системы (см. теорему 4.2) это будет иметь 
место, если nr =)(A , где A  – матрица системы, n  – число неизвестных.  

В нашем случае имеем:  
  035 ≠=A ,     ⇒  3)( =Ar . 
Следовательно, система имеет только тривиальное решение =1α =2α  

03 ==α , и, значит, векторы 1a , 2a , 3a  – линейно независимые. 

Теперь рассмотрим n  )3( >n  произвольных векторов из ℝ3
: 

1b );;( 312111 βββ= , 2b );;( 322212 βββ= , K, nb );;( 321 nnn βββ= . 
Эти векторы всегда будут линейно зависимы. Действительно, рассмот-
рение линейной комбинации obbb =+++ nnααα K2211  приведет нас к 
системе уравнений  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++
=+++
=+++

.0
,0
,0

3322311

2222211

1122111

nn

nn

nn

βαβαβα
βαβαβα
βαβαβα

K
K
K

 

Так как матрица системы B  – матрица размера n×3  и 3>n , то ее ранг 
nr ≠≤ 3)(B . Следовательно, система будет иметь нетривиальные реше-

ния, и, значит равенство obbb =+++ nnααα K2211  возможно не только 
при нулевых коэффициентах. 

Таким образом, мы можем утверждать, что в пространстве ℝ3
 ли-

нейно независимых векторов может быть не более трех. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Максимальная линейно независимая система 

векторов линейного пространства называется базисом этого линейно-
го пространства. 

Иначе говоря, векторы 1e , 2e , K, ne L∈  образуют базис в линей-
ном пространстве L  если выполняются два условия: 
1) 1e , 2e , K, ne  – линейно независимы; 
2) 1e , 2e , K, ne , a  – линейно зависимы для любого вектора a  из L . 

Очевидно, что в линейном пространстве существует не единствен-
ный базис (например, легко доказать, что если 1e , 2e , K, ne  образуют 
базис в линейном пространстве L  и 1α , 2α , K, nα  – отличные от нуля 
действительные числа, то векторы 11eα , 22eα , K, nneα  тоже будут бази-
сом). Но справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 7.5. Любые два базиса линейного пространства состо-
ят из одного и того же числа векторов. 

Если в линейном пространстве L  существует базис из n  векторов, 
то пространство называют конечномерным, а n  называют размерно-
стью линейного пространства (пишут: nL =dim ).  

Если в линейном пространстве L  для любого натурального n  
можно найти линейно независимую систему векторов, то пространство 
называют бесконечномерным (пишут: ∞=Ldim ). 

ПРИМЕРЫ базисов. 
1) Линейное пространство ,22( ×M ℝ )  матриц второго порядка с 

элементами из ℝ имеет размерность ,22(dim ×M ℝ 4) = . Его базисом 
будут, например, матрицы 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 00

01
1E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 00

10
2E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 01

00
3E , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 10

00
4E . 
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Действительно, 1) 1E , 2E , 3E , 4E  – линейно независимы (показали 
ранее); 2) 1E , 2E , 3E , 4E , A  – линейно зависимы для любой матрицы 
A ,22( ×∈M ℝ ) , так как 

422321212111
2221

1211 EEEEA αααααα
αα +++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

Базис 1E , 2E , 3E , 4E  в дальнейшем будем называть стандартным ба-
зисом пространства ,22( ×M ℝ ) . 

2) Множество свободных векторов плоскости )2(V  является конеч-
номерным линейным пространством. Его размерность 2dim )2( =V . Ба-
зисом будут являться любые два неколлинеарных вектора.  

Действительно, пусть 1e , 2e  – неколлинеарные векторы на плоско-
сти. Покажем, что они линейно независимы. Пусть 

0ee =+ 2211 αα . 
Предположим, что хотя бы один из коэффициентов этой линейной ком-
бинации отличен от нуля. Например, 01 ≠α . Тогда 

2
1

2
1 ee

α
α

−= , 

и, значит, векторы 1e  и 2e  – коллинеарные. Следовательно, предполо-
жение неверно и линейная комбинация векторов 1e , 2e  равна нулевому 
вектору только при 021 ==αα , что и означает линейную независимость 
векторов 1e , 2e . 

Теперь покажем, что любой вектор )2(V∈a  можно представить в 
виде линейной комбинации векторов 1e  и 2e . Для этого построим век-
торы aCA = , 1eCE1 =  и 2eCE2 = . Через точку A  проведем прямые 
параллельные векторам 1e  и 2e . Точки пе-
ресечения этих прямых и прямых, на кото-
рых лежат векторы 1e  и 2e , обозначим со-
ответственно 1A  и 2A . По правилу паралле-
лограмма имеем: 

== CAa +1CA 2CA . 
Но векторы 1CA  и 1CE  коллинеарны, и, следовательно,  

1eCECA 11 αα ==  

для некоторого ∈α ℝ. Аналогично 

 

C

A

1E

2E
2A

1A
a 1e

2e
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2eCECA 22 αβ == . 
Таким образом, получили 

21 eea βα += . 

3) Линейное пространство )3(V  свободных векторов пространства 
имеет размерность 3dim )3( =V . Легко доказать, что базисом в про-
странстве )3(V  являются любые три некомпланарных вектора. 

Замечание. Хотя в качестве базиса в пространстве )2(V  (в про-
странстве )3(V ) можно взять любые два неколлинеарных (любые три 
некомпланарных) вектора, на практике предпочитают работать с декар-
товым прямоугольным базисом i , j  ( i , j , k ). Это единичные векторы, 
которые сонаправлены координатным осям Ox  и Oy  соответственно 
(сонаправлены координатным осям Ox , Oy  и Oz  соответственно). 

4) Арифметическое линейное пространство ℝn
 тоже является ко-

нечномерным. Его размерность dimℝn
n= . Базисом будут являться, на-

пример, векторы 
)0,;0;1(1 K=e , )0,;1;0(2 K=e , K , )1,;0;0( K=ne  

(будем называть его стандартным базисом пространства ℝn
). 

5) Линейное пространство ℝ ][x  многочленов с коэффициентами из 

ℝ является бесконечномерным. Легко проверить, что для любого нату-
рального n  многочлены 

1)(0 =xf , xxf =)(1 , 2
2 )( xxf = , K , n

n xxf =)(  
будут линейно независимы. 

Роль базиса в линейном пространстве характеризует следующая 
теорема. 

ТЕОРЕМА 7.6 (о базисе). Каждый вектор линейного пространст-
ва линейно выражается через любой его базис, причем единственным 
образом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Пусть 1e , 2e , K, ne  – базис линейного пространства L  и a  – про-

извольный вектор из L . Тогда, по определению базиса, 1e , 2e , K, ne  – 
линейно независимы и 1e , 2e , K, ne , a  – линейно зависимы. Следова-
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тельно, существуют числа 1α , 2α , K, nα , β  не все равные нулю и та-
кие, что линейная комбинация  

oaeee nn =+⋅++⋅+⋅ βααα K2211 . 
Причем, коэффициент β  не может быть равен нулю.  

Действительно, если 0=β , то oeee nn =⋅++⋅+⋅ ααα K2211  и 
среди коэффициенты 1α , 2α , K, nα  есть ненулевые. Но существование 
такой линейной комбинации для элементов 1e , 2e , K, ne  означает, что 
они линейно зависимы. Это противоречит условию (по условию эти 
элементы образуют базис и, следовательно, линейно независимы). 

Так как 0≠β , то a  линейно выражается через 1e , 2e , K, ne : 

nn eeea ⋅++⋅+⋅=− αααβ K2211 , 

⇒   n
n eeea ⋅−−⋅−⋅−=
β
α

β
α

β
α

K2
2

1
1 . 

Теперь докажем, что a  линейно выражается через базис единст-
венным образом. Предположим противное. Пусть 

nn eeea ⋅++⋅+⋅= ααα K2211  
и     nn eeea ⋅++⋅+⋅= βββ K2211 , 
причем ii βα ≠  хотя бы для одного ni ,1∈ . Пусть для определенности 

11 βα ≠ . Тогда 
)()( 22112211 nnnn eeeeeeaa ⋅++⋅+⋅−⋅++⋅+⋅=− βββααα KK , 

⇒   nnn eeeo ⋅−++⋅−+⋅−= )()()( 222111 βαβαβα K . 
Так как 11 βα ≠ , то 011 ≠− βα . Таким образом, получили, что существует 
нулевая линейная комбинация векторов 1e , 2e , K, ne , среди коэффици-
ентов которой есть ненулевые. Значит 1e , 2e , K, ne  – линейно зависи-
мые. Но они по условию линейно независимы, так как образуют базис.  

Следовательно, предположение неверное и вектор a  разлагается по 
базису 1e , 2e , K, ne  единственным образом.     ∎ 

Замечание. Из теоремы 7.6 в частности следует, что если 1e , 2e ,K, 

ne  – базис линейного пространства L , то  
=L ℒ ),,,( 21 neee K . 
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4. Координаты вектора 

Единственность разложения вектора по базису оказалась очень 
важным результатом. Это факт позволил ввести новое понятие, благо-
даря которому мы сможем легко выполнять любые действия со свобод-
ными векторами. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Коэффициенты в разложении вектора по базису 
называются координатами этого вектора в данном базисе. 

ПРИМЕРЫ координат вектора. 

1) Матрица ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

−= 43
21A  имеет в стандартном базисе 1E , 2E , 3E , 4E  

пространства ,22( ×M ℝ )  координаты }4;3;2;1{ −− . Действительно, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

−
10
00401

00300
10200

01143
21 , 

⇒   4321 432 EEEEA +−−= . 
2) n -мерный вектор )0;2;1( −  имеет в стандартном базисе про-

странства ℝ3
 координаты }0;2;1{ − . 

3) Многочлен 42)( 23 +−+= xxxxf  имеет в базисе 3)1( +x , 
2)1( +x , )1( +x , 1 пространства ℝ4

][x  координаты }6;2;1;1{ −− . 
 
В линейном пространстве свободных векторов координаты вектора 

в декартовом прямоугольном базисе имеют простой геометрический 
смысл. Чтобы указать его, необходимо дать несколько определений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Прямую, на которой выбрано направление, назы-
вают осью. 

Пусть имеется некоторая ось l  и вектор 
AB . Обозначим через 1A  и 1B  ортогональные 
проекции на ось l  точек A  и B  соответствен-
но. Вектор 11BA  назовем векторной проекцией 
вектора AB  на ось l . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Проекцией (ортогональной проекцией) вектора 
AB  на ось l  называется длина его векторной проекции 11BA  на эту ось, 
взятая со знаком плюс, если вектор 11BA  и ось l  сонаправлены, и со зна-
ком минус – если вектор 11BA  и ось l  противоположно направлены. 

l

1A 1B

A

B
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Проекцию вектора AB  на ось l  обозначают: AB⊥
lПр , ABlПр . 

Справедливо следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 7.7. Координаты вектора )2(V∈a )( )3(V  в декартовом 
прямоугольном базисе i , j  ( i , j , k ) есть проекции этого вектора на 
соответствующие координатные оси. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Проведем доказательство для вектора )2(V∈a . Для вектора про-
странства оно будет аналогичным. 

Построим вектор aOA =  (вектор, с началом в точке O  и концом в 
точке A , называется радиус-вектором точки A ). 
Обозначим через xA  и yA  ортогональные проекции 
точки A  на ось Ox  и Oy  соответственно. Тогда  

yx OAOAOAa +== ji βα += . 

Так как i  – вектор единичной длины, то αα =⋅= iOA x . Знак 

α  зависит от направления вектора xOA : если xOA ⇈ i , то 0>α ; если 

xOA ⇅ i , то 0<α  (см. определение произведения вектора на число). Но 
согласно определению проекции вектора на ось, это означает, что α  – 
проекция вектора OA  на ось, сонаправленную с вектором i , т.е. на ось 
Ox .  Аналогично показывается, что =β OAOyПр .     ∎ 

Координаты вектора – очень важная характеристика вектора любо-
го линейного пространства. Знание координат векторов позволяет легко 
выполнять с ними линейные операции, так как справедлива следующая 
теорема. 

ТЕОРЕМА 7.8.  
1) Если вектор a  имеет в базисе 1e , 2e , K, ne  координаты 

};;;{ 21 nααα K , вектор b  имеет в том же базисе координаты 
};;;{ 21 nβββ K , то вектор ba +  будет иметь в базисе 1e , 2e , K, ne  ко-

ординаты };;;{ 2211 nn βαβαβα +++ K . 
2) Если вектор a  имеет в базисе 1e , 2e , K, ne  координаты 

};;;{ 21 nααα K , то для любого числа ∈λ ℝ вектор aλ  будет иметь в 
том же базисе координаты };;;{ 21 nλαλαλα K . 

xA

yA

A

O
x

y
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
По условию nneeea ααα +++= K2211 , nneeeb βββ +++= K2211 . 

Тогда  =+++++++=+ )()( 22112211 nnnn eeeeeeba βββααα KK  
nnn eee )()()( 222111 βαβαβα ++++++= K  

и nnnn eeeeeea λαλαλααααλλ +++=+++= KK 22112211 )( .     ∎ 
 
Из теоремы 7.8 вытекает справедливость следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА 7.9 (критерий коллинеарности свободных векторов в 
координатной форме). Векторы };;{ 321 ααα=a  и };;{ 321 βββ=b  колли-
неарны тогда и только тогда, когда их координаты пропорциональны, 

т.е. 
3

3

2

2

1

1
β
α

β
α

β
α

== k= . 

Причем, если коэффициент пропорциональности 0>k , то векторы a  и 
b  – сонаправлены; если 0<k , то a  и b  – противоположно направлены. 

Координаты вектора определены в данном базисе единственным 
образом. Но в другом базисе вектор будет иметь другие координаты. 
Связь между координатами вектора в разных базисах дает следующая 
теорема. 

ТЕОРЕМА 7.10. Пусть 1e , 2e , K, ne  и 1f , 2f , K, nf  – два базиса 
линейного пространства L . Причем имеют место равенства: 

 

.

,
,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

eeef

eeef
eeef

τττ

τττ
τττ

+++=

+++=
+++=

K
KKKKKKKKK

K
K

  

Если вектор a  имеет в базисе 1e , 2e , K, ne  координаты 
};;;{ 21 nααα K , в базисе 1f , 2f , K, nf  – координаты };;;{ 21 nβββ K , то 

справедливо равенство 
TBA = , 

где  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nα

α
α

K
2

1

A ,     
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nβ

β
β

K
2

1

B ,     
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

τττ

τττ
τττ

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

T . 

Матрицу T  называют матрицей перехода от базиса 1e , 2e ,K, ne  к 
базису 1f , 2f ,K, nf . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
По условию nn fffa βββ +++= K2211 . 

Расписывая векторы 1f , 2f ,K, nf  по базису 1e , 2e ,K, ne , получим: 
++++= )( 12211111 nn eeea τττβ K +++++ KK )( 22221122 nn eee τττβ  

 )( 2211 nnnnnn eee τττβ ++++ K . 
Раскроем скобки и перегруппируем слагаемые: 

 

.)(

)(
)(

2211

22222211

11122111

nnnnnn

nn

nn

e

e
ea

τβτβτβ

τβτβτβ
τβτβτβ

++++
++
+++++
++++=

K
KKKKKKKKKKKKK

K

K

 (17) 

Так как по условию nneeea ααα +++= K2211 , то из (17) получаем: 

 

,

,
,

2211

22222112

11221111

nnnnnn

nn

nn

τβτβτβα

τβτβτβα
τβτβτβα

+++=

+++=
+++=

K
KKKKKKKKKKKKKK

K

K

  

или в матричном виде  TBA = .    ∎ 
 
 

§8. Простейшие задачи векторной алгебры 

Пусть на плоскости (в пространстве) задана декартова прямоуголь-
ная система координат. Выберем в пространстве )3(V  ( )2(V ) декартов 
прямоугольный базис i , j,k  ( i , j). Рассмотрим следующие задачи. 

ЗАДАЧА 8.1. Найти координаты вектора AB , если известны декар-
товы координаты начала и конца вектора. 

Пусть точки A  и B  лежат в плоскости xOy  и имеют координаты 
);( 11 yxA , );( 22 yxB . Рассмотрим векторы AB , OA  и OB . Имеем: 

 AB OAOB −= . 
Но      OB { }OBOB OyOx Пр;Пр= { }22; yx= , 

           OA { }OAOA OyOx Пр;Пр= { }11; yx= . 
Следовательно, по теореме 7.8, 

AB { }1212 ; yyxx −−= . 
Аналогично получаем, что если AB )3(V∈  и );;( 111 zyxA , );;( 222 zyxB , 
то AB { }121212 ;; zzyyxx −−−= . 

A

O
x

y B
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ЗАДАЧА 8.2. Найти длину вектора, если известны его координаты 
в декартовом прямоугольном базисе. 

Пусть )2(V∈a  и };{ yxyx aaaa =+= jia . По теореме 7.7  
=xa aOxПр ,   =ya aOyПр . 

Рассмотрим треугольник ABC . Имеем: 
a=AB ,   =AC aOxПр xa= ,   

=CB aOyПр ya= . 
Следовательно, по теореме Пифагора, 

=+= 22 CBACAB
22 ПрПр aa OyOx + , 

⇒   22 )()( yx aa +=a . 

Аналогично получаем, что если )3(V∈a  и  
};;{ zyxzyx aaaaaa =++= kjia , 

то 222 )()()( zyx aaa ++=a . 
 
ЗАДАЧА 8.3. Известны координаты вектора. Найти координаты 

его орта. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Ортом вектора a  называется вектор 0a , сона-

правленный с вектором a  и имеющий единичную длину. 
Пусть };;{ zyxzyx aaaaaa =++= kjia . Так как векторы a  и 0a  со-

направлены, то существует 0>λ  такое, что aa0 ⋅= λ . Следовательно,  
};;{ zyx aaa ⋅⋅⋅= λλλ0a . 

Найдем λ . Имеем: 
1=⋅=⋅=⋅= aaaa0 λλλ , 

⇒   
a
1

=λ . 

Таким образом, получаем: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
aaa

a0
zyx aaa ;; . 

 
Координаты орта вектора имеют очень простой геометрический 

смысл. Обозначим через α , β  и γ  углы, которые вектор a  образует с 
координатными осями Ox , Oy  и Oz  соответственно. αcos , βcos , γcos  

xa
ya

A

O x

y B

C
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называются направляющими косинусами вектора a . Выразим направ-
ляющие косинусы вектора через его координаты. Имеем: 

⎩
⎨
⎧

°>⋅=⋅−=−
°<⋅

==
.90если,coscos
;90если,cos

Пр
111 ααα

αα
aa

a
a

BA
a Oxx  

Аналогично находим: 
βcosПр ⋅== aaOyya ,  γcosПр ⋅== aaOzza . 

Следовательно, 

a
xa

=αcos ,   
a
ya

=βcos ,   
a
za

=γcos . 

Таким образом, получили, что координаты орта вектора a  явля-
ются его направляющими косинусами. 

Замечание. Так как 1=0a  и { }γβα cos;cos;cos=0a , то 

1coscoscos 222 =++ γβα . 
Это равенство называют основным тождеством для направляющих ко-
синусов вектора. 

 
ЗАДАЧА 8.4. Известны координаты концов отрезка. Найти коор-

динаты точки, которая делит отрезок в заданном отношении. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что точка 0M  делит отрезок 21MM  в 
отношении λ  )1( −≠λ , если 2MMMM 001 ⋅= λ . 

Если 0>λ , то точка 0M  лежит между точками 1M  и 2M . В этом 
случае говорят, что точка 0M  делит отрезок 21MM  во внутреннем 
отношении. 

Если 0<λ , то точка 0M  лежит на продолжении отрезка 21MM  и 
говорят, что точка 0M  делит отрезок 21MM  во внешнем отношении. 

Пусть );;( 1111 zyxM , );;( 2222 zyxM  и );;( 0000 zyxM . 
Обозначим через 1r , 2r , 0r  – радиус-векторы точек 

1M , 2M  и 0M  соответственно.  

 a a
αα 1α

xx

1B 1A

0M
0r

O

1M

1r
2M

2r
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Тогда  1001 rrMM −= ,   0220 rrMM −= . 

Так как  2001 MMMM ⋅= λ ,  
то 10 rr − ( )02 rr −⋅= λ , 

⇒   00 rr ⋅+ λ 21 rr ⋅+= λ , 

⇒   )1( λ+0r 21 rr ⋅+= λ , 

 ⇒   
λ
λ
+
⋅+

=
1

21
0

rrr  (18) 

или в координатной форме: 

 
λ
λ
+
⋅+

=
1

21
0

xxx ,   
λ
λ
+
⋅+

=
1

21
0

yyy ,   
λ
λ
+
⋅+

=
1

21
0

zzz . (19) 

В частности, если 0M  – середина отрезка 21MM , то 

2MMMM 001 = . 
Следовательно, в этом случае 1=λ  и формулы (18) и (19) примут вид: 

2
21

0
rrr +

=  

и 
2

21
0

xxx +
= ,  

2
21

0
yyy +

= ,  
2

21
0

zzz +
= . 

Замечание. Если точка 0M  лежит между точками 1M  и 2M , то 
обычно говорят, что 0M  делит отрезок 21MM  в отношении nm : . В 

этом случае 
n
m

=λ , а формулы (18) и (19) можно переписать в виде: 

mn
mn

+
⋅+⋅

= 21
0

rrr  

и 
mn

xmxnx
+

⋅+⋅
= 21

0 ,   
mn

ymyny
+

⋅+⋅
= 21

0 ,   
mn

zmznz
+

⋅+⋅
= 21

0 . 
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§9. Нелинейные операции на множестве векторов 

1. Скалярное произведение векторов 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Скалярным произведением двух ненулевых векто-

ров a  и b  называется число, равное произведению их модулей на коси-
нус угла между ними, т.е. число 

ϕcos⋅⋅ ba . 
Если a 0=  или b 0= , то скалярное произведение 

векторов a  и b  полагают равным нулю. 
Скалярное произведение векторов a  и b  обозначают ),( ba  или 

ba . 
 

СВОЙСТВА СКАЛЯРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 
1. Скалярное произведение векторов коммутативно, т.е.  

),( ba ),( ab= . 
Это свойство очевидно из определения. 

2. Скалярное произведение ненулевых векторов a  и b  равно произведе-
нию длины вектора a  на проекцию вектора b  на вектор a  (длины 
вектора b  на проекцию a  на b ). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Проекцией вектора a  на 

вектор b  называется проекция вектора a  на 
ось, определяемую вектором b . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

Имеем:  ),( ba ϕcos⋅⋅= ba . 

Но ϕcos⋅b baПр= ,  ϕcos⋅a abПр= . 
Следовательно,  ),( ba ⋅= a baПр , 
и ),( ba ⋅= b abПр .     ∎ 

3. Числовой множитель любого из двух векторов можно вынести за 
знак скалярного произведения, т.е. 

=),( baλ =),( ba λ ),( baλ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

l

a

b

 b

a
ϕ

O
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Так как направление вектора aλ  зависит от знака λ , то необходи-
мо рассмотреть отдельно два случая: 0>λ  и 0<λ . Если 0>λ , то  

=
∧

),( ba ϕλ =
∧

),( ba , 
⇒    =),( baλ =⋅⋅ ϕλ cosba  

 =⋅⋅⋅= ϕλ cosba ),( baλ . 
Если 0<λ , то 

ϕ=
∧

),( ba ,   ϕπλ −=
∧

),( ba , 
⇒   =),( baλ =−⋅⋅ )cos( ϕπλ ba  

 =−⋅⋅⋅= )cos( ϕλ ba  

 =⋅⋅⋅−= ϕλ cosba =⋅⋅⋅ ϕλ cosba ),( baλ .    ∎ 

4. Если один из векторов записан в виде суммы, то их скалярное произ-
ведение тоже можно записать в виде суммы. А именно: 

=+ ),( 21 baa +),( 1 ba ),( 2 ba , 
=+ ),( 21 bba +),( 1ba ),( 2ba . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Действительно, 

=+ ),( 21 baa =+⋅ )(Пр 21 aab b  

 ( ) =+⋅= 21 ПрПр aab bb  

 =⋅+⋅= 21 ПрПр abab bb  

 += ),( 1 ba ),( 2 ba .     ∎ 
 
5. Скалярное произведение вектора на себя (скалярный квадрат векто-
ра) равно квадрату его длины, т.е.  

2),( aaa = . 
Это свойство очевидно из определения. 

 
6. Ненулевые векторы a  и b  перпендикулярны тогда и только тогда, 
когда их скалярное произведение равно нулю (критерий перпендику-
лярности векторов). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Пусть векторы a  и b  перпендикулярны. Тогда 

°=
∧

90),( ba    и  ),( ba 090cos =⋅⋅= ba . 

ϕ
a

aλ

b

ϕ
a

aλ

b

1a

b2a

21 aa +
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Обратно, пусть 0),( =ba  и a 0≠ , b 0≠ . Тогда  
0cos =⋅⋅ ϕba   и  0≠a , 0≠b , 

⇒   0cos =ϕ   и  °= 90ϕ .     ∎ 

7. Если в декартовом прямоугольном базисе векторы a  и b  имеют ко-
ординаты: a };;{ zyx aaa= , b };;{ zyx bbb= , 
то ),( ba zzyyxx bababa ++= . (20) 

Формулу (20) называют выражением скалярного произведения че-
рез декартовы координаты векторов. Она легко выводится из свойств 
4, 5, и 6. 
 
8. Если под действием постоянной силы F  точка перемещается по 
прямой из точки 1M  в 2M ,  то работа силы F  будет равна 

( )21MMF,=A  
(физический смысл скалярного произведения).  

 

2. Векторное произведение векторов 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Тройка векторов a , b  и c  назы-
вается правой, если поворот от вектора a  к вектору b  
на меньший угол виден из конца вектора c  против часо-
вой стрелки. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторным произведением двух ненулевых век-
торов a  и b  называется вектор c , удовлетворяющий следующим усло-
виям: 
1) ϕsin|||||| ⋅⋅= bac , где ϕ  – угол между векторами a  и b ; 
2) вектор c  перпендикулярен векторам a  и b ; 
3) тройка векторов a , b  и c  – правая. 

Если хотя бы один из векторов a  или b  нулевой, то их векторное 
произведение полагают равным нулевому вектору. 

Векторное произведение векторов a  и b  обозначают ],[ ba  или 
ba × . 

 

a

c
b
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СВОЙСТВА ВЕКТОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

1. При перестановке векторов a  и b  их векторное произведение меня-
ет знак, т.е. ],[ ba ],[ ab−= . 

2. Числовой множитель любого из двух векторов можно вынести за 
знак векторного произведения, т.е. 

=],[ baλ =],[ ba λ ],[ baλ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Так как направление вектора aλ  зависит от знака λ , то необходи-

мо рассмотреть отдельно два случая: 0>λ  и 0<λ . Если 0>λ , то  

aλ ⇈a      и    =
∧

),( ba ϕλ =
∧

),( ba . 
Следовательно,   ],[ baλ ⇈ ],[ ba   и  ],[ baλ ⇈ ],[ baλ ; 

=],[ baλ =⋅⋅ ϕλ sinba ],[],[sin bababa ⋅=⋅=⋅⋅⋅ λλϕλ . 

⇒   =],[ baλ ],[ baλ   при  0>λ . 
Если 0<λ , то 

aλ ⇅a      и    ϕ=
∧

),( ba ,   ϕπλ −=
∧

),( ba . 
Следовательно,   ],[ baλ ⇅ ],[ ba   и  ],[ baλ ⇈ ],[ baλ ; 

=],[ baλ =−⋅⋅ )sin( ϕπλ ba =⋅⋅⋅ ϕλ sinba  

],[],[ baba ⋅=⋅= λλ . 

⇒   =],[ baλ ],[ baλ   при  0<λ .     ∎ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Если один из векторов записан в виде суммы, то векторное произве-
дение тоже можно записать в виде суммы. А именно: 

=+ ],[ 21 baa +],[ 1 ba ],[ 2 ba ,     
=+ ],[ 21 bba +],[ 1ba ],[ 2ba . 

 

a

];[ baλ

b

aλ

a

aλ

b

b];[ ba

];[ baλ
];[ baλ ];[ baλ

)0( >λ)0( >λ

)0( <λ

)0( <λ
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4. Ненулевые векторы a  и b  коллинеарные тогда и только тогда, ко-
гда их векторное произведение равно нулевому вектору (критерий 
коллинеарности векторов). 

5. Модуль векторного произведения неколлинеарных векторов a  и b  ра-
вен площади параллелограмма, построенного на этих векторах (гео-
метрический смысл векторного произведения). 

6. Если в декартовом прямоугольном базисе векторы a  и b  имеют ко-
ординаты: a };;{ zyx aaa= , b };;{ zyx bbb= , 

то  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
yx

yx

xz

xz

zy

zy
bb
aa

bb
aa

bb
aa

;;][ b,a
zyx

zyx

bbb
aaa
kji

= . 

Заметим, что kji =],[ , ikj =],[ , jik =],[ . Теперь, чтобы получить 
требуемую формулу, достаточно применить к векторному произведе-
нию )](),[(][ kjikjib,a zyxzyx bbbaaa ++++=  сначала свойство 3, затем 
свойство 2, и, наконец, свойства 1 и 4. 

7. Если вектор F  это сила, приложенная к точке M , то векторное 
произведение [ ]FOM,  представляет собой момент силы F  относи-
тельно точки O  (механический смысл векторного произведения). 

 

3. Смешанное произведение векторов 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Смешанным произведением трех векторов a , b  
и c  называется число, равное скалярному произведению вектора a  на 
векторное произведение векторов b  и c , т.е. ]),[,( cba .  

Замечание. Из определения скалярного и векторного произведений 
следует, что если хотя бы один из векторов a , b  или c  нулевой, то их 
смешанное произведение равно нулю. 

Смешанное произведение векторов a , b  и c  обозначают ),,( cba  
или cba . 

СВОЙСТВА СМЕШАННОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

1. При циклической перестановке векторов a , b , c  их смешанное про-
изведение не меняется, т.е. 

),,( cba == ),,( acb ),,( bac . 
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Замечание. По определению  
),,( cba ]),[,( cba= ,  ),,( bac ]),[,( bac= . 

Но ]),[,( bac )],,([ cba= . 
Следовательно,  ]),[,( cba )],,([ cba= .  

Таким образом, смешанное произведение трех ненулевых векторов 
a , b , c  можно определить как скалярное произведение вектора ],[ ba  и 
вектора c . Поэтому в обозначении смешанного произведения и опус-
кают квадратные скобки. 

 
2. При перестановке любых двух векторов их смешанное произведение 
меняет знак. 

3. Числовой множитель любого из трех векторов можно вынести за 
знак смешанного произведения, т.е. 

=),,( cbaλ =),,( cba λ =),,( cba λ ),,( cbaλ . 

4. Если один из векторов записан в виде суммы, то смешанное произве-
дение тоже можно записать в виде суммы. А именно: 

=+ ),,( 21 cbaa +),,( 1 cba ),,( 2 cba , 
=+ ),,( 21 cbba +),,( 1 cba ),,( 2 cba , 
=+ ),,( 21 ccba +),,( 1cba ),,( 2cba . 

5. Ненулевые векторы a , b , c  компланарны тогда и только тогда, ко-
гда их смешанное произведение равно нулю (критерий компланарно-
сти векторов). 

Действительно, если векторы a , b  и c  ком-
планарны, то вектор ],[ ba  перпендикулярен плос-
кости, в которой лежат эти векторы. Следователь-
но, ],[ ba  перпендикулярен вектору c  и 

=)],,([ cba 0),,( =cba . 
Обратно, пусть 0),,( =cba . Так как )],,([),,( cbacba = , то это озна-

чает, что или векторы ],[ ba  и c  перпендикулярны, или ],[ ba 0= . 
Пусть ],[ ba  и c  перпендикулярны. Так как a  и b  тоже перпенди-

кулярны вектору ],[ ba , то векторы a , b  и c  лежат в одной плоскости, 
т.е. компланарны. 

Пусть ],[ ba 0= . Тогда векторы a  и b  – коллинеарные и, следова-
тельно, векторы a , b  и c  лежат в одной плоскости. 

],[ ba

a
b

c
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6. Если 0),,( >cba , то векторы a , b , c  образуют правую тройку. Если 
0),,( <cba , то тройка векторов a , b , c  – левая. 

Действительно, пусть 0),,( >cba . Так как  
ϕcos],[)],,([),,( ⋅⋅== cbacbacba , 

то угол ϕ  между вектором ],[ ba  и c  – острый. 
Но тогда поворот от вектора a  к b  виден из 
конца вектора c  также, как из конца вектора 

],[ ba , т.е. против часовой стрелки. Следователь-
но, тройка векторов a , b , c  – правая .  

Если 0)],,([),,( <= cbacba , то угол ϕ  меж-
ду вектором ],[ ba  и c  – тупой. Но тогда поворот 
от a  к b  из конца вектора c  и из конца вектора 

],[ ba  виден в разных направлениях. Значит 
тройки векторов a , b , ],[ ba  и a , b , c  имеют 
противоположную ориентацию. Следовательно, 
тройка векторов a , b , c  – левая. 

 
7. Модуль смешанного произведения некомпланарных векторов a , b , c  
равен объему параллелепипеда, построенного на этих векторах (гео-
метрический смысл смешанного произведения). 

Действительно, объем параллелепипеда, построенного на векторах 
a , b , c  равен  HSV осн ⋅= .  

Основание параллелепипеда – параллелограмм, построенный на 
векторах a  и b . Следовательно, его площадь |],[| ba=оснS .  

Высота параллелепипеда H  равна cba ],[Пр , если тройка векторов 

a , b , c  – правая и cba ],[Пр− , если тройка векторов a , b , c  – левая.  
 
 
 
 
 
 
 
 

                 ],[ ba  
 
 
 
                  ϕ                      b  
 
                                     a  
 
                      c  

                 ],[ ba  
                      c  
                  
          ϕ                         b  
 
 
                                     a  

                                                                                           ],[ ba  
 

      ],[ ba                                                                                                      b  
      c                                                                                                       
                                                                                                                   
                                                                                                                 a  
                                   b  
 
               a                                                                         c  
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Таким образом, получаем:  
=⋅= HSV осн ⋅|],[| ba |),,(|Пр|,|Пр ],[],[ cbac]ba[c baba =⋅= . 

8. Объем пирамиды, построенной на векторах a , b , c  равен 
6
1  модуля 

их смешанного произведения (следствие свойства 7). 

9. Если в декартовом прямоугольном базисе векторы a , b , c  имеют 
координаты: a };;{ zyx aaa= , b };;{ zyx bbb= , c };;{ zyx ccc= , 

то  ),,( cba
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

= . 

Действительно, так как ),,( cba ]),[( cba=  и 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
yx

yx

xz

xz

zy

zy
cc
bb

cc
bb

cc
bb

;;],[ cb , 

то   =),,( cba
zyx

zyx

zyx

yx

yx
z

xz

xz
y

zy

zy
x

ccc
bbb
aaa

cc
bb

acc
bbacc

bb
a =⋅+⋅+⋅ . 

 
 

§10. Линейные операторы 

1. Определение линейного оператора   

Пусть L  и V  – линейные  пространства над ℝ. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция, заданная на L  и имеющая областью 

значений VV ⊂/  называется оператором (преобразованием), дейст-
вующим из L  в V .   

Оператор, действующий из L  в  L , называют оператором про-
странства L . 

Если оператор ϕ  действует из L  в V  и вектору Lx∈  ставит в со-
ответствие вектор Vy∈ , то вектор y  называется образом вектора x  и 
обозначается )(xϕ  или xϕ , а x  называется прообразом вектора y .  
 



Оператор ϕ  называется линейным, если для любых  и 

любого 

Lxxx ∈21,,

∈α ℝ выполнены следующие условия:  
 1) )()()( 2121 xxxx ϕϕϕ +=+ ; 
 2) )()( xx ϕααϕ ⋅=⋅ . 
Первое условие называется свойством аддитивности, второе – 

свойством однородности оператора. Вместе оба эти свойства называ-
ются свойствами линейности оператора и могут быть записаны в виде 

)()()( 2121 xxxx ϕβϕαβαϕ ⋅+⋅=⋅+⋅ , 
где , Lxx ∈21, ∈βα , ℝ. 

В этом параграфе будем рассматривать только линейные операто-
ры, поэтому слово «линейный» будем обычно опускать. 
 

ПРИМЕРЫ линейных операторов. 
1) Пусть ϕ  – оператор пространства L  и ox =)(ϕ , Lx∈∀ . Очевид-

но, что такой оператор будет линейным. Его называют нулевым и обо-
значают обычно Θ .  

2) Пусть ϕ  – оператор пространства , действующий по правилу L
xx =)(ϕ , Lx∈∀ . Этот оператор будет линейным. Его называют тож-

дественным оператором пространства  и обозначают обычно L I . 
3) Пусть λ  – фиксированное число, ϕ  – оператор пространства , 

действующий по правилу 
L

xx ⋅= λϕ )( , для любого Lx∈ . Этот оператор 
будет линейным. Его называют оператором подобия. 

4) Пусть оператор ϕ  ставит в соответствие вектору )3(V∈x  проек-
цию этого вектора на некоторую фиксированную плоскость. Так как 
проекция суммы векторов равна сумме проекций векторов-слагаемых, а 
проекция произведения вектора на число равна произведению проекции 
вектора на это число, то это будет линейный оператор, действующий из 

 в . )3(V )2(V

5) Рассмотрим оператор ϕ  пространства ℝn
, который любой вектор  

 ∈= + );;;;;;( 121 nmm ξξξξξ KKx ℝn

переводит в вектор  )0;;0;;;;()( 21 KK mξξξϕ =x . 
Покажем, что это оператор является линейным.  

Пусть  и x y  – два произвольных вектора пространства ℝn
, т.е.   

);;;;;;( 121 nmm ξξξξξ KK +=x ,    );;;;;;( 121 nmm ηηηηη KK +=y  
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Тогда для любых вещественных чисел βα ,  
);;;;;( 1111 nnmmmm βηαξβηαξβηαξβηαξβα ++++=+ ++ KKyx  

Имеем: 
)0;;0;;;;( 21 KK mξξξϕ =x ,    )0;;0;;;;( 21 KK mηηηϕ =y ; 

=+++=+ )0;;0;;;;()( 2211 KK mm βηαξβηαξβηαξβαϕ yx  

)()()0;;0;;;;()0;;0;;;;( 2121 yx ϕβϕαηηηβξξξα ⋅+⋅=+= KKKK mm  
Следовательно, оператор ϕ  – линейный.  

6) Рассмотрим линейное пространство ],[ baC  функций, опреде-
ленных и непрерывных на отрезке ] . Обозначим  – множе-
ство дифференцируемых функций из ]

,[ ba ],[)1( baC
,[ baC . Легко проверить, что 

 – подпространство пространства ],[)1( baC ],[ baC .  
Пусть оператор ϕ  ставит в соответствие функции  ее 

производную , т.е. 
],[)f( )1( baCt ∈

],[)(f baCt ∈′
)(f))(f( tt ′=ϕ . 

Так как производная от суммы функций равна сумме производных 
от этих функций, и производная от произведения функции на число 
равна произведению производной функции на это число, то это будет 
линейный оператор, действующий из  в ],[)1( baC ],[ baC . 
 

2. Линейные операторы конечномерных пространств 

Пусть ϕ  – оператор пространства , размерности  ( n -мерного 
пространства). Выберем в  базис , ,K , . Тогда для любого век-
тора  имеем 

nL n
nL 1e 2e ne

nLx∈
 nneeex  ξ +ξ += K2211 +ξ

и  )()()()()( 22112211 nnnn eeeeeex ϕξϕξϕξξξξϕϕ +++=+++= KK . 
Следовательно, для задания оператора ϕ  в конечномерном простран-

стве достаточно задать образы базисных векторов, так как если )( ieϕ  из-
вестны, то известен и образ любого вектора nLx∈ . Причем, координаты 
вектора x  и )(xϕ  можно связать удобной формулой. Получим ее. 

Так как ϕ  – оператор пространства , т.е. векторы nL )( ieϕ nL∈ , то 
их можно разложить по базису ,e ,K ,e : 1e 2 n
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nn eeee 12211111)( αααϕ +++= K , 
nn eeee 22221122 )( αααϕ +++= K , 

KKKKKKKKKKKKKK  , 
nnnnnn eeee αααϕ +++= K2211)( . 

Составим матрицу  из коэффициентов разложения векторов A
)( ieϕ  по базису , ,K , : 1e 2e ne

 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnnn

n

n

αααα

αααα
αααα

...

...

...

...

321

2232221

1131211

KKKK
A . 

Эту матрицу называют матрицей линейного оператора ϕ  в базисе 
, ,K ,  (относительно базиса , ,K , ). 1e 2e ne 1e 2e ne
Если известна матрица  линейного оператора в базисе 

, ,K , , то вектор 
A

1e 2e ne x  и его образ )(xy ϕ=  будут связаны соотноше-
нием: XAY ⋅= , 

где  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn ξ

ξ
ξ

η

η
η

LL
2

1

2

1

,= XY  – матрицы-столбцы из координат векторов  

и 

y

x  в базисе , ,K , . 1e 2e ne

Действительно, 
=+++=+++= )()()()()( 22112211 nnnn eeeeeex ϕξϕξϕξξξξϕϕ KK  

+++= )( 11111 nn ee ααξ K KK +++ )( 21122 nn ee ααξ =+++ )( 11 nnnnn ee ααξ K  
++++= )( 12121111 nne ξαξαξα K  
+++++ )( 22221212 nne ξαξαξα K  

……………………………….. 
)( 2211 nnnnnne ξαξαξα ++++ K . 

С другой стороны, nneeey ηηη +++= K2211 . 
Отсюда, в силу единственности разложения вектора по базису, следует: 
 nnξαξαξαη 12121111 +++= K , 

nnξαξαξαη 22221212 +++= K , 
KKKKKKKKKKKK  

nnnnnn ξαξαξαη +++= K2211 , 
т.е. XAY ⋅= . 
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ПРИМЕРЫ матриц линейных операторов. 
1) Матрица нулевого оператора nΘ  -мерного пространства в лю-

бом базисе нулевая. 
n

2) Матрица тождественного оператора -мерного пространства в 
любом базисе единичная. 

n

3) Матрица оператора подобия -мерного пространства в любом 
базисе имеет вид 

n

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

λ

λ
λ

λ

K
KKKKK

K
K

000

000
000

EA . 

4) Пусть оператор ϕ  ставит в соответствие вектору )3(V∈x  его 
проекцию на плоскость xOy . Матрица этого оператора зависит от вы-
бранного в пространстве  базиса. Найдем его матрицу в базисе , , 

. Имеем:  

)3(V i j
k ii =)(ϕ , jj =)(ϕ , 0k =)(ϕ . 

Следовательно, матрица оператора ϕ  в базисе , ,  будет иметь 

вид . 

i j k

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

000
010
001

A

5) Рассмотрим оператор ϕ  пространства ℝn
, который любой вектор  
∈= + );;;;;;( 121 nmm ξξξξξ KKx ℝn

переводит в вектор  )0;;0;;;;( 21 KK mξξξϕ =x . 
В базисе , )0;;0;0;1( K=1e )0;;0;1;0( K=2e , K , )1;;0;0;0( K=ne  его матри-
ца будет иметь вид 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00000

00000
00100

00010
00001

KK
KKKKKKK

KK
KK

KKKKKKK
KK
KK

A . 

 m
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3. Преобразование матрицы линейного оператора  
при переходе к новому базису 

Так как матрица линейного оператора, очевидно, зависит от вы-
бранного базиса, то возникает вопрос: как изменится матрица оператора 
при переходе к другому базису? Выясним это. 

Пусть ϕ  – оператор -мерного пространства . Выберем в  
два базиса       и     .  

n nL nL
neee K,, 21 nfff K,, 21

Оператор ϕ  в базисе  имеет матрицу neee K,, 21 )( ijα=A ,  в базисе 
 – матрицу nfff K,, 21 )( ijβ=B , т.е.  

nnkkkk eeee αααϕ +++= K2211)( ,     nnkkkk ffff βββϕ +++= K2211)(  
Установим связь между матрицами  и . A B

Пусть     nn eeef 12211111 τττ +++= K , 
nn eeef 22221122 τττ +++= K , 

KKKKKKKKKKKK  
nnnnnn eeef τττ +++= K2211 . 

Обозначим через )( ijτ=T  – матрицу перехода от базиса  к 
базису , т.е.  

neee K,, 21

nfff K,, 21

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

τττ

τττ
τττ

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

T . 

Тогда в силу линейности оператора ϕ  будем иметь 
=)( kfϕ =+++=+++ )()()()( 22112211 nnkkknnkkk eeeeee ϕτϕτϕττττϕ KK  

++++= )( 12211111 nnk eaeaea Kτ )( 22221122 nnk eee ααατ +++ K =+++ )( 11 nnnnnk ee αατ KK  

nnknnknnknkknknkk eee )()()( 112222212111212111 τατατατατατατατα +++++++++++= KKKK . 

С другой стороны, 
  =+++= nnkkkk ffff βββϕ K2211)(  

++++= )( 12211111 nnk eee τττβ K )( 22221122 nnk eee τττβ +++ K =+++ )( 11 nnnnnk ee ττβ KK  

nnknnknnknkknknkk eee )()()( 112222212111212111 βτβτβτβτβτβτβτβτ +++++++++++= KKKK . 
 
Отсюда, в силу единственности разложения вектора )( kfϕ  по базису 

, получаем: neee K,, 21
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 nknkk τατατα 1212111 +++ K nknkk βτβτβτ 1212111 +++= K , 
 =+++ nknkk τατατα 2222121 K nknkk βτβτβτ 2222121 +++ K , 
  KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

 =+++ nknnknkn τατατα K2211 nknnknkn βτβτβτ +++ K2211 , 
или в матричной форме  kk TBAT = , 
где ,  – kT kB k -й столбец матриц  и  соответственно. Тогда матри-
цы , B  и T  будут связаны соотношением 

T B
A

TBAT = . 
Так как  – матрица преобразования базиса, то она невырожден-

ная. Поэтому существует обратная матрица 
T

1T− . Умножая матричное 
равенство  слева на матрицу TBAT = 1T− , получаем: 

ATTB 1−= . 
 
Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 10.1. Пусть ϕ  – оператор n -мерного пространства 
, e  и  – два базиса пространства L , причем  nL ee K,, 21 fff

eef 2211111

n nK,, 21 n

, n e1τ +τ += K+τ n

nn eeef 22221122 τττ +++= K , 
KKKKKKKKKKKK  

nnnnnn eeef τττ +++= K2211 . 
Если )( ijα=A  – матрица оператора ϕ  в базисе ,  neee K,, 21

 )( ijβ=B  – матрица оператора ϕ  в базисе ,  nfff K,, 21

то ATTB 1−= , 
где )( ijτ=T  – матрица перехода от базиса  к базису 

, т.е.  
neee K,, 21

nfff K,, 21

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

τττ

τττ
τττ

K
KKKK

K
K

21

22221

11211

T . 

 
Замечание. Квадратные матрицы  и , для которых найдется 

невырожденная матрица T  такая, что имеет место равенство , 
называются подобными. 

A B
ATTB 1−=
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4. Диагонализируемость линейного оператора.  
Собственные значения и собственные векторы 

Так как матрица линейного оператора конечномерного пространст-
ва зависит от выбора базиса, то возникает вопрос: существует ли базис, 
в котором она имеет «простой» вид? Например, является диагональной? 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оператор ϕ  n -мерного пространства  назы-
вается диагонализируемым, если в  существует базис, в котором 
матрица линейного оператора диагональная. 

nL
nL

Чтобы дать ответ на вопрос, когда оператор диагонализируем, нам 
понадобится несколько новых понятий. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть ϕ  – оператор пространства L . Если для 
некоторого ненулевого вектора Lx∈  и числа λ  имеем xx λϕ =)( , то 
число λ  называется собственным значением оператора ϕ , а вектор x  
называется собственным вектором оператор  а ϕ , относящимся к 
собственному значению λ . 

Укажем свойства, которыми обладают собственные векторы. 

1. Каждый собственный вектор x  оператора ϕ  относится к единст-
венному собственному значению. 
Действительно, если предположить, что собственный вектор x  о

носится к двум собственным значениям 
т-

1λ  и 2λ , то из равенств 
xx 1)( λϕ =  и xx 2)( λϕ =   получаем: 

xxxxx )()()( 2121 λλλλϕϕ −=−=− . 
Но oxx =− )()( ϕϕ . Следовательно,  

ox =− )( 21 λλ . 
Откуда  021 =− λλ    и   21 λλ = . 

2. Если  и  – собственные векторы оператора 1x 2x ϕ , относящиеся к 
одному и тому же собственному значению λ , то их линейная комби-
нация 21 xx β+  – собственный вектор оператора α ϕ , относящийся 
к тому же собственному значению. 
Действительно, если 11)( xx λϕ = , 22 )( xx λϕ = , то 

 )()()()()()( 21212121 xxxxxxxx βαλλβλαβϕαϕβαϕ +=+=+=+ . 

Из этого свойства следует: 
а) каждому собственному значению λ  соответствует бесчисленное 
множество собственных векторов; 
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б) если к множеству всех собственных векторов x  оператора ϕ , от-
носящихся к одному и тому же собственному значению λ , присоеди-
нить нулевой вектор (нулевой вектор по определению не является 
собственным), то получим подпространство пространства L . Это 
подпространство называется собственным подпространством опе-
ратора ϕ  и обозначается . λL

 
3. Собственные векторы  оператора kxxx K,, 21 ϕ , относящиеся к раз-
личным собственным значениям kλλλ ,,, 21 K , линейно независимы. 

Из свойства 3 следует, что линейный оператор, действующий в n -
мерном линейном пространстве , не может иметь более n  собст-
венных значений. Кроме того, в пространстве может существовать 
базис, хотя бы часть которого – собственные векторы. Более того, 
справедлива следующая теорема. 

nL

ТЕОРЕМА 10.2. Матрица  оператора A ϕ  в базисе , ,K,
имеет диагональный вид тогда и только тогда, когда все базисные 
векторы  являются собственными векторами этого оператора. 

1e 2e ne  

ie
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 

1) Пусть матрица  оператора A ϕ  в базисе , ,K,  имеет диа-
гональный вид: 

1e 2e ne

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nλ
λ

λ
λ

K
K
K
K

000
000
000
000

3

2

1

A . 

Тогда по определению матрицы линейного оператора  
111)( ee λϕ = ,  222 )( ee λϕ = ,  K,  nnn ee λϕ =)( . 

Следовательно, базисные векторы , ,K,  – собственные векторы 
оператора 

1e 2e ne
ϕ . 

2) Пусть базисные векторы , ,K,  в  являются собственны-
ми векторами линейного оператора 

1e 2e ne nL
ϕ , действующего в . Тогда   nL

111)( ee λϕ = ,  222 )(e e ,  K,  nnn ee λϕ =)(  ϕ = λ

и матрица  имеет диагональный вид.     ∎ A
Из теоремы 10.3 получаем следующий КРИТЕРИЙ ДИАГОНАЛИ-

ЗИРУЕМОСТИ ОПЕРАТОРА: оператор ϕ  диагонализируем тогда и 
только тогда, когда в пространстве  существует базис из собст-
венных векторов оператора 

nL
ϕ . 
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5. Нахождение собственных значений и собственных векторов  
линейного оператора 

Пусть ϕ  – оператор пространства , nL x  – собственный вектор опе-
ратора ϕ , относящийся к собственному значению λ , т.е. xx λϕ =)( . 

Выберем в  какой-нибудь базис , ,K, . Если  – матрица 
оператора 

nL 1e 2e ne A
ϕ  в базисе , ,K, ,  – матрица-столбец координат век-

тора  в том же базисе, то векторное равенство 
1e 2e ne X

x xx λϕ =)(  равносильно 
матричному равенству     XXA λ=⋅ , 

⇒   OXXA =−⋅ λ , 
⇒   OXEA =− )( λ . 

Но матричное уравнение OXEA =− )( λ  представляет собой мат-
ричную запись системы n  линейных однородных уравнени  с n  
неизвестным

 й
и.  

Таким образом, поучили: x  – собственный вектор оператора ϕ , 
относящийся к собственному значению λ , тогда и только тогда, когда 
его координаты };;;{ 21 nξξξ K  являются решением (нетривиальным) 
системы линейных однородных уравнений OXEA =− )( λ .  

Полученное однозначное соответствие между нетривиальными ре-
шениями системы линейных однородных уравнений OXEA =− )( λ  и 
собственными векторами оператора ϕ  позволяет полностью описать 
собственное подпространство . Действительно, любое решение сис-
темы линейных однородных уравнений 

λL
OXEA =− )( λ  является линей-

ной комбинацией его фундаментальной системы решений (т.е. про-
странство решений ℋ – конечномерное, а фундаментальная система 
решений – его базис). Следовательно,  тоже является конечномер-
ным, а его базис образуют собственные векторы , коорди-
натами которых являются решения из фундаментальной системы ре-
шений системы линейных однородных уравнений 

λL
nxxx ,,, 21 K

OXEA =− )( λ . 

Итак, мы знаем, как найти , если известно собственное значение λL
λ . Но полученное соответствие между решениями системы линейных 
однородных уравнений OXEA =− )( λ  и собственными векторами опе-
ратора ϕ , относящимися к собственному значению λ , позволяет найти 
и само λ .  

Действительно, собственные векторы по определению ненулевые. 
Следовательно, система OXEA =− )( λ  должна иметь нетривиальные 
решения. А это будет иметь место, если nrang ≠− )( EA λ  или, что то 
же, 0)det( =− EA λ . 
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Матрица EA λ−  называется характеристической матрицей опе-
ратора ϕ . Определитель характеристической матрицы )det( EA λ−  – 
многочлен степени  относительно переменной n λ . Этот многочлен на-
зывают характеристическим многочленом оператора ϕ  (матрицы ), а 
его корни – характеристическими корнями оператора 

A
ϕ  (матрицы ).  A

Таким образом, число λ  является собственным значением опера-
тора ϕ  тогда и только тогда, когда оно является его характеристи-
ческим корнем. 
 
 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Доказать тождество: 

а) 
),(),(),(
),(),(
),(),(),(

),,(),,(
czbzaz
cyby)a,y(
cxbxax

cbazyx =⋅ ;  б) 
),(),(),(
),(),(
),(),(),(

),,( 2

ccbcac
cbbb)a,b(
cabaaa

cba = . 

2. Доказать, что  

)()()( 2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

321

321

321
cccbbbaaa

ccc
bbb
aaa

++⋅++⋅++≤ . 

3. Даны ненулевой вектор a  и скаляр p . Найти любое решение урав-
нения p=),( ax . Подсказка: вектор характеризуется направлением 
и длиной; так как требуется найти любое решение, то одну из этих 
характеристик можно выбрать произвольно. 

4. Даны два вектора a  и b . Представить вектор b  в виде суммы двух 
векторов x  и y  так, чтобы вектор x  был коллинеарен вектору a , а 
вектор y  был ортогонален вектору a . 

5. Даны два неколлинеарных вектора a  и b . Найти вектор x , компла-
нарный векторам a  и b , и удовлетворяющий условиям 1),( =xa , 

0),( =xb . 
6. Даны три некомпланарных вектора a , b  и c . Найти вектор x , удов-

летворяющий системе уравнений α=),( xa , β=),( xb , γ=),( xc . 
7. Даны неколлинеарные векторы a  и b  и скаляр p . Найти любое ре-

шение уравнения p=),,( bax . Подсказка: вектор характеризуется 
направлением и длиной; так как требуется найти любое решение, то 
одну из этих характеристик можно выбрать произвольно. 
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8. Доказать, что векторы a , b , c , удовлетворяющие условию 
0accbba =++ ],[],[],[ , компланарны. 

9. Векторы a , b  и c  удовлетворяют условию 0cba =++ . Доказать, 
что ]a,c[]c,b[]b,a[ == . 

10. Доказать, что если три вектора a , b  и c  попарно неколлинеарные и 
]a,c[]c,b[]b,a[ == , то они удовлетворяют соотношению 0cba =++ . 

Подсказка: покажите сначала, что векторы a , b  и c  компланарны. 
11. Даны произвольные векторы p , q , r , n . Доказать, что векторы 

a ],[ np= , b ],[ nq=  и c ],[ nr=  компланарны. 
12. Доказать, что если векторы ]b,a[ , ]c,b[ , ]a,c[  компланарны, то они 

коллинеарны. 
13.  Три вектора a , b  и c  связаны соотношением ]c,b[a = , ]a,c[b = , 

]b,a[c = . Найти длины векторов и углы между ними. 
14. Доказать, что сумма векторов, перпендикулярных к граням тетраэд-

ра, равных по модулю площадям этих граней и направленных в сто-
рону вершин, противолежащих граням, равна нулю. 

15. Могут ли отличные от нуля числа , , , , , , , .  
удовлетворять системе уравнений 

1x 2x 3x 1y 2y 3y 1z 2z 3z

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=++
=++
=++

.0

,0
,0
,0

333

222

111

232323

313131

212121

zyx
zyx
zyx

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

 

16. Даны три некомпланарных вектора aOA = , bOB = , cOC = , отло-
женных от одной точки . Выразить через O a , b  и c  вектор OH , 
где H  – ортогональная проекция точки O  на плоскость ABC . 

17. Решить уравнение 0db,aa,ccb =+++ zyx ][][],[ . 

18. Доказать тождество 
),(),(
),(),(]),[],,([

dbcb
dacadcba = . 

19. Доказать, что площадь параллелограмма, построенного на векторах 

a  и b  равна  
),(),(
),(),(

bbab
baaa=S . 

20. Доказать, что объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b  и c  равен 
),(),(),(
),(),(
),(),(),(

ccbcac
cbbb)a,b(
cabaaa

=V . 
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21.  Какие из следующих множеств образуют подпространства линейно-
го пространства ℝn

:  
а) }0|);;;({ 21211 =+++= nnM αααααα KK ; 
б) }1|);;;({ 21212 =+++= nnM αααααα KK ; 
в) }0|);;;({ 213 == nnM αααα K ; 
г) }1|);;;({ 1214 == αααα nM K ; 
д) }|);;;({ 1215 nnM ααααα == K ; 
е) }0|);;;({ 1216 === nnM ααααα K ; 
ж) }0|);;;({ 1217 =⋅= nnM ααααα K ; 
з) }0|);;;({ 21218 =−−−= nnM αααααα KK ; 
и) }0|);;;({ 642219 ===== KK αααααα nM ;    
к) }|);;;({ 212110 nnM αααααα ==== KK ; 
л) }|);;;({ 6422111 KK ==== αααααα nM ;      
м) ∈= inM αααα |);;;({ 2112 K ℤ, }i∀ . 

22. Какие из следующих множеств образуют подпространство линейно-
го пространства : )3(V
а) множество свободных векторов пространства, координаты кото-
рых в декартовом базисе – целые числа; 

б) множество свободных векторов пространства, параллельных оси 
; Ox

в) множество радиус-векторов, концы которых лежат на фиксиро-
ванной прямой; 

г) множество радиус-векторов, концы которых лежат в первой и 
третьей четверти; 

д) множество векторов, образующих с данным ненулевым вектором 
угол α . 

23. В линейном пространстве ℝn
][x  рассматриваются множества много-

членов, удовлетворяющих условиям: 
а) 0)0( =f ;        б) 0)1( =f ;        в) 0)1()0( == ff . 
Докажите, что каждое из этих подмножеств является подпростран-
ством линейного пространства ℝn

][x  и найдите его размерность. 
24. Докажите, то пересечение двух подпространств линейного про-

странства снова является подпространством этого пространства. 
ч

25. Пусть  и  – подпространства линейного пространства 1L 2L L . Сум-
мой подпространств  и (обозначают 1L 2L 21 LL + ) называется под-
множество L , элементы которого могут быть записаны в виде 

, где , 21 xx + 11 Lx ∈ 22 Lx ∈ . Доказать, что 21 LL +  тоже является 
подпространством линейного пространства L . 
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26. Пусть x ,  – векторы линейного пространства, y βα,  – числа. Доказать, 
что yxyx αββα +=+  тогда и только тогда, когда βα =  или yx = . 

27. Доказать, что если некоторая подсистема данной системы векторов 
линейно зависима, то и сама система линейно зависима. 

28. Доказать, что если система векторов линейно независима, то и лю-
бая ее подсистема линейно независима. 

29. Может ли система векторов быть линейно зависимой, если любая ее 
подсистема линейно независима? 

30. Пусть x , ,  – линейно независимая система векторов. Будет ли 
линейно независимой система векторов 

y z
yx − , zy − , xz − ? 

31. Пусть x , ,  – линейно независимая система векторов. Доказать, 
что векторы 

y z
x , yx + , zyx ++  также линейно независимы. 

32. Доказать, что если векторы x ,  и  линейного пространства над ℝ 
линейно независимы, то векторы 

y z
yx + , zx + , zy +  тоже линейно 

независимы. 
33. Какому условию должно удовлетворять число α , чтобы векторы 

)0;1;(α=1a , )1;;1( α=2a , );1;0( α=3a  пространства ℝ3 были линейно 
зависимыми? 

34. Какому условию должны удовлетворять числа α , β , γ , чтобы век-
торы , ,  пространства ℝ);;1( 2αα=1a );;1( 2ββ=2a );;1( 2γγ=3a 3 
были линейно зависимыми? 

35. Векторы , ,  – линейно зависимы и вектор  не является ли-
нейной комбинацией векторов  , . Доказать, что векторы  и 

 различаются лишь числовым множителем. 

1a 2a 3a 3a
1a 2a 1a

2a
36. Исследовать на линейную зависимость систему векторов: 

а) , ,   (xe xe2 xe3 );( +∞−∞∈x ); б) , xe shx . chx   ( );( +∞−∞∈x ); 

в) 
x
1 , x , 1  ( )1;0(∈x ); г) 1, tgx , ctgx   ( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
;0 πx ). 

37. Доказать, что линейный оператор пространства L  всегда переводит 
линейно зависимую систему векторов в линейно зависимую. 

38. Докажите, что если x  и  – собственные векторы линейного операто-
ра 

y
ϕ , относящиеся к различным собственным значениям, то yx βα +  

( 0≠α , 0≠β ) не является собственным вектором оператора ϕ . 
39. Пусть ϕ  – оператор, действующий из L  в V . Ядром оператора ϕ  на-

зывается множество }|{ oxLxKer =∈= ϕϕ . Доказать, что ядро опера-
тора является подпространством линейного пространства L . Найти 
ядро оператора дифференцирования в пространстве многочленов. 

40. Доказать, что если ϕ  – линейный оператор, то oo =ϕ . 
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Глава III. Аналитическая геометрия 
Аналитическая геометрия – раздел геометрии, в котором простей-

шие линии и поверхности (прямые, плоскости, кривые и поверхности 
второго порядка) исследуются средствами алгебры. 

Линия и поверхность – геометрические понятия, точное и доста-
точно общее определение которых дать затруднительно. В разных раз-
делах математики их определяют по-разному. В аналитической геомет-
рии на плоскости (в пространстве) вводят декартову прямоугольную 
систему координат Oxy  (Oxyz ) и называют линией на плоскости гео-
метрическое место точек );( yxM , координаты которых удовлетворяют 
уравнению 0),( =yxF , (21) 
где ),( yxF  – многочлен степени n . Поверхностью называют геометри-
ческое место точек );;( zyxM , координаты которых удовлетворяют 
уравнению 0),,( =zyxF , (22) 
где ),,( zyxF  – многочлен степени n . Линией в пространстве называют 
пересечение двух поверхностей. 

Уравнения (21) и (22) называют общими уравнениями линии на 
плоскости и поверхности соответственно. Степень многочлена ),( yxF  
( ),,( zyxF ) называют порядком линии (поверхности). 

Определив таким образом линии и поверхности, в аналитической 
геометрии их геометрические свойства выясняют в результате изучения 
свойств уравнений этих линий и поверхностей. 

 

§11. Прямая на плоскости 

1. Общее уравнение прямой на плоскости и его исследование 

Получим общее уравнение прямой на плоскости, решив следую-
щую задачу. 

ЗАДАЧА 11.1. Записать уравнение прямой, проходящей через точ-
ку );( 000 yxM , перпендикулярно вектору };{ BA=N . 

Пусть точка );( yxM  – произвольная точка прямой (такую точку мы 
будем в дальнейшем называть текущей точкой прямой). Обозначим че-
рез 0r  и r  – радиус-векторы точек 0M  и M  соответственно. Рассмот-



 

85

рим векторы MM0 0rr −=  и N . По условию 
задачи они перпендикулярны. Следователь-
но, 

 ( ) 0, =− Nrr 0 , (23) 

или, в координатной форме, 
 0)()( 00 =−+− yyBxxA . (24) 

Уравнению (24) удовлетворяют координаты любой точки прямой и 
не удовлетворяют координаты других точек плоскости. Следовательно, 
это и есть искомое уравнение. Уравнения (23) и (24) называют уравне-
ниями прямой, проходящей через точку );( 000 yxM  перпендикулярно век-
тору };{ BA=N  (в векторной и координатной форме соответственно). 

Раскроем скобки в уравнении (24) и приведем подобные слагаемые:  
0)( 00 =−−++ ByAxByAx . 

Обозначим число )( 00 ByAx −−  через C  и получим общее уравнение 
прямой на плоскости: 
 0=++ CByAx . (25) 

Таким образом, прямая на плоскости является линией первого по-
рядка. В общем случае она задается уравнением (25), где CBA ,,  – чис-
ла. Причем A  и B  не обращаются в ноль одновременно, так как с гео-
метрической точки зрения это коэффициенты вектора, перпендику-
лярного прямой.  

Вектор, перпендикулярный прямой, называют нормальным векто-
ром этой прямой. 

Проведем исследование общего уравнения прямой. Т.е. выясним, 
что можно сказать о прямой по виду ее общего уравнения. 

Если в уравнении (25) все коэффициенты BA,  и C  отличны от ну-
ля, то уравнение называют полным; если хотя бы один из коэффициен-
тов равен нулю – уравнение называют неполным. 

1) Пусть уравнение (25) – полное. Пре-
образуем его следующим образом: 

CByAx −=+ , 

⇒   1=
−

+
− BC

y
AC

x . 

Обозначим a
A
C
=−  и b

B
C
=− . Тогда уравне-

ние прямой примет вид 

 
N

0M

O

0r

r M

                                   y 
 
                                    B(0; b) 
 
 
 
          A(a;0)                                 x
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 1=+
b
y

a
x . (26) 

Уравнение (26) называют уравнением прямой в отрезках. Легко прове-
рить, что прямая, имеющая уравнение (26), проходит через точки 

)0;(aA  и );0( bB . Следовательно, с геометрической точки зрения a  и 
b  – отрезки, отсекаемые прямой на координатных осях Ox  и Oy  соот-
ветственно. Поэтому уравнение прямой в отрезках удобно использовать 
при построении прямой. 

2) Пусть в уравнении (25) коэффициен-
ты A  и B  – ненулевые, а 0=C , т.е. уравне-
ние прямой имеет вид 

0=+ ByAx . 
Легко проверить, что такая прямая проходит 
через начало координат )0;0(O . 

3) Пусть в уравнении (25) один из коэффициентов A  или B  – нуле-
вой, а 0≠C , т.е. уравнение прямой имеет вид  

0=+CAx    или   0=+CBy . 
Эти уравнения можно записать в виде 

A
Cx −=    и   

B
Cy −= , 

или  ax =    и   by = , 

где 
A
Ca −=  и 

B
Cb −= . Легко проверить, что первая из этих прямых про-

ходит параллельно оси Oy  через точку 
)0;(aA , а вторая – параллельно оси Ox  через 

точку );0( bB . Таким образом, прямая в урав-
нении которой отсутствует одна из коор-
динат параллельна оси отсутствующей ко-
ординаты. 

4) Пусть в уравнении (25) 0=C  и один из коэффициентов A  или B  
тоже нулевой, т.е. уравнение прямой имеет вид  

0=Ax    или   0=By . 
Эти уравнения можно записать в виде 

0=x    и   0=y . 
Но это уравнения координатной оси Oy  в первом случае и координат-
ной оси Ox  – во втором. 
 

                             y 
 
 
 
                             O(0;0)             x 
 
 

                             y 
 
                             B(0;b) 
 
 
                                                      x

               y
 
 
 
 
                                   A(a;0)        x
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Замечание. Пусть прямая l  не проходит 
через начало координат, );( 000 yxP  – основание 
перпендикуляра, опущенного на l  из начала ко-
ординат, n }cos;{cos βα=  – орт вектора 0OP . 
Так как n  является нормальным вектором пря-
мой l , то ее общее уравнение можно записать в виде 

0coscos =−⋅+⋅ pyx βα , 
где 0OP=p  – расстояние от начала координат до прямой l  (доказать 
самим). Этот частный случай общего уравнения прямой называется 
нормальным уравнением прямой. 

Для прямой, проходящей через начало координат, тоже можно за-
писать нормальное уравнение. В этом случае оно будет иметь вид 

0coscos =⋅+⋅ yx βα , 
где βα cos,cos  – направляющие косинусы нормального вектора прямой. 
 

2. Другие формы записи уравнения прямой на плоскости 

В аналитической геометрии прямую на плоскости обычно задают 
общим уравнением. Но условия задачи могут потребовать записать ее 
уравнение в другом виде. Два таких вида нам уже встретились (уравне-
ния (24) и (26)). Рассмотрим, в каком еще виде можно записать уравне-
ние прямой.  

1) Параметрические уравнения прямой 
Получим параметрические уравнение прямой на плоскости, решив 

следующую задачу. 
ЗАДАЧА 11.2. Записать уравнение прямой, проходящей через точ-

ку );( 000 yxM , параллельно вектору };{ nm=l . 

Вектор, параллельный прямой, называют направляющим вектором 
этой прямой. 

Пусть точка );( yxM  – текущая точка пря-
мой. Обозначим через 0r  и r  – радиус-векторы 
точек 0M  и M  соответственно. Рассмотрим 
векторы MM0 0rr −=  и l . По условию задачи 
они параллельны. Следовательно, существует 
такое число t , что 0rr − lt= , 
 ⇒   0rr = lt+ , (27) 

0M
l

r
0r

O
M

β
α

y

0P

O
x
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или, в координатной форме, 

 
⎩
⎨
⎧

⋅+=
⋅+=

.
,

0

0
ntyy
mtxx  (28) 

Очевидно, что системе (28) будут удовлетворять координаты лю-
бой точки прямой при некотором значении t  (t  называют параметром) 
и не будут удовлетворять координаты других точек плоскости.  

Уравнение (27) и систему уравнений (28) называют параметриче-
скими уравнениями прямой (в векторной и координатной форме соот-
ветственно).  

2) Каноническое уравнение прямой на плоскости 
Если в задаче 11.2 вектор l  не параллелен ни одной из координат-

ных осей (т.е. если 0≠m  и 0≠n ), то из уравнений системы (28) можно 
выразить параметр t : 

m
xxt 0−

=    и   
n

yyt 0−
= , 

и заменить систему (28) одним уравнением вида: 

 
m

xx 0−
n

yy 0−
= , (29) 

где 00 , yx  – координаты некоторой точки на прямой, nm,  – координаты 
направляющего вектора прямой. 

Уравнение (29) называют каноническим уравнением прямой на 
плоскости. 

3) Уравнение прямой, проходящей через две точки 
Это уравнение является частным случаем канонического уравнения 

прямой.  
Действительно, пусть прямая проходит 

через две точки );( 111 yxM  и );( 222 yxM . Тогда 
вектор 21MM };{ 1212 yyxx −−=  является ее 
направляющим вектором и каноническое 
уравнение этой прямой будет иметь вид 

 
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
− . (30) 

Уравнение (30) называют уравнением прямой, проходящей через 
две точки );( 111 yxM  и );( 222 yxM . 

                1M

                                          2M
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4) Уравнение прямой с угловым коэффициентом 
Пусть прямая l  не параллельна оси Ox . Тогда она пересекается с 

Ox , образуя при этом две пары вертикальных углов. Угол ϕ , отсчиты-
ваемый от оси Ox  к прямой l  против часовой стрелки, называют углом 
наклона прямой l  к оси Ox . При этом число =k ϕtg  (если оно сущест-
вует, т.е. если прямая l  не параллельна оси Oy ) называют угловым ко-
эффициентом прямой l .  
 
 
 
 
 

Для прямой, параллельной оси Ox , угол наклона прямой к оси Ox  
считают равным нулю. Следовательно, угловой коэффициент такой 
прямой =k 0tg 0= .   

Пусть прямая l  не параллельна оси Ox  и Oy  и проходит через 
точки );( 111 yxM  и );( 222 yxM  (где 21 xx < ). Найдем угловой коэффици-
ент этой прямой.  

Если угол ϕ  острый, то  

=k ϕtg
12

12

1

2

xx
yy

KM
KM

−
−

== . 

Если угол ϕ  тупой, то  

=k ϕtg ψψπ tg)tg( −=−=
12

12

12

21

2

1

xx
yy

xx
yy

PM
PM

−
−

=
−
−

−=−= . 

Итак, в обоих случаях =k ϕtg
12

12

xx
yy

−
−

= . Но тогда из уравнения 

(30) получаем: ( )1
12

12
1 xx

xx
yyyy −⋅

−
−

=−  

 ⇒   ( )11 xxkyy −⋅=− . (31)  

                                                                                                        
 
 
 

 ϕ

y y

ϕ
x x

 
 
 

 
 ϕ

2M

1M

ψ

P

yy

xx
ϕ

1M

2M

K
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Уравнение (31) – это уравнение прямой, проходящей через точку 
);( 111 yxM  и имеющей угловой коэффициент k . Перепишем уравнение 

(31) в виде bkxy += , (32) 
где 11 kxyb −= . Легко убедиться, что с геометрической точки зрения 
b  – отрезок, отсекаемый прямой на оси Oy . Уравнение (32) называют 
уравнением прямой с угловым коэффициентом. 

Замечание. Уравнение (32) было получено нами в предположении, 
что прямая не параллельна оси  Ox  и Oy . Но для прямой, параллельной 
Ox  тоже можно записать уравнение с угловым коэффициентом. Дейст-
вительно, уравнение такой прямой можно записать в виде  

 by =  
или  bxy +⋅= 0 , 
где 0=k  – угловой коэффициент прямой. 
 

3. Взаимное расположение прямых на плоскости 

Если на плоскости даны две прямые, то они либо параллельны, ли-
бо пересекаются. Выясним, как по уравнениям прямых определить их 
взаимное расположение. 

Если прямые параллельны, то, очевидно, что их нормальные векто-
ры 1N  и 2N  коллинеарные, а углы наклона к оси Ox  ( 1ϕ  и 2ϕ ) – рав-
ные. 

 
 
 
 
 
 
Пусть прямые 1l  и 2l  заданы общими уравнениями 

0111 =++ CyBxA  и 0222 =++ CyBxA  соответственно. Тогда 
};{ 11 BA=1N  и };{ 22 BA=2N . Так как коллинеарные векторы имеют 

пропорциональные координаты, то прямые 1l  и 2l  параллельны тогда и 
только тогда, когда в их общих уравнениях коэффициенты при соот-
ветствующих неизвестных пропорциональны, т.е.  

2

1

2

1

B
B

A
A

= . 

 
 
 
 
 
 

1N

2N

1l
2l

1ϕ 2ϕ

1l 2l

x
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Пусть прямые 1l  и 2l  заданы уравнениями с угловым коэффици-
ентом 11 bxky +=  и 22 bxky +=  соответственно. Так как 11 tgϕ=k  и 

22 tgϕ=k , то прямые 1l  и 2l  параллельны тогда и только тогда, когда 
их угловые коэффициенты пропорциональны, т.е.  

21 kk = . 

Теперь рассмотрим пересекающие-
ся прямые. При пересечение прямых на 
плоскости образуется две пары верти-
кальных углов. Выясним, как найти их 
величину 1ψ  и 2ψ . 

Один из углов ( 1ψ ), образуемых прямыми 1l  и 2l , равен углу меж-
ду их нормальными векторами 1N  и 2N . Следовательно, если прямые 

1l  и 2l  заданы общими уравнениями 0111 =++ CyBxA  и 
0222 =++ CyBxA  соответственно, то };{ 11 BA=1N , };{ 22 BA=2N  и 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121
1

)()()()(
),(cos

BABA

BBAA

+⋅+

+
=

⋅
=

21

21

NN
NNψ  

Второй угол 12 ψπψ −=  и, следовательно,  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121
12

)()()()(
),(coscos

BABA

BBAA

+⋅+

+
−=

⋅
−=−=

21

21

NN
NNψψ . 

Объединяя полученные две формулы, получаем: 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121
2,1

)()()()(
),(cos

BABA

BBAA

+⋅+

+
±=

⋅
±=

21

21

NN
NNψ , 

или 
2

2
2

2
2

1
2

1

2121
2,1

)()()()(

),(
cos

BABA

BBAA

+⋅+

+
±=

⋅
±=

21

21

NN
NN

ψ , (33) 

где знак плюс берется в том случае, когда надо найти величину острого 
угла, а знак минус – когда надо найти величину тупого угла. 

Из формулы (33) получаем в частности критерий перпендикуляр-
ности прямых, заданных общими уравнениями. Действительно, если 1l  
и 2l  перпендикулярны, то o9021 ==ψψ  и 0cos 2,1 =ψ . Но тогда по фор-
муле (33) получаем  

1l 2N 1N

1ψ

2l

1ψ

2ψ
1ψ
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 0),( 2121 =+= BBAA21 NN  – критерий перпен-
дикулярности прямых, заданных общими уравнениями. 

Теперь рассмотрим случай, когда пря-
мые 1l  и 2l  заданы уравнениями с угловым 
коэффициентом 11 bxky +=  и 22 bxky +=  
соответственно. Острый угол между пря-
мыми будет равен 

121 ϕϕψ −= . 

Но тогда 
12

12
121 tgtg1

tgtg
)tg(tg

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕψ
⋅+

−
=−= , 

⇒   
12

12
1 1

tg
kk

kk
⋅+

−
=ψ . 

Так как тупой угол между прямыми 12 ψπψ −= , то 

112 tg)tg(gt ψψπψ −=−=
12

12

1 kk
kk
⋅+

−
−= . 

Следовательно, если прямые 1l  и 2l  заданы уравнениями с угло-
вым коэффициентом, то углы между ними можно найти по формуле  

 
12

12
2,1 1

tg
kk

kk
⋅+

−
±=ψ , (34) 

где знак плюс берется в том случае, когда надо найти величину острого 
угла, а знак минус – когда надо найти величину тупого угла. 

Из формулы (34) получаем в частности критерий перпендикуляр-
ности прямых, заданных уравнениями с угловым коэффициентом. Дей-
ствительно, если 1l  и 2l  перпендикулярны, то o9021 ==ψψ  и 2,1tgψ  не 
существует. Но это означает, что знаменатель дроби в (34) обращается в 
ноль, т.е.  01 12 =⋅+ kk , 

 ⇒   
1

2
1
k

k −=  – критерий перпендику-

лярности прямых, имеющий угловые коэффициенты 1k  и 2k . 
 

            2l                    1l  
 
 
 
 
 
 

x1ϕ
2ϕ1ψ
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4. Расстояние от точки до прямой 

Заканчивая рассматривать прямую на плоскости, решим следую-
щую задачу. 

ЗАДАЧА 11.3. Пусть прямая l  задана общим уравнением 
0=++ CByAx , );( 000 yxM  – точка, не принадлежащая этой прямой. 

Найти расстояние от точки 0M  до прямой l . 

Эта задача может быть решена несколькими способами. Рассмот-
рим решение, использующее формулы векторной алгебры. 

Пусть };{ BA=N  – нормальный вектор пря-
мой l , );( 111 yxM  – любая точка на прямой l , 
d  – расстояние от точки 0M  до l . Тогда 

01N
MMПр=d

N

MMN

N
MMN 0101

),(),(
== . 

Имеем:  };{ BA=N ,   01MM };{ 1010 yyxx −−= . 

⇒   N 22 BA +=  

и ),( 01MMN )()()( 11001010 ByAxByAxyyBxxA +−+=−+−= . 
Так как );( 111 yxM  – точка на прямой l , то ее координаты удовлетворя-
ют уравнению прямой, т.е. 

011 =++ CByAx . 

⇒   CByAx −=+ 11 , 

⇒   ),( 01MMN CByAx ++= 00 . 
Следовательно,  

 
22

00),(

BA

CByAx
d

+

++
==

N

MMN 01 . (35) 

Таким образом, если известно общее уравнение прямой, то рас-
стояние d  от точки );( 000 yxM  до этой прямой может быть найдено по 
формуле (35). 

 
 

N

1M

0M

l
d
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§12. Плоскость 

1. Общее уравнение плоскости и его исследование 

Получим общее уравнение плоскости, решив следующую задачу. 
ЗАДАЧА 12.1. Записать уравнение плоскости, проходящей через 

точку );;( 0000 zyxM , перпендикулярно вектору };;{ CBA=N . 

Пусть точка );;( zyxM  – текущая 
точка плоскости. Обозначим через 0r  и 
r  – радиус-векторы точек 0M  и M  соот-
ветственно. Рассмотрим векторы 

MM0 0rr −=  и N . По условию задачи 
они перпендикулярны. Следовательно, 

 ( ) 0, =− Nrr 0 , (36) 
или, в координатной форме, 
 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA . (37) 

Уравнению (37) удовлетворяют координаты любой точки рассмат-
риваемой плоскости и не удовлетворяют координаты других точек про-
странства. Следовательно, это и есть искомое уравнение. Уравнения 
(36) и (37) называют уравнениями плоскости, проходящей через точку 

);;( 0000 zyxM  перпендикулярно вектору };;{ CBA=N  (в векторной и ко-
ординатной форме соответственно). 

Раскроем скобки в уравнении (37) и приведем подобные слагаемые: 
 0)( 000 =−−−+++ CzByAxCzByAx . 

Обозначим число 000 CzByAx −−−  через D  и получим общее уравне-
ние плоскости: 
 0=+++ DCzByAx  (38) 

Таким образом, плоскость является поверхностью первого поряд-
ка. В общем случае она задается уравнением (38), где DCBA ,,,  – чис-
ла. Причем A , B  и C  не обращаются в ноль одновременно, так как с 
геометрической точки зрения это коэффициенты вектора, перпенди-
кулярного плоскости.  

Вектор, перпендикулярный плоскости, называют нормальным век-
тором этой плоскости. 

Проведем исследование общего уравнения плоскости. Т.е. выяс-
ним, что можно сказать о плоскости по виду ее общего уравнения. 

N

O

M
0M

0r r
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Если в уравнении (38) все коэффициенты A , B ,C  и D  отличны от 
нуля, то уравнение называют полным; если хотя бы один из коэффици-
ентов равен нулю – уравнение называют неполным. 

1) Пусть уравнение (38) – полное. Тогда 
его можно записать в виде 

DCzByAx −=++ , 

⇒   1=
−

+
−

+
− CD

z
BD

y
AD

x . 

Обозначим a
A
D
=− , b

B
D
=−  и c

C
D
=− . То-

гда уравнение плоскости примет вид 

 1=++
c
z

b
y

a
x . (39) 

Уравнение (39) называют уравнением плоскости в отрезках. Легко про-
верить, что плоскость, имеющая уравнение (39), проходит через точки 

)0;0;(aA , )0;;0( bB  и );0;0( cC . Следовательно, с геометрической точ-
ки зрения a , b  и c  – отрезки, отсекаемые плоскостью на координат-
ных осях Ox , Oy  и Oz  соответственно.  

2) Пусть в уравнении (38) коэффициенты A , B  и C  – ненулевые, а 
0=D , т.е. уравнение плоскости имеет вид 

0=++ CzByAx . 
Легко проверить, что такая плоскость проходит через начало коорди-
нат )0;0;0(O .  

Замечание. Чтобы построить плос-
кость 0=++ CzByAx , обычно находят 
прямые, по которым она пересекается с 
двумя координатными плоскостями. На-
пример, 1l  – пересечение с плоскостью Oyz  
(ее уравнение 0=+CzBy ) и 2l – пересече-
ние с плоскостью Oxy  (ее уравнение 

0=+ ByAx ). 

3) Пусть в уравнении (38) один из коэффициентов A , B  или C  – 
нулевой, а 0≠D , т.е. уравнение плоскости имеет вид 

0=++ DByAx    или   0=++ DCzAx    или   0=++ DCzBy . 

x )0,0,(aA

)0,,0( bB
y

),0,0( cC
z

x

y
O

z

2l

1l
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Если плоскость имеет уравнение 0=++ DByAx , то его можно за-
писать в виде  

DByAx −=+ , 

⇒   1=
−

+
− BD

y
AD

x , 

⇒   1=+
b
y

a
x , 

где aAD =− , bBD =− . Но последнему урав-
нению удовлетворяют координаты точек );0;(1 zaM  и );;0(2 zbM  (при 
любом z ). Следовательно, плоскость 0=++ DByAx  параллельна оси 
Oz  и отсекает на осях Ox  и Oy  отрезки a  и b  соответственно. 

Аналогичным образом получаем, что плоскость 0=++ DCzAx  
параллельна оси Oy  и отсекает на осях Ox  и Oz  отрезки a AD−=  и 
c CD−=  соответственно, а плоскость 0=++ DCzBy  – параллельна 
оси Ox  и отсекает на осях Oy  и Oz  отрезки b BD−=  и c CD−= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом, плоскость, в уравнении которой отсутствует од-

на из координат, параллельна оси отсутствующей координаты. 

4) Пусть в уравнении (38) два из трех коэффициентов A , B  или 
C  – нулевые, а 0≠D , т.е. уравнение плоскости имеет вид 

0=+ DAx    или   0=+ DBy     или   0=+ DCz . 
Если плоскость имеет уравнение 0=+ DAx , то его можно запи-

сать в виде  DAx −= , 

⇒   1=
− AD

x , 

⇒   1=
a
x , 

где aAD =− . Но последнему уравнению удовлетворяют координаты 
точек );;( zyaM  (при любых y  и z ). Следовательно, плоскость 

 

x x
a

z z

c
c

y y
b

x
a

y
b

z
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0=+ DAx  параллельна координатной плоскости Oyz  и отсекает на оси 
Ox  отрезок a AD−= . 

Аналогичным образом получаем, что плоскость 0=+ DBy  парал-
лельна координатной плоскости Oxz  и отсекает на оси Oy  отрезок 
b BD−= , а плоскость 0=+ DCz  – параллельна плоскости Oxy  и от-
секает на оси Oz  отрезок c CD−= . 

Таким образом, плоскость, в уравнении которой отсутствуют две 
координаты, параллельна координатной плоскости, проходящей через 
оси отсутствующих координат. 

5) Пусть в уравнении (38) 0=D  и один из коэффициентов A , B  
или C  тоже нулевой, т.е. уравнение плоскости имеет вид  

0=+ ByAx    или   0=+CzAx    или   0=+CzBy . 
Уравнению 0=+ ByAx  удовлетворяют координаты точек );0;0( zM  

(при любом z ). Следовательно, эта плоскость проходит через ось Oz . 
Аналогично получаем, что плоскость 0=+CzAx  проходит через 

ось Oy , а плоскость 0=+CzBy  – проходит через ось Ox . 

5) Пусть в уравнении (38) три коэффициента равны нулю, т.е. 
уравнение плоскости имеет вид  

0=Ax    или   0=By    или   0=Cz . 
Эти уравнения можно записать соответственно в виде 

0=x ,   0=y ,   0=z . 
Но это уравнения координатных плоскостей Oyz , Oxz , Oxy . 
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Замечание. Пусть плоскость λ  не проходит 
через начало координат, );;( 0000 zyxP  – основа-
ние перпендикуляра, опущенного на λ  из начала 
координат, n }cos;cos;{cos γβα=  – орт вектора 

0OP . Так как n  является нормальным вектором 
плоскости λ , то ее общее уравнение можно записать в виде 

0coscoscos =−⋅+⋅+⋅ pzyx γβα , 
где 0OP=p  – расстояние от начала координат до плоскости λ  (дока-
зать самим). Этот частный случай общего уравнения плоскости называ-
ется нормальным уравнением плоскости. 

Для плоскости, проходящей через начало координат, тоже можно 
записать нормальное уравнение. В этом случае оно будет иметь вид 

0coscoscos =⋅+⋅+⋅ zyx γβα , 
где γβα cos,cos,cos  – направляющие косинусы нормали к плоскости. 
 

2. Другие формы записи уравнения плоскости 

В аналитической геометрии плоскость обычно задают общим урав-
нением. Но условия задачи могут потребовать записать ее уравнение в 
другом виде. Два таких вида нам уже встретились (уравнения (37) и (39)). 
Рассмотрим в каком еще виде можно записать уравнение плоскости.  

1) Уравнение плоскости, проходящей через точку параллельно двум 
неколлинеарным векторам 

Решим следующую задачу. 
ЗАДАЧА 12.2. Записать уравнение плоскости, проходящей через 

точку );;( 0000 zyxM , параллельно неколлинеарным векторам 
};;{ 1111 pnm=l  и };;{ 2222 pnm=l . 

Пусть точка );;( zyxM  – текущая точка плос-
кости. Обозначим через 0r  и r  – радиус-векторы 
точек 0M  и M  соответственно. Рассмотрим век-
торы MM0 0rr −= , 1l  и 2l . По условию задачи 
они компланарны. Следовательно,  

 ( ) 0,, 21 =− ll0rr , (40) 
или, в координатной форме, 

                              1l  

                                   2l  

             0M            M  

          0r            r  

                    O    

                                  O  
                    n  
 
                                  0P  λ
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 0
222

111

000
=

−−−

pnm
pnm

zzyyxx
. (41) 

Уравнения (40) и (41) называют уравнениями плоскости, проходя-
щей через точку параллельно двум неколлинеарным векторам (в век-
торной и координатной форме соответственно).  

2) Уравнение плоскости, проходящей через три точки,  
не лежащие на одной прямой 

Это уравнение является частным случаем уравнения (41).  
Действительно, пусть плоскость проходит через три точки 

);;( 1111 zyxM , );;( 2222 zyxM  и );;( 3333 zyxM , не лежащие на одной пря-
мой. Тогда векторы 

21MM 1rr2 −= },,{ 121212 zzyyxx −−−=  
и    31MM 1rr3 −= },,{ 131313 zzyyxx −−−=   
неколлинеарные и параллельны плоскости. 
Следовательно, уравнение этой плоскости будет иметь вид 
 ( ) 0,, =−−− 13121 rrrrrr , (42) 
или в координатной форме 

 0
131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. (43) 

Уравнения (42) и (43) называют уравнениями плоскости, проходя-
щей через три точки );;( 1111 zyxM , );;( 2222 zyxM  и );;( 3333 zyxM  (в век-
торной и координатной форме соответственно). 
 

3. Взаимное расположение плоскостей 

Если в пространстве даны две плоскости, то они либо параллельны, 
либо пересекаются. Выясним, как по уравнениям плоскостей опреде-
лить их взаимное расположение. 

Пусть плоскости 1λ  и 2λ  имеют уравнения 01111 =+++ DzCyBxA  

и 02222 =+++ DzCyBxA  соответственно. Тогда };;{ 111 CBA=1N  и 
},,{ 222 CBA=2N  – нормальные векторы этих плоскостей. 

Если плоскости 1λ  и 2λ  параллельны, то, очевидно, что их нор-
мальные векторы 1N  и 2N  коллинеарные. 

 

1M
3M

2M M



 

100

Так как коллинеарные векторы имеют пропор-
циональные координаты, то плоскости 1λ  и 2λ  парал-
лельны тогда и только тогда, когда в их общих урав-
нениях коэффициенты при соответствующих неиз-
вестных пропорциональны, т.е.  

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

== . 

Теперь рассмотрим пересекающиеся плоскости. При пересечение 
плоскостей в пространстве образуется две пары двугранных углов. Вы-
ясним, как найти их величину 1ψ  и 2ψ . 
 
 
 
 
 
 

Один из углов ( 1ψ ), образуемых плоскостями 1λ  и 2λ , равен углу 
между их нормальными векторами 1N  и 2N . Второй угол 12 ψπψ −= . 
Следовательно, 

21

21

NN
NN
⋅

=
),(cos 1ψ      и     

21

21

NN
NN
⋅

−=−=−=
),(cos)cos(cos 112 ψψπψ . 

Объединяя эти две формулы, получаем 

21

21

NN
NN
⋅

±=
),(cos 2,1ψ , 

или =
⋅

±=
21

21

NN

NN ),(
cos 2,1ψ  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

)()()()()()( CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
±= , 

где знак плюс берется в том случае, когда надо найти величину острого 
угла, а знак минус – когда надо найти величину тупого угла. 

Частный случай пересекающихся плоскостей – перпендикулярные 
плоскости. В этом случае 21 NN ⊥  и, следовательно, 
 0),( 212121 =++= CCBBAA21 NN  – критерий пер-
пендикулярности плоскостей, заданных общими уравнениями. 

 
 

1λ

2λ

1N

2N

 
 
 
 
 
 
 
 

2λ

1λ1ψ
2ψ

1ψ 1ψ2ψ

1N

2N

)44(
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4. Расстояние от точки до плоскости 

Заканчивая рассматривать прямую на плоскости, решим следую-
щую задачу. 

ЗАДАЧА 12.3. Пусть плоскость λ  задана общим уравнением 
0=+++ DCzByAx , );;( 0000 zyxM  – точка, не принадлежащая этой 

плоскости. Найти расстояние от точки 0M  до плоскости λ . 
Задача 12.3 может быть решена несколькими способами. Рассмот-

рим решение, использующее формулы векторной алгебры. 

Пусть };;{ CBA=N  – нормальный вектор плос-
кости λ , );;( 1111 zyxM  – любая точка на плоскости 
λ , d  – расстояние от точки 0M  до λ . Тогда 

01N
MMПр=d

N

MMN

N
MMN 0101

),(),(
== . 

Имеем:  };;{ CBA=N , 01MM };;{ 101010 zzyyxx −−−= . 

⇒   N 222 CBA ++=  

и ),( 01MMN =−+−+−= )()()( 101010 zzCyyBxxA  
 )( 111000 CzByAxCzByAx ++−++= . 
Так как );;( 1111 zyxM  – точка на плоскости λ , то ее координаты удовле-
творяют уравнению плоскости, т.е. 

0111 =+++ DCzByAx . 
⇒   DCzByAx −=++ 111 , 

⇒   ),( 01MMN DCzByAx +++= 000 . 
Следовательно,   

 
222

000),(

CBA

DCzByAx
d

++

+++
==

N

MMN 01 . (45) 

Таким образом, если известно общее уравнение плоскости, то рас-
стояние d  от точки );;( 0000 zyxM  до этой плоскости может быть най-
дено по формуле (45). 
 
 

λ

0M N

1M

d
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§13. Прямая в пространстве 

1. Уравнения прямой в пространстве 

В аналитической геометрии любая пространственная линия рас-
сматривается как пересечение двух поверхностей. Прямую в простран-
стве можно задавать как пересечение двух плоскостей. Действительно, 
пусть 01111 =+++ DzCyBxA  и 02222 =+++ DzCyBxA  – уравнения 
непараллельных плоскостей. Тогда эти плоскости пересекаются по не-
которой прямой l . Координаты любой точки прямой l  удовлетворяют 
одновременно обоим уравнениям, т.е. являются решениями системы 

 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 (46) 

Систему (46) называют общими уравнениями прямой в пространстве. 
Так как через любую прямую в пространстве проходит множество плос-
костей, то любую прямую можно задать ее общими уравнениями и не 
единственным образом.  

Недостатком задания прямой общими уравнениями является то, 
что по их виду ничего нельзя сказать о расположении прямой в про-
странстве. При решении задач удобнее использовать другие, более на-
глядные формы записи уравнений прямой – параметрические или кано-
нические уравнения. 

Получим параметрические и канонические уравнение прямой в 
пространстве, решив следующую задачу. 

ЗАДАЧА 13.1. Записать уравнение прямой в пространстве, прохо-
дящей через точку );;( 0000 zyxM , параллельно вектору };;{ pnm=l . 

Также, как и для прямой на плоскости, вектор, параллельный пря-
мой в пространстве, называют направляющим вектором этой прямой. 

Пусть точка );;( zyxM  – текущая точка прямой. Обозначим через 
0r  и r  – радиус-векторы точек 0M  и M  со-
ответственно. Рассмотрим векторы 

MM0 0rr −=  и l . По условию задачи они 
параллельны. Следовательно, существует та-
кое число t  (t  называют параметром), что 

 0rr − lt= , 
y

O

x

Mr

l

0r

0M
z
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 ⇒   0rr = lt+ , (47) 

или, в координатной форме, 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅+=
⋅+=
⋅+=

.
,
,

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

 (48) 

Уравнение (47) и систему уравнений (48) называют параметриче-
скими уравнениями прямой в пространстве (в векторной и координат-
ной форме соответственно).  

Если в задаче 13.1 вектор l  не параллелен ни одной из координат-
ных плоскостей (т.е. если 0≠m , 0≠n  и 0≠p ), то из уравнений систе-
мы (48) можно выразить параметр t : 

m
xxt 0−

= ,     
n

yyt 0−
= ,     

p
zzt 0−

=  

и заменить систему (48) одним уравнением вида: 

 
m

xx 0−
n

yy 0−
=

p
zz 0−

= , (49) 

где 000 ,, zyx  – координаты некоторой точки на прямой, pnm ,,  – коор-
динаты направляющего вектора прямой. 

Уравнения (49) называют каноническими уравнениями прямой в 
пространстве. 

Частным случаем канонических уравнений являются уравнения 
прямой, проходящей через две точки. 

Действительно, пусть прямая проходит через 
две точки );;( 1111 zyxM  и );;( 2222 zyxM . Тогда 
вектор 

         21MM };;{ 211212 zzyyxx −−−=  
является ее направляющим вектором и канонические уравнения этой 
прямой будут иметь вид 

 
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
− . (50) 

Уравнения (50) называют уравнениями прямой, проходящей через 
две точки );;( 1111 zyxM  и );;( 2222 zyxM . 
 

                1M

                                          2M



2. Переход от общих уравнений прямой к каноническим 

Пусть прямая  задана общими уравнениями: l

 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 (51) 

Чтобы записать канонические уравнения этой прямой, необходимо най-
ти ее направляющий вектор l  и координаты какой-нибудь точки 

 на прямой. Координаты точки  найти легко – это одно 
из решений системы уравнений (51). Выясним, как можно найти на-
правляющий вектор 

);;( 0000 zyxM 0M

l . 
Пусть 1λ  и 2λ  – плоскости, уравнения которых входят в общие 

уравнения прямой, };;{ 111 CBA=1N  и };;{ 222 CBA=2N  – нормальные 
векторы к плоскостям 1λ  и 2λ  соответственно.  

1N

l
1λ

Так как прямая  лежит в плоскости l 1λ , то 
векторы 1N  и l

2

 перпендикулярны. Так как прямая 
 лежит в плоскости l λ , то векторы 2N  и l  тоже 

перпендикулярны.  
Следовательно, в качестве вектора l  можем взять векторное про-

изведение векторов 1N  и 2N . 

ПРИМЕР. Записать канонические уравнения прямой  

 
⎩
⎨
⎧

=−−+
=++−

.0143
,07532

zyx
zyx  (52) 

1) Найдем одно из решений системы (52). Так как 0931
32 ≠=− , 

то этот минор можно выбрать в качестве базисного минора матрицы 
системы (52). Следовательно, переменные x  и  можем выбрать в ка-
честве зависимых, а переменную  – свободной. Так как нам не нужно 
все множество решений системы (52), то придадим переменной  кон-
кретное значение. Например, полагаем 0

y
z

z
=z . Тогда переменные x  и  

будут удовлетворять системе 
y

⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

.013
,0732

yx
yx  

Решаем эту систему по формулам Крамера и получаем: 

931
32 =−=D ,     1831

37
1 −=−−=D ,     911

72
2 =−=D ; 
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⇒   2
9
181 −=

−
==

D
D

x ,     1
9
92 ===

D
Dy . 

Таким образом,  – одно из решений системы (52) и 
 – точка на рассматриваемой прямой.  

)0;1;2(−
)0;1;2(0 −M

2) Найдем направляющий вектор l  прямой. Имеем: 
1N }5;3;2{ −= ,   2N }4;3;1{ −= ; 

⇒   ],[ 21 NN kji
kji

9133
431

532 ++−=
−

−= . 

Следовательно, в качестве направляющего вектора прямой можем 
взять вектор l }9;13;3{−=  и канонические уравнения рассматриваемой 
прямой будут иметь вид: 

913
1

3
2 zyx

=
−

=
−
+ . 

 

3. Взаимное расположение прямых в пространстве 

Если в пространстве даны две прямые, то они могут 1) быть парал-
лельны, 2) пересекаться, 3) скрещиваться. Выясним, как по уравнениям 
прямых определить их взаимное расположение. 

Пусть прямые  и  заданы каноническими уравнениями: 1l 2l

1l : 
1

1

1

1

1

1

p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
−

,   : 2l
2

2

2

2

2

2
p

zz
n

yy
m

xx −
=

−
=

− . 

Если прямые параллельны, то их направ-
ляющие векторы                                   

                                            1l  

                                                   1l  

                                    2l         2l  

}; 1p;{ 111 nm=l   и   }; 2p;{ 222 nm=l  
коллинеарные. Так как коллинеарные векторы 
имеют пропорциональные координаты, то усло-
вие параллельности прямых будет иметь вид: 

 
2

1

2

1

2

1

p
p

n
n

m
m

== . (53) 

Теперь рассмотрим две пересекающиеся 
прямые. Такие прямые можно поместить в 
одну плоскость. Но это значит, что векторы  1M

2M

1l

2l

1l

2l
}1p;;{ 111 nm=l ,   }2p;;{ 222 nm=l  

и  };;{ 121212 zzyyxx −−−=21MM   
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будут компланарны. Следовательно, 
 ( ) 0,, 21 =ll21MM , (54) 
или, в координатной форме, 

 0
222

111

212121

=
−−−

pnm
pnm

zzyyxx
. (55) 

Так как для скрещивающихся прямых условие (54) не выполняется, 
то условие пересечения двух прямых в пространстве можно сформули-
ровать так: если прямые  и  не параллельны и для них выполняется 
условие (54) (или, в координатной форме, условие (55)), то они пересе-
каются. 

1l 2l

Итак, мы нашли условие параллельности прямых в пространстве и 
условие пересечения прямых в пространстве. Прямые, для которых эти 
условия не выполняются, будут скрещиваться. 

ПРИМЕР. Прямые  

1l : 
3

3
4

2
2

1 −
=

+
=

− zyx    и   : 2l 9
2

12
1

6
−

=
+

=
zyx  

будут параллельны, так как их направляющие векторы }3;4;2{1 =l  и 
}9;12;6{2 =l  удовлетворяют условию (53): 

9
3

12
4

6
2

== . 

Прямые   

3l : 
3

1
2

3
1

+
=

−
=

zyx    и   : 4l 1
2

3
5

2
1

−
−

=
−

=
− zyx  

не являются параллельными (их направляющие векторы не коллинеар-
ны) и для них выполняется условие (55): 

0
132

321
321

132
321

)1(23501
=

−
=

−

−−−−
 

Следовательно, прямые  и  – пересекаются. 3l 4l

И, наконец, рассмотрим прямые  

5l : 
32

3
1

zyx
=

−
=    и   : 6l 1

2
3

5
2

1
−
−

=
−

=
− zyx . 

Они не являются параллельными (их направляющие векторы не колли-
неарны) и для них не выполняется условие (55): 
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01
132

321
221

132
321

023501
≠=

−
=

−

−−−
 

Следовательно, прямые  и  – скрещиваются. 5l 6l

 

4. Задачи, связанные с взаимным расположением прямых 

Рассмотрим следующие три задачи. 
ЗАДАЧА 13.2. Найти угол между прямыми в пространстве. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Углом между двумя скрещивающимися прямыми 

 и  называется угол между прямой  и проекцией прямой  на 
любую плоскость, проходящую через прямую .  

1l 2l 1l 2l

1l

Иначе говоря, угол между скрещиваю-
щимися прямыми – это угол между двумя 
пересекающимися прямыми, параллельными 
данным. 

1l

2l

1l

2l

2l

1ϕ

2ϕ 
Пусть даны две пересекающиеся или скрещивающиеся прямые: 

1l :
1

1

m
xx −

1

1

n
yy −

=
1

1

p
zz −

=    и   :2l
2

2

m
xx −

2

2

n
yy −

=
2

2

p
zz −

= . 

Тогда };;{ 1111 pnm=l , };;{ 2222 pnm=l  – направляющие векторы пер-
вой и второй прямой соответственно. Так как один из углов 1ϕ  между 
прямыми равен углу между их направляющими векторами, а второй 
угол 12 ϕπϕ −= , то углы 1ϕ  и 2ϕ  могут быть найдены по формуле 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21
2,1

),(cos
pnmpnm

ppnnmm

++⋅++

++
±=

⋅
±=

ll

llϕ , 

или 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21
2,1

),(
cos

pnmpnm

ppnnmm

++⋅++

++
±=

⋅
±=

ll

ll
ϕ ,  

где знак плюс берется в том случае, когда надо найти величину острого 
угла, а знак минус – когда надо найти величину тупого угла. 

 
ЗАДАЧА 13.3. Найти расстояние от точки до прямой в пространстве.  

Пусть дана прямая :l
m

xx 1−
n

yy 1−
=

p
zz 1−

=  и  – точ-

ка, не принадлежащая этой прямой.  

);;( 0000 zyxM
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Пусть };;{ pnm=l  – направляющий век-
тор прямой ,  – точка на пря-
мой ,  – расстояние от точки  до . Рас-
смотрим параллелограмм, построенный на 
векторах 

l );;( 1111 zyxM
l d 0M l

};;{ pnm=l  и 01MM . Тогда  – опущенная из вершины , 
высота этого параллелограмма. Следовательно,  

d 0M

l1M

0M

l
d

[ ]
l

l 01MM,
=d . 

 
ЗАДАЧА 13.4. Найти расстояние между скрещивающимися пря-

мыми. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Расстоянием между двумя скрещивающимися 

прямыми называется длина их общего перпендикуляра.  
Эта задача может быть решена несколькими способами. Рассмот-

рим решение, использующее формулы векторной алгебры. 
Пусть даны две скрещивающиеся прямые 

1l :
1

1

m
xx −

1

1

n
yy −

=
1

1

p
zz −

=      и     :2l
2

2

m
xx −

2

2

n
yy −

=
2

2

p
zz −

= . 

Обозначим il };;{ iii pnm=  – направляющий вектор прямой  ( ), 
 – точку на прямой  (

il 2,1=i
),,( iiii zyxM il 2,1=i ),  – расстояние между  и 

.  
d 1l

2l

На векторах 1l , 2l  и 21MM  построим пирамиду.  
  

1l
2l

1M

2M

λd d1l

2l

 
 
 
 
 

Тогда  – высота пирамиды, опущенная из точки  и, следова-
тельно,  

d 2M

( )
[ ]

( )
[ ]21

21

21

21

,

,,

,
2
1

,,
6
133

ll

ll

ll

ll
2121 MMMM

=
⋅

⋅⋅
=

⋅
=

осн

пир

S
V

d . 
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5. Взаимное расположение прямой и плоскости  
в пространстве 

Пусть в пространстве заданы плоскость λ  и прямая . Их взаимное 
расположение может быть следующим: 

l

1) прямая и плоскость могут быть параллельны; 
2) прямая может лежать в плоскости; 
3) прямая и плоскость могут пересекаться в одной точке. 

Выясним, как зная уравнения плоскости и прямой, определить их 
взаимное расположение. 

Пусть λ : 0=+++ DCzByAx  и :l
m

xx 0−
n

yy 0−
=

p
zz 0−

= . Тогда 

};;{ CBA=N  – нормальный вектор плоскости, };;{ pnm=l  – направ-
ляющий вектор прямой.  

N

l

N
ll

N

Если плоскость и прямая параллельны или прямая  целиком ле-
жит в плоскости 

l
λ , то векторы N  и l  – перпендикулярны. Следова-

тельно  ( ) 0, =lN , (56) 
или в координатной форме  0=++ CpBnAm . (57) 

Не выполнение условия (56) (условия (57)) будет означать, что 
прямая и плоскость пересекаются в одной точке. 

Частным случаем пересечения прямой и 
плоскости в одной точке является перпендикуляр-
ность прямой плоскости. В этом случае 

l

NN  и l  
будут параллельны, т.е.  

p
C

n
B

m
A

== . 

Теперь укажем условие, которое позволит различать случай парал-
лельности прямой и плоскости и случай принадлежности прямой плос-
кости. Пусть прямая  лежит в плоскости l λ . Тогда любая точка прямой 
лежит в плоскости и, следовательно, ее координаты удовлетворяют 
уравнению плоскости. В частности, 

0000 =+++ DCzByAx , 
где )  – некоторая фиксированная точка прямой l .  ;;( 0000 zyxM
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Если же прямая параллельна плоскости, то она не имеет общих то-
чек с плоскостью и, следовательно, для такой прямой 

0000 ≠+++ DCzByAx . 
Таким образом, если прямая лежит в плоскости, то должны вы-

полняться два условия: 
( ) 0, =lN    и   0000 =+++ DCzByAx ; 

если же прямая параллельна плоскости, то 
( ) 0, =lN    и   0000 ≠+++ DCzByAx , 

где )  – некоторая фиксированная точка прямой l . ;;( 0000 zyxM

В заключение этого пункта вернемся к случаю, когда прямая и 
плоскость пересекаются в одной точке, и получим формулу для нахож-
дения угла между прямой и плоскостью. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Углом между прямой  и плоскостью l λ  называ-
ется угол ϕ  между прямой  и ее проекцией на плоскость l λ . 

Из определения следует, что угол между прямой и плоскостью не 

превышает , т.е. угол острый. o90
N

l

ϕ

ψ

0M

1l

λ

l

Пусть ϕ  – угол между прямой  и плоскостью l

λ ,  – их точка пересечения.  0M
Через  перпендикулярно плоскости 0M λ  про-

ведем прямую . Для  вектор 1l N1l  является на-
правляющим и, следовательно, острый угол ψ  ме-
жду прямыми  и  может быть найден по форму-

ле 

l 1l

ψcos
( )

l

l

⋅
=

N
N,

ϕ

. 

−= o90 , Но  ψ

 ⇒   sin cosϕ ψ=
( )

l

l

⋅
=

N
N,

 – формула для опреде-

ления угла между прямой l  и плоскостью λ . 
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§14. Кривые второго порядка 

Кривые второго порядка делятся на два класса: 1) вырожденные и 
2) невырожденные. 

Вырожденные кривые второго порядка это прямые и точки, кото-
рые задаются уравнением второй степени. Например, уравнение 

 определяет на плоскости точку – начало координат. А урав-
нение 0  определяет на плоскости прямую. 

022 =+ yx
2 22 =+− yxyx

Невырожденными кривыми второго порядка являются эллипс, ок-
ружность, гипербола и парабола. Убедимся в этом, получив их уравне-
ния. 

 

1. Эллипс и окружность 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эллипсом называется геометрическое место 
точек плоскости, сумма расстояний от которых до двух фиксирован-
ных точек плоскости и  есть величина постоянная и равная  
(

1F  2F a2

212 FFa > ). 
Точки  и  называют фокусами эллипса. 1F 2F
Получим уравнение эллипса. Выберем декартову прямоугольную 

систему координат так, чтобы фокусы  и  лежали на оси  на 
одинаковом расстоянии от начала координат. В такой системе коорди-
нат точки  и  будут иметь координаты: 

1F 2F Ox

1F 2F
)0;(1 cF −     и    , )0;(2 cF

где cOFOF == 21 . Пусть );( yxM  – текущая точка эллипса. По опре-
делению эллипса 

aMFMF 221 =+ , 

⇒   aycxycx 2)()( 2222 =+−+++ . 
Избавимся от квадратных корней: 

2222 )(2)( ycxaycx +−−=++ , 

⇒   ( ) ( )222222 )(2)( ycxaycx +−−=++ , 

⇒   2222222 )()(44)( ycxycxaaycx +−++−⋅−=++ . 
Приведя подобные слагаемые, получим: 

xcaycxa 44)(4 222 −=+−⋅ . 
Снова возведем обе части в квадрат и приведем подобные слагаемые: 
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( ) ( )22222)( xcaycxa −=+−⋅ , 

⇒   ( ) 2224222 2)( cxcxaaycxa ⋅+⋅−=+−⋅ , 
⇒   , 224222222 caayaxcxa −=+−

⇒   . 22222222 )()( acayaxca −=+−

Так как по определению , то 0ca 22 > 22 >− ca . Следовательно, 
, для некоторого числа , и последнее равенство примет 

вид: . 

222 bca =− b
222222 abyaxb =+

Разделим обе части этого равенства на  и окончательно получим: 22ab

 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . (58) 

Уравнение (58) называется каноническим уравнением эллипса. Система 
координат, в которой эллипс имеет такое уравнение, называется его ка-
нонической системой координат. 

Итак, мы убедились, что эллипс является кривой второго порядка. 
Теперь выясним геометрический вид эллипса. Для этого проведем ис-
следование его канонического уравнения. 

1) Прежде всего заметим, что эллипс лежит внутри прямоугольни-
ка, ограниченного прямыми ax ±= , by ±= .  

Действительно, так как 02

2

≥
a
x , 02

2

≥
b
y  и 12

2

2

2

=+
b
y

a
x , то 

12

2

≤
a
x ,  12

2

≤
b
y , 

⇒   22 ax ≤ ,  , 22 by ≤
⇒   ax ≤ ,  by ≤ . 

2) Эллипс имеет центр симметрии (начало координат) и две оси 
симметрии (оси Ox  и Oy ). 

Действительно, если );( yxM  – точка эллипса, то кроме равенства 
(58) будут справедливы также равенства 

1)(
2

2

2

2

=+
−

b
y

a
x ,   1)(

2

2

2

2

=
−

+
b
y

a
x ,   1)()(

2

2

2

2

=
−

+
−

b
y

a
x . 

Следовательно, на эллипсе лежат точки );(1 yxM − , , 
, которые симметричны точке )

);(2 yxM −
);(3 yxM −− ;( yxM  относительно оси Ox , 

Oy  и начала координат соответственно. 
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Центр симметрии эллипса называют центром эллипса. Ось сим-
метрии эллипса, проходящую через фокусы (ось Ox ) называют большой 
(или фокальной) осью симметрии, а вторую ось (ось Oy ) – малой осью. 

3) Из уравнения эллипса получаем: 
22 xa

a
by −±= . 

Следовательно, верхняя половина эллипса – график функции 
22 xa

a
by −= , нижняя – график функции 22 xa

a
by −−= . В силу 

симметрии верхней и нижней половины достаточно провести исследо-
вание одной из этих функций. 

Исследуем поведение функции 22 xa
a
by −=  методами, разрабо-

танными в математическом анализе. 
а) , ];[)( aayD −= 0)( =±ay . 

б) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−⋅=′

22 xa
x

a
by . Следовательно, функция возрастает при 

)0;( ax −∈  ( 0), убывает – при )>′y ;0( ax∈  ( 0<′y ), имеет экс-
тремум в точке 0=x  (максимум, by =)0( ). 

в) 0
)( 322

<
−

−=′′
xa

aby . Следовательно, график функции всюду 

выпуклый. 
                     

1A
1F

2A

1B

2B

2F
x

y

На основании полученных данных по-
строим эллипс в верхней полуплоскости, а 
затем симметрично достроим его в нижней 
полуплоскости. 

Точки , , ,  называются вершинами эллипса. Отрезок  
и его длина  называются большой (фокальной) осью, отрезок  и 
его длина  – малой осью. Величины  и  называются большой и ма-
лой полуосью соответственно. Длина отрезка  (равная ) называ-
ется фокусным расстоянием. Если 

1A 2A 1B 2B 21AA
a2 21BB

b2 a b
21FF c2

M  – произвольная точка эллипса, то 
отрезки ,  и их длины ,  называются фокальными радиусами 
точки 

1MF 2MF 1r 2r
M . 

Замечание. Прямая , отрезок  и его длина  носят одно 
название. О чем идет речь – всегда ясно из контекста. То же самое каса-
ется , , . 

21AA 21AA a2

21BB 1MF 2MF
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Величина ε , равная отношению фокусного рас-
стояния эллипса к его большой оси, т.е. 

a
c

a
c
==

2
2ε , 

называется эксцентриситетом эллипса. 
Так как abac <−= 22 , то 10 << ε . Величина ε  характеризует 

форму эллипса. 
Действительно,  

222

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
==

a
b

a
ba

a
cε , 

⇒   21 ε−=
a
b . 

Следовательно, чем больше ε , тем меньше отношение 
a
b , т.е. тем 

больше вытянут эллипс вдоль действительной оси. 

Кроме того, зная эксцентриситет эллипса легко найти фокальные 
радиусы точки )y;(xM : 

xaMFr ε+== 11 ,   xaMFr ε−== 22 . 
Действительно,  

=+++=−+−−= 22222
1 2)0()( yxcxcyxcr  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++−= 2

2

2
22

2

2
2222 122)( x

a
bcxax

a
bbxcxba  

=
+

=
++

=
−++

= 2

22

2

2224

2

22224 )(2)(2
a

cxa
a

xcxcaa
a

xbaxcaa  

( ) xaxaxa
a
cxa εεε +=+=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2

. 

Аналогично доказывается вторая формула. 
 

Замечания. 
1) Пусть в уравнении эллипса rba == . Для этой кривой 

022 =−= bac , 

⇒   OFF == 21 ,  0==
a
cε . 
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Геометрически, это означает, что точки такой кривой равноудалены (на 
расстояние r ) от ее центра , т.е. кривая является окружностью. Ка-
ноническое уравнение окружности принято записывать в виде 

O

222 ryx =+ , 
где r  – расстояние от любой точки окружности до ее центра; r  называ-
ют радиусом окружности. 

2) Выводя уравнение эллипса, мы выбрали систему координат так, 
чтобы фокусы  и  лежали на оси  на одинаковом расстоянии от 
начала координат. Если же выбрать систему координат так, чтобы фо-
кусы были на одинаковом расстоянии от начала координат, но лежали 
на оси 

1F 2F Ox

Oy , то уравнение эллипса будет иметь вид 

1=2

2

2

2
+

a
y

b
x . 

Для этого эллипса большая ось – ось Oy , малая ось – 
ось Ox , фокусы имеют координаты )

1A
1F

2A

1B 2B

2F
x

y

;0(1 cF −  и 

 (где );0(2 cF 22 bac −= ), фокальные радиусы точки 
);( yxM  находятся по формулам 

yaMFr ε+== 11 ,   yaMFr = = −ε22 . 
 

2. Гипербола 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гиперболой называется геометрическое место 
точек плоскости, модуль разности расстояний от которых до двух 
фиксированных точек плоскости и  есть величина постоянная и 
равная a2  (

1F  2F

212 FFa < ). 
Точки F  и  называют фокусами гиперболы. 1 2F

Получим уравнение гиперболы. Выберем декартову прямоуголь-
ную систему координат так, чтобы фокусы  и  лежали на оси O1F 2F x  на 
одинаковом расстоянии от начала координат. В такой системе коорди-
нат точки  и F  будут иметь координаты: 1F 2

)0;(1 cF −    и   , )0;(2 cF
где cOFOF == 21 . Пусть );( yxM  – текущая точка гиперболы. По оп-
ределению гиперболы 

aMFMF 221 =− , 
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⇒   aycxycx 2)()( 2222 =+−−++ , 

⇒   aycxycx 2)()( 2222 ±=+−−++ , 
Избавимся от квадратных корней: 

2222 )(2)( ycxaycx +−+±=++ , 

⇒   ( ) ( )222222 )(2)( ycxaycx +−+±=++ , 

⇒   2222222 )()(44)( ycxycxaaycx +−++−⋅±=++ . 
Приведя подобные слагаемые, получим: 

222 44)(4 axcycxa −=+−⋅± . 
Снова возведем обе части в квадрат и приведем подобные слагаемые: 

( ) ( )22222)( axcycxa −=+−⋅± , 

⇒  ( ) 2224222 2)( cxcxaaycxa ⋅+⋅−=+−⋅ , 
⇒  , 422222222 acayaxaxc −=−−

⇒  . 22222222 )()( aacyaxac −=−−

Так как по определению ca 22 < , то 022 >− ac . Следовательно, 
, для некоторого числа , и последнее равенство примет 

вид: . 

222 bac =− b
222222 abyaxb =−

Разделим обе части этого равенства на  и окончательно получим: 22ab

 12

2

2

2
=−

b
y

a
x . (59) 

Уравнение (59) называется каноническим уравнением гиперболы. Сис-
тема координат, в которой гипербола имеет такое уравнение, называется 
ее канонической системой координат. 

Итак, мы убедились, что гипербола является кривой второго поряд-
ка. Теперь выясним геометрический вид гиперболы. Для этого проведем 
исследование ее канонического уравнения. 

1) Прежде всего заметим, что точек гиперболы нет в полосе, огра-
ниченной прямыми ax ±= .  

Действительно, так как 02

2

≥
a
x , 02

2

≥
b
y  и 12

2

2

2
=−

b
y

a
x , то 12

2
≥

a
x , 

⇒   22 ax ≥ , 
⇒   ax ≥ . 
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2) Гипербола имеет центр симметрии (начало координат) и две оси 
симметрии (оси Ox  и Oy ). 

Действительно, если );( yxM  – точка гиперболы, то кроме равенст-
ва (59) будут справедливы также равенства 

1)(
2

2

2

2
=−

−
b
y

a
x ,   1)(

2

2

2

2
=

−
−

b
y

a
x ,   1)()(

2

2

2

2
=

−
−

−
b
y

a
x . 

Следовательно, на гиперболе лежат точки );(1 yxM − , , 
, которые симметричны точке )

);(2 yxM −
);(3 yxM −− ;( yxM  относительно оси Ox , 

Oy  и начала координат соответственно. 
Центр симметрии гиперболы называют центром гиперболы. Ось 

симметрии гиперболы, проходящую через фокусы (ось Ox ) называют 
действительной (или фокальной) осью симметрии, а вторую ось (ось 
Oy ) – мнимой осью. 

3) Из уравнения гиперболы получаем: 
22 ax

a
by −±= . 

Следовательно, верхняя половина гиперболы – график функции 
22 ax

a
by −= , нижняя – график функции 22 ax

a
by −−= . В силу сим-

метрии верхней и нижней половины достаточно провести исследование 
одной из этих функций. 

Исследуем поведение функции 22 ax
a
by −=  методами, разрабо-

танными в математическом анализе. 
а) );[];()( ∞+−−∞= aayD U , 0)( =±ay . 

б) Линия 22 ax
a
by −=  имеет наклонные асимптоты1 x

a
by ±= . 

Действительно, 

                                           
1  Напомним, что прямая l  называется асимптотой кривой, если расстояние от точ-

ки M  кривой до прямой  стремится к нулю при удалении точки l M  от начала 
координат. Различают два вида асимптот – вертикальные и наклонные. Верти-
кальные асимптоты кривая )(xfy =  имеет в тех точках разрыва второго рода 
функции )(xfy = , в которых хотя бы один из односторонних пределов функ-
ции равен бесконечности. Наклонные асимптоты кривой )(xfy =  имеют урав-

нение 2,12,1 bxky += , где 
x
xfk

x

)(lim2,1
∞±→

= , [ ]xkxfb
x

2,12,1 )(lim −=
∞±→

. 
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a
b

x

x
a
b

x

ax
a
b

x
xfk

xxx
±==

−
==

∞±→∞±→∞±→
limlim)(lim

22

2,1 , 

[ ] [ ] 0limlim)(lim
22

2
22

2,12,1 =
±−

−
⋅=−=−=

∞±→∞±→∞±→ xax

a
a
bxax

a
bxkxfb

xxx
m . 

в) 
22 ax

x
a
by

−
⋅=′ . Следовательно, функция возрастает при 

);( ∞+∈ ax  ( 0), убывает – при )>′y ;( ax −−∞∈  ( 0<′y ). Экстремумов 
функция не имеет (критические точки 0=x )(yD∉  и ax ±=  – гранич-
ные). 

в) 0
)( 322

<
−

−=′′
ax

aby    ⇒  график функции всюду выпуклый. 

На основании полученных данных построим гиперболу в верхней 
полуплоскости, а затем симметрично достроим ее в нижней полуплос-
кости.   

1A
1F 2A

b

2F x

y

a

b−

2B

1B

 
 
 
 
 

Точки ,  называются вершинами гиперболы. Отрезок  и 
его длина  называются действительной (фокальной) осью, отрезок 

 и его длина  – мнимой осью. Величины  и  называются дей-
ствительной и мнимой полуосью соответственно. Длина отрезка  
(равная ) называется фокусным расстоянием. Если 

1A 2A 21AA
a2

c2

21BB b2 a b
21FF

M  – произволь-
ная точка эллипса, то отрезки ,  и их длины ,  называются 
фокальными радиусами точки 

1MF 2MF 1r 2r
M  

Замечание. Прямая , отрезок  и его длина  носят одно 
название. О чем идет речь – всегда ясно из контекста. То же самое каса-
ется , , . 

21AA 21AA a2

21BB 1MF 2MF

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Величина ε , равная отношению фокусного рас-
стояния гиперболы к ее действительной оси, т.е. 

a
c

a
c
==

2
2ε , 

называется эксцентриситетом гиперболы. 
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Так как abac >+= 22 , то 1>ε . Величина ε  характеризует фор-
му гиперболы. Действительно,  

222
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

+
==

a
b

a
ba

a
cε , 

⇒  12 −= ε
a
b . 

Следовательно, чем больше ε , тем больше отношение ab , т.е. тем 
«шире» гипербола. 

Кроме того, зная эксцентриситет гиперболы, легко найти фокаль-
ные радиусы точки );( yxM . Так, если точка M  лежит на правой ветке 
гиперболы (т.е. 0>x ), то 

xaMFr ε+== 11 ,     xaMFr ε+−== 22 . 
Если M  лежит на левой ветке гиперболы (т.е. 0<x ), то 

)(11 xaMFr ε+−== ,   )(22 xaMFr ε+−−== . 

Действительно, пусть 0>x . Тогда 
=+++=−+−−= 22222

1 2)0()( yxcxcyxcr  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++++= 2

2

2
222

2

2
222 122)( x

a
bcxabx

a
bxcxba  

=
+

=
++

=
+++

= 2

22

2

2224

2

22224 )(2)(2
a

cxa
a

xcxcaa
a

xbaxcaa  

( ) xaxaxa
a
cxa εεε +=+=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2

. 

Аналогично доказывается и оставшиеся формулы. 

Замечания. 
1) Если в уравнении гиперболы ba = , то гипербола называется 

равнобочной. Асимптоты равнобочной гиперболы, очевидно, перпенди-
кулярны. Следовательно, можно выбрать систему координат так, чтобы 
координатные оси совпали с асимптотами. Тогда уравнение гиперболы 
будет иметь вид  . (60) 25,0 axy =

Уравнение (60) называют уравнением равнобочной гиперболы, от-
несенной к асимптотам. 

2) Выводя уравнение гиперболы, мы выбрали систему координат 
так, чтобы фокусы  и  лежали на оси Ox  на одинаковом расстоянии 1F 2F
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от начала координат. Если выбрать систему коорди-
нат так, чтобы фокусы были на одинаковом расстоя-
нии от ) , но лежали на O0;0(O y , то уравнение гипер-
болы будет иметь вид 

  

1A

1F

2A

b

2F

x

y

a

b−
12

2
=2

2
+−

a
y

b
x

O

. 

Для этой гиперболы действительная ось – ось y , 
мнимая ось – ось , фокусы имеют координаты 

 и  (где 
Ox

);0(1 cF − );0(2 cF 22 bac += ), асимптотами 

являются прямые x
b
a±=y , фокальные радиусы точ-

ки );( yxM  находятся по формулам 
yaMFr ε+== 11 ,     yaMFr ε+−== 22   (при ) 0>y

и    )(11 yaMFr ε+−== ,     )(22 yaMFr ε+−−==   (при ). 0<y
 

3. Парабола 

Пусть  – некоторая прямая на плоскости,  – некоторая точка 
плоскости, не лежащая на прямой . 

l F
l

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Параболой называется геометрическое место 
точек плоскости, расстояние от которых до фиксированной прямой  
и до фиксированной точки  (не лежащей на прямой l ) одинаково. 

l
F

Точку  называют фокусом параболы, прямую  – директрисой.  F l

Получим уравнение параболы. Пусть p  – расстояние от  до . 
Выберем декартову прямоугольную систему координат так, чтобы ди-
ректриса параболы l  была перпендикулярна оси Ox , фокус  лежал на 
положительной части Ox  и расстояние от начала координат до фокуса и 
до директрисы было одинаковым. В такой системе координат  

F l

F

)0;5,0( pF    и   :l 05,0 =+ px . 
Пусть );( yxM  – текущая точка параболы. По определению парабо-

лы FMMd =),( l , 

т.е.   22
22

)5,0(
01

5,0
yx

px
+−=

+

+
, 

⇒   22)5,0(5,0 yxpx +−=+ . 
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Избавимся от квадратного корня: 
222 )5,0()5,0( yxpx +−=+ , 

 ⇒    (61) pxy 22 =
Уравнение (61) называется каноническим уравнением параболы. 

Система координат, в которой парабола имеет такое уравнение, называ-
ется ее канонической системой координат. 

Итак, мы убедились, что парабола является кривой второго поряд-
ка. Теперь выясним геометрический вид параболы. Для этого проведем 
исследование ее канонического уравнения. 

1) Прежде всего, очевидно, что парабола лежит в полуплоскости 
0≥x  (т.к.  и 02 ≥y 0>p ).  

2) Парабола имеет ось симметрии (ось ). Ox
Действительно, если );( yxM  – точка параболы, то кроме равенства 

(61) будет справедливо также равенство 
pxy 2)( 2 =− . 

Следовательно, на параболе лежит точка );(1 yxM − , которая симмет-
рична точке );( yxM  относительно оси Ox . 

Ось симметрии параболы называют осью параболы. 
3) Из уравнения параболы получаем: 

pxy 2±= . 
Следовательно, верхняя половина параболы – график функции 

pxy 2= , нижняя – график функции pxy 2−= . В силу симметрии 
верхней и нижней половины достаточно провести исследование одной 
из этих функций. 

Исследуем поведение функции pxy 2=  методами, разработан-
ными в математическом анализе. 

а) , );0[)( ∞+=yD 0)0( =y . 
б) Асимптот нет (проверить самим). 

в) 0
2

2
>=′

x
p

y . Следовательно, функция возрастает на всей облас-

ти определения. 

г) 0
4

2
3
<−=′′

x

p
y . Следовательно, график функции всюду выпук-

лый. 
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На основании полученных данных построим параболу в верхней полу-
плоскости, а затем достроим ее в нижней полуплоскости. 
   

p

F x

yl 
 
 
 
 
 

Точка, в которой парабола пересекает свою ось, называется верши-
ной параболы, число p  называется параметром параболы. Если M  – 
произвольная точка параболы, то отрезок MF  и его длина называются 
фокальными радиусами точки M . 

Замечание. Если при выводе уравнения параболы выбрать систему 
координат так, чтобы фокус  лежал на отрицательной части оси , 
директриса была перпендикулярна оси , и расстояние от начала ко-
ординат до фокуса и до директрисы было одинаково, то получим для 
параболы уравнение , (62) 

F Ox

2−=

Ox

pxy2

а для директрисы и фокуса: 
)0;5,0( pF −    и   :l 05,0 =− px . 

Если выбрать систему координат так, чтобы директриса была пер-
пендикулярна оси Oy , фокус лежал на положительной (отрицательной) 
части оси Oy  и начало координат было на одинаковом расстоянии от 
фокуса и от директрисы, то уравнение параболы будет иметь вид 

 , (63) pyx 22 ±=
а для директрисы и фокуса: 

)5,0;0( pF ±    и   :l 05,0 =± py . 
Уравнения (62) и (63) тоже называются каноническими уравнения-

ми параболы, а соответствующие им системы координат – канониче-
скими системами координат. 
  

pxy 22 −= pyx 22 = pyx 22 −=

y l
x

Fp

F x F
x

y y

l

l

p
p

 
 
 
 
 
 
 

 

122



4. Координаты точки в разных системах координат 

Пусть на плоскости заданы две декартовы прямоугольные системы 
координат. Выясним, существует ли связь между координатами точки в 
этих системах координат. 

1) Пусть заданы декартовы прямоугольные системы координат 
xOy  и  такие, что ⇈yCx ˆˆ Ox xCˆ , ⇈  («параллельные системы коор-
динат»). Возьмем на плоскости произвольную точку 

Oy yCˆ
M  и обозначим 

OCr0 = , OMr1 = , CMr2 = . Имеем:  
    0rrr += 21 , 

 ⇒   0rrr −= 12 . (64) 
  

O

C

x

x̂

M

y

ŷ

0r

1r 2r

 
 
 
 
 
 
 
Пусть );( yxM  (в системе координат xOy )  ⇒  };{ yx=1r , 
   (в системе координат )  ⇒  )ˆ;ˆ( yxM yCx ˆˆ }ˆ;ˆ{ yx=2r , 
  ;  (в системе координат )( 00 yxC xOy )  ⇒  };{ 00 yx=0r . 
Тогда из (64) получаем:  

  (65) 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

.ˆ
,ˆ

0

0
yyy
xxx

Формулу (65) называют формулой преобразования координат точ-
ки при переносе начала координат в точку . );( 00 yxC

2) Пусть заданы декартовы прямоугольные системы координат 
xOy  и , угол между соответствующими осями которых равен yOx ~~ α  
(«  развернута относительно yOx ~~ xOy  на угол α »). Возьмем на плоско-
сти произвольную точку M  и обозначим OMr = . 

 

O

α
x

x~

M
y

y~

r
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Пусть );( yxM  (в системе координат xOy ) и  (в системе 
координат ). Тогда 

)~;~( yxM
yOx ~~

2
~~ ccjir 1 yxyx +=+= , 

где 1c ⇈ xO~ , 2c ⇈  и yO~ 1== 21 cc . Координаты вектора в разных ба-
зисах связаны формулой 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y
x

y
x

~
~

T ,    (66) 

  ⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

y
x

y
x 1
~
~

T , (67) 

где  – матрица перехода от базиса T ji,  к базису 21 cc , . Запишем . 

Имеем: 

T

⎩
⎨
⎧

⋅+⋅−=
⋅+⋅=

.cossin
,sincos

jic
jic

2

1
αα
αα  

⇒   , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= αα

αα
cossin
sincosT

⇒   . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

==−
αα
αα

cossin
sincos1 TTT

Таким образом, получаем 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y
x

y
x

~
~

cossin
sincos
αα
αα      и     ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y
x

y
x

αα
αα

cossin
sincos

~
~

, 

  ⇒   
⎩
⎨
⎧

⋅+⋅−=
⋅+⋅=

.cossin~
,sincos~

yyy
xxx

αα
αα  (68) 

Формулу (68) называют формулой преобразования координат точ-
ки при повороте координатных осей. 

3) Пусть заданы декартовы прямоугольные системы координат 
xOy  и , причем оси системы координат  развернуты по отно-
шению к осям 

yCx ~~ ~~ yCx
xOy  на угол α .  

 
 
 
 
 
 

Если );( yxM  (в системе координат xOy ),   (в системе ко-
ординат ) и )C  (в системе координат 

)~;~( yxM
yCx ~~ ;( 00 yx xOy ), то из формул (67) 

и (64) получаем: 

 

O

C

x

x~M
y

y~

0r
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

0

01
~
~

y
x

y
x

y
x T , 

  ⇒  
⎩
⎨
⎧

−⋅+⋅−=
−⋅+⋅=

.cossin~
,sincos~

0

0
yyyy
xxxx

αα
αα  (69) 

Формулу (69) называют формулой преобразования координат точ-
ки при переходе к новой системе координат. 
 

5. Общее уравнение кривой второго порядка 

1) Рассмотрим уравнение 
 . (70) 02222 =++++ FEyDxCyAx

С помощью элементарных преобразование уравнение (70) может 
быть приведено к следующему виду: 

а) при 0≠AC : 1)()( 2
0

2
0 =

−
+

−
βα
yyxx ;   

б) при 0=AC :    или .   )()( 0
2

0 yyxx −=− α )()( 0
2

0 xxyy −=− α
Это означает, что уравнение (70) определяет кривую, для которой 

канонической является система координат , где )  (см. фор-
мулу (65) преобразования координат при переносе начала координат). 
Поэтому говорят, что уравнение (70) определяет кривую со смещенным 
центром (вершиной), а уравнение (71) называют каноническим уравне-
нием кривой со смещенным центром (вершиной). 

yCx ˆˆ ;( 00 yxC

)71(

Замечание. Приводить уравнение (70) к виду (71) необходимо, ес-
ли мы хотим построить кривую. Тип кривой можно определить и без 
уравнения (71). А именно: 

1) если 0=AC , то кривая является параболой; 
2) если 0<AC , то кривая является гиперболой; 
3) если 0>AC , A C≠  – эллипсом; 
4) если 0>AC , A C≠  – окружностью. 

 
2) Рассмотрим уравнение 

 0 . (72) 2 22 =+++ FCyBxyAx
Это уравнение определяет кривую, каноническая система коорди-

нат которой развернута по отношению к заданной на некоторый угол α . 
Покажем один из способов найти этот угол. 

Для начала напомним, что поворот координатных осей можно рас-
сматривать как переход к новому базису в пространстве свободных век-
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торов  (см. предыдущий пункт этого параграфа). Следовательно, 
найти угол 

)2(V
α  означает найти базис 21 cc , , соответствующий канониче-

ской системе координат кривой (72). 

Запишем матрицу . Ее можно рассматривать как матри-

цу некоторого оператора 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= CB

BAQ

ϕ  пространства . Доказано, что оператор 
пространства , имеющий в базисе 

)2(V
)2(V ji,  симметрическую матрицу, 

диагонализируем. Значит, существует базис 21 cc , , в котором матрица 

оператора ϕ  имеет вид . Более того, доказано, что векторы ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2

1
0

0
λ

λH

21 cc ,  можно выбрать перпендикулярными и имеющими единичную 
длину. Введем систему координат  так, что yOx ~~

1c ⇈ xO~ , 2c ⇈ . yO~

Тогда, как показали ранее, «старый» базис ji,  и «новый» базис 
21 cc ,  будут связаны равенствами 

⎩
⎨
⎧

⋅+⋅−=
⋅+⋅=

;cossin
,sincos

jic
jic

2

1
αα
αα  

а координаты точки в системе координат xOy  и  удовлетворяют 
условию 

yOx ~~

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

y
x

y
x

~
~

T ,   где . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= αα

αα
cossin
sincosT

Следовательно,   

⎩
⎨
⎧

⋅+⋅=
⋅−⋅=

,~cos~sin
,~sin~cos

yxy
yxx

αα
αα  

и   =++ 22 2 CyBxyAx +++ )sinsincos2cos(~ 222 αααα CBAx
++−+−⋅+ )cossin2sin2cos2sincos2(~~ 22 αααααα CBBAyx  

 . )cossincos2sin(~ 222 αααα CBAy +−+

Согласно критерию диагонализируемости оператора, 21 cc ,  – соб-
ственные векторы оператора, относящиеся к 1λ  и 2λ  соответственно. 
Следовательно,  11 cc 1)( λϕ =  и 22 cc 2)( λϕ = , 

⇒       и    , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

αλ
αλ

α
α

sin
cos

sin
cos

1

1
CB
BA

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

αλ
αλ

α
α

cos
sin

cos
sin

2

2
CB
BA
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⇒     и    
⎩
⎨
⎧

=+
=+

αλαα
αλαα

sinsincos
,cossincos

1

1
CB
BA

⎩
⎨
⎧

=+−
−=+−

.coscossin
,sincossin

2

2
αλαα
αλαα

CB
BA

Но тогда =++ αααα 22 sinsincos2cos CBA  
=+++= )sinsincos()sincoscos( 22 αααααα CBBA  

)sincos(sin)sincos(cos αααααα CBBA +++=  

1
2

1
2

1 sincos λαλαλ =+= . 

Аналогично доказывается, что 
0cossin2sin2cos2sincos2 22 =+−+− αααααα CBBA  

и  . 2
22 cossincos2sin λαααα =+− CBA

Таким образом, в системе координат  уравнение кривой будет 
иметь вид  

yOx ~~

0

0

~~ 2
2

2
1 =++ Fyx λλ

и, следовательно,  – искомая каноническая система координат кри-
вой. 

yOx ~~

 
3) Рассмотрим общий случай, т.е. уравнение 

 . (73) 222 22 =+++++ FEyDxCyBxyAx
Очевидно, что каноническая система координат кривой (73) по 

отношению к исходной развернута на некоторый угол α  и смещена в 
точку . При построении такой кривой, сначала находят 0C α , а затем 
точку . 0C
 

ПРИМЕР. Построить кривую 
0131423103 22 =−−−++ yxyxyx . 

РЕШЕНИЕ 
1) Запишем матрицу  и найдем ее собственные значения. Имеем: Q

 ,   . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 35

53Q ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=− λ
λλ 35

53EQ

⇒   1662569 22 −−=−−+=− λλλλλEQ , 
⇒   81 =λ , 22 −=λ . 

2) Найдем собственные подпространства  и . Имеем: 8=λL 2−=λL

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=− 55

558EQ , 
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( ) OXEQ =⋅−8   ⇒   , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

0
0

55
55

2

1
x
x

 ⇒   055 21 =+− xx , 
 ⇒   21 xx =   – общее решение; 
 ⇒     – ф.с.р. )1;1(

 ⇒  jif1 +== }1;1{  – базис , 8=λL 2=1f  , 

 ⇒  ji
f
fc
1

1
1 2

1
2

1
2

1;
2

1
+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧==  – базис . 8=λL

Так как векторы 1c  и 2c  – перпендикулярны, то можем положить 

   jic2 2
1

2
1

2
1;

2
1

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=  – базис . 2−=λL

 
Итак, направляющие векторы осей «развернутой» системы коорди-

нат : yOx ~~

jic1 2
1

2
1

2
1;

2
1

+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=    и   jic2 2

1
2

1
2

1;
2

1
+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= , 

⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞−

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟
⎠
⎞

⎝ y
x

y
x

~
~

2
1

2
1

2
1

2
1

⎜
⎛ , 

 

x

x~
y

y~

⇒  y~
2

1
−xx ~

2
1

= , y~
2

1
+xy ~

2
1

= . 

 
3) Найдем уравнение кривой в системе координат : yOx ~~

013~
2

1~
2

114~
2

1~
2

12~2~8 22 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− yxyxyx , 

013~
2

12~
2

16~2~8 22 =−−−− yxyx , 

013~26~28~2~8 22 =−−−− yxyx . 
4) Определим центр C  гиперболы в системе координат : yOx ~~

( ) ( ) 013~23~2~2~8 22 =−+−− yyxx , 

013
2
92

4
28

2
3~2

2
2~8

2
2

2

=−⋅+⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− yx , 
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08
2

3~
2

2 =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +y2

2
2~8

2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−x ,  

x

y

x~y~

1
4

2
3~

2

=
⎟
⎠
⎞+

1
2
2~

2

⎜
⎝
⎛

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− yx

, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
3;

2
2⇒   C . 

5) Построим кривую, предварительно по-
строив ее каноническую систему коор-
динат. 

 

6. Общее определение эллипса, гиперболы и параболы 

Эллипс, гиперболу и параболу объединяет не только то, что это 
кривые второго порядка. У них есть свойство, которое позволяет дать 
для них общее определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Прямые 
ε
a

ml =2,1  называются директрисами эл-

липса 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  и гиперболы 12

2

2

2
=−

b
y

a
x . 

Так как для эллипса 1<ε , а для гиперболы 1>ε , то директрисы не 
пересекают кривые. 
   

1l

x

y

2l

                     

x

y

1l 2l

 
 
 
 
 

Пусть );( yxM  – произвольная точка эллипса или гиперболы,  – 
расстояние от точки 

ir
M  до фокуса ,  – расстояние от точки iF id M  до 

директрисы . Справедливо следующее утверждение. il

ТЕОРЕМА. Для любой точки M  эллипса (гиперболы) выполняется 

равенство ε=
i

i

d
r

. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Пусть );( yxM  – произвольная точка эллипса. Тогда 

xar ε+=1 ,   xar ε−=2 . 

⇒  ε

ε
ε
ε

ε

ε

ε

ε
=

+
+

=
+

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

+
= ax

xa
ax

xa
ax

xa
d
r

1

1 , 

ε

ε
ε
ε

ε

ε
=

−
−

=
−

−
= xa

xa

xa
xa

d
r

2

2 . 

Аналогично проводится доказательство для гиперболы.  ∎ 
 

Замечание. Парабола определяется как геометрическое место то-

чек, для которых dr = , т.е. 1=
d
r . Поэтому можно считать, что парабола 

это кривая второго порядка, для которой эксцентриситет 1=ε . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Геометрическое место точек, для которых от-
ношение расстояния до фиксированной точки плоскости (фокуса) и 
расстояния до фиксированной прямой плоскости (директрисы) есть 
величина постоянная и равная ε , называется  
 1) эллипсом, если 1<ε ; 
 2) гиперболой, если 1>ε ; 
 3) параболой, если 1=ε . 

Так как у эллипса, гиперболы и параболы существует общее опреде-
ление, то логично поставить вопрос о существовании для них общего по 
форме уравнения. Такое уравнение существует, но только в полярной сис-
теме координат, при некотором специальном расположении полярной оси.  

Замечание. В случае гиперболы, это уравнение будет определять 
только одну ее ветвь. 
 

7. Полярная система координат.  
Полярное уравнение параболы, эллипса и ветки гиперболы 

Полярная система координат вводится на плоскости следующим 
образом. Выбирается некоторая точка  (ее называют полюсом) и про-
водится луч 

O
OP  (его называют полярной осью). Если M  – произвольная 

точка плоскости, то расстояние OMr =  и угол ϕ  между лучом OP  и 
вектором OM  (ϕ  считают положительным, если поворот от OP  к OM  
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идет против часовой стрелки и отрицательным в противном случае) од-
нозначно определяют её положение на плоскости. Эти два числа r  и ϕ  
называют полярными координатами точки M .  

Очевидно, что полярный радиус точки M  определяется однознач-
но, полярный угол ϕ  – с точностью до kπ2 . Значение )2;0[ πϕ ∈   (или 

];( ππϕ −∈ ) называют главным значением полярного угла. 
Если поместить полюс в начало декартовой системы координат, а 

полярную ось направить в положительную сторону оси , то легко 
получить, что полярные и декартовы координаты точки будут связаны 
следующими равенствами:  

Ox

ϕcosrx = , ϕsinry = . 
Поместим полюс в фокус эллипса (параболы, одной ветки гипербо-

лы) и направим полярную ось по оси кривой в сторону, противополож-
ную одноименной с этим фокусом директрисы. 

  
 
 
 
 
 

Пусть );( yxM  – текущая точка кривой, r  и ϕ  – ее полярные коор-
динаты в указанной полярной системе координат (т.е. MFr = , ϕ  – 
угол между лучом FPи вектором FM ). Заметим, что полярный радиус 
точки в выбранной полярной системе координат является ее фокальным 
радиусом.  

По общему определению эллипса, гипербо-
лы и параболы 

ε=
d
r   ⇒ dr ⋅= ε , 

где      FKNFNKQMd +=== , 
⇒   ϕcosrNFd +=

G
. 

Длину отрезка F  обозначим p  и назовем фокальным парамет-
ром кривой (это обозначение согласуется с параметром p  параболы). 
Пусть  – расстояние от точки Gr G  до фокуса кривой,  – расстояние 
от точки 

Gd
G  до одноименной с этим фокусом директрисы. Тогда 

 

PF

p
ϕ

K

MQ

S G

N

l

ε==
GS
GF

d
r

G

G . 
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Так как  NFGS = ,  

то  ε=
NF
p    ⇒  

ε
pNF = . 

⇒  ϕ
ε

cosrpd += , 

⇒  ϕεϕ
ε

εε coscos rprpdr +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=⋅= , 

⇒  prr =− ϕε cos , 

 ⇒  
ϕε cos1−

=
pr   – полярное уравнение  

эллипса, параболы и одной ветви гиперболы. 
 

8. Оптическое свойство эллипса, гиперболы и параболы 

К числу наиболее замечательных свойств эллипса, гиперболы и па-
раболы относятся их так называемые оптические свойства. Они показы-
вают, что название «фокус» имеет источник в физике. Сначала сформу-
лируем эти свойства в геометрическом виде. 

 
Возьмем произвольную точку M  эл-

липса и проведем через нее касательную к 
кривой. Углы, которые образуют с этой 
касательной фокальные радиусы точки 
M , обозначим α  и β . 

Возьмем произвольную точку M  гиперболы и проведем через нее 
касательную к кривой. Углы, которые образуют с этой касательной фо-
кальные радиусы точки M , обозначим α  и β . 

1F 2F x

y

α
βM

Возьмем произвольную точку M  параболы и проведем через нее 
касательную к кривой. Угол, который образует с этой касательной фо-
кальный радиус точки M , обозначим α ; угол наклона касательной к 
оси Ox  обозначим β . 

 
 
 
 
 
 
 

1F 2F x

y

α

β

F x

y

α

β
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Оказалось, что для всех трех кривых βα = . С физической точки 
зрения это означает: 
1) если источник света находится в одном из фокусов эллиптического 
зеркала, то лучи его, отразившись от зеркала, собираются в другом 
фокусе; 

2) если источник света находится в одном из фокусов гиперболического 
зеркала, то лучи его, отразившись от зеркала, идут далее так, как 
если бы они исходили из другого фокуса; 

3) если источник света находится в фокусе параболического зеркала, 
то лучи его, отразившись от зеркала, идут далее параллельно оси. 

§15. Поверхности второго порядка 

Напомним, что поверхностью второго порядка называется геомет-
рическое место точек в пространстве, декартовы координаты которых 
удовлетворяют уравнению 0),,(x zy =F ,,( zy, где )xF

0222222 00302010231312
2

33
2

22
2

11 =+++++++++ azayaxayzaxzaxyazayaxa

0222 =++ zyx )0;0;0(O
012222 =+−−−++ zyxyzxzxy

 – многочлен сте-
пени 2 .  

Следовательно, в общем случае уравнение поверхности второго 
порядка имеет вид: 

. 
Поверхности второго порядка делятся на две группы: 1) вырожден-

ные и  2) невырожденные. 
Вырожденные поверхности второго порядка это точки и плоскости, 

которые заданы уравнениями второго порядка. Например,  
а) уравнение  задает точку ; 
б) уравнение  задает 
плоскость 0

22222 +++ zyx
1 =−++ zyx . Действительно,  

2222 )1(12222 −++=+−−−++ zyxzyxyzyx 22 +++ xzxyz , 
⇒  , 0)1( 2 =−++ zyx
⇒  01 =−++ zyx . 

в) уравнение  определяет пару па-
раллельных плоскостей. Действительно,  

02222 =+++ zyx

)1)(122 +++−+ zyxyx

122 −++ yzxzxy

(12222 ++=−++++ zyxyzxzxyz , 
⇒  0)1)(1( =+++−++ zyxzyx , 

⇒  x 01 =−+ zy   или + 01=++ zy+x . 
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Если уравнению второго порядка не удовлетворяет ни одна точка 
пространства, то тоже говорят, что уравнение определяет вырожденную 
поверхность (мнимую поверхность второго порядка). 
 

Свои названия поверхности второго порядка получили, в большин-
стве случаев, от названия кривых, которые получаются при их пересе-
чении плоскостями. 

Также как и для кривых второго порядка, наиболее простое урав-
нение поверхность второго порядка будет иметь в декартовой системе 
координат, которая привязана к осям симметрии поверхности. Такие 
системы координат называют каноническими системами координат по-
верхности. В зависимости от вида уравнения в канонической системе 
координат, невырожденные поверхности второго порядка разделяют на 
пять типов. Рассмотрим эти типы. 
 

1. Эллипсоид 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эллипсоидом называется геометрическое место 
точек пространства, координаты которых в некоторой декартовой 
системе координат удовлетворяют уравнению 

 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x ,  (74) 

где  – положительные константы. cba ,,
Система координат, в которой эллипсоид имеет уравнение (74) на-

зывается его канонической системой координат, а уравнение (74) – ка-
ноническим уравнением эллипсоида. 
 

Исследование канонического уравнения эллипсоида позволяет сде-
лать вывод, что он имеет центр симметрии )  и три плоскости 
симметрии 

0;0;0(O
xOy , xOz , yOz . 

Действительно, если );;( zyxM  – точка эллипсоида, то кроме ра-
венства (74) будут справедливы также равенства 

1)()()(
2

2

2

2

2

2
=

−
+

−
+

−
c
z

b
y

a
x ,   1)(

2

2

2

2

2

2
=

−
++

c
z

b
y

a
x , 

1)(
2

2

2

2

2

2
=+

−
+

c
z

b
y

a
x ,   1)(

2

2

2

2

2

2
=++

−
c
z

b
y

a
x . 

Следовательно, на эллипсоиде лежат точки , 
, , 

);;(1 zyxM −−−
);;(2 zyxM − );;(3 zyxM − );;(4 zyxM − , которые симметричны точке 
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);;( zyxM  относительно начала координат и координатных плоскостей 
xOy , xOz , yOz  соответственно. 
 

Для дальнейшего определения формы эллипсоида изучим его сече-
ния плоскостями, параллельными координатным плоскостям канониче-
ской системы координат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении эллипсоида этой плоскостью, удов-
летворяют уравнению  

y z

  2

2

2

2

2

2
1

a
h

c
z

b
y

−=+ . (74.1) 

Уравнение (74.1) определяет:  
а) при ah <  – эллипс (причем, чем больше h , тем меньше полуоси 
эллипса);  

б) при  – точку ;  ah ±= )0;0;(2,1 aA m

в) при ah >  – мнимую кривую. 

2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении эллипсоида этой плоскостью, удов-
летворяют уравнению 
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h
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z
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x

−=+ . (74.2) 

Уравнение (74.2) определяет:  
а) при bh <  – эллипс (причем, чем больше h , тем меньше полуоси 
эллипса);  

б) при  – точку ;  bh ±= )0;;0(2,1 bB m

в) при bh >  – мнимую кривую. 

3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении эллипсоида этой плоскостью, удов-
летворяют уравнению 

y

 2
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2

2
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2
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c
h

b
y

a
x

−=+ . (74.3) 

Уравнение (74.3) определяет:  
а) при ch <  – эллипс (причем, чем больше h , тем меньше полуоси 
эллипса);  
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б) при  – точку ;  ch m= );0;0(2,1 cC m

в) при ch >  – мнимую кривую. 
На основании полученных данных построим эллипсоид. 

 

1A

2A
2B

2C

1B

1C
x

y

z

 
Величины ,  и  называются полуосями эллипсоида. Если все 

они различны, то эллипсоид называется трехостным. В случае, когда 
две из трех полуосей равны, эллипсоид является поверхностью враще-
ния. Он получается в результате вращения эллипса вокруг одной из 
своих осей. Например, если 

a b c

ba = , то эллипсоид получится в результате 

вращения лежащего в плоскости yOz  эллипса 12

2

2

2
=+

c
z

b
y  вокруг его 

оси . При этом, если Oz cba <= , то эллипсоид называется вытянутым, 
а при  – сжатым. cba >=

Эллипсоид, у которого все три полуоси равны, называют сферой. 
Каноническое уравнение сферы принято записывать в виде 

2222 rzyx =++ , 
где r  – величина полуосей, которая называется радиусом сферы. С гео-
метрической точки зрения, сфера – геометрическое место точек про-
странства, равноудаленных (на расстояние r ) от некоторой фиксиро-
ванной точки (называемой центром). В канонической системе коорди-
нат сферы, центр – начало координат. 
 

2. Гиперболоиды 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Однополостным гиперболоидом называется гео-
метрическое место точек пространства, координаты которых в не-
которой декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

 12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x ,  (75) 

где  – положительные константы. cba ,,
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Система координат, в которой однополостный гиперболоид имеет 
уравнение (75) называется его канонической системой координат, а урав-
нение (75) – каноническим уравнением однополостного гиперболоида. 
 

Вид канонического уравнения однополостного гиперболоида по-
зволяет сделать вывод, что он имеет центр симметрии  и три 
плоскости симметрии 

)0;0;0(O
xOy , xOz , yOz . 

Для дальнейшего определения формы однополостного гипербо-
лоида изучим его сечения плоскостями, параллельными координатным 
плоскостям канонической системы координат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении однополостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y z
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2
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h

c
z

b
y

−=− . (75.1) 

Уравнение (75.1) определяет:  
а) при ah <  – гиперболу, действительная ось которой параллельна ;  Oy
б) при  – пару прямых; ah ±=
в) при ah >  – гиперболу, действительная ось которой параллельна Oz . 

2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении однополостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

z

 2

2

2

2

2

2
1

b
h

c
z

a
x

−=− . (75.2) 

Уравнение (75.2) определяет: 
а) при bh <  – гиперболу, действительная ось которой параллельна ;  Ox
б) при bh >  – гиперболу, действительная ось которой параллельна Oz ;  
в) при  – пару прямых. bh ±=

3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении однополостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y

 2

2

2

2

2

2
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c
h

b
y

a
x

+=+ . (75.3) 

Уравнение (75.3) определяет эллипс при любом . При 0  полу-
оси эллипса будут наименьшими. Этот эллипс называют горловым эл-
липсом однополостного гиперболоида. 

h =h
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На основании полученных данных построим поверхность. 
 

b

x

y

z

a

Величины ,  и  называются полуосями ги-
перболоида.  

a b c

В случае, когда , однополостный гипер-
болоид является поверхностью вращения. Он полу-
чается в результате вращения гиперболы 

b=a

12

2

2

2
=−

c
z

b
y  вокруг своей мнимой оси. В этом слу-

чае, в сечении поверхности плоскостями hz =  бу-
дут окружности. 

Замечание. Уравнения  

12

2

2

2

2

2
=+−

c
z

b
y

a
x   и  12

2

2

2

2

2
=++−

c
z

b
y

a
x  

тоже определяют однополостные гиперболоиды, но они «вытянуты» 
вдоль оси Oy  и  соответственно. Ox

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Двуполостным гиперболоидом называется гео-
метрическое место точек пространства, координаты которых в не-
которой декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

 1222 −=−+
c
z

b
y

a
x 222

,  (76) 

где  – положительные константы. cba ,,
Система координат, в которой однополостный гиперболоид имеет 

уравнение (76) называется его канонической системой координат, а 
уравнение (76) – каноническим уравнением двуполостного гиперболоида. 

По виду канонического уравнения двуполостного гиперболоида 
определяем, что он имеет центр симметрии )  и три плоскости 
симметрии 

0;0;0(O
xOy , xOz , yOz . 

Изучим сечения двуполостного гиперболоида плоскостями, парал-
лельными координатным плоскостям канонической системы координат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении двуполостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y z
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h
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z

b
y

−−=− . (76.1) 

Уравнение (76.1) при любом  определяет гиперболу, действи-
тельная ось которой параллельна оси Oz . 

h
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2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении двуполостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

z
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2
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b
h

c
z

a
x

−−=− . (76.2) 

Уравнение (76.2) при любом  определяет гиперболу, действи-
тельная ось которой параллельна оси Oz . 

h

3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении двуполостного гиперболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y
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h
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y
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x

+−=+ . (76.3) 

Уравнение (76.3) определяет:  
а) при ch >  – эллипс (причем, чем больше h , тем больше полуоси 
эллипса);  

б) при  – точку ;  ch m= );0;0(2,1 cC m

в) при ch >  – мнимую кривую. 

На основании полученных данных построим поверхность. 
 

x

y

z

c

Величины ,  и  называются полуосями 
двуполостного гиперболоида. В случае, когда 

, двуполостный гиперболоид является по-
верхностью вращения. Он получается в результате 

вращения гиперболы 

a b c

ba =

12

2

2

2
−=−

c
z

b
y  вокруг своей 

мнимой оси. В этом случае, в сечении поверхности 
плоскостями  будут окружности. hz =

Замечание. Уравнения  

12
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2
−=+−

c
z

b
y

a
x   и  12

2

2

2

2

2
−=++−

c
z

b
y

a
x  

тоже определяют двуполостные гиперболоиды, но они «вытянуты» 
вдоль оси Oy  и Ox  соответственно. 
 

 

139



3. Конус 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Конусом называется геометрическое место то-
чек пространства, координаты которых в некоторой декартовой сис-
теме координат удовлетворяют уравнению 

 02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x ,  (77) 

где  – положительные константы. cba ,,
Система координат, в которой конус имеет уравнение (77) называ-

ется его канонической системой координат, а уравнение (77) – канони-
ческим уравнением конуса. 

По виду канонического уравнения конуса определяем, что он имеет 
центр симметрии )O  и три плоскости симметрии xOy , xOz , yOz . 0;0;0(

Изучим сечения конуса плоскостями, параллельными координат-
ным плоскостям канонической системы координат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении конуса этой плоскостью, удовлетво-

ряют уравнению  

y z
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−=− . (77.1) 

Уравнение (77.1) определяет:  
а) при 0≠h  – гиперболу, действительная ось которой параллельна Oz ;  
б) при 0  – пару прямых. =h

2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении конуса этой плоскостью, удовлетво-

ряют уравнению   
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−=− . (77.2) 

Уравнение (77.2) определяет:  
а) при 0≠h  – гиперболу, действительная ось которой параллельна Oz ;  
б) при 0  – пару прямых. =h

3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении конуса этой плоскостью, удовлетво-

ряют уравнению  
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=+ . (77.3) 

Уравнение (77.3) определяет:  
а) при 0≠h  – эллипс (причем, чем больше h , тем больше полуоси 
эллипса);  

б) при 0  – точку . =h )0;0;0(O
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На основании полученных данных построим поверхность. 
 

x

y

zВеличины ,  и  называются полуосями ко-
нуса. Центр симметрии )O  называется верши-
ной конуса.  

a b c
( 0;0;0

В случае, когда , конус является поверх-
ностью вращения. Он получается в результате вра-

щения прямой 

ba =

y

Oz
b
cz =  (ее называют образующей 

конуса) вокруг оси . В этом случае, в сечении 
поверхности плоскостями hz =  будут окружности. 

Замечание. Уравнения  
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y

a
x  

тоже определяют конусы, но они «вытянуты» вдоль оси  и  соот-
ветственно. 

Oy Ox

 

4. Параболоиды 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Эллиптическим параболоидом называется гео-
метрическое место точек пространства, координаты которых в не-
которой декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

 z
b
y

a
x 22

2

2

2
=+ ,  (78) 

где  – положительные константы. ba,
Система координат, в которой эллиптический параболоид имеет 

уравнение (78) называется его канонической системой координат, а 
уравнение (78) – каноническим уравнением эллиптического параболоида. 

По виду канонического уравнения эллиптического параболоида 
определяем, что он имеет две плоскости симметрии xOz  и yOz . 

Для дальнейшего определения формы эллиптического параболоида 
изучим его сечения плоскостями, параллельными координатным плос-
костям канонической системы координат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении эллиптического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y z
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2

2
2

a
hz

b
y

−= . (78.1) 
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Уравнение (78.1) при любом  определяет параболу, ось которой 
параллельна оси , параметр , ветви направлены вверх. При 

 вершина параболы смещена вверх. 

h
Oz 2bp =

0≠h
2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-

вой, которая получается в сечении эллиптического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

z
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2

b
hz

a
x

−= . (78.2) 

При любом  оно определяет параболу, ось которой параллельна 
оси , параметр , ветви направлены вверх. При 0  вершина 
параболы смещена вверх. 

h
Oz 2ap = ≠h

3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении эллиптического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y

 h
b
y

a
x 22

2

2

2
=+ . (78.3) 

Уравнение (78.3) определяет: 
а) при 0  – эллипс (причем, чем больше h , тем больше его полуоси);  >h
б) при 0  – точку ; =h )

b
O

a

0;0;0(O
в) при 0  – мнимую кривую. <h

На основании полученных данных построим поверхность. 
Величины  и  называются параметрами па-

раболоида. Точка )  называется вершиной 
эллиптического параболоида.  

a
0;0;0(

 

x

y

z

В случае, когда , эллиптический парабо-
лоид является поверхностью вращения. Он получа-
ется в результате вращения параболы  во-
круг оси . В этом случае, в сечении поверхности 
плоскостями  будут окружности. 

b=

zby 22 2=
Oz

hz =

Замечания.  

1. Уравнение z
b
y

a
x 22

2

2

2
−=+  тоже определяет эллиптический параболо-

ид, но «развернутый» вниз. 

2. Уравнения  y
c
z

a
x 22

2

2

2
±=+   и  x

c
z

b
y 22

2

2

2
±=+  определяют эллиптиче-

ские параболоиды, но с осями симметрии Oy  и  соответственно. Ox
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3. Все параболы, которые получаются в сечении плоскостью hx = , 
имеют один параметр. Следовательно, их можно получить одну из 
другой в результате параллельного переноса. Поэтому эллиптический 
параболоид можно рассматривать как поверхность, которая полу-
чается при движении одной параболы вдоль другой (вершина парабо-
лы скользит по параболе, оси подвижной и неподвижной параболы 
параллельны, ветви направлены в одну сторону). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гиперболическим параболоидом называется гео-
метрическое место точек пространства, координаты которых в не-
которой декартовой системе координат удовлетворяют уравнению 

 z
b
y

a
x 22

2

2

2
=− ,  (79) 

где  – положительные константы. ba,
Система координат, в которой гиперболический параболоид имеет 

уравнение (79) называется его канонической системой координат, а урав-
нение (79) – каноническим уравнением гиперболического параболоида. 

По виду канонического уравнения гиперболического параболоида 
определяем, что он имеет две плоскости симметрии xOz  и yOz . 

Исследуем сечения гиперболического параболоида плоскостями, 
параллельными координатным плоскостям канонической системы ко-
ординат. 

1) Рассмотрим сечение плоскостью hx = . Координаты  и  кри-
вой, которая получается в сечении гиперболического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y z

 2

2

2

2
2

a
hz

b
y

−=− . (79.1) 

При любом  это уравнение определяет параболу, ось которой па-
раллельна оси , параметр , ветви направлены вниз. При 

h
Oz 2bp = 0≠h  

вершина параболы смещена вверх. 
2) Рассмотрим сечение плоскостью hy = . Координаты x  и  кри-

вой, которая получается в сечении гиперболического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

z

 2

2

2

2
2

b
hz

a
x

+= . (79.2) 

Уравнение (79.2) при любом  определяет параболу, ось которой 
параллельна оси , параметр , ветви направлены вверх. При 

 вершина параболы смещена вниз. 

h
Oz 2ap =

0≠h
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3) Рассмотрим сечение плоскостью hz = . Координаты x  и  кри-
вой, которая получается в сечении гиперболического параболоида этой 
плоскостью, удовлетворяют уравнению 

y

 h
b
y

a
x 22

2

2

2
=− . (79.3) 

Уравнение (79.3) определяет: 
а) при 0  – гиперболу (при 0  действительная ось гиперболы па-
раллельна оси , при 0

≠h >h
Ox <h  – оси Oy );  

б) при 0  – пару прямых. =h  

x y

z
На основании полученных данных построим 

поверхность. 
Величины  и  называются параметрами 

гиперболического параболоида. 
a b

Замечания.  

1. Уравнение z
b
y

a
x 22

2

2

2
−=−  тоже определяет эллиптический параболо-

ид, но «развернутый» вниз. 

2. Уравнения   y
c
z

a
x 22

2

2

2
±=−   и  x

c
z

b
y 22

2

2

2
±=−  

определяют эллиптические параболоиды, но с осями симметрии Oy  и 
 соответственно. Ox

3.  Все параболы, которые получаются в сечении плоскостью hx = , 
имеют один параметр. Следовательно, их можно получить одну из 
другой в результате параллельного переноса. Поэтому эллиптический 

параболоид z
b
y

a
x 22

2

2

2
=−  можно рассматривать как поверхность, 

которая получается при движении одной параболы вдоль другой 
(вершина параболы скользит по параболе, оси подвижной и непод-
вижной параболы параллельны, ветви подвижной параболы направ-
лены вниз, неподвижной – вверх). 

 

5. Цилиндры 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Цилиндрической поверхность (цилиндром) назы-
вается поверхность, которую описывает прямая (называемая обра-
зующей), перемещающаяся параллельно самой себе вдоль некоторой 
кривой (называемой направляющей). 
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Цилиндры называют по виду направляющей: круговые, эллиптиче-
ские, параболические, гиперболические. 
  

x
y

z
 
 
 
 
 
 
 

Пусть направляющая цилиндра лежит в плоскости xOy  и имеет 
уравнение 0

 

x
y

z

),( =yxF Oz
);; 0 zy

z
),(

, а образующая параллельна оси . Заметим, что 
если точка )  принадлежит направляющей, то  – 
принадлежит цилиндру при любом . Следовательно, координаты точек 
цилиндра будут удовлетворять уравнению 

;( 000 yxM ( 0xM

0x y =F . 
xOzАналогично, если поместим направляющую в плоскость  

( yOz ) и возьмем образующую параллельно оси  (Ox ), то уравнение 
цилиндра будет иметь вид 

Oy
0),(x z =F 0,( ( ) =zy 0,(F ), где ) =x zF

) =z

0222 00302010
2

33
2

22
2

11 =++++++ azayaxazayaxa

); 0000 zy

 
( 0) – уравнение направляющей в координатной плоскости. ,(yF

Таким образом, получили, что цилиндр в некоторой декартовой 
системе координат задается уравнением, в которое не входит одна из 
координат. Кривая, которую определяет это уравнение в соответст-
вующей координатной плоскости, является направляющей цилиндра; а 
образующая – параллельна оси отсутствующей координаты. 
 

6. Общее уравнение поверхности второго порядка 

Также как и для кривых второго порядка, уравнение в котором от-
сутствуют слагаемые с произведением координат  

 
будет определять поверхность, чья каноническая система координат 
смещена по отношению к заданной в некоторую точку . Ее 
легко найти в результате элементарных преобразований уравнения 
(группировка членов и выделение полных квадратов). 

;(xC

В общем случае, каноническая система координат поверхности 
развернута и смещена по отношению к заданной. Существует несколько 
способов ее найти, но они выходят за рамки нашего курса. 
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УПРАЖНЕНИЯ 
1. Найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы три 

прямые 0111 =++ CyBxA , 0222 + + =CyBxA , 0333 =++ CyBxA  
образовывали треугольник. 

2. Найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы три 
прямые 0111 =++ CyBxA , 0222 + + =CyBxA , 0333 =++ CyBxA  
имели единственную общую точку. 

3. Даны две прямые 0111 =++ CyBxA , 0222 + + =CyBxA . С помощью 

рангов r  и R  матриц    и   выразить условия, 

необходимые и достаточные для того, чтобы прямые: 1) пересека-
лись; 2) были параллельны; 3) совпадали. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
22

11
BA
BA

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

222

111
CBA
CBA

4. Найдите условия, необходимые и достаточные для того, чтобы точка 
 лежала между двумя параллельными прямыми );( 000 yxM

01 =++ CByAx  и 02 =++ CByAx . 
5. Даны три параллельные прямые: 01 =++ CByAx , 02 =++ CByAx , 

03 =++ CByAx . Найдите условия, необходимые и достаточные для 
того, чтобы вторая прямая лежала в полосе, образованной первой и 
третьей прямыми. 

6. Найти расстояние  между двумя параллельными прямыми d
01 =++ CByAx  и 02 =++ CByAx .  

7. Записать уравнения прямых, параллельных прямой 0=++ CByAx  
и отстоящих от нее на расстоянии .  d

8. Прямая задана общим уравнением 0=++ CByAx . Найти ее нор-
мальное уравнение. 

9. Доказать, что если 0coscos =−⋅+⋅ pyx βα  – нормальное уравнение 
прямой, то d pyx −⋅+⋅= 00 coscos βα  – расстояние от точки 

 до этой прямой. );( 000 yxM
10. Доказать, что прямая 0=++ CByAx  параллельна прямой, прохо-

дящей через точки  и )  тогда и только тогда, ко-
гда 

);( 111 yxM ;( 222 yxM
02211 ≠++=++ CByAxCByAx . 

11. Даны две смежные стороны параллелограмма 0111 =++ CyBxA , 
 и точка пересечения его диагоналей . 

Записать уравнения двух других его сторон. 
0222 =++ CyBxA )

;( 222 yxM 0

;( 000 yxM

12. Точки  и )  не лежат на прямой );( 111 yxM =++ CByAx . 
Найдите отношение λ , в котором точка пересечения прямой 

0=++ CByAx  и прямой  делит отрезок . 21MM 21MM
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13. Стороны треугольника заданы уравнениями 0111 =++ CyBxA , 
 и 00222 =++ CyBxA 333 =++ CyBxA . Найти длину высоты тре-

угольника, опущенную на третью сторону. 
14. Прямая на плоскости задана векторным уравнением 0)( =+CN,r , 

0r  – радиус-вектор точки . Найти радиус-вектор точки , сим-
метричной точке  относительно заданной прямой. 

0M 1M
0M

15. Точка  лежит на прямой 0M 0=++ CByAx . Вектор  имеет 
координаты }. Доказать, что точка  лежит в положительной 
полуплоскости относительно прямой 

10MM
;{ BA 1M

0=++ CByAx . 
16. Две прямые на плоскости заданы векторными уравнениями: 

0)( =+CN,r  и l⋅+= t0rr  (где 0)( ≠l,N ). Найдите радиус-вектор 
точки пересечения прямых. 

17. Найдите условия, необходимые и достаточные для того, чтобы точка 
 лежала между двумя параллельными плоскостями );;( 0000 zyxM

01 =+++ DCzByAx  и 02 =+++ DCzByAx  (сравните с задачей 4). 
18. Даны три параллельные плоскости: 01 =+++ DCzByAx , 

02 =+++ DCzByAx , 03 =+++ DCzByAx . Найдите условия, не-
обходимые и достаточные для того, чтобы вторая плоскость лежала 
в полосе, образованной первой и третьей плоскостями (сравните с 
задачей 5). 

19. Найти расстояние  между двумя параллельными плоскостями d
01 =+++ DCzByAx  и 02 =+++ DCzByAx  (сравните с задачей 6). 

20. Записать уравнения плоскостей, параллельных плоскости 
0=+++ DCzByAx  и отстоящих от нее на расстоянии  (сравните 

с задачей 7). 
d

21. Плоскость задана общим уравнением 0=+++ DCzByAx . Найти ее 
нормальное уравнение (сравните с задачей 8). 

22. Доказать, что если 0coscoscos =−⋅+⋅+⋅ pzyx γβα  – нормальное 
уравнение плоскости, то d pzyx −⋅+⋅+⋅= 000 coscoscos γβα  – 
расстояние от точки )  до этой плоскости (сравните с 
задачей 9). 

;;( 0000 zyxM

23. Три вектора aOA = , bOB = , cOC =  – некомпланарные. Доказать, 
что плоскость, проходящая через точки A , B , C  перпендикулярна 
вектору ]a,c[]c,b[]b,a[ ++ . 

24. Даны две плоскости  
01111 =+++ DzCyBxA , 02222 =+++ DzCyBxA . 
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С помощью рангов r  и R  матриц 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
222

111
CBA
CBA

  и   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2222

1111
DCBA
DCBA

выразить условия, необходимые и достаточные для того, чтобы 
плоскости: а) пересекались; б) были параллельны; в) совпадали. 

25. Даны три плоскости 01111 =+++ DzCyBxA , 02222 =+++ DzCyBxA , 
. С помощью рангов 03333 =+++ DzCyBxA r  и R  матриц 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

333

222

111

CBA
CBA
CBA

  и   
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

3333

2222

1111

DCBA
DCBA
DCBA

выразить условия, необходимые и достаточные для того, чтобы 
1) три плоскости имели одну общую точку; 
2) три плоскости были различны и пересекались по одной прямой; 
3) плоскости попарно пересекались и линия пересечения любых 
двух плоскостей была параллельна третьей стороне (т.е. плоско-
сти образовывают «призму»). 

4) две плоскости были параллельны, а третья их пересекала; 
5) три плоскости были параллельны; 
6) две плоскости совпадали, а третья их пересекала; 
7) две плоскости совпадали, а третья – им параллельна; 
8) три плоскости совпадали. 

26. При каком необходимом и достаточном условии четыре плоскости 
 ( 40=+++ kkkk DzCyBxA ,3,2,1=k ) образуют пирамиду? 

27. Запишите векторное уравнение плоскости, проходящей через точку 
 с радиус-вектором 0M 0r  параллельно неколлинеарным векторам 1l  

и 2l  (не используя смешанное произведение векторов). 
28. Каким условиям должны удовлетворять коэффициенты уравнений 

прямой  чтобы эта прямая а) была парал-

лельна оси Ox  (оси O
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

,0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA

y , оси Oz ); б) пересекала ось Ox  (ось Oy , ось 
); в) совпадала с осью Ox  (осью OOz y , осью Oz ). 

29. Дана прямая  и плоскость 

. С помощью рангов 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA

03333 =+++ DzCyBxA r  и R  матриц 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

333

222

111

CBA
CBA
CBA

  и   
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

3333
2222

1111

DCBA
DCBA
DCBA
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выразить условия, необходимые и достаточные для того, чтобы пря-
мая: а) пересекалась с плоскостью; б) была параллельна плоскости; 
в) лежала в плоскости. 

30. Записать уравнение плоскости, проходящей через прямую 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−  перпендикулярно плоскости 0=+++ DCzByAx . 

31. Записать уравнение перпендикуляра, опущенного из точки 

 на прямую );;( 1111 zyxM
p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− . 

32. Записать уравнение плоскости, проходящей через точку  

перпендикулярно прямой  

);;( 1111 zyxM

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA

33. Даны точка  с радиус-вектором 0M 0r  и плоскость 0)( =+ DN,r . 
Найти радиус-вектор точки , симметричной точке  относи-
тельно заданной плоскости. 

1M 0M

34. Записать уравнение проекции прямой l⋅+= t0rr , не перпендику-
лярной плоскости 0)( =+ DN,r , на эту плоскость. 

35. Записать уравнение прямой, проходящей через точку  с радиус-
вектором 

0M

0r  и пересекающей две скрещивающиеся прямые 

11 l⋅+= t1rr  и 22 l⋅+= t2rr . 
36. Записать уравнение общего перпендикуляра к двум скрещивающим-

ся прямым 11 l⋅+= t1rr  и 22 l⋅+= t2rr . 
37. Прямая l⋅+= t0rr  и плоскость 0)( =+ DN,r  не параллельны. Точ-

ка M  лежит на прямой на расстоянии  от плоскости. Найти радиус 
вектор точки 

d
M . 

38. Запишите векторное уравнение прямой в пространстве, проходящей 
через точку  с радиус-вектором 0M 0r  перпендикулярно двум некол-
линеарным векторам a  и b . 

39. Доказать, что произведение расстояний от любой дочки гиперболы 
до ее асимптот есть величина постоянная. 

40. Найти наибольший радиус окружности, лежащей внутри параболы 
 и касающейся параболы в ее вершине. pxy 22 =

41. Доказать, что если две гиперболы имеют общие асимптоты и лежат 
в одной и той же паре вертикальных углов, образованных их асим-
птотами, то их эксцентриситеты равны между собой. 
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42. Доказать, что если две гиперболы имеют общие асимптоты и лежат 
в разных парах вертикальных углов, образованных их асимптотами, 
то произведение их эксцентриситетов больше или равно 2, причем 
это произведение равно 2 только для равносторонних гипербол. 

43. Доказать, что сумма обратных величин отрезков, на которые фокус 
эллипса делит проходящую через него хорду, есть величина посто-
янная. Подсказка: использовать полярное уравнение кривой. 

44. Доказать, что сумма обратных величин отрезков, на которые фокус 
гиперболы делит проходящую через него хорду, есть величина по-
стоянная. Подсказка: использовать полярное уравнение кривой. 

45. Доказать, что сумма обратных величин отрезков, на которые фокус 
параболы делит проходящую через него хорду, есть величина посто-
янная. Подсказка: использовать полярное уравнение кривой. 

46. Через точку гиперболы 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  проведены две прямые, парал-

лельные асимптотам. Доказать, что площадь параллелограмма, обра-
зованного этими прямыми и асимптотами гиперболы есть величина 
постоянная, равная  ab5,0 .

47. Доказать, что точки пересечения эллипсов  и 
 (где 

0222222 =−+ nmymxn
0222222 =−+ nmynxm nm ≠ ) лежат на окружности. Указать 

центр и радиус этой окружности. 

48. Доказать, что расстояние от фокуса гиперболы 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  до ее 

асимптоты равно . b
49. Доказать, что длина отрезка, соединяющего центр эллипса с произ-

вольной его точкой, заключена между длинами полуосей этого эл-
липса. 

50. Доказать, что произведение расстояний от фокусов эллипса до каса-
тельной, проведенной к эллипсу в любой точке , равно квадрату 
малой полуоси. 

0M

51. Записать уравнение сферы с центром в точке  и радиу-
са 

);;( 0000 zyxM
R  в векторной форме. 

52. Если M  – отличная от начала координат точка на конусе 

02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x , то все точки прямой OM  также лежат на конусе. 
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