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Оптимальное управление 
динамическим объектом 
на основе аппроксимации 
параметров релейного регулятора

Возможности современных программируемых логических контроллеров позволяют реализовать дифференциальные 
уравнения метода управления, где возможно включение программно-логических решений. В статье предложено 
направление развитие метода управления на релейном элементе с обратной связью. Отмечены свойства оптимального 
и робастного управления рассматриваемого метода, которые подтверждены результатами моделирования. Поставлена 
задача оптимального управления по быстродействию объектом второго порядка в рамках рассматриваемого метода. 
Предложена модификация метода, где параметры определяются состоянием объекта, которые обеспечивают оптималь-
ное управление. В качестве альтернативы поиску аналитической зависимости параметров предложена аппроксимация 
отображения параметров и состояния объекта в параметры регулирования. Приведены результаты моделирования, под-
тверждающие оптимальное управление с помощью аппроксимирующих функций. Полученный алгоритм управления 
реализован на контроллере. Приведены результаты эксперимента на действующей системе. Предложенные метод можно 
рекомендовать для управления динамическими объектами, которые могут быть представлены математической моделью 
второго порядка с астатизмом. 
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Optimal control of dynamic  
object based on the approximation  
of the parameters  
of the relay controller

The capabilities of modern programmable logic controllers allow to implement the differential equations of management meth-
ods. It makes possible to include software and logic solutions. The article suggested the direction of the development of the 
control method on the relay element with feedback. The properties of optimal and robust control of this method are confirmed by 
the results of simulation. The research considered the task of time-optimal control for the object of second order with help of this 
method. The article describes the modification of the method, when the optimal control parameters are determined by the state 
of the object. As an alternative for finding of the analytic dependence of the parameters, we propose approximation of displaying 
the parameters and the state of the object into the control parameters. Simulation results confirm the optimal control by means of 
approximate functions. The considered control algorithm is implemented in the programmable controller. The article contains the 
results of experiments on the existing system. The proposed method is recommended for the control of dynamic objects that can 
be represented by a mathematical model of the second order with astaticism.

Keywords: relay control, sliding mode, time-optimal control, approximation, heat exchange system.

Введение

Значительное количество промышленных объектов с 
запаздыванием [1] в канале формирования управляю-
щего сигнала можно представить математической мо-
делью второго порядка:
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где х1, х2 – переменные состояния объекта управления; 
h(x) и g(x) – положительные нелинейные функции, от-
ражающие параметры объекта; 
u t z−( )τ – управляющее воздействие;
τz – величина запаздывания.

В качестве регулятора системы управления для 
данного класса объектов можно использовать трех-
позиционный релейный элемент [2], охваченный об-
ратной связью:
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где x3 – дополнительная переменная состояния, описы-
вающая обратную связь. 

Функция u = η •( )  релейного элемента имеет ха-
рактеристики нечувствительности и гистерезиса. 
Для оценки значений параметров a3 и k3 можно ис-
пользовать подход к синтезу релейного регулятора, 
рассмотренный в монографии [1]. При этом исполь-
зование программируемого логического контролле-
ра (ПЛК) в качестве релейного элемента с обратной 
связью значительно расширяет возможности релей-
ного регулятора и позволяет расширить его функ-
циональные возможности. Следует отметить опре-
деленные особенности такого релейного регулятора 
на ПЛК:
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• дополнительная переменная состояния обратной 
связи x3 может иметь разрывы первого рода;

• значения параметров a3 и k3 обратной связи могут 
изменяться в течение переходного процесса и опре-
деляться как математическими, так и логическими 
выражениями;

• поведение обратной связи релейного элемента за-
дается программным образом.

Постановка задачи

Рассмотрим условия оптимального по быстродей-
ствию релейного управления объектом вида (1) с из-
меняющимися параметрами h(x) и g(x) на некотором 
интервале значений. Для практического использования 
методологии синтеза предлагаемого релейного регуля-
тора целесообразно получить инструменты настройки 
регулятора (2) по кривой разгона [3], подобно широко 
распространенным модификациям метода Зиглера-Ни-
кольса [4] , а также для систем с запаздыванием [5].

Определение оптимального  
управления по быстродействию

Рассмотрим следующее утверждение, которое позво-
ляет предположить о наличии свойств робастности 
рассматриваемого релейного регулятора.

Утверждение. Для объекта вида (1) с учетом ста-
ционарности функций g, h и известного начального со-
стояния { ( ) ( , ); }min maxx t C C C x1 0 1 2 0= ∈ =  возможно ор-
ганизовать оптимальное по быстродействию 
управление [6], соответствующее принципу максиму-
ма Понтрягина, при вариациях параметра k3 в течение 
переходного процесса.

Доказательство основано на теореме [6] о коли-
честве переключений управляющего воздействия для 
устойчивого объекта второго порядка, в соответствии с 
которой обеспечивается оптимальное управление дву-
мя разно-полярными воздействиями. Покажем решение 
замкнутой системы управления объекта (1) и регулятора 
(2) в виде переходных процессов на рисунке 1. Согласно, 
организованной программным образом, отрицательной 

обратной связи релейного элемента траектория перемен-
ной x3 всегда стремится к траектории переменной x1. 

Скорость изменения переменой x3 определяется 
функцией k3(x,u), обеспечивающая пересечение пере-
менных x1 и x3 в точке переключения оптимального 
управления по быстродействию. В частности, для за-
данного начального состояния (x1 = 1, x2 = 0) объекта 
управления функция k3(x,u) равна абсолютному значе-
нию тангенсов углов между фазовой траекторией и 
осью времени для двух случаев, определяемых знаком 
произведения x1 и u – sign( )x u1 ⋅ . Очевидно, задача ре-
шается для любого начального положения (x1 = x1(t0), 
x2 = 0) и алгоритм определения положения фазового 
состояния объекта управления на оси x1 весьма прост: 
это момент времени, когда переменная x1 достигла 
максимального отклонения от точки равновесия.

Робастные свойства релейного регулятора

При использовании в качестве релейной функции бо-
лее сложной зависимости:
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управление нестационарным объектом будет напоми-
нать скользящий режим [7], организованный одной из 
пар сигналов −( )1 0,   или 0,  +1( ) . Предложенная в ра-
боте [8] функция (3) имеет свойство автоматически вы-
бирать нужную пару сигналов. Влияние запаздывания 
по управлению u t( )− τ  приводит к возникновению 
скользящего режима при окончании переходного про-
цесса. На рисунке 2 показаны результаты моделирова-
ния, где при окончании переходного процесса наблю-
дается скользящий режим с парой сигналов −( )1 0,  .

На рисунке 3 показаны результаты моделирования, 
где значение коэффициента усиления в системе умень-
шено в три раза относительно ранее определенных оп-
тимальных параметров.

При значительном несоответствии параметров их 
оптимальным значениям также обеспечивается устой-

РИс. 1  
Оптимальный по быстродействию переходный процесс

РИс. 2  
Скользящий режим в условиях транспортного запаздывания
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РИс. 3  
Скользящий режим в условиях уменьшения коэффициента передачи

РИс. 4  
Семейство переходных процессов для различных начальных состояний

РИс. 5  
Семейство переходных процессов в обратном времени

чивое управление в скользящем режиме. 
Следовательно, при качественном выборе 
параметра a3 можно обеспечить асимптоти-
чески устойчивое управление в условиях из-
менения параметров объекта.

синтез аппроксимирующей  
функции для параметра k3

При рассмотрении оптимальных переход-
ных процессов от других начальных усло-
вий x t C1 0 1 0 2 0 4 0 6 0 8 1( ) { ( . ; . ; . ; . ; )}= ∈  стано-
вится очевидно (рис. 4), что скорость 
изменения переменной x3 будет определять-
ся не только знаком произведения 
sign x t1( ) u(t)⋅( ) , но и начальными значения-
ми x t C C C1 0 1( ) { ( , )}min max= ∈ .

Причина возникновения такой зависимо-
сти исследовалась авторами статьи в публи-
кации [9]. По результатам анализа процессов 
для организации оптимального управления 
по быстродействию предлагается метод под-
стройки параметра траектории скольжения. 
Запишем управление (2) с учетом зависимо-
сти перенастраиваемого параметра k3 от на-
чального состояния и знака 
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где зависимости Tp1(C1) и Tp2(C1) определя-
ются для различных начальных условий из 
заданного множества C C C1∈ ( , )min max . Ал-
горитм определения зависимостей можно 
представить в виде несколько этапов [9]:
• для заданного объекта управления опре-

деляются граничные значения g = gmin и 
h = hmin, для которых синтезируется оп-
тимальное управление;

• вычисляется значение C1 в результате 
решения системы дифференциальных 
уравнений (1) в обратном времени при 
заданной длительности второго им-
пульса переключения управляющего 
сигнала методом Фельдбаума, не требу-
ющего большого вычислительного ре-
сурса. Примером таких решений явля-
ется семейство переходных процессов 
x1(t), x3(t), представленных на рисунке 5.

• на основании полученных переход-
ных процессов определяются значения 
Tp1(C1) и Tp2(C1), для которых имеется 
точка переключения управления.
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Принцип вычисления значений Tp1(C1) и Tp2(C1) 
приведен на рисунке 5 и реализован в виде програм-
мы, исходный код которой доступен на [10]. Одним из 
вариантов приближенного определения Tp1(C1) и 
Tp2(C1) – это аппроксимация данных функций по ха-
рактерным режимам работы системы, позволяющих 
сформировать конкретные значения C1 из множества 
C C C1∈ ( , )min max . Использование интерполяционных 
полиномов позволяет решить эту задачу (рис. 6).

Отметим, что зависимость Tp2(C1), в своей большей 
части, имеет относительно постоянное значение, поэто-
му можно предположить инвариантность этого параме-
тра по отношению к состоянию объекта. В свою очередь 
функция Tp1(C1) является существенно нелинейной и 
более сложной, с точки зрения практической реализа-
ции, поэтому будет использоваться линейная зависи-
мость соотношения параметров Tp1/Tp2. Физический 
смысл рассмотренных параметров Tp1 и Tp2 заключа-
ется в аналогичном действии, что и коэффициент пере-
дачи регулятора, поэтому целесообразно принимать эти 
параметры как длительность воздействия на объект.

Параметрическая связь объекта и регулятора пред-
полагает вычисление параметров Tp1(C1,g,h) и 

Tp2(C1,g,h) в многомерном пространстве, что значи-
тельно усложняет задачу реализации метода регулиро-
вания в реальном времени. В этом случае целесообраз-
но применить замену переменных z x z x x h1 1 2 1 2= = −; /  
и представить объект управления (1) в виде:




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где T h T h gob pr= = ⋅− −1 1
; .

Далее, в качестве объекта управления рассматрива-
ется теплообменная система, в которой исследовались 
зависимости T C T T T C T Tp ob pr p ob pr1 1 2 1, , , , ,( ) ( )  и после 
анализа значительного количества вычислений для 
различных равновесных состояний в пространстве 
C T Tob pr1, ,( )  выяснилось, что наблюдается однознач-

ное отображение параметров: C T T T Tob pr p p1 1 2, , ,( ) → ( ) . 
Для подтверждения этого факта в таблице 1 приве-
дены данные характерных режимов теплообменной 
системы.

ТАБЛИцА 1. Результаты вычисления параметров регулятора при фиксированном: Tob=100 сек.

Tpr, сек 25 35 50 70 100 140 200 280 400

Сmax, °С 17,97 12,83 8,98 6,42 4,49 3,21 2,25 1,60 1,12

Tp2, сек 56,66 79,33 113,3 158,7 226,7 317,3 453,3 634,7 906,7

На основании данных таблицы 1 можно сделать 
заключение, что зависимости Cmax и Tp2, с большой 
степенью точности, являются линейными. Далее, в 

таблице 2 представлен еще один набор значений вы-
численных параметров системы при Tob = 200 сек.

ТАБЛИцА 2. Результаты вычисления параметров регулятора при фиксированном Tob=200 сек.

Tpr, сек 50 70 100 140 200 280 400 560 800

Сmax, °С 17,97 12,83 8,98 6,42 4,49 3,21 2,25 1,60 1,12

Tp2, сек 113,3 158,7 226,7 317,3 453,3 634,7 906,7 1271 1815

При сравнении значений в данных таблицах можно 
сделать вывод, что параметр Cmax существенно зави-
сит от соотношения параметров объекта Tob, Tpr, в то 
же время, параметр T C C Tp pr2 1 =( )max ,  определяется 

только значением Tpr. В таблице 3 приведены результа-
ты расчетов пространства вдоль среза по значениям 
Tob, которые подтверждают инвариантность Tp2 к изме-
нениям Tob. 

РИс. 6. Зависимость параметров регулирования Tp1(C1) и Tp2(C1)

а в с
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Анализ результатов вычисления пара-
метров Tp1 и Tp2 в различных режимах ра-
боты системы позволяет сделать заключе-
ние о возможности аппроксимации 

T C T Tp ob pr2 1, ,( )  

одной нормированной кривой 

T T f C Cp pr1 1/ ( / )max=  

график, которой представлен на рисунке 
6c. В итоге, аппроксимированные зависи-
мости в виде простых соотношений
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позволяют построить алгоритм расчета 
параметров регулятора на основе следую-
щих соотношений
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где kp10, kp11, kp20, kp21 – коэффициенты, 
полученные в процессе аппроксимации.

Реализация на 
экспериментальном примере

В качестве примера будем использовать 
линеаризованную модель действующей 
теплообменной системы [11] со следую-
щими значениями коэффициентов:

T C
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ob

= °

=

0 74

30 0

. ,

.

сек/

сек,

  

где время запаздывания сигнала управле-
ния не учитывается.

Рассмотрим переходный процесс в си-
стеме для начальных состояний: 
C1 10 5 3∈( ), , . Предварительно, в соответ-
ствии с (6), выполняется расчет следую-
щих параметров:

РИс. 7. Переходные процессы с начальными условиями x1 = – 10 °C x3 = 0

РИс. 8. Переходные процессы с начальными условиями x1 = –5°C x3 = 0
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На этом этапе для объекта (5) можно записать уравнения для вы-
числения управления (4), где параметры регулятора определяются 
параметрами объекта с использованием отображения (7).

Результаты решений системы дифференциальных уравнений 
для различных начальных условий представлены в виде переход-
ных процессов на рисунки 7,8,9. Приняты следующие обозначения 
линий: сплошная линей x1(t) (1); штрихованная x3(t) (2); пунктир-
ная u(t) (3); штрих-пунктирная x1PID(t) (4) – переходный процесс, 
полученный для сравнения при использовании настроенного ПИД 
регулятора методом решения уравнения Риккати для полно-наблю-
даемой системы.

ТАБЛИцА 3. Результаты вычисления параметров регулятора при фиксированном Tp1=100 сек.

Tob, сек 25 35 50 70 100 140 200 280 400

Сmax,°С 0,76 1,51 2,21 2,98 4,49 6,18 8,87 12,48 17,62

Tp2 , сек 229,3 227,5 230,3 228,23 226,7 225,6 226,9 225,8 226,0
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непосредственно параметры объекта, что 
очень удобно для настройки регулятора в 
действующих системах по данным кри-
вой разгона [3]. Параметр a3 в оптималь-
ном регуляторе для стационарного объек-
та не влияет на переходный процесс, 
однако именно он определяет робастные 
свойства и режим скольжения при изме-
нении параметров объекта.

Эксперимент на действующей теплооб-
менной системе выполнен на контроллере 
ВЭСТ–01М [14], в котором реализован ме-
тод управления (4) и средства сохранения 
усредненных значений временных рядов 
x1, x3, u. Результаты отражают присутствие 
в измеряемой x1 случайной составляющей 
и значительные ошибки дискретизации 
схемы измерения (рис. 10).

При этом качество управления си-
стемой практически не изменилось и 
можно предположить, что метод синте-
за оптимального управления (4) имеет 
необходимый ресурс для организации 
оптимального управления системами 
с запаздыванием с помехами в канале 
измерения.

Выводы

В статье рассмотрен метод синтеза 
управления с релейным элементом, ох-
ваченным обратной связью (4), эффек-
тивно реализуемый на микропроцессор-
ных устройствах. Для данного метода 
предложена аппроксимация параметров 
объекта в параметры регулятора (6), что 
позволяет обеспечить настройку замкну-
той системы по экспериментально полу-
ченной кривой разгона. Метод обладает 
робастными свойствами при изменении 
параметров объекта в определенных пре-
делах (рисунок 3) и не требует оценки 
производной измеренного сигнала. Для 
объекта с известными и стационарны-
ми параметрами обеспечивается опти-
мальное управление по быстродействию 
без вычисления кривой переключения 
в фазовом пространстве (рис. 7, 8, 9). В 
случае транспортного запаздывания рас-
сматриваемый релейный регулятор фор-
мирует квази-оптимальное управление 
со скользящим режимом (рис. 2).

Метод реализован на недорогом 
8-разрядном процессоре с 10 разрядным 
АЦП на контроллере ВЭСТ-01М [12] и 
успешно используется более чем на 500 
объектах в системах управления темпе-
ратурой в теплообменных системах горя-
чего водоснабжения.

РИс. 9. Переходные процессы с начальными условиями x1 = – 3 °C x3 = 0

РИс. 10. Переходные процессы действующей системы

В частности, для начального значения x1 = –10°C управление со-
ответствует принципу Максимума, и длительность переходного про-
цесса составляет не более 30 с.

Наличие незначительных автоколебаний объясняется неидеаль-
ностью или «интервальной неопределенностью» гистерезисной 
функции. Переходные процессы при начальных условиях x1 = –5°C и 
x1 = –3°C отличаются длительностью переходного процесса, однако 
форма сигнала управления также соответствует решению оптималь-
ного управления по принципу максимума.

Таким образом, можно сделать вывод, что отображение параме-
тров C T T T Tob pr p p1 1 2, , ,( ) → ( )  по аппроксимированным формулам (7) 
для рассмотренного регулятора, представленного в виде (4), гаранти-
рует оптимальный по быстродействию переходный процесс для объ-
екта управления (5) при изменении начальных условий x1 = x2 = C1, 
x3 = 0, где C C1 0∈ ( , )max .

Если предположить, что вычисленное отображение параметров 
(7) выполняется или, по крайней мере, может обеспечить, например, 
10% точность вычисления на заданном множестве значений 
C T Tob pr1, ,( ) , то в алгоритм регулятора целесообразно включить это 

отображение. В таком случае параметрами регулятора можно считать 
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