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ВВЕДЕНИЕ 

 Одним из направлений повышения производительности труда является 
автоматизация технологических процессов с использованием интеллектуаль-
ных систем управления промышленным оборудованием. На этапе проекти-
рования таких систем предполагается, как правило, их представление в виде 
функционально законченных подсистем. При этом выделяется три основных 
иерархических уровня управления:  

1. Стратегический (высший) уровень управления. На данном уровне 
осуществляется обеспечение решений глобальных задач управления техно-
логическим процессом и, в частности, планирование функционированием 
оборудования. 

2. Тактический (средний) уровень управления. Этот уровень предпола-
гает решение задач локального управления технологическим процессом, на-
пример, распределение движений механизмов промышленного оборудования 
по степеням подвижности. 

3. Исполнительный (нижний уровень) управления. Для этого уровня 
характерно непосредственное цифровое или цифро-аналоговое управление 
исполнительными приводами механизмов оборудования. 

Несмотря на условный характер разбиения системы управления про-
мышленным оборудованием на перечисленные уровни, а также с возможным 
включением дополнительных уровней, связанных с требованиями к техноло-
гическому процессу, например, с синхронизацией работы механизмов или 
решением задач искусственного интеллекта, наличие исполнительного уров-
ня является обязательным. Поэтому создание высокопроизводительного 
промышленного оборудования неразрывно связано с улучшением характери-
стик замкнутой системы управления исполнительными приводами как под-
системы соответствующего уровня управления технологическим процессом. 
Следует отметить, что на многих предприятиях повышение производитель-
ности труда обеспечивается не заменой устаревшего оборудования на более 
новые образцы, а путем модернизации составных элементов существующего 
оборудования. При этом экономически целесообразным вариантом является 
улучшение характеристик и расширение функциональных свойств систем 
управления технологическими процессами, включая систему управления ис-
полнительными приводами. 

Из всего многообразия исполнительных приводов наибольшее распро-
странение получили электромеханические приводы (далее электромеханиче-
ские объекты - ЭМО), отличающиеся высокой надежностью, возможностью 
оперативной перенастройки законов регулирования, большим разнообразием 
силовых преобразователей, совместимых с управляющими цифровыми кон-
троллерами и ЭВМ высшего уровня управления. Однако наличие в контурах 
управления ЭМО элементов и устройств, функционирующих в дискретном 
(импульсном) режиме, приводит к существенному изменению свойств замк-
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нутой системы регулирования. Для исследования процессов в таких системах 
необходимо использовать современную теорию дискретных систем управле-
ния ЭМО, таких, как методы адаптивного управления, методы идентифика-
ции неизвестных параметров и восстановления неизмеряемых переменных 
исполнительных приводов.  

Очевидно, что для достижения требований к точности слежения за-
дающих траекторий, устойчивости движения во всем пространстве парамет-
ров ЭМО, функционирующих в условиях параметрических и координатных 
возмущений, требуется организация оптимального и адаптивного управления 
исполнительным двигателем. Наибольшую сложность представляет компен-
сация параметрических возмущений в ЭМО, так как в отличие от координат-
ных возмущений, которые имеют сигнальную природу и поддаются измере-
нию, информация о нестабильности характеристик элементов объекта непо-
средственно не контролируется, а фиксируется косвенным путем - по прира-
щению какой-либо переменной состояния. Кроме того, параметрические 
возмущения оказывают влияние как на переходный процесс, так и на устано-
вившийся режим в ЭМО. 

Современные методы исследования дискретных СУ ЭМО базируются 
на представлении математических моделей объектов в пространстве состоя-
ний с использованием дифференциальных и разностных уравнений. При 
этом особое значение принимают такие методы синтеза систем управления, 
которые позволяют получить аналитическую форму записи законов и алго-
ритмов регулирования. 

Основополагающими работами в теории исследования дискретных 
систем управления, результаты которых широко используются для проекти-
рования СУ различными объектами, в том числе и электромеханическими, 
являются работы Р. Калмана, А. М. Летова, Л.С. Понтрягина, Р. Беллмана, 
Я.З. Цыпкина, А. А. Красовского и других.  

Основное место в учебном пособии занимают вопросы методологиче-
ского и математического обеспечения адаптивных регуляторов в широтно-
импульсных системах управления электромеханическими объектами с неста-
ционарными и неконтролируемыми возмущениями.  

Для синтеза адаптивных регуляторов СУ ЭМО используется алгорит-
мический подход, который аккумулирует все положительные свойства ана-
литического конструирования оптимальных регуляторов и создает новые 
возможности как в процессе предварительного проектирования системы 
управления, так и при непосредственном управлении текущим состоянием 
электромеханического объекта.  
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Г л а в а 1 

ОПИСАНИЕ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ  

С ДИСКРЕТНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ  

Большинство промышленных механизмов с исполнительными элек-
троприводами (ЭП) относятся к многомерным электромеханическим объек-
там с несколькими входами и выходами. Вопрос об адекватности модели ди-
намического движения реальным протекающим процессам в таких ЭМО не-
разрывно связан со сложностью задач, решаемых исполнительными электро-
приводами. При этом общими режимами работы исполнительных ЭП прак-
тически всех промышленных механизмов принимаются следующие: 

- режим перемещения рабочего органа (вала электродвигателя) ЭП из 
одного положения в другое с ограничениями на переменные состояния или 
без ограничений; 

- режим слежения за программным заданием на перемещение рабочего 
органа (вала электродвигателя) или изменение других переменных состоя-
ния; 

- режим стабилизации скорости движения рабочего органа (вала элек-
тродвигателя) или стабилизации других переменных состояния. 
 Анализ современных электроприводов показывает, что улучшение ос-
новных характеристик промышленного механизма - полезной мощности, 
снимаемой с единицы массы механизма, погрешности позиционирования, 
количества степеней подвижности - возможно как за счет применения мало-
инерционных электродвигателей постоянного тока (в том числе бесколлек-
торных), так и асинхронных двигателей. Несмотря на то, что доля коллек-
торных двигателей постоянного тока сокращается в общем объеме выпуска 
двигателей, в эксплуатации находится большое количество двигателей дан-
ного типа. Поэтому при необходимости улучшения характеристик дейст-
вующего технологического оборудования с двигателями постоянного тока 
при нестационарных и неконтролируемых возмущениях повышаются требо-
вания к системе управления электроприводом, которые можно выполнить 
путем использования адаптивных алгоритмов. Наряду с этим интенсивно 
развивается направление автоматизированного электропривода с вентильным 
двигателем - бесколлекторным двигателем постоянного тока, имеющим ми-
нимальную удельную массу по сравнению с двигателями других типов.  
 Вопросам исследования электроприводов, их характеристик в системах 
управления технологическими процессами посвящено большое количество 
работ, среди которых особое место занимают фундаментальные работы из-
вестных ученых: Петрова Ю.П., Борцова Ю.А., Бургина Б.Ш., Кагана В.Г., 
Глазенко Т.А., Бельмана М.Х., Трахтенберга Р.М., Кулесского Р.А., Лебедева Н.И., 
Овчинникова И.Е., Козярука А.Е., Сабинина Ю.А. и многих других.  
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Возрастающие требования к точности регулируемых процессов, устой-
чивости движения ЭМО со многими степенями подвижности, необходимость 
оценки неизмеряемых переменных значительно усложнили функции систем 
управления исполнительными приводами. Особенно остро стоит проблема 
компенсации неконтролируемых возмущений в быстродействующих ЭП. В 
этой связи для решения вопросов синтеза параметров законов регулирования, 
наряду с определением структуры системы управления ЭП, требуется пред-
варительное выявление особенностей электромеханического объекта управ-
ления, связанных с воздействием координатных и параметрических возму-
щений. 

1.1. Анализ функционирования исполнительных приводов ЭМО 

Разнообразие технологического оборудования с электроприводами 
можно представить в виде следующих групп:  

- оборудование с продолжительным режимом работы (вентиляторы и т.д.); 
- обрабатывающие станки; 
- прессовое, кузнечное и резательное оборудование; 
- горнодобывающее и нефтегазовое оборудование; 
- транспортные механизмы; 
- манипуляторы и роботы; 
- контрольно-испытательное оборудование; 
- телескопические системы и оптическое оборудование.  
В табл. 1.1.1 приведены сравнительные данные технических требова-

ний к характеристикам некоторых групп промышленного оборудования. 

Таблица 1.1.1 
Технические  
требования  

к характеристикам 

Общепромышлен-
ное оборудование 
и механизмы 

Манипуляторы и 
робототехническое 

оборудование 

Оптико -  
механическое 
оборудование 

Установившаяся 
погрешность ско-
рости движения, % 

0.5 - 0.01 0.2 - 0.01 0.1 - 0.001 

Качество динамики 
скорости движения 

Обычное Высокое Предельное  
быстродействие 

Диапазон регули-
рования скорости 

1 : 100 1 : 10 4 1 : 10 6 

Масса, габариты, 
энергопотребление 

В рамках энерго-
сбережения 

Ограничены  
(по условиям  
эксплуатации) 

Минимальные  

Возмущения Стационарные  
малые 

Нестационарные 
малые 

Нестационарные 
большие 

Температура окру-
жающей среды, 0 С 

+ 10  +30 ÷ -20 ÷  + 40 -60 + 60 ÷
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Основные дестабилизирующие факторы, приводящие к координатным 
и параметрическим возмущениям в исполнительных приводах технологиче-
ского оборудования, можно объединить следующим образом:  

- воздействия механического характера: старение, износ, удары, уско-
рения; 

- климатические возмущения: изменение температуры, влажности и т.д.; 
- изменения характеристик источника питания: нестабильность уровня, 

частоты питающего напряжения; 
- вариации внешней механической нагрузки: стабильная, нестабильная, 

с переменным моментом инерции и т.д.; 
- прочие факторы: конструкторско-технологический разброс парамет-

ров, биологические факторы и т.д. 
 Далее на примере электромеханического объекта с малоинерционным 
двигателем постоянного тока рассмотрим основные нестационарные пара-
метры, изменение которых отражает воздействие вышеотмеченных дестаби-
лизирующих факторов. В первую очередь такими параметрами является 
электромагнитная ТЭ и электромеханическая ТМ - постоянные времени двига-
теля. Высокие массогабаритные показатели, значительная перегрузочная 
способность малоинерционных двигателей сочетаются с малыми значениями 
ТЭ и ТМ, которые соответственно на 1÷2 и 5÷ 7 порядков меньше, чем у дви-
гателя обычной конструкции. Однако предельные значения динамических 
показателей большинства малоинерционных двигателей настолько значи-
тельны, что выбор ускорения и кратности по моменту (току) должен быть со-
гласован с прочностью кинематических звеньев производственного механиз-
ма, структурой импульсного преобразователя и допустимым нагревом двигателя. 
 Определяющее влияние на параметры и структуру силового импульс-
ного преобразователя оказывает малая индуктивность двигателя и значи-
тельный номинальный ток при небольшом питающем напряжении. Это про-
является в увеличении габаритов и массы преобразователя вследствие ус-
ложнения его схемных решений для обеспечения энергетической и динами-
ческой эффективности электропривода в целом.  
 Анализ постоянных времени нагрева малоинерционных двигателей по-
казывает, что длительность нагрева якоря до минимальной температуры при 
кратности тока более 3 4 раз соизмерима с длительностью переходного про-
цесса ЭП. Использование высоких ускорений двигателя требует управляемо-
го токоограничения по его тепловому состоянию, т.е., при построении струк-
туры системы управления и синтезе ее параметров необходимо учитывать 
изменение теплового состояния двигателя, которое, с учетом известных до-
пущений, для двигателя постоянного тока может быть записано уравнением 

÷

( ) ( )
( ),

2

tА
RtitT

Д

Д
θθθ −=

•

    (1.1.1) 

где ( ) ДД АRtitT ,),(,,θθ  - соответственно тепловая постоянная, температура, ток, 
сопротивление, коэффициент теплоотдачи двигателя. 
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 Другой особенностью малоинерционных двигателей является значи-
тельная неравномерность на малых частотах вращения. Это связано с тем, 
что в этой области работы привода существенное влияние оказывают возму-
щающие воздействия, обусловленные конструктивными и внешними факто-
рами. К первым относятся износ подшипникового узла, состояние коллекто-
ра, щеток и т.д. Вторые, в свою очередь, определяются нестабильностью ха-
рактеристик магнитного материала, температурой окружающей среды, коле-
баниями нагрузки и т.д. Распространенной характеристикой неравномерно-
сти частоты вращения служит коэффициент 

( ) СРСРMINМАХНК ωωωωω // Δ=−=     (1.1.2) 

где MAXСРMINНК ωωω ,,,  - соответственно коэффициент неравномерности, мини-
мальное, среднее, максимальное значение частоты вращения. Выражение 
(1.1.2) характеризует относительную амплитуду частоты вращения двигате-
ля, и для оценки ее случайной составляющей необходимо определить дис-
персию. Дисперсия колебаний частоты вращения относительно среднего зна-
чения ωСР  

( ),1

1

1

2

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

=
∑
−

=
Δ mD

m

j
jω

ω      (1.1.3) 

где  - число точек на измеряемом интервале  процесса tTm П Δ= / ПТ ( ) tt ΔΔ ,ω  - 
время, необходимое для обработки измеряемого сигнала. 

Анализируя экспериментальные зависимости ( )tω  некоторых типов ма-
лоинерционных двигателей, установлено наличие субгармонических колеба-
ний частоты вращения, одной из причин которых является нестационарность 
момента внутреннего трения двигателя. Значение этого момента для многих 
двигателей составляет от 5 до 10% номинального момента. Поэтому при по-
вышенных требованиях к динамическим процессам ЭП при синтезе законов 
управления и регулирования возникает необходимость учета разброса на-
чального значения тока двигателя. 
 К особенностям электропривода, как объекта управления, следует от-
нести также нестационарность момента инерции и момента нагрузки, их зна-
чительную зависимость от пространственного расположения кинематических 
звеньев механизма. Кроме того, наряду с непосредственным соединением ва-
ла двигателя с механизмом достаточно широко используется механическая 
передача энергии через различные типы редукторов. Очевидно, что первый 
вариант конструктивной компоновки механической части ЭП позволяет по-
лучить максимальную жесткость кинематической схемы с максимальным 
приближением технических характеристик привода и рабочего органа меха-
низма друг к другу. Реализация второго варианта компоновки, вызванная в 
основном отсутствием электродвигателей с высокой удельной мощностью 
либо необходимостью повышения скорости движения (производительности) 
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механизма, требует принятия дополнительных мер для устранения влияния 
люфта и других нежелательных факторов, возникающих вследствие включе-
ния редукторов. Эти меры разделяются на способы улучшения конструкции 
механизма и методы структурной и алгоритмической организации системы 
управления ЭП. Если первые имеют ограниченные возможности, то приме-
нение вторых позволяет реализовать адаптивные алгоритмы и законы управ-
ления. 

1.2. Структуры цифровых систем управления ЭМО 

 Определяющим направлением развития автоматизированного ЭП явля-
ется широкое применение цифровой вычислительной техники промышлен-
ных контроллеров и микропроцессорных модулей. Цифровые системы 
управления электроприводами по сравнению с аналоговыми обладают рядом 
преимуществ, которые обусловлены в основном формой представления ин-
формационных сигналов. К наиболее существенным из них можно отнести 
следующие: высокую точность обработки информационно - измерительных 
сигналов; простая и надежную связь с ЭВМ верхнего уровня в иерархической 
структуре управления; независимость технических характеристик системы 
управления от изменения внешней среды; возможность диагностики и само-
диагностики, что особенно важно для предотвращения аварийных режимов 
работы и увеличения производительности электрооборудования. 
 Опыт разработок отечественных и зарубежных цифровых ЭП свиде-
тельствует о широком использовании микроЭВМ и микропроцессоров при 
построении систем стабилизации скорости вращения двигателя и позицион-
ных систем управления различными механизмами. Однако использование 
цифровых программных устройств в ЭП сопряжено с решением ряда таких 
вопросов, как синтез алгоритма функционирования СУ для получения же-
лаемых свойств привода, построение структуры аппаратной части системы 
управления и технической реализации измерительных устройств обратной 
связи. Независимо от типа исполнительных электродвигателей существует 
несколько важных особенностей, которые необходимо учитывать при проек-
тировании управляющих контроллеров для ЭП. 

Первая особенность - при определении законов управления приводами 
следует учитывать характер изменения задающих траекторий движения для 
ЭП, формируемых на тактическом уровне. Так, например, в силу сложности 
решения задачи планирования перемещений механизма со многими степеня-
ми подвижности, необходимо оценить возможность выполнения этой задачи 
и текущего управления однокоординатными приводами управляющими кон-
троллерами СУ исполнительного уровня.  

Вторая - исполнительный уровень представляет собой многоконтур-
ную цифровую систему управления непрерывным объектом (в данном случае 
электродвигателем с механической нагрузкой), функции которой обычно за-
ключаются в следующем:  
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- задание законов управления и планирование траекторий движения 
однокоординатного привода; 

- определение рассогласований между заданием и текущим состоянием; 
- организация цифрового регулирования скорости перемещения, поло-

жения или усилия, обеспечивающего выполнение задания; 
- организация оптимального и адаптивного управления, обеспечиваю-

щая компенсацию параметрических и координатных возмущений в ЭП.  
Третья - система управления приводом рассматривается как специали-

зированный микропроцессорный модуль, программное и аппаратное обеспе-
чение которого должно соответствовать синтезированным алгоритмам 
управления.  

Как и аналоговые системы управления ЭП, находящиеся в настоящее 
время в эксплуатации на многих предприятиях, цифровые СУ приводами 
подразделяются по принципу управления, законам регулирования, по спосо-
бам задания управляющего воздействия и т.д. Кроме того, возможна класси-
фикация систем управления ЭП по признакам, присущим цифровым вычис-
лительным устройствам. Один из вариантов такой классификации приведен 
на рис. 1.2.1. Достоинства цифрового управления максимально проявляются 
при построении мультипроцессорной СУ, когда в каждом контуре регулиро-
вание тока, скорости движения и положения каждого электропривода меха-
низма используется автономный микропроцессорный модуль. При этом, для 
некоторых типов быстродействующих электроприводов контур регулирова-
ния тока электродвигателя выполняется в аналоговом виде, либо использует-
ся отдельный микропроцессорный модуль регулятора тока, осуществляющий 
стабилизацию тока на заданном уровне. В качестве закона регулирования 
скорости двигателя применяется пропорционально-интегрально-
дифференциальный (ПИД) закон и его модификации. Здесь следует отме-
тить, что при сохранении принципа подчиненного регулирования программ-
ная реализация этого закона по сравнению с аппаратной требует значительно 
больших затрат, и управление в целом может быть менее эффективным за 
счет недостаточного использования вычислительных мощностей управляю-
щего контроллера (УК). 
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Рис. 1.2.1. Классификация цифровых систем управления электроприводами 

 
Таким образом, наибольшее распространение среди всего многообра-

зия структур цифровых СУ ЭП получили: полностью цифровой вариант с УК 
в прямой цепи управления, реализующий, кроме основных законов регули-
рования алгоритмы адаптации, и гибридный вариант, когда внешний контур 
положения выполняется цифровым, а во внутренних - обработка сигнала 
осуществляется в аналоговой форме. Причем последний вариант имеет место 
при модернизации АСУ технологическим оборудованием с ранее установ-
ленными комплектными электроприводами. Блок-схема одного из возмож-
ных структурных решений цифро-аналогового привода изображена на 
рис.1.2.2. Управляющая ЭВМ, в качестве которой может быть любое про-
граммное устройство (в зависимости от требований к технологическому про-
цессу), в том числе микро-ЭВМ или управляющая ЦВМ, в соответствии с 
программой анализирует текущие значения тока i(t), скорости ω(t), положе-
ния α(t) вала двигателя (Д). 
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Рис. 1.2.2. Блок-схема одного из вариантов цифро-аналогового электропривода 

Согласно алгоритма работы УК, преобразованный цифро-аналоговым 
преобразователем (ЦАП), управляющий сигнал u(t) поступает на широтно-
импульсный модулятор (ШИМ) скорости двигателя с внутренним контуром 
динамического токоограничения. Непрерывные значения i(t), ω(t), α(t), изме-
ренные датчиками тока (ДТ), скорости (ДС) и положения (ДП), преобразуют-
ся в цифровую форму соответствующими преобразователями ИПТ, ИПС, 
ИПП. Функции блока переключения (БП) заключаются в следующем: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )⎩

⎨
⎧

Δ≤−
Δ>−

=∗

ЛНH

ЛH

ttприt
ttприt

t
αααα

αααα
α

;
;     (1.2.1) 

где ЛαΔ - заданное значение люфта в кинематических соединениях вала дви-
гателя и нагрузки. 

Структурная схема цифрового привода рассмотрена на рис. 1.2.3, где 
связи между блоками изображены сплошными линиями. Часть вектора изме-
рений - ток i(t) и скорость ω(t) - двигателя с выхода первичных датчиков по-
ступает на вход ШИМ, а значения положения α(t) вала двигателя квантуются 
по уровню и времени измерительным преобразователем. Вектор измерения 
здесь равен 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ),,, tCxtttity T == αω         (1.2.2) 
где x (t) - n -мерный вектор состояния; C - матрица измерений, соответст-
вующей размерности. 
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В состав алгоритмов работы вычислительного устройства (ВУ) целесо-
образно включить следующие алгоритмы: 

- для режима стабилизации скорости двигателя 

ЗАМt ωω =∗  при любых ;tЗАДt ααα −=Δ   (1.2.3) 

- для режима позиционирования 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<Δ

>Δ
=∗

,

;

НОРМtt

ЗАДНОРМtЗАД

t
Kпри

Кпри

αα

ωαω
ω       (1.2.4) 

где КНОРМ - нормирующий множитель, согласующий сигналы контуров поло-
жения и скорости двигателя. При этом, преобразованный цифро-аналоговым 
преобразователем выходной сигнал ut ВУ является входным сигналом ШИМ.  

  
Рис. 1.2.3. Вариант структуры цифрового электропривода 

 
Алгоритм (1.2.4) формирования задающего сигнала контура скорости 

двигателя позволяет уменьшить влияние люфта и упругости в кинематиче-
ских соединениях ЭМО на точность позиционирования его рабочего органа 
путем плавного уменьшения задания скорости вращения двигателя в зоне 
ΔαtMIN позиционирования пропорционально рассогласованию по положению 
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(принцип "дотягивания"). При построении регуляторов скорости и тока в 
цифровом виде все составляющие вектора измерений y(t) квантуются изме-
рительными преобразователями по времени и уровню. 

Выходной сигнал ut ВУ при этом преобразуется преобразователем код-
интервал ПКИ в управляющее воздействие Ut, которое далее усиливается 
импульсным усилителем (где индекс "t" - дискретное время). Для реализации 
цифрового ПИД - закона регулирования, например скорости вращения двига-
теля, приращение Δut в разностной форме будет иметь вид 

( ) ( ) ( ),2 211 ttИtttДttПt KKKU ωωωωωωω −++−+−=Δ ∗
−−−   (1.2.5) 

где KП, KД, KИ - соответственно коэффициенты пропорциональных, диффе-
ренциальных, интегральных составляющих закона регулирования; ω∗ t - оп-
ределяется по уравнениям (1.2.3), (1.2.4). 

Приращение входного сигнала ШИМ равно 
,...2,1,,1 ==−=Δ − jjTtUUU ttt ,     (1.2.6) 

где Т - интервал дискретности широтно-импульсного модулятора.  
Выражение (1.2.4) записано с учетом того, что заданное значение ско-

рости ω∗
t на интервале дискретности Т не изменяется. Аналогичный вид бу-

дет иметь цифровой пропорционально - интегрально- дифференциальный за-
кон регулирования тока.  
 Некоторые структуры адаптивных регуляторов и устройств обратных 
связей систем управления электроприводами рассмотрены в четвертой главе. 

1.3. Модели автономных дискретных СУ ЭМО  

 При построении математической модели цифровых систем управления 
электромеханическими объектами необходимо отыскать разумный компро-
мисс между двумя противоречивыми факторами: стремлением отразить все 
свойства замкнутой системы регулирования и ее элементов и степенью 
сложности математического описания для быстрого и удобного решения за-
дачи исследования. 
 Для формирования в пространстве состояний математической модели 
ЭМО с дискретной модуляцией управляющего сигнала целесообразно рас-
смотреть отдельно его составляющие структурные звенья: непрерывную 
электромеханическую часть, включающую исполнительный электродвига-
тель и механическую нагрузку, дискретный модулятор с источником (преоб-
разователем) энергии, систему управления и измерительные цифровые пре-
образователи переменных состояния. 

Уравнения электрического равновесия двигателя постоянного тока на 
интервалах коммутации полупроводникового коммутатора (ПК) записыва-
ются следующим образом: 
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- для включенного состояния ПК, где  ( )γ+++∈ jTtjTtt 00 , ,  

( ) ( ) ( ),101 tUtiRUtiL CФФ −=
•

 

( ) ( ) ( ),1 tititUC CФ −=
•

         (1.3.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),tiCtiRtUtiiL ДДCД ω−−=
•

 
- для выключенного состояния ПК, где ( )( )TjtjTtt 1, 00 ++++∈ γ ,  

( ) ( ) ( ),101 tUtiRUtiL CФФ −=
•

 

( ) ( ),1 titUC CФ =
•

        (1.3.2)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),tiCtiRtiiL ДДД ω−−=
•

 
где U0, UС (t) - соответственно напряжение питающей сети и конденсатора 
входного фильтра (ВФ) широтно-импульсного преобразователя;  
LФ, RФ, СФ - индуктивность, сопротивление и емкость конденсатора ВФ;  
LД (i), RД - индуктивность и сопротивление цепи двигателя; i1(t) - входной ток ВФ; 
i(t) - ток двигателя; ω(t) - скорость вращения двигателя;  
СД(i) - конструктивная постоянная двигателя; Т - период коммутации ПК;  
γ - относительная длительность включения ПК; t0 - время начального состояния. 
 Механической нагрузкой двигателя могут быть конструкции, кинема-
тические звенья которых претерпевают различные деформации, изменяю-
щиеся по величине и знаку под действием массы. Как отмечалось выше, од-
ной из распространенных моделей механического взаимодействия исполни-
тельного двигателя ЭМО и его нагрузкой является двухмассовая модель ме-
ханической системы. Здесь предполагается, что вал двигателя с моментом 
инерции якоря соединен посредством невесомого эквивалентного упругого 
вала с коэффициентом жесткости FУПР с сосредоточенной механической на-
грузкой, момент инерции которой равен JН. Для такой модели, с учетом люф-
та и эффекта упругости, можно записать: 

( ) ( ),tt ωα =
•

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ],,, tsignSMtFftiiCtJ ДЛУУПРДДЛУДДД ωααωααω −Δ−−Δ−=
•

)  
( ) ( ).tt НН ωα =        (1.3.3)  

( ) ( ) ( )[ ( ) ],, ННННЛУНН МtsignStFftJ −−−Δ=
•

ωωααω  
где α, αН - соответственно углы поворота вала двигателя и исполнительного 
кинематического звена; FД, SД, F Н, S Н - соответственно коэффициент вязкого 
демпфирования и момент сухого трения двигателя и кинематических звеньев 
нагрузки; MУПР - момент в эквивалентном упругом элементе, равный 

( )
( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Δ−<Δ−
Δ<

Δ+>Δ−
=Δ

,2/,2/
,2/,0

,2/,2/
,

ЛУЛУУПР

ЛУ

ЛУЛУУПР

ЛУУПР

приF
при

приF
М

αααα
αα

αααα
αα      (1.3.4) 
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где αУ - угол скручивания упругого вала; ΔαЛ - значение люфта; FУПР - коэф-
фициент вязкого трения в упругом элементе; ωН(t) - скорость движения рабо-
чего органа с нагрузкой; MH - момент нагрузки. Функция ƒ(αУ , ΔαЛ) характе-
ризует степень жесткости эквивалентного упругого вала и равна    

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Δ>

Δ≤
==Δ
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при
ddMf

ααν

αα
ααα      (1.3.5) 

 Таким образом, в качестве математического описания непрерывной 
части привода имеем систему дифференциальных уравнений: нелинейных с 
переменной структурой для динамических процессов двигателя (1.3.1) - 
(1.3.2) и нелинейных для механической системы (1.3.3) и теплового баланса 
двигателя (1.1.1). 
 Для создания методов синтеза адаптивных законов управления ЭМО и 
алгоритмов перенастройки контуров регулирования СУ в рамках концепции 
алгоритмического конструирования нестационарных систем возможно ис-
пользование упрощенных моделей, в том числе линейной модели непрерыв-
ной электромеханической части исполнительных приводов. При этом при-
нимаются следующие основные допущения: не учитываются насыщение, по-
тери в стали, высшие гармоники магнитного поля; воздушный зазор в двига-
теле принимается равномерным; организация теплового ограничения осуще-
ствляется техническим устройством в двигателе; якорь двигателя непосред-
ственно соединен с нагрузкой жестким валом или использована такая конст-
рукция механизма, которая позволяет минимизировать эффекты люфта и уп-
ругости в соединениях кинематических звеньев. Здесь следует отметить, что 
информация о состоянии внутри зоны релейных характеристик элементов 
ЭМО и системы управления в принципе не восстанавливается ввиду ее неод-
нозначности.  
 В результате можно перейти к линейной модели и приведенные выше 
уравнения записать в векторно-матричной форме: 

( ) ( ) ( ) HmtbUtxAtx ++=
•

1  при ( )( )( ) ,, 00 jTujTtjTtt γ+++∈    (1.3.6) 

( ) ( ) ( ) HmtbUtxAtx ++=
•

2  при ( )( ) ( )( ),1, 00 TjtjTujTtt ++++∈ γ   

где x(t)  Rn - вектор состояния непрерывной части привода; A1, A2 - матрицы 
параметров двигателя и механической системы; U(t) - импульсное напряже-
ние с выхода силового преобразователя, зависящее от вектора состояния при-
вода и времени; b и mН - n-мерные векторы, причем компоненты вектора mН 
включают все внешние возмущения; u(jT) - входной сигнал широтно - им-
пульсного модулятора в момент времени t = jT. 

∈

 В общем случае уравнения широтно-импульсного модулятора при 
фиксированном Т можно записать в следующем виде: 
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   (1.3.8) 

где k(t) - коэффициент передачи ШИМ, функциональная зависимость которо-
го от времени может варьироваться от постоянного значения до, например, 
синусоидальной формы; U1(t), U2(t) - выходные напряжения силового преоб-
разователя в соответствующие моменты времени, изменяющиеся по законам 
модуляции преобразователя. Таким образом, k(t) определяет закон изменения 
среднего значения напряжения исполнительного двигателя на интервале 
γ(u(jT)), а функции U1(t) и U2(t) - мгновенные значения выходного напряже-
ния силового преобразователя, соответственно на интервалах γ(u(jT)) и  
(Т - γ(u(jT))). 

Далее в качестве закона модуляции управляющего сигнала исполни-
тельным электродвигателем будем рассматривать один из вариантов записи 
уравнений (1.3.7), (1.3.8): 

( )( )
( ) ( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
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≤
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kTjTuприT

kTjTuприjTutk
jTuγ          (1.3.9) 
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TjttjTujTtпри

jTujTttjTtприjTusignU
tU

γ

γ )
  (1.3.10) 

где k - постоянное значение коэффициента передачи ШИМ. 
Распространенным приемом при исследовании ЭП с ШИМ, представ-

ленных детерминированными моделями, является пренебрежение возмож-
ными искажениями сигналов в процессе их преобразования с помощью АЦП 
и ЦАП - преобразователей. Допустимость этого подтверждается большим 
опытом разработок дискретных электроприводов с цифровым управлением. 
 Таким образом, поведение электромеханического объекта можно опи-
сать уравнением (1.3.6) с учетом (1.3.9) и (1.3.10). Решение уравнения (1.3.6) 
на интервале времени (t0 + jT, t0 + jT + γ) при фиксированном γ и постоянном 
векторе mН в течение периода дискретизации (jT) можно записать в виде (для 
сокращения записи уравнений здесь и далее аргумент (u(jT)) при γ не указы-
вается) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ],01010 HmjTusignbUGjTtxFjTtx +++=++ γγγ  

( ) ( ) ( ) ( ) ,2020 HmTGjTtxTFjTtx +−++−=++ γγγ        (1.3.11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ =−=== −
t

iiiiii iAItFdFtGtAtF
0

1 .2,1,,exp ττ  

где   I - единичная матрица.  
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На основании уравнений (1.3.11) поведение ЭМО с ШИМ управляюще-
го сигнала можно представить как дискретную во времени систему управле-
ния вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ,011 Httt mtGusignbUGxFx ++=+ γγ       (1.3.12) 

где символ t означает дискретное время, т.е., ( ),,0 jTuujTtt t =+=   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).

,

212

12

γγγγ
γγγ

−+−=
−=

TGGTFG
FTFF         (1.3.13) 

Управление такой системой осуществляется за счет изменения на каждом 
шаге (jT) значения γ и sign(ut) .  

Уравнение (1.3.12) удобно сделать линейным относительно входного 
сигнала ut. Для этого можно воспользоваться тем фактом, что величина γ яв-
ляется малой по сравнению с постоянными времени электромеханического 
объекта. Поэтому разложим выражение G1(γ) в ряд по γ и ограничимся пер-
выми двумя слагаемыми этого ряда. В результате, с учетом (1.3.9) и (1.3.10), 
приходим к следующей математической модели ЭМО: 

( ) ( ) ,1 HtUtt mGuBxFx γγ ++=+         (1.3.14) 

где  .0bkUBU =
 Если параметры входного фильтра силового импульсного преобразова-
теля не учитываются (это возможно при мощности источника энергии, зна-
чительно превышающей мощность, потребляемую ЭМО), то A1= A2 = A и 
уравнение (1.3.14) несколько упрощается за счет того, что матрицы F(γ) и 
G(γ) не зависят от γ и равны  

1))(()(),exp()( −−== AITFGATF γγ . 

Вычисление переходной матрицы F= exp(AT) можно осуществить с 
помощью разложения функции exp (AT) в матричный ряд  

( ) ...exp ++= ATIAT   .      (1.3.15) 

Однако наибольшую точность вычислений дает следующая формула [Андре-
ев Ю.Н. Управление конечномерными линейными объектами. М.: Наука, 
1976, 424с.] 

( ) [ ] [ ] ,12/12/112/12/1exp 22122 ATTAIATTAIAT +−+−=
−   (1.3.16) 

которая позволяет получить точность порядка 0(T5). 
 В некоторых случаях, например при организации нелинейных регуля-
торов СУ ЭМО возникает необходимость выделения явным образом управ-
ляющего воздействия γ. При этом уравнение (1.3.14) для A1= A2 =A записыва-
ется в модифицированном виде 

( ) Htt mGbUFxx γγ ++=+ 01       (1.3.17) 

или при обозначениях  и γ =  bUB 0= tU

( ) .1 Httt mGuBFxx γ++=+  
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Также, после соответствующих преобразований, уравнение (1.3.12) можно 
записать в билинейной форме:  

,)( *
2

*
11 GGГxFxx ttt +++=+ γ            (1.3.18) 

где [ ],)exp(),exp( 2122 AATAГTAF −== ( ),)exp( 00202
*
1 HtU mUbTAubTAG ++=   

)( 00
*
2 HmUbTG +=  

или, при обозначении γ = Ut,  
,)( *

2
*
11 GUGГxFxx tttt +++=+  

где u0t - управляющее воздействие, поступающее непосредственно на испол-
нительный элемент ЭМО (для случая "силовой питающий фильтр - электро-
двигатель" u0t равно напряжению UCt на конденсаторе фильтра); bU, b0 - n- 
мерные векторы, выделенные из вектора b.  

При необходимости учета нелинейностей дифференциальные уравне-
ния (1.3.1) - (1.3.3) и (1.1.1) на интервалах дискретности ШИМ можно запи-
сать следующим образом: 

))(()( 1 txftx =
•

 при ( ),, 00 γ+++∈ jTtjTtt               (1.3.19) 

))(()( 2 txftx
•

     при ( ),, 00 γ+++∈ jTtjTtt  
))(()(,)( 0000 txfttxxttx ==== , 

где f1(x(t)), f2(x(t)) - правые части соответствующих дифференциальных урав-
нений. 
 Одним из методов решения (1.3.19) является метод Эйлера, позволяю-
щий аппроксимировать (1.3.19) разностными уравнениями 

),(11 ttt xtfxx Δ+=+        (1.3.20) 

),(21 ttfxx tt Δ+=+  
где Δt - интервал времени, выбор которого определяется минимальным зна-
чением γ(u(jT)) или электромагнитной постоянной двигателя. При этом ана-
литическая форма записи дискретных уравнений движения ЭМО в виде 
(1.3.18) и (1.3.19) возможна для случая аддитивности управляющего воздей-
ствия электродвигателем в функциях f1(xt), f2(xt).  

Математическая модель бесколлекторного двигателя постоянного тока 
с широтно-импульсной модуляцией питающего напряжения на интервалах 
коммутации обмоток и на внекоммутационном интервале может быть пред-
ставлена аналогичными уравнениями вида (1.3.18) и (1.3.19). В качестве пе-
ременных состояний двигателя целесообразно использовать контурные токи 
в контурах электрической схемы замещения с коммутируемыми по сигналам 
датчика положения обмотками двигателя.  
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Для описания динамики асинхронного двигателя и бесколлекторного 
двигателя в синхронном режиме работы при равномерном и синусоидальном 
распределении магнитного поля может применяться следующая система не-
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
(значения переменных и коэффициентов записаны в относительных единицах): 

( ) ,/21 SXБKRXASXASXSX ZZU ψωωψψψ ++−=
•  

( ) ,/21 SYБKRYASYASYSY ZZU ψωωψψψ ++−=
•  

[ ( ,/12 RYБPKRXRSXRRX ZZ ψωωωψψψ −+−=
•

)

)

     (1.3.21) 

[ ( ) ,/12 RXБPKRYRSYRRY ZZ ψωωωψψψ −+−=
•  

( )( ) ( ,//2 PCRYSXRXSYSPAP JMRJZ −−=
•

ψψψψω  

( ) ( )[ ],120cos120coscos67.0 00
KCKBKASX UUUU γγγ ++−+=  

( ) ( )[ ],120sin120sinsin67.0 00
KCKBKASY UUUU γγγ ++−+−=  

( ) ( ) ( ),120cos,120cos,cos 0
0

0
00 ++=−+=+= ϕωϕωϕω tUtUtU CCCBCA  

( ) ( ) ,// 1211 RXASXASX RZRZi ψψ −= ( ) ( ) ,// 1211 RYASYASX RZRZi ψψ −=  

( ) ( ),120sin120cos,sincos 00 −−−=−= KSYKSXBKSYKSXA iiiiii γγγγ  

( ) ( ),120sin120cos 00 +−+= KSYKSXB iii γγ  

( )[ ] ( )( )[ ],/ 2
21121 MMSMSMSA XXXXXRXXZ −+++=  

( )[ ] ( )( )[ ],/ 2
21211 MMSMSMSR XXXXXRXXZ −+++=  

( ) ( )( )[ ],/ 2
2112 MMSMSMA XXXXXRXZ −++=  

( ) ( )( )[ ],/ 2
2122 MMSMSMR XXXXXRXZ −++=  

,,2, tf KKCССБ ωγπωωω ===  
где ΨSX, ΨSY, ΨRX, ΨRY - соответственно, потокосцепление статора и ротора по 
осям {x} и {y}; USX, USY, iSX, iSY - напряжение и ток статорной цепи по осям 
{x} и {y}; UA, UB, UC, iA, iB, iC - напряжение питания и ток статорной цепи фаз 
А, В, С (при соединении обмоток статора в "звезду"); XS1, XS2, R1, R2, XM, - со-
ответственно индуктивное и активное сопротивления статорной и роторной 
цепей, сопротивление взаимоиндуктивности; ϕ0 - угол сдвига фаз, обуслов-
ленный произвольным моментом включения напряжения питания двигателя; 
ωP - частота вращения ротора двигателя; ωБ - базовая частота вращения рото-
ра двигателя; ωС - угловая частота питающей сети; fC - электрическая частота 
питающей сети, равная 50 Гц; ωK - частота вращения обобщенных координат 
{x, y}, значение которой определяет следующие типы пространственных сис-
тем координат:  
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- ωK = 0 - неподвижная в пространстве система координат {α, β}, жест-
ко связанная со статором (используется для исследования двигателей пере-
менного тока при несимметрии фазных напряжений); 

- ωK = ωP - система координат {d, q}, вращающаяся в пространстве с 
частотой вращения ротора (используется для исследования синхронных дви-
гателей с магнитной или электрической несимметрией); 

- ωK = ωС - синхронная с частотой вращения поля статора система ко-
ординат {U, V} (используется для исследования симметричных двигателей 
переменного тока); 

- ωK равно другому положительному значению - обобщенная система 
координат {x, y}, вращающаяся с произвольной частотой. 
 Следует отметить, что математическая модель двигателей переменного 
тока с электрической и магнитной несимметрией как со стороны статора, так 
и со стороны ротора более полно описывается системой дифференциальных 
уравнений с переменными коэффициентами эквивалентных схем замещения 
для каждой фазы двигателя. При этом корректность преобразования много-
фазного двигателя к виду идеализированного двухфазного двигателя с по-
следующим использованием вышеотмеченных пространственных координат 
определяется степенью влияния электрической и магнитной несимметрией на 
качественные показатели системы управления ЭМО с двигателем переменно-
го тока.  

Используя традиционный подход к синтезу законов управления двига-
телем переменного тока, основанный на анализе его характеристик и режи-
мов работы, можно выделить два основных направления проектирования ре-
гуляторов: 

- регулятор, обеспечивающий заданную статическую зависимость меж-
ду частотой питающего напряжения и его амплитудой; 

- регулятор, позволяющий организовать частотно - токовое управление 
с использованием силового преобразователя в качестве источника тока пере-
менной частоты.  

Рассматривая математическую модель вида (1.3.21) с широтно-
импульсным формированием питающих напряжений USX, USY (токов iSX, iSY), в 
качестве управляющих переменных для двигателя переменного тока могут 
приниматься частота, относительная длительность включения ШИМ и ам-
плитуда выходного напряжения (тока) силового инвертора напряжения (тока) 
с соответствующими функциональными зависимостями (1.3.7), (1.3.8), опре-
деляющими в итоге значения ωC, UA, UB, UС.  

Следует отметить, что математическими моделями вида (1.3.12), 
(1.3.14), (1.3.17), (1.3.18) и (1.3.20) можно представить динамику практически 
всех исполнительных приводов ЭМО с электродвигателями постоянного и 
переменного тока c широтно-импульсной модуляцией управляющего сигнала 
- частоты и амплитуды питающего напряжения или тока обмоток двигателя. 
Рассмотренный подход к построению математических моделей электромеха-
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нических объектов позволяет получить общее описание динамических про-
цессов в ЭМО независимо от типа исполнительного привода с электродвига-
телями постоянного или переменного тока. Поэтому полученные в дальней-
шем результаты синтеза алгоритмов адаптивного управления на примере ис-
следования ЭМО с электроприводом постоянного тока будут иметь обоб-
щающий характер.  

В качестве объекта для последующего имитационного моделирования 
алгоритмов адаптивного управления используется ЭП постоянного тока с 
электродвигателем типа ДК-1-2.3 и Г - образным силовым фильтром на входе 
полупроводникового преобразователя, параметры которых приведены в  
табл. 1.3.1. 

 
Таблица 1.3.1  

Параметры электродвигателя ДК-1-2,3 Значение параметров 

Индуктивность якорной обмотки 0,00224 Гн 

Активное сопротивление цепи якоря 0,25 Ом 

Конструктивная постоянная 0,035 

Момент инерции якоря 0,0023 кГ м 2 

Магнитный поток 0,00175 - 0,0022 Вб 

ЭДС двигателя при ωНОМ 32 - 41 В 

Напряжение питания 45 В 

Номинальный ток якоря 7,5 А 

Номинальная частота вращения ωНОМ 1000 об/мин 

Индуктивность силового фильтра 0,002 Гн 

Активное сопротивление силового фильтра 0,02 Ом 

Емкость конденсатора силового фильтра 4000 мкФ 

1.4. Модели многосвязных дискретных СУ ЭМО 

На этапе формирования математических моделей многосвязных дис-
кретных систем управления электромеханическими объектами необходимо 
руководствоваться следующими основными принципами: 

- используя сильные различия по условиям функционирования системы 
управления и электромеханического объекта, выделить "узкие" места, отбро-
сив на основе априорных оценок несущественные ограничения.  

В тех случаях, когда механическая система представляет собой двух-
массовую систему с одной упругой связью при допущении о стационарности, 
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и, пренебрегая слабыми связями между локальными (автономными) подсис-
темами, можно произвести декомпозицию СУ ЭМО;  

- при необходимости, базируясь на малости различий между подсисте-
мами управления, произвести агрегирование. 
 Введем понятие «многосвязные электромеханические объекты», кото-
рое заключается в следующем: многосвязные электромеханические объекты - 
это многокоординатные исполнительные электроприводы, управляемые од-
ной или несколькими системами управления, связанные структурно общими 
ограничениями на управляющие воздействия, переменные состояния и одним 
критерием оптимальности. 
 Для описания многосвязных электромеханических объектов использу-
ются уравнения Лагранжа второго рода 

( ) ,,...,1,///// niQTTTtTd iiPiПiKiK ==∂∂+∂∂+∂∂−∂∂∂ αααω    (1.4.1) 

где TK - кинетическая энергия ЭМО; TП - потенциальная энергия объекта;  
TР - энергия сил рассеяния; ωi - обобщенная скорость движения (обобщенная 
угловая скорость вращения); αi - обобщенная координата (обобщенный угол 
поворота); Qi - обобщенная внешняя сила i-ой координаты (степени свобо-
ды); n - число степеней свободы. 

Применительно к ЭМО, содержащим n инерционных и (n-1) упругих 
элементов, можно записать: 

( ) ( )∑ ∑ ∑
−

−

=

−

=
++++ =−=−=

n

i

n

i

n

i
iiiiiiPiiiiПiiK MQaTcTJT

1

1

1

1

1

2
11,

2
11,

2 ,,2/;2/;2/ ωωααω  (1.4.2)    

где Ji - момент инерции i - го элемента; сi,i+1 -коэффициент характеризующий 
жесткость вала между i и (i +1) элементами; ai,i+1  - коэффициент, характери-
зующий упругую деформацию между элементами; Mi - обобщенный крутя-
щий момент.  

Таким образом, моменты, действующие на i - ый механический эле-
мент ЭМО, определяются выражениями 

( ) ,/2/)( 2
iiiДКi JtJМ αωω ∂∂+=

•

 

( ) ( ,11,1,1 ++−−

•

−+−−= iiiiiiiiПi ccM αααα )  
( ) ( ).11,1,1 ++−− −+−−= iiiiiiiiPi aaM ωωωω    (1.4.3) 

Для моментов инерции JД исполнительного электродвигателя и нагрузки JН 
уравнения (1.4.3.) записываются в виде: 

( ) ( ) ( ) ,11 ДHHД MactJ =−+−+
•

ααααω  

( ) ( ) ( ) ,11 CHHHH MactJ =−−−−
•

ααααω      (1.4.4) 

где МД, МС - соответственно момент на валу двигателя и момент сопротивле-
ния создаваемый нагрузкой. 
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Обозначая момент упругих деформаций механического звена через  
( ) ( ),11 ННУ асМ αααα −−−=      (1.4.5) 

с учетом направления действия моментов в двигательном режиме, получим:  

( ) ,УДД MtJМ +=
•

ω  

( ) ,CHHУ MtJМ += ω        (1.4.6) 

или, исключая МУ из первого уравнения, можно записать: 

( ) ( ) .CНДДД MtJtJM ++=
••

ωω        (1.4.7) 

Момент двигателя МД в (1.4.7.) может рассматриваться как силовое 
воздействие для каждой степени подвижности ЭМО, которое связано с 
управлением, формируемым регулятором СУ, функциональной зависимо-
стью, учитывающей динамику исполнительного привода, датчиков и уст-
ройств преобразования. Как отмечалось выше, применительно к электроме-
ханическим объектам в качестве управления целесообразно считать управ-
ляющее напряжение (или ток), поступающее с выхода усилителя мощности 
или преобразователя непосредственно на исполнительный электродвигатель. 
Такой подход позволяет синтезировать в явном виде управление взаимосвя-
занными ЭМО с возможностью декомпозиции задач управления на началь-
ном этапе проектирования.  

Используя результаты разделе 1.3, рассмотрим вариант математиче-
ской модели ЭМО с зависимым управлением механически несвязанными ис-
полнительными приводами. Приведенная ниже математическая модель опи-
сывает достаточно большой класс электромеханических объектов с общим 
источником энергии.  
 Динамика ЭМО i - ой автономной степени подвижности n - координат-
ного электропривода может быть записана следующими дифференциальны-
ми уравнениями:  

( ) ( ) ( ) i
H

iiiii mtUbtxAtx ++=
•

1  при ( ) ,, 100 tjTtjTtt ii +++∈    (1.4.8)  

( ) ( ) ( ) i
H

iiiii mtUbtxAtx ++=
•

2  при ( ) ,, 010 MAX
i TttjTtt +++∈  

( ) ( ) ( )( ) .,0 10
iiiii jTutxttx γ===  

Значения параметров механической нагрузки и моментов инерции ки-
нематических звеньев механизма являются стационарными на всем интерва-
ле функционирования ЭМО или кусочно-постоянными на интервалах дис-
кретности управляющих сигналов.  

В результате интегрирования уравнений (1.4.8) на интервалах от t0 до t1 
и от t1 до ТМАХ, где ТМАХ - максимальный период дискретности управляющего 
сигнала из n множества широтно-импульсных преобразователей электропри-
водов, получим дискретное уравнение аналогичное, например (1.3.16) 

 24



( ) ,*
21

iii
t

i
t

ii
t

ii
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( ) ( ) ,exp 00202
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ii mUbTAubTAG ++=  

( ) ,00
*
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i
H

i
MAX

i mUbTG +=  
где xi

t - вектор состояния ЭМО; Ai
1, Ai

2 - матрицы параметров объекта соот-
ветственно на интервалах подключения (от t0 до t1) и отключения (от t1 до 
ТМАХ) управляющих сигналов объекта; ТМАХ - максимальный период дискрет-
ности управляющих сигналов; t - дискретное время, t=0, Т МАХ, 2Т МАХ, ...; 
 b i

U, b i
0, m i

H - векторы соответствующей размерности, характеризующие па-
раметры силовой управляющей части импульсного преобразователя и эле-
ментов механической нагрузки объекта; t0 - время, характеризующее началь-
ное состояние ЭМО. 
 В качестве управляющего воздействия Ui(t) в (1.4.8) рассматривается 
выходное напряжение импульсного преобразователя, модулированного по 
широтно - импульсному закону и поступающего непосредственно на i - ый 
исполнительный электродвигатель многосвязного ЭМО: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
=

);(

,/

tkjTuприT

tkTjTuприjTutk
jTu
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iiiiiii

iiγ     (1.4.10) 
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tU

i

i
i              (1.4.11) 

Первое условие выполняется при t0 + jT i ≤ t ≤ t0 + jT i + γ i(ui(jT i)), а вто-
рое - при t0 + jT i+ γ i(ui(jT i)) ≤ t ≤ t0 + jT i +(j+1)T i, где u i(jT i), k i(t) - соответ-
ственно входной сигнал и коэффициент передачи ШИМ электропривода  
i - ой степени подвижности многосвязного ЭМО.  
 В случае механически связанных ЭМО степень взаимного влияния ис-
полнительных приводов друг на друга отражается посредством введения ко-
эффициентов сi,i + 1, аi,i+1 взаимосвязей, в общем случае нестационарных и не-
контролируемых, в соответствующие компоненты матриц исходной матема-
тической модели (1.4.8). 

Для данного варианта математическая модель непрерывного ЭМО мо-
жет быть представлена следующими уравнениями: 

- для момента времени t∈(t0 + jT i, t0 + jT i + t1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ,,,)(,1 txmtUtxbtxtxAtx ii
H

iiiiiii ++=
•

)   (1.4.11) 

- для момента времени t∈(t0 + jT i + t1, t0 + ТМАХ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,)(,2 txmtUtxbtxtxAtx ii
H

iiiiiii ++=
•
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 Для интегрирования системы уравнений (1.4.11) с целью получения 
дискретного уравнения вида (1.4.9) требуется аналитическая запись коэффи-
циентов взаимосвязи на траектории движения и их определенная стационар-
ность на интервалах дискретности модулятора системы управления. 

Рассмотренные выше математические модели многосвязных ЭМО 
можно использовать при исследовании дискретных систем управления элек-
троприводами с различными типами исполнительных двигателей.  

1.5. Постановка задачи синтеза адаптивных регуляторов СУ ЭМО  
с нестационарными и неконтролируемыми возмущениями 

Введем понятия оптимального и адаптивного управления сложными 
электромеханическими объектами. 

Оптимальное управление ЭМО – управление, позволяющее оптималь-
но использовать на этапе синтеза или функционирования системы управле-
ния объектом энергетические, информационные, вычислительные ресурсы, 
имеющиеся для достижения цели управления при соблюдении необходимых 
ограничений. 

Под адаптивным управлением ЭМО понимается управление объектом, 
в том числе и оптимальное, позволяющее обеспечить инвариантность к воз-
мущениям с учетом получения дополнительной апостериорной информации 
(или пополнения априорной информации) об их характеристиках путем те-
кущего измерения переменных состояния в процессе движения объекта.  

Свойство адаптируемости СУ ЭМО гарантирует возможность парамет-
рической инвариантности и отражает способность регулятора замкнутой сис-
темы компенсировать влияние возмущений на динамические характеристики 
объекта управления. 

Многоплановость задач оптимального и адаптивного управления ЭМО 
такова, что построение решений в явной аналитической форме со строгим 
математическим обоснованием условий оптимальности оказывается возмож-
ным только в исключительных случаях. Более того, не существует универ-
сальных вычислительных процедур с гарантированной сходимостью, кото-
рые обеспечивали бы выполнение основного положения теории оптимально-
го управления - установление необходимых и в некоторых случаях достаточ-
ных условий оптимальности. Поиск же оптимальных управлений и траекто-
рий движения большинства ЭМО, удовлетворяющих этим условиям, остается 
в значительной степени делом искусства. Во многих случаях для проектиро-
вания и практического воплощения систем управления ЭМО требуются спе-
циальные методы, которые позволили бы получить алгоритмы функциониро-
вания СУ в реальном масштабе времени на основе неполного или прибли-
женного аналитического описания динамического движения сложных ЭМО. 

Анализ понятия сложности электромеханических объектов показывает, 
что их обобщенными характеристиками могут быть: 
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- уровень технического выполнения электромеханического объекта, по-
зволяющий достигнуть цель управления с заданным качеством; 

- уровень затрат, необходимый для математического описания ЭМО, 
при котором обеспечивается цель управления с заданным качеством. Причем 
первое утверждение характеризует сложность непосредственно технической 
реализации ЭМО, а второе - сложность проектирования системы управления 
и математического представления ЭМО.  

Минимальная степень сложности ЭМО (количественная характеристи-
ка) будет определяться наименьшим количеством невыводимых один из дру-
гого параметров (переменных состояния), достаточных для выполнения за-
данной цели. Поскольку основой знаний о параметрах ЭМО является инфор-
мация, полученная априорно на этапе формирования математического опи-
сания или апостериорно в процессе функционирования системы, то степень 
сложности может быть охарактеризована уровнем информации, который не-
обходим для достижения поставленной цели управления. В зависимости от 
сложности ЭМО целесообразно выбрать класс алгоритмов управления объ-
ектом, в рамках которого осуществляется разработка (применение) соответ-
ствующего математического и программного обеспечения. Укрупненную 
классификацию алгоритмов управления можно составить по качественным 
признакам информационного обеспечения ЭМО (табл. 1.5.1).  

 
Таблица 1.5.1 

Априорное  
информационное 
обеспечение ЭМО 

Апостериорное информационное обеспечение ЭМО 
-------------------------------------------------------------------------------- 
           Высокое               !         Среднее            !            Низкое 

 
 Высокое 
 

Алгоритмы прог-
раммного движения 
объекта (для разомк-
нутых и замкнутых 
систем) 

Алгоритмы опти-
мального управ-
ления с декомпо-
зицией математи-
ческой модели 

Алгоритмы адаптив-
ного управления с 
идентификацией и 
восстановлением па-
раметров  

  
 Среднее 
 

Алгоритмы опти-
мального управления 
с возможностью агре-
гирования математи-
ческой модели  

Алгоритмы опти-
мального (субоп-
тимального) управ-
ления 

 Обучающие алго-
ритмы с идентифика-
цией и восстановле-
нием параметров 

  
 Низкое 
 

Алгоритмы адап-
тивного управления 
по возмущениям 

Алгоритмы опти-
мального и адап-
тивного управле-
ния с прогнози-
рующей моделью 

Алгоритмы адаптивно-
го управления, синте-
зируемые в процессе 
движения объекта.  

Анализ таблицы показывает, что наиболее универсальными алгорит-
мами управления, независимо от сложности ЭМО, являются алгоритмы, син-
тезируемые в процессе движения объекта. Формализация целей управления, 
требований к характеристикам регулируемых процессов и ограничений при 
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движении ЭМО в пространстве состояний осуществляется в виде целевой 
функции - функционала, экстремальность которого позволяет получить не-
обходимые и достаточные условия оптимизации и соответствующий показа-
тель инвариантности адаптивной СУ. Для детерминированных дискретных 
систем функционал в классической общей форме представляет собой сумму 
терминальной и интегральной составляющих:  

( ) ( ) ( ) { ,,,,,
2

1

2 ∑
=

+==
N

Nt
ttNNNttNtt QUxLxLUxLUxI }      (1.5.1) 

где t - текущее дискретное время; xt - вектор состояний объекта; Ut- вектор 
управляющих воздействий; Q - матрица параметров объекта; LN, L1- скаляр-
ные функции, определяющие качество управления.  
 В общем случае система управления функционирует на некотором ко-
нечном интервале [0, NK] (NK ≤ ∞). Временной интервал [N1, N2], фигурирую-
щий в интегральной составляющей в (1.5.1) можно выбирать по следующим 
вариантам:  

- N1 = 0, N2 = NK - оптимизация осуществляется по всему интервалу 
функционирования системы; 

- N1 = t, N2 = NK – оптимизация осуществляется от текущего момента 
времени t до конечного; 

- N1 = t, N2 = t + N0 - оптимизация со скользящим временным интерва-
лом ("окном") длиной N0 . При N0 = 1 получается широко применяемый вари-
ант локальной оптимизации. 

Получение оптимального управления ЭМО путем минимизации функ-
ционала, записанного в общей форме (1.5.1), сопряжено со значительными 
трудностями, и практическая реализация такого управления весьма пробле-
матична. Поэтому наибольшее распространение получили частные формы 
функционала (1.5.1), для которых значительно облегчается решение задачи 
оптимизации. Некоторые из этих функционалов записываются в следующих 
формах: 

- с аддитивной интегральной функцией затрат на управление, которая 
может быть представлена, например, степенной или квадратичной функцией; 

- с квадратичными функциями терминальной и интегральной состав-
ляющих (функционал Летова - Калмана); 

- как функционалы обобщенной работы (ФОР).  
Основное отличие ФОР заключается в том, что его интегральная со-

ставляющая содержит компоненты неизвестные до момента реализации син-
тезированного оптимального управления. Вследствие неполной информации 
о составляющих ФОР данные функционалы относятся к виду полуопреде-
ленных, которые играют значительную роль в решении такой важной про-
блемы, как оптимизация ЭМО в реальном масштабе времени. Синтез управ-
лений в реальном масштабе времени предполагает выполнение законов и ал-
горитмов управления, основанных на оптимизации назначенных функциона-
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лов, одновременно с формированием управляющих воздействий. Рассматри-
вая адаптивное управление ЭМО, которое доставляет оптимум в отношении 
достижения конечной цели, можно привести укрупненную классификацию 
систем по качественным признакам их адаптивности и оптимальности 
(табл.1.5.2). 

 
Таблица 1.5.2 

Характеристики  

системы управления 
ЭМО 

Неадаптивная Ограниченно 
адаптивная 

С высокоразвитой 
адаптацией 

Неоптимальная 
 

 Разомкнутые 
системы  

 Разомкнутые системы 
с обратной связью по 
возмущениям 

 Разомкнутые сис-
темы с максималь-
но  возможной ин-
формацией о теку-
щем состоянии 

Оптимальная  
(субоптимальная) 
в отношении частно-
го функционала ка-
чества 

 Системы с об-
ратной связью 

 Беспоисковые адап-
тивные системы 

 Поисковые адап-
тивные системы  

Оптимальная  
(субоптимальная)  
в отношении дости-
жения заданной цели

 Системы экс-
тремального ре-
гулирования  

 Системы экстремаль-
ного регулирования с 
адаптивными свойст-
вами 

 Системы, синтези-
рованные методами 
алгоритмического 
конструирования  

 
Классификацию систем управления ЭМО можно осуществить и по ко-

личественным характеристикам уровней адаптивности и оптимальности. В 
этом случае уровень адаптивности целесообразно оценивать количеством пе-
ренастраиваемых параметров СУ ЭМО с учетом степени выполнения необ-
ходимых и достаточных условий экстремальности функционала, отражающе-
го эффективность изменения параметров системы для компенсации возму-
щений действующих на объект при выполнении заданной цели. Уровень оп-
тимальности может быть определен в результате оценки экстремальности на-
значенного или вычисляемого в процессе движения ЭМО функционала каче-
ства, содержащего в том числе требование достижения заданной цели и тре-
бование минимизации критерия отражающего влияние возмущений на объект.  
 Способы компенсации неконтролируемых параметрических возмуще-
ний в системах автоматического управления и регулирования можно разде-
лить по двум направлениям:  

- пассивная компенсация, осуществляемая путем подбора средств кор-
рекции в СУ с неизменяемой структурой коэффициентов передачи регулято-
ра и устройств обратных связей в процессе формирования управляющих воз-
действий объектом;  
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- активная компенсация, которая реализуется в основном в самона-
страивающихся системах управления путем перенастройки параметров регу-
лятора, устройств обратных связей и объекта с точки зрения достижения по-
ставленной цели и оптимизации назначенного функционала качества. 

В свою очередь, задачи пассивной компенсации могут быть разделены 
на две группы:  

- первая группа объединяет задачи, в которых система управления син-
тезируется исходя из ограничений на возмущенное движение объекта или на 
функцию чувствительности замкнутой СУ к параметрическим возмущениям;  

- вторая группа включает задачи, в которых требование нечувствитель-
ности (или малой чувствительности) к параметрическим возмущениям дос-
тигается за счет минимизации функционала качества, сформированного с 
учетом возмущенного движения объекта рассмотренного отдельно или 
включенного в состав обобщенного функционала работы. Данная группа за-
дач может являться разновидностью задач оптимального и адаптивного 
управления для фиксированных структур СУ на отдельных участках траек-
тории движения объекта или интервалах функционирования системы, и для 
их решения можно использовать все идеи и методы синтеза оптимального 
управления: динамическое и нелинейное программирование, вариационное 
исчисление и т.д.  
 Кратко рассмотрим методы, которые используются при решении пер-
вой группы задач. 

Во-первых, это методы, основанные на обеспечении достаточно боль-
шого коэффициента передачи регулятора. Такие системы исследованы, на-
пример, в работах М.В. Меерова. Однако, обеспечение устойчивости замкну-
тых систем при больших коэффициентах усиления является сложной зада-
чей, которая еще более усложняется с учетом влияния помех и нестабильно-
сти начальных условий переменных состояния. 
 Эффективным способом уменьшения чувствительности СУ к парамет-
рическим возмущениям является создание скользящих режимов движения, 
которые возможны в системах с переменной структурой (работы 
С.В.Емельянова, В.И. Уткина), где, в зависимости от регулируемой перемен-
ной и ее производных, коэффициенты передачи регулятора получают прира-
щения, изменяющиеся по релейному закону. В результате, поведение регу-
лируемой переменной в пределах зоны гистерезиса, не зависит от параметри-
ческих возмущений. Несмотря на то, что теория систем с переменной струк-
турой хорошо развита, ее практическое применение ограничено вследствие 
таких недостатков, как эффект "дрожания" управляющих сигналов, который 
может привести к колебательному движению промышленных механизмов из-
за неполного учета нелинейностей в математической модели; достаточно 
большие энергетические затраты при управлении, т.к. постоянно формирует-
ся максимальный сигнал управления объектом.   
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 Для компенсации параметрических возмущений могут быть также ис-
пользованы методы, развитые в классической теории инвариантности, в ча-
стности, принцип двухканальности (работы Петрова Б.Н.,  Уланова Г.М.).  
 Часто для синтеза нечувствительных систем к параметрическим воз-
мущениям используется структурная или параметрическая избыточность по 
отношению к невозмущенному движению объекта. В этом случае введение 
избыточных звеньев и параметров позволяют переопределить исходную за-
дачу синтеза и разделить требования к невозмущенному и возмущенному 
движениям объекта (работы Горовица А.М., Рутмана Р.С.). Для решения пе-
реопределенной задачи синтеза используются в основном следующие на-
правления: метод корневого годографа (работы Горовица А.М.); частотные 
методы (работы Рутмана Р.С.); алгоритмический метод (работы Боднера В.А.).  
 Применение параметрических обратных связей в качестве цепей кор-
рекции для стабилизации динамических свойств систем управления доста-
точно глубоко разработано в работах Догановского С.А., Озерянного Н.А. 
Параметрические обратные связи позволяют реализовать принципы управле-
ния с эталонной моделью, сигнальной самонастройки и идентификации, что 
позволяет создавать СУ, по существу, адаптирующиеся к параметрическим 
возмущениям. 

Таким образом, в теории проектирования адаптивных систем управле-
ния ЭМО можно выделить два основных направления: 

- синтез параметров регуляторов при фиксированной структуре систе-
мы управления ЭМО; 

- поэтапный синтез структуры СУ ЭМО и параметров регуляторов. 
 В учебном пособии рассматриваются методы исследования адаптивных 
дискретных СУ ЭМО по второму направлению, которое является актуальным 
в настоящее время. Это определяется тем, что в процессе функционирования 
электромеханического объекта неоднократно изменяется цель управления 
согласно требованиям технологического процесса.  

Изменение цели управления в первую очередь требует подстройки 
структуры системы управления, универсальность которой может быть обес-
печена программными средствами в цифровых контроллерах при поддержке 
соответствующего математического обеспечения. 
 В своем большинстве адаптивные СУ электромеханическими объекта-
ми относятся к классу беспоисковых адаптивных систем автоматического ре-
гулирования, которые традиционно имеют два контура управления: 

- основной контур регулирования, формирующий непосредственно 
управляющее воздействие исполнительными приводами; 

- контур адаптации, осуществляющий перенастройку параметров ос-
новного контура регулирования. 

Для оценки эффективности адаптации, определяющей необходимость 
введения контура адаптации в процессе движения ЭМО, могут быть включе-
ны в систему управления дополнительные устройства. 
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Рассмотрим концепцию проектирования адаптивной системы управле-
ния электромеханическими объектами, в рамках которой осуществляется ре-
шение задач, связанных с конструированием регуляторов и устройств обрат-
ных связей цифровых исполнительных электроприводов. 

Задачу синтеза основного контура регулирования в адаптивной СУ 
электромеханическим объектом можно разделить на две подзадачи.  

Первая состоит в том, что для выбранных исполнительных приводов и 
датчиков необходимо определить законы регулирования управляющих кон-
троллеров и алгоритмы обработки информации устройств обработки и пре-
образования сигналов. Здесь основной проблемой является достижение адек-
ватности динамических процессов модели и реального электромеханического 
объекта. При этом математическая модель ЭМО может быть представлена 
различными типами уравнений: от нелинейных нестационарных до линейных 
стационарных. 

Другой немаловажной проблемой, которая может возникнуть при про-
ектировании основного контура регулирования, является решение вопросов 
размерности модели. При большом порядке уравнений, описывающих замк-
нутую систему управления ЭМО с основным контуром регулирования, тре-
буется оценить вычислительные возможности цифровых ЭВМ и контролле-
ров как на этапе предварительного синтеза, так и при реализации законов и 
алгоритмов регулирования. Для некоторых типов ЭМО, в частности взаимо-
связанных, понижение порядка модели, с учетом определения уровня влия-
ния друг на друга исполнительных приводов выделенных степеней подвиж-
ности объекта, позволяет организовать децентрализованное управление или 
снизить ограничения на объем памяти и быстродействие управляющих кон-
троллеров. Одним из приемлемых вариантов решения данной подзадачи яв-
ляется структура основного контура СУ ЭМО с набором законов и алгорит-
мов регулирования при математическом описании объекта линейными ста-
ционарными уравнениями на всем интервале (или подинтервалах) функцио-
нирования замкнутой системы.  

Проблемам декомпозиции систем автоматического регулирования, на-
чиная с работ Вознесенского И.Н., посвящено значительное количество ра-
бот, среди которых работы авторов Черноусько Ф.Л., Первозванского А.А., 
Гайцгори, Цуркова В.И., Шильяка Д. Большинство методов декомпозиции, 
рассмотренных в данных работах, ориентированы на численные процедуры 
получения сепаратных моделей по формальной математической модели сис-
темы управления или объекта, их структурном преобразовании или приведе-
ние исходной системы уравнений к форме уравнений Лагранжа. Однако, эф-
фективность решения последующей задачи управления по полученным сепа-
ратным моделям без учета физической сущности и свойств управляемых 
объектов недостаточна при практической реализации регуляторов ЭМО. 
Здесь, следует отметить работы, связанные с решением обратных задач ди-
намики управляемых систем, в результате которых синтезируются алгорит-
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мы взаимосвязанного или независимого управления без каких-либо преобра-
зований исходных уравнений движения объекта, но с использованием эта-
лонных моделей по каждой координате перемещения взаимосвязанного ЭМО 
(работы Крутько П.Д.).  

Создание эталонных моделей по каждой координате перемещения 
ЭМО связано, в свою очередь, с проблемой адекватности модели и реального 
объекта и может оказаться экономически нецелесообразным.  

Вторая подзадача заключается в синтезе параметров законов регулиро-
вания для линейных стационарных ЭМО, которая достаточно успешно может 
быть выполнена методами аналитического конструирования оптимальных 
регуляторов (АКОР). Такое разбиение первоначальной задачи синтеза основ-
ного контура регулирования является методическим приемом, который по-
зволяет установить более или менее корректное направление при выборе ме-
тодов проектирования контуров адаптации и оценки эффективности адапта-
ции, независящее от субъективных свойств проектировщика. В самом общем 
случае контур адаптации системы управления ЭМО должен решать вопросы, 
связанные как с нестационарностью параметров объекта, так и возможным 
изменением спектральных характеристик внешних воздействий на объект и 
устройства СУ.  

В данном учебном пособии рассматривается задача синтеза контуров 
адаптации при детерминированных параметрических и приведенных к ним 
координатных возмущениях в электромеханических объектах и элементах 
системы управления. Для создания структуры и алгоритмов контура адапта-
ции ЭМО могут быть использованы методы, достаточно широко применяе-
мые в теории автоматического управления объектами данного класса. К этим 
методам можно отнести следующие: 

- методы на основе инвариантности; 
- методы, использующие информацию о частотных и временных харак-

теристиках объекта; 
- методы, базирующиеся на создании эталонной модели (наблюдателя 

состояния объекта) и идентификатора параметров непосредственно в рамках 
системы управления;  

- методы теории чувствительности. 
 Завершающим этапом синтеза адаптивной СУ ЭМО является организа-
ция контура оценки эффективности алгоритмов адаптации с точки зрения 
достижения заданной цели управления. Применяемые при этом методы мо-
гут быть аналогичны методам предыдущего этапа поскольку для организа-
ции структуры и алгоритмов функционирования данного контура необходи-
ма процедура сравнения вычисляемого эмпирически или в процессе функ-
ционирования адаптивной системы критерия (функционала), отражающего 
свойства адаптивности. 
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1.6. Обзор методов синтеза адаптивных регуляторов СУ ЭМО 

Для обеспечения требуемых точностных и динамических характери-
стик процессов электромеханической системы важное место занимает мате-
матическое и алгоритмическое обеспечение цифровых ЭП.  

Конкретными требованиями к исполнительным электроприводам, оп-
ределяющими степень сложности алгоритмов и законов цифровых регулято-
ров, уровень технической и программной реализации устройств управления, 
являются оптимизация по точности и быстродействию в режимах разгона и 
торможения, устойчивость, высокая точность при движении по заданной 
программе, низкое энергопотребление. 
 Вопросы проектирования электромеханических систем и автоматизи-
рованного электропривода различных промышленных установок нашли от-
ражение в работах таких известных ученых, как Борцова Ю.А., Бургина Б.Ш., Баша-
рина А.В., Ильинского Н.Ф., Соколовского Г.Г., Шаталова А.С., Слежанов-
ского О.В.,  Бессекерского В.А. и многих других. 
 Базой для исследования цифровых систем управления электромехани-
ческими объектами с импульсной модуляцией управляющего воздействия, 
исполнительным двигателем является теория дискретных систем, в которой 
значительное место занимают методы, основанные на функциональных пре-
образованиях, - дискретное преобразование Лапласа и z - преобразование. 
Этот подход позволяет применить методы анализа и синтеза хорошо разра-
ботанной теории непрерывных систем для определения параметров цифро-
вых регуляторов ЭМО в терминах " выход - вход".  

Для синтеза дискретных систем регулирования с использованием пере-
даточных функций наибольшее распространение получили методы модаль-
ного управления; методы, основанные на теории гиперустойчивости замкну-
той системы; методы, использующие статистическую теорию автоматиче-
ских систем управления и контроля. 
 В некоторых случаях необходимость быстрого и удобного с инженер-
ной точки зрения решения задачи синтеза законов цифрового управления 
ЭМО определяет целесообразность рассмотрения ЭП с ШИМ управляющего 
сигнала в линеаризованном представлении.  

Существует несколько способов линейного представления СУ с ши-
ротно-импульсным модулятором. Одним из вариантов эквивалентного заме-
щения линейного объекта n-го порядка с ШИМ является образование n-
контурной амплитудно-импульсной системы. Возможна также грубая ап-
проксимация широтно-импульсного модулятора путем его описания переда-
точной функцией экстраполятора нулевого порядка (при динамическом из-
менении относительной продолжительности включения γ<<Т). 

Несмотря на то, что с использованием передаточных функций имеются 
хорошо апробированные методы определения параметров законов управле-
ния, коэффициентов передачи звеньев обратных связей, корректирующих 
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цепей цифровых электроприводов, возникают значительные трудности при 
построении многоконтурных систем управления ЭМО, в частности получе-
ние дискретной передаточной функции замкнутой многомерной системы ре-
гулирования. При этом требование многократного определения корней ха-
рактеристического уравнения замкнутой СУ ограничивает применение мето-
дов синтеза параметров законов управления электроприводом на основе пе-
редаточных функций. Одним из путей преодоления данной трудности при 
анализе цифровых СУ ЭП является использование пакетов прикладных про-
грамм, позволяющих автоматизировать процесс исследования на ЦВМ. 
 Однако невозможность учета влияния неконтролируемых возмущений 
при синтезе регуляторов СУ с использованием передаточных функций в про-
цессе формирования управления ЭМО обусловливает применение методов 
исследования в пространстве состояний. В этом случае описание многомер-
ной замкнутой системы управления с ШИМ представляется векторно-
матричным разностным уравнением вида (1.3.12) , (1.3.14), (1.3.17), (1.3.18), 
(1.4.9). Отметим, что основные результаты теории оптимального и адаптив-
ного управления получены в пространстве состояния систем управления. 

В табл. 1.6.1. приведена краткая классификация адаптивных регулято-
ров, из которой следует вывод о значительных преимуществах регулятора, 
построенного по принципу комбинированного управления. 

Таблица 1.6.1 

Тип  
регуляторов 

Основные  
особенности  

проектирования 

 
Достоинства 

 
Недостатки 

Регуляторы с 
большими ко-
эффициентами 
усиления 

Жесткие требова-
ния к помехам в 
замкнутой системе 

Обеспечивают 
максимальное бы-
стродействие  

Возможны автоко-
лебательные режи-
мы и большие 
энергозатраты 

Адаптивные ре-
гуляторы 

Ограничения при 
выборе функцио-
нала качества 

Обеспечивают тре-
буемую точность 

Ограничение усло-
вий по быстродей-
ствию 

Регуляторы с 
переменной 
структурой 

Выполнение усло-
вий устойчивости 
при изменении 
структуры системы

Выполнение усло-
вий оптимальности 
в реальном мас-
штабе времени 

Возникновение пе-
реходных процес-
сов при переклю-
чении структуры 

Регуляторы, по-
строенные на 
принципах ком-
бинированного 
управления  

Особых требова-
ний к проектиро-
ванию нет 

Выполнение усло-
вий оптимальности 
в реальном мас-
штабе времени 

Обязательное ис-
пользование циф-
ровой вычисли-
тельной техники 

 
Как отмечалось выше, для решения задачи конструирования парамет-

ров СУ ЭМО в пространстве состояний требования к качественным показа-
телям могут быть сформированы в виде функционала от переменных состоя-
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ния, управления и времени, распространенной формой записи которого явля-
ется квадратичная форма, представленная для дискретных СУ ЭП с одномер-
ным управлением в виде 

( ) ( )∑
=

+=
N

t
tt

T
ttt RUQxxUxI

0

2 ,,        (1.6.1) 

где компоненты матрицы Q и постоянной R характеризуют вклад соответст-
вующих переменных xt и управления Ut. Условия минимума этого функцио-
нала с учетом Q = QT ≥ 0 и R > 0, позволяют построить стабилизирующее 
управление в замкнутой системе регулирования на рассматриваемом интер-
вале N времени. 

Функционирование ЭП многих промышленных механизмов сопровож-
дается нестационарностью и во многих случаях неконтролируемостью таких 
параметров, как статический и динамический моменты нагрузки входного 
питающего напряжения широтно-импульсного преобразователя и т.д. Поэто-
му для получения желаемого качества процесса регулирования требуется до-
полнительно обеспечить целенаправленное изменение в реальном масштабе 
времени управляющего воздействия ЭП, синтезированного по его стацио-
нарной детерминированной математической модели. 
 Решение задачи адаптации СУ с нестационарными возмущениями 
осуществляется следующими способами: на основе перенастройки коэффи-
циентов передачи контуров регулирования (параметрическая адаптация); 
формирования дополнительного сигнала на вход системы управления (сиг-
нальная адаптация). Методические аспекты построения адаптивных СУ, ана-
лиз их структур нашли отражение в работах. Наиболее развитыми методами 
синтеза являются методы, основанные на теории оптимального управления и 
устойчивости. Однако в практике создания современных адаптивных СУ ЭП 
промышленных механизмов эти методы еще не нашли широкого распростра-
нения. 
 Одним из эффективных методов построения контура адаптации систе-
мы управления с неконтролируемыми и нестационарными параметрами яв-
ляется алгоритмический метод. Представляя функционал качества (1.6.1) с 
учетом использования оценки  динамического процесса xt в виде суммы 
I1(εt=xt- ) и I2( ,Ut), построение структуры СУ ЭМО и синтез параметров 
контуров адаптации можно осуществить в три этапа:  

tx
∧

tx
∧

tx
∧

- первый этап заключается в синтезе структуры системы управления 
при решении двух подзадач: минимизация функционала I1(εt) качества оцен-
ки  динамического процесса xt по наблюдениям yt и построение управления Ut, 
доставляющего минимум функционалу I2( ,Ut);  

tx
∧

tx
∧

- второй этап предполагает построение алгоритмов адаптации в струк-
турном пространстве СУ с помощью выделенных целей минимизации функ-
ционалов I1(εt) и I2( , Ut) параметров ЭМО:  tx

∧
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ψt= [ ψР t, ψН t, ψД t ]T,      (1.6.2) 

где ψРt, ψНt,ψДt - соответственно подвектор строки структурных параметров 
регулятора, наблюдающего устройства, датчиков.  

- третий этап заключается в выборе параметров алгоритмов настройки 
ψРt, ψНt, ψДt: 

ψРt= ψРt-1+[βРt-1OР(xt, Ut)], 

ψНt=ψНt-1+[βНt-1OН(xt, Ut)],       (1.6.3) 

ψДt= ψДt-1+[βД t-1OД(xt, Ut)], 

где βРt, βН, βД - матрицы значений параметров контуров адаптации для соот-
ветствующих составных элементов системы управления; OР ( , Ut), OН( , Ut), 
OД( , Ut) - условия оптимальности функционалов I1(εt) и I2 ( , Ut). Здесь оп-
ределяются такие значения βРt, βН, βД, которые обеспечивают асимптотиче-
ский переход периферийных значений функционала I2 ( , Ut) к его экстре-
мальным значениям. 

tx
∧

tx
∧

tx
∧

tx
∧

tx
∧

 Реализация законов оптимального управления и алгоритмов адаптации 
ЭП требует оценки неизмеряемых переменных системы управления. Поэтому 
одним из структурных звеньев СУ является наблюдатель состояния, который 
в случае стационарных параметров привода выполняет функцию модели, а 
при нестационарных - осуществляет идентификацию параметров объекта 
управления с одновременным восстановлением полного вектора xt состояний 
или его части.   

Определение структуры и алгоритмов работы адаптивного идентифи-
катора состояний целесообразно также выполнить на основе алгоритмиче-
ского метода. Это позволяет организовать многофункциональную адаптив-
ную систему для различных режимов работы СУ ЭМО на единой методоло-
гической основе. 
 Здесь следует отметить, что важное значение при синтезе параметров 
законов управления ЭП имеют динамические свойства устройств обратных 
связей - первичных датчиков измерения переменных состояния ЭМО и пре-
образователей информации в цифровую форму. Линейность преобразования 
информационного сигнала, отсутствие инерционности датчиков в значитель-
ной степени упрощает математическое представление замкнутой системы ре-
гулирования. Кроме того, организация эффективного управления сложным 
объектом требует гибкой перенастройки таких характеристик датчиков и из-
мерительных преобразователей, как коэффициенты усиления, постоянные 
времени, то есть технические решения измерительных устройств должны оп-
ределяться общими задачами управления ЭМО: достижением заданных ха-
рактеристик регулируемых процессов, устойчивости замкнутой СУ во всех 
режимах работы ЭП. 
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Г л а в а 2 

АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ЭМО В УСЛОВИЯХ  

НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ О СОСТОЯНИИ  

ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ ПРИВОДОВ 

Во многих системах управления взаимосвязанными электромеханиче-
скими объектами траектория движения рабочего органа промышленного ме-
ханизма может быть пересчитана в траектории задания для исполнительных 
приводов по каждой степени перемещения. Это позволяет создать предпо-
сылки для декомпозиции исходной многосвязной СУ, определенной в про-
странстве обобщенных координат на ряд отдельных подсистем более низкого 
порядка, которыми можно управлять по отдельности как независимыми под-
системами. При синтезе алгоритмов адаптивного управления многокоорди-
натными исполнительными электроприводами с несколькими управляющи-
ми входами и многомерными взаимосвязанными выходами обычно возника-
ет задача разделения ее математической модели на независимые подсистемы 
с дальнейшим построением локальных регуляторов для каждой подсистемы. 
Кроме того, при управлении взаимосвязанными электромеханическими объ-
ектами, динамика которых обычно описывается уравнениями большой раз-
мерности, построение оптимального регулятора в полном пространстве со-
стояний представляет собой затруднительную процедуру. В этом случае це-
лесообразно синтезировать субоптимальное управление объектами данного 
класса, осуществляя декомпозицию исходной математической модели на не-
зависимые или слабо связанные подсистемы не только на начальном этапе 
проектирования, но и в процессе движения ЭМО. В результате такой деком-
позиции возможно исключение избыточных обратных связей по состоянию 
объекта без значительного снижения качественных показателей замкнутой 
системы управления.  

Применение методов декомпозиции, используемых в теории исследо-
вания больших СУ, может быть ограниченно из-за требования к длительно-
сти алгоритмов управления ЭМО для обеспечения высоких динамических 
показателей технологических процессов. Из известных методов декомпози-
ции наибольший интерес представляют методы, ориентированные на опера-
тивное решение задач декомпозиции. 
 Применительно к рассматриваемым задачам адаптивного управления 
взаимосвязанными ЭМО этапы алгоритмического конструирования адаптив-
ных регуляторов можно представить в виде блок - схемы, приведенной на 
рис. 2.1. 
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Рис. 2.1. Блок-схема выполнения этапов алгоритмического конструирования  

адаптивных СУ ЭМО 

2.1. Декомпозиция дискретных СУ  
в условиях стационарности параметров ЭМО 

В случае описания многосвязного ЭМО размерность уравнений вида 
(1.3.12), (1.3.14), (1.3.17), (1.3.18), (1.4.9) увеличивается в соответствующее 
число раз с учетом параметров взаимного влияния между электроприводами, 
значения которых отражаются в составе матриц А1, А2. При этом управление 
Ut ЭМО записывается в форме m-мерного вектора, компоненты которого 
также могут быть зависящими друг от друга (например, при контурном дви-
жении рабочего звена механизма или при питании электроприводов от одно-
го источника энергии ограниченной мощности).  

В данном параграфе рассматривается взаимосвязанный электромеха-
нический объект - многокоординатный электропривод с учетом того, что ин-
декс “n“ в (1.3.14), (1.3.15), (1.3.19) определяет соответствующую размер-
ность вектора состояния x(t) и блочных матриц F, Г, G1, G2, а индекс "m" - 
размерность вектора управляющих воздействий Ut. Динамика одной степени 
подвижности (однокоординатного электропривода) многосвязного ЭМО 
представляется уравнениями вида (1.3.14), (1.3.15), (1.3.19), учитывающими 
изменяемый характер параметров объекта на интервалах ШИМ.  

Рассмотрим наиболее распространенную задачу декомпозиции дис-
кретной системы управления ЭМО с широтно-импульсной модуляцией 
управляющих сигналов исполнительными электроприводами, связанными 
друг с другом кинематическими звеньями.  
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Вектор измеряемых переменных в системе управления ЭМО формиру-
ется следующим образом: 

,tt Cxу =              (2.1.1) 

где С - mxn-матрица, состоящая из нулей и единиц и характеризующая вклю-
чение в состав уt технически измеряемых компонент вектора cоcтояния xt. 
 Записывая вектор измерения для (t+1) момента времени 

,)( *
2

*
111 CGUCGCГxCFxCxy ttttt +++== ++   (2.1.2) 

уравнение (1.3.19) представляется в виде  
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Обозначая ( ) GGГxt =+ *
1 , можно заключить, что система уравнений (2.1.3) бу-

дет иметь единственное решение относительно вектора [ ]Tt Ux 11,+  в том случае, 
если блочная матрица 
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является неособенной и имеет обратную матрицу S
-1

. Используя соответст-
вующие матричные преобразования, матрица S

-1
 записывается в виде  
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 C учетом (2.1.5) система уравнений (2.1.3) принимает вид 
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где  ).(,,,)( CDDDCFCGDBFGDCIA =−==+=

Далее, осуществляя перестановку компонент векторов управления и 
измерения, уравнения (1.3.19) можно записать в виде  
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      (2.1.7) 

где Ujt - j - й элемент вектора управляющих воздействий; yit - i-й элемент век-
тора измерений; jtU -(m-1)- мерный вектор управляющих воздействий без ; jtU

ity - (m-1)- мерный вектор измерений без . ity
 Алгоритм декомпозиции многомерной дискретной системы (1.3.19) 
предполагает анализ относительной переходной функции, которая определя-
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ется отношением переходных функций полностью разомкнутой и частично 
замкнутой системы для скалярных переменных j-x управляющих воздейст-
вий Ujt и i- ых контролируемых выходов уit:  

,/ ijtijtijt qp=ϕ         (2.1.8) 

где pijt - переходная функция полностью разомкнутой системы, pijt = yit при 
единичном воздействии Ujt = 1; qijt - переходная функция частично замкну-
той системы с обратной связью по i-му выходу yit, qijt=yit при единичном 
воздействии Ujt =1. 
 Для определения qijt необходимо построить такой регулятор, который 
обеспечивает уit =0 при Ujt =1.  

Записывая (2.1.3), с учетом выделения i-ыx, j-ыx компонент вектора у i t 
измерения и управления Ujt  
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система уравнений (2.1.6) будет иметь вид 

( )
,

1

1
jtj

ij

ij

ti

t

ijij

ijij

jt

t Ug
N

M
y
x

DE

BA

U
x

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+ x t+1,       (2.1.10) 

где  
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Подставляя jtU из (2.1.10) в (2.1.7), с учетом (2.1.1), получим уравнение для 
замкнутой системы регулирования 

,11 jtjijtiijjtijt UgMxCDGxAx +−= ++       (2.1.11) 

которое представим в виде  
].)[(1 jtjijtijiijjt UgMxACDGIx ++=+     (2.1.12) 

При этом непременным условием является то, что матрица (I+GjDijСi) 
должна быть неособенной. Тогда, при формировании обратной матрицы 

),5.0()( 1
iijjiijj CDGICDGI −=+ −     (2.1.13) 

и в силу следующих равенств: 
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вектор yit+1 записывается  

.1)1( jtjijitijititi UgMCxACxCy +== ++      (2.1.15) 

Так как  
0=iji AС  и  0=ijiMC ,    (2.1.16) 

можно заключить, что при любых значениях jtU  вектор yi(t+1) = 0 для t=1,2,... 
Cледовательно, для системы (1.3.19) существует регулятор, для которо-

го выполняется условие уit = 0 при Ujt = 1. 
 В соответствии с определением переходной функции pijt из (2.1.7) по-
лучим 
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При нулевых начальных условиях x(t=t0)=0 решение уравнения 

jtjijtijt UgMxAx +=+1          (2.1.18) 

записывается в виде 
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Согласно (2.1.7), с учетом определения переходной функции qij(t), получим 
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Таким образом, на основе параметров наблюдаемой и управляемой 
системы (1.3.19), (2.1.1) и при существовании системы вида (2.1.6), с учетом 
(2.1.5), вычисление относительной переходной функции ϕijt позволяет сде-
лать заключение об автономности систем управления с парами {yit , Ujt } при 
i, j∈R. Из определения относительной переходной функции (2. 1.8) по значе-
ниям ϕijt можно установить степень взаимного влияния подсистем с парами  
{ yit, Ujt } для следующих случаев: 
 1. При значениях ϕijt = 1 взаимосвязь подсистем с парами {yit, Ujt} 
полностью отсутствует, 

2. При значениях ϕijt, отличных от 1, взаимосвязь подсистем с парами  
{ yit, Ujt} существует и имеет явно выраженный характер для ϕijt много 
больше или много меньше 1. 
 Блок-схема алгоритма определения критерия декомпозиции приведена 
на рис. 2.1.1.  

Рассмотрим пример определения критерия декомпозиции двух - коор-
динатного электропривода постоянного тока с перекрестными связями в ме-
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ханических звеньях и широтно-импульсной модуляцией питающего напря-
жения электродвигателя. Уравнение динамики непрерывного электромеха-
нического объекта запишем в виде 

.)(),()9)( 00 xttxtbUtAxtx ==+=
•       (2.1.21) 

где x(t) - n - мерный вектор, включающий ток i(t) якоря, частоту вращения 
ω(t) и угол α(t) поворота вала двигателей приводов первой и второй коорди-
нат, соответственно верхний индекс "1" или "2"; x(t)=[i1(t), ω1(t), α1(t), i2(t), 
ω2(t), α2(t)]Т; U(t) - m- мерный вектор управляющих воздействий, модули-
руемых по широтно-импульсному закону;  U(t)= [U1(t), U2(t)]Т; A, b - соот-
ветственно, nxn и nxm - блочные матрицы, диагональные компонеты которых 
имеют разреженную структуру: 
 

 
Рис. 2.1.1. Блок-схема алгоритма определения критерия декомпозиции 

 
 

,,
2221

1211

2221

1211

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

bb

bb
b

АА

АА
А     (2.1.22) 

 43



,

000

//0

000

,

010

00/

0//

12221211

1111

11

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

= JCJCAJС

LCLR

А Д

Д

αω  

,

010

00/

0//

,

000

//0

000

22

2222

22212121

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−= JС

LCLR

АJCJCA Д

Д

αω  

,
0
0
/1

,
0
0
0

,
0
0
0

,
0
0
/1 2

222112

1

11
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

L
bbb

L
b  

где R1, R2, L1, L2 - соответственно активное сопротивление, индуктивность 
обмотки якоря двигателей; Сд1, Cд2 - конструктивная постоянная двигателей; 
J1=Jд1+Jн1; J2=Jд2+Jн2; Jд1, Jд2 - момент инерции двигателей; Jн1 , Jн2 - мо-
мент инерции нагрузки, приведенный к валу двигателей; Cω1, Cω2, Cα1, Cα2 - 
коэффициенты, характеризующие взаимосвязь по скорости движения и угло-
вому положению механических звеньев приводов первой и второй коорди-
нат. Здесь принимаются допущения, рассмотренные в разделе 1.3. 
 Предполагая, что управление приводами одновременно формируется в 
начале каждого такта ШИМ, дискретная модель (2.1.2) записывается сле-
дующим образом: 
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 Компоненты блочных матриц F и B можно записать в виде первых 
двух членов ряда, аппроксимирующего матричный экспоненциал exp(AT): 

,, FbBATIF =+=      (2.1.24) 

где Т - период дискретности широтно-импульсного модулятора. 
 Используя в качестве исполнительных двигателей приводов малоинер-
ционные двигатели ДК 1-2.3 с параметрами, приведенными в табл. 1.3.1, в 
соответствии с (2.1.22) и (2.1.24), можно записать:  
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  (2.1.27) 

Организуя, например, регулятор частоты вращения двигателей двухко-
ординатного ЭП, вектор измерения записывается следующим образом: 
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Переходные функции разомкнутой и частично замкнутой системы для пар 
{y2t, U1t}, { y5t, U2t} имеют вид 
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Анализ значений относительных переходных функций ϕ21t и ϕ52t для 
различных соотношений JН1 и JН2 позволяет заключить следующее: 
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1. При JН1 = JН2 на всем интервале функционирования системы ϕ21t =1; 
ϕ52t = 1, и регуляторы для каждого электропривода могут проектироваться 
отдельно. 
 2. При значительных различиях JН1 и JН2 значения ϕ21t и ϕ52t отличаются 
от 1. Так, для случая JН2 >> JН1 : ϕ21t >> 1; ϕ52t << 1. 
 Следовательно, при проектировании регуляторов электроприводов рас-
сматриваемого примера, изменяющаяся степень взаимного влияния подсис-
тем регулирования с парами {y2t, U1t} и  {y5t, U2t}, для случая больших отли-
чий JН1 и JН2 друг от друга, не позволяет осуществить декомпозицию системы 
(2.1.23).  
 Для рассматриваемого примера на рис. 2.1.2 приведены зависимости, 
отражающие изменение относительных переходных функций ϕ21t и ϕ52t для 
различных соотношений значений JН1 и JН2. Так, при большой разнице значе-
ний момента инерции механической нагрузки двигателей ЭП (в 100 и более 
раз) переходные функции ϕ21t и ϕ52t уже на третьем такте дискретности ШИМ 
значительно отличаются от 1, что определяет необходимость построения ре-
гулятора в пространстве состояний двухкоординатного ЭП.  

 
Рис. 2.1.2. Функциональные зависимости ϕ21t и ϕ52t  

для различных соотношений значений JН1 и JН2 (t - дискретное время) 
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2.2. Алгоритмы параметрической адаптации регуляторов  
при неконтролируемых возмущениях в исполнительных ЭП ЭМО 

Рассматривая дискретное представление ЭМО вида (1.3.26), матрицы 
параметров которых существенно изменяются во времени, можно записать 
следующее: 

,, 00
tttttt GGGFFF Δ±=Δ±=     (2.2.1) 

где  - матрицы соответствующих размерностей, компоненты которых 
равны минимальным или максимальным значениям; ΔFt , ΔGt - матрицы соот-
ветствующих размерностей, компоненты которых представляют собой неиз-
вестные параметры. Такое представление Ft и Gt является логичным и разум-
ным, т. к. во многих практических случаях, априори можно установить так 
называемую “трубку” значений параметров объекта управления и, следова-
тельно, их минимальные или максимальные значения. 

00 , tt GF

 Задача конструирования адаптивного регулятора для ЭМО c парамет-
рами, записанными выражениями (2.2.1), будет заключаться в определении 
стабилизирующей последовательности: 

,0
ttt UUU Δ+=      (2.2.2) 

из условия экстремальности назначенного функционала качества на траекто-
рии движения замкнутой системы. Здесь  представляет собой управляю-
щее воздействие, формируемое регулятором при  и  а ΔUt - 
приращение управления, генерируемое контуром адаптации в процессе 
функционирования системы. 
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 Для построения контура адаптации наиболее эффективными методами 
являются методы, основанные на анализе отклонений (или их функций) тра-
ектории движения системы от оптимальной траектории. Используя функцию 
Гамильтона, запишем расширенный функционал качества в виде 
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где λt - вектор неопределенных множителей Лагранжа; H0 - значение функ-
ции Ht при t = t0 . Стабилизирующее значение управления Ut в виде обратной 
связи формируется согласно выражения 
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где St - матрица решения уравнения Риккати  
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Последовательность St определяется обычно на ЭВМ методом обратной про-
гонки при "закрепленном правом конце" с конечного момента времени t = N 
при SN = QN до момента времени t = t0. Вычисленные таким образом значения St 
запоминаются и в дальнейшем используются для построения управления Ut в 
виде (2.2.5) с учетом текущего времени. 

Отклонение функции Гамильтона Ht на оптимальной траектории дви-
жения дискретной системы управления ЭМО записывается выражением 
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Минимальное значение функционала (2.2.3) достигается при выполнении ус-
ловия  
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tH        (2.2.11) 

Следовательно, для дискретной системы с известными компонентами матриц 
 и и предварительно вычисленными значениями матриц  и (2.2.6), 

(2.2.9) условие (2.2.11) принимает вид 
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Данное уравнение положим в основу построения структуры и алгоритмов 
адаптации ЭМО с нестационарными и неконтролируемыми параметрами ис-
полнительных приводов. 
 Пусть W(t) - матрица параметров ЭМС, с помощью которой можно 
произвести адаптацию системы. Организуем алгоритм адаптации в виде ин-
тегрального звена 

( ) ( ) ( ) ,, 00 WttWHttW t ==Δ=
•

β       (2.2.13) 

где β(t) - соответствующая матрица параметров блока адаптации. Для обес-
печения асимптотического процесса изменения параметров W(t) будем ис-
пользовать широко распространенный второй метод Ляпунова. При этом 
функцию Ляпунова выберем в виде квадратичной формы 

( ) .5.0, 2
tHWxV Δ=       (2.2.14) 

Полная производная V(x,W) с учетом (2.2.13), будет иметь вид: 

( ) ( )[ ] ( ) ./, t
T

tt HttWHHWxV Δ∂Δ∂Δ=
•

β      (2.2.15) 

Сходимость процесса адаптации обеспечивается отрицательной определен-
ностью матрицы  
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( ) [ ],)(/ tWHt t ∂Δ∂−=β       (2.2.16) 

кроме области  .0=Δ tH
 Полагаем, что компенсация изменений неконтролируемых параметров 

Ft и Gt осуществляется путем перенастройки коэффициентов передачи 
матриц пропорционального регулятора (2.2.15) в виде 
Δ Δ

., 00
tttttt SSSKKK Δ+=Δ+=      (2.2.17) 

Подставляя (2.2.17) в (2.2.12), определяем матрицу параметров блока адапта-
ции согласно (2.2.16): 

( ) .1
T
tt xxt +−=β             (2.2.18) 

Осуществляя симметризацию выражения (2.2.18), окончательно запишем ал-
горитм перенастройки  

( ) [ ] .5.0 11
T
tt

T
tt xxxxt ++ +−=β         (2.2.19) 

Таким образом, согласно уравнения (2.2.13), дискретный алгоритм изменения 
коэффициентов передачи регулятора имеет вид 

[ ] ( ) ,,5.0 00111 SttSxxxxHSS T
tt

T
ttttt Δ==Δ+Δ−Δ=Δ +++    (2.2.20) 

где отклонение ΔHt функции Гамильтона определяется выражением (2.2.12). 
Уравнения (2.2.8) - (2.2.12), (2.2.20) позволяют организовать множество алго-
ритмов адаптации (с учетом их сходимости) регуляторов СУ ЭМО при воз-
можном изменении компонент матриц Ft и Gt. Последовательность вычисле-
ний для синтеза адаптивной системы управления ЭМО можно представить в 
виде блок-схемы, представленной на рис. 2.2.1. 

Анализируя систему уравнений (2.2.12) и (2.2.20), следует отметить, 
что при реализации быстродействующих алгоритмов адаптации возникают 
два существенных момента, затрудняющих их использование. Во-первых, это 
связано со сложностью задания компонент матрицы Δ S0, значения которых 
изначально неизвестны, но которые в значительной степени определяют ди-
намику блока адаптации. Во-вторых, для определения текущих значений Ut 

(ΔKt, xt) необходимо вычисление будущих значений вектора xt состояний 
ЭМО. Эффективность разрешения первой трудности во многом зависит от 
опыта и интуиции проектировщика СУ ЭМО. При этом она может быть ус-
пешно разрешена при достаточно большой инерционности исполнительных 
приводов электромеханических систем. В этом случае скорость протекания 
переходных процессов в блоке адаптации должна значительно превосходить 
данный динамический показатель регулируемых переменных состояния 
ЭМО. Преодоление же второго затруднения возможно несколькими спосо-
бами, одним из которых является построение наблюдателя состояний пони-
женной размерности или упрощенной эталонной модели электромеханиче-
ского объекта. 
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Рис. 2.2.1. Блок-схема последовательности синтеза адаптивной системы  
управления ЭМО с использованием функции Гамильтона 

 
 На рис. 2.2.2 приведен один из вариантов обобщенной структуры адап-
тивной системы управления исполнительным приводом ЭМО с эталонной 
моделью. Данный вариант предусматривает использование для непосредст-
венного управления исполнительным приводом ЭМО и формирования алго-
ритмов перенастройки коэффициентов передачи регулятора эталонных зна-
чений всего вектора состояния ЭМО. Однако включение в канал обратной 
связи системы управления ЭМО дополнительных звеньев может привести к 
значительным динамическим ошибкам. В тех случаях, когда для обеспечения 
требуемого качества управления достаточно организации отрицательной об-
ратной связи по вектору измерения, восстанавливаемые переменные исполь-
зуются только при функционировании блока адаптации (рис. 2.2.3). В систе-
мах управления ЭМО с аналоговыми регуляторами наиболее целесообраз-
ным вариантом является использование предложенных алгоритмов адапта-
ции путем перенастройки коэффициентов регулятора, широтно-импульсного 
модулятора, измерительных преобразователей (рис. 2.2.4). Это позволяет ор-
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ганизовать блок адаптации на программно-аппаратном уровне как внешнее 
устройство, улучшающее характеристики комплектных исполнительных 
приводов. Особенности построения наблюдателя состояний электромехани-
ческого объекта будут рассмотрены в последующих главах работы при ре-
шении задачи восстановления неконтролируемых переменных ЭМО.  

 

 
Рис. 2.2.2. Структура адаптивной СУ  

с эталонной моделью исполнительного ЭП 
 

Другим способом определения xt+1 является применение прогнозирую-
щих методов, позволяющих построить ускоренную адекватную математиче-
скую регулируемого процесса. 

Поскольку рассматриваемая система относится к классу детерминиро-
ванных, то предсказание будущих значений xt по соответствующей информа-
ции о прошлом состоянии не вызовет затруднений. 
 Основой одного из методов экстраполяции является разложение анали-
тической функцией в ряд Тейлора. При этом экстраполируемая функция и ее 
производные должны быть непрерывными во всем диапазоне ее изменения. 
Значения функции xt+1 для дискретного случая соответствуют выражению:  

( ) ( )[ .1/
0

1
j

N

j

j
ttt ttjxxx −+Δ+= ∑

=
+ ]      (2.2.21) 
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Рис. 2.2.3. Структура адаптивной СУ исполнительным ЭП  

с обратной связью по вектору измерения 
 

Практическое применение получили экстраполяция нулевого порядка 
(j=0) и линейная экстраполяция (j=1). В четвертой главе книги приведена 
структура системы управления ЭП, в которой используется прогнозирующее 
устройство, функционирующее на основе вычисления скорости изменения  
составляющих xt : 

,2 211 ttt xxx −=+       (2.2.22) 
где моменты времени t1 = T- Δt, t2 = T- 2Δt; Δt - период квантования измери-
тельных преобразователей. 

 
Рис. 2.2.4. Структура адаптивной СУ исполнительным ЭП  

с аналоговыми регуляторами 
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 Применительно к цифро-аналоговым системам управления исполни-
тельными приводами ЭМО функции блока адаптации можно ограничить пе-
ренастройкой параметров контура положения (рис. 2.2.5). 

 
Рис. 2.2.5. Структура адаптивной цифро-аналоговой системы управления  

исполнительным ЭП 
 

На примере электропривода постоянного тока, представленного моде-
лью вида (1.3.17) и параметрами, приведенными в табл. 1.3.1, установлено, 
что синтезированный алгоритм перенастройки коэффициентов передачи по 
току Ki и скорости Kω двигателя адаптивного регулятора является высокоэф-
фективным способом компенсации влияния, например, изменений момента 
инерции JД нагрузки двигателя на показатели переходных процессов. Так, 
при скачкообразном уменьшении JД в 15 раз от номинального JДНОМ значения 
практически полностью исключается колебательный характер процесса ста-
билизации скорости двигателя (рис. 2.2.6 - 2.2.7).  

 
Рис. 2.2.6. Переходные процессы в ЭП при скачкообразном уменьшении  

неконтролируемого JД на 50% от JДНОМ. без подключения контура адаптации 
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Рис. 2.2.7. Переходные процессы в ЭП при скачкообразном уменьшении  

неконтролируемого JД в 15 раз от JДНОМ. с адаптивным регулятором 
 

При этом коэффициенты передачи по току Ki и скорости Kω двигателя 
изменяются соответствующим образом (рис. 2.2.8 - 2.2.9). Изменение чувст-
вительности алгоритма адаптации возможно путем введения нормирующих 
множителей при вычислении ΔHt в (2.2.12) и ΔSt в (2.2.20), значения которых 
ограничиваются областью устойчивости замкнутой адаптивной системы и 
могут определяться, например, коэффициентом передачи ШИМ. 

 

 
Рис. 2.2.8. Процесс перенастройки коэффициента передачи по току Ki  

адаптивного регулятора 
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Рис. 2.2.9. Процесс перенастройки коэффициента передачи  

по скорости ΔKω адаптивного регулятора 
 

В рассматриваемом примере при вычислении ΔKi и ΔKω используются 
следующие значения множителей:  

- вариант 1: для ΔHt - 10-5;  
для ΔSt-10-4 ;  

- вариант 2: для ΔHt - 10-5;  
для ΔSt - 5∗10-4.  

Влияние нормирующих множителей на процесс ΔKωt для приведенных 
вариантов проявляется в изменении вида и значений ΔKω (рис.2.2.10 - 2.2.11). 
Так, увеличение множителя при ΔSt в 5 раз приводит к пропорциональному 
возрастанию ΔKωt, а следовательно, повышению чувствительности алгоритма 
адаптации.  

 

 

Рис. 2.2.10. Процесс вычисления ΔKω  
для нормирующих множителей первого варианта 
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Рис. 2.2.11. Процесс вычисления ΔKω  

для нормирующих множителей второго варианта 

2.3. Построение адаптивного регулятора  
 с использованием наблюдателя состояний ЭМО 

 Техническая сложность или практическая невозможность измерения 
полного вектора xt состояния электромеханических объектов и их исполни-
тельных приводов обусловливает необходимость построения адаптивного 
управления ЭМО с наблюдателем состояния в условиях неконтролируемых 
возмущений и неполной информации о протекающих процессах. 
 Для вычисления полного вектора состояний электромеханического 
объекта или его части широко используются динамические фильтры - фильт-
ры Калмана и Люэнбергера. 

Рассмотрим задачу синтеза стабилизирующего управления Ut для сис-
темы: регулятор - наблюдатель состояния - нестационарный объект, который 
минимизирует обобщенный функционал качества (1.3.3). Пусть поведение 
объекта описывается уравнением (1.3.17). Полагаем, что наблюдатель со-
стояния ЭМС описывается уравнением 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

∧∧∧∧

+

∧

ttttt xCyLUGxFx 1  

или 

tttt LyUGxFx ++=
∧∧∧

+

∧

1  при ,)( 00 xttx ==     (2.3.1) 

где - оценки соответствующих матриц F, G в (1.3.17); L - матрица соот-
ветствующeй размерности, компоненты которой определяют динамику на-
блюдателя состояний. Уравнение ошибки оценивания на (t+1) шаге дискрет-
ности записывается как 

∧∧

GF ,

( ) .,][ 0001

∧∧∧

+ −==−−= xxttxFxLCF ttе εε   (2.3.2) 
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 В уравнении (2.3.1) параметры матрицы и матрицы - вектора в зависи-
мости от размерности управления (многомерного или скалярного), соответ-
свуют параметрам, аналогичным матрицам (вектору) в математической мо-
дели исполнительных приводов ЭМО. 
 Записывая полный вектор состояния 

,ttt xx ε+=
∧

      (2.3.3) 

квадратичный функционал качесва вида (1.3.3) можно представить суммой 
трех составляющих: 

( ) ,,,, 321
⎟⎟
⎟

⎠
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⎜⎜
⎜

⎝

⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧∧

ttttttt xIUxIIUxI εε      (2.3.4) 

где  

,5.0)(
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1111
0

∑
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tNN

T
Nt QQI εεεεε     (2.3.5) 
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3 .5.0),(

N
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T
tNN

T
Ntt xQxQxI εεε    (2.3.7) 

Очевидно, что наблюдатель состояния, восстанавливающий компонен-
ты неизмеряемой части вектора состояния, должен формировать наилучшую 
оценку в пространстве переменных параметров ε 

t, , Ut. Уравнение (2.3.2), с 
учетом равенства 

tx
∧

],[ LCFF −=
∧

       (2.3.8) 

записывается в виде: 
( ) .,][ 001 εεεε ==−=+ ttLCF tt      (2.3.9)  

 Используя в дальнейшем линейное преобразование многомерной сис-
темы уравнений (2.3.9), определим параметры наблюдателя состояний. С 
этой целью введем такую симметричную положительно определенную мат-
рицу P = PT >0, которая позволяет записать 

[ ]LCFPP −= −1     (2.3.10) 

и вектор ζ ∈ Rn , связанный с решением уравнения  (2.3.9) посредством вы-
ражения  

.      (2.3.11)  1
tt P ες −=
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В новых фазовых переменных уравнение (2.3.9) примет вид  
( ) .][,][ 0

1
0

1
1 ςςςς LCFPttPLCFP tt −==−= −−
+    (2.3.12) 

Значения компонент матрицы P выбираем таким образом, чтобы вы-
полнялось равенство 

].[][1 TTT LCFLCFP −=−−       (2.3.13) 

Это позволяет представить уравнение (2.3.12) следующим образом: 
( ) ., 001 ςςςςς ==−=+ ttLCF t

TT
t

T
t    (2.3.14) 

Умножая функционал (2.3.5) справа и слева на P-1, качественные пока-
затели наблюдателя состояния на данном этапе можно анализировать выра-
жением 

∑
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1111
0

.5.0)(
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tt
tt

T
tNN

T
Nt QQI ςςςςς      (2.3.15) 

Так как произведенное линейное преобразование не изменяет свойств и ко-
личественных характеристик замкнутой системы регулирования, то, записы-
вая уравнение (2.3.14) в виде:  

( ) ,, 001 ςςνςς ==−=+ ttCF t
T

t
T

t      (2.3.16) 

где                  (2.3.17) ,t
T
tt L ςν −=

задачу построения наблюдателя состояния можно сформулировать следую-
щим образом: определение значений компонент матрицы LT, при которых 
достигается минимум функционала (2.3.15). Здесь последовательность νt 
(2.3.17) выполняет роль управляющего воздействия динамической системой, 
состоящей из регулятора и исполнительного привода ЭМО. Следовательно, 
расширяя функционал (2.3.15) качества наблюдателя состояния, 

,][5.0)(
11

1111
0

∑
−

=

++=
N

tt
tH

T
ttH

T
tNНN

T
Nt RQQI ννςςςςς   (2.3.18) 

где для наблюдателя состояния QH - положительно-определенная матрица; RH 
- положительно-определенная матрица, параметры νt будем определять в 
форме линейной обратной связи в соответствии с уравнением 

,1
tHt

T
Ht QSCFR ςν ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=

∧
−−     (2.3.19) 

где  - матрица решения уравнения Риккати: 
∧
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T
H

T

t
Ht FCRCSFQS ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= −

−

+

∧∧
1

1

1
     (2.3.20) 

(знак “ ∧ “ характеризует принадлежность к наблюдателю состояния). 
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 Сопоставляя выражения (2.3.17) и (2.3.19), матрица L параметров на-
блюдателя состояния будет соответствовать 

.][ 11 −−
∧

−= H
TT

Ht RCFQSL      (2.3.21) 
Для выбора параметров Q H и RH значение νt подставим в (2.3.18) и по-

лученное выражение сравним с выражением (2.3.15). В результате связь ме-
жду матрицами Q, QH , RH отображается посредством следующего уравнения: 

].][][[ 11
Ht

T
H

T
HtH QSCFRCFQSQQ −−+=

∧
−−−

∧

  (2.3.22) 
Так как Q и QH по определению положительно-определенные, то, принимая 

,0≥==−
∧∧ T

H QQQQ       (2.3.23) 
выражение (2.3.20) записывается следующим образом: 
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++−=      (2.3.24) 

Тогда, с учетом (2.3.21), разностное уравнение, описывающее динамику на-
блюдателя состояний, принимает вид 
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Так как на первом этапе решения задачи Ut =0, то окончательно записываем 
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Для второго интервала времени от N1 до N характерно условие εt= 0, 
вследствие чего, I3( εt, ) = 0 и уравнение наблюдателя состояния: 
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где управление Ut, доставляющее минимум функционалу качества (2.3.6), 
сформированному на интервале (N1,N) в виде 
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будет определяться уравнением 
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 Матрица  вычисляется в результате решения матричного уравнения 
Риккати. 

tS
∧

 Оценка эффективности предложенных алгоритмов функционирования 
наблюдателя состояний осуществлялась для ЭП постоянного тока с регуля-
тором скорости двигателя. Так, при отличии ωН0 и ω0 имеется существенная 
разница в длительности переходных процессов ЭП и наблюдателя состояний 
ЭП (рис. 2.3.1 - 2.3.2), что не позволяет использовать оценку xt для организа-
ции управления Ut ЭП.  
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Рис.2.3.1. Переходные процессы в наблюдателе состояний ЭП 

с нулевыми начальными условиями (ωН0 = 0) 
 

 
Рис.2.3.2. Переходные процессы в ЭП  

с ненулевыми начальными условиями (ω0=2 с –1) 
 

Синтезированный алгоритм подстройки ωН0 до уровня ω0 обеспечивает 
равенство динамических процессов в наблюдателе состояний и ЭП (сравне-
ние рис. 2.3.2. - 2.3.3.).  

 
Рис. 2.3.3. Переходные процессы в наблюдателе состояний ЭП  

с учетом определения ненулевого начального условия ω0 
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Однако в случаях большого отличия ωН0 от ω0 требуется исключить 
влияние процесса подстройки ωН0 (рис. 2.3.4) на динамический процесс в на-
блюдателе состояний. 

 

 
Рис.2.3.4. Переходной процесс в наблюдателе состояний ЭП  

при определении ненулевого начального условия ω0 

 
На рис. 2.3.5 приведена структура системы управления ЭМО, реали-

зующая синтезированные алгоритмы, с возможностью анализа условий де-
композиции эталонной модели (наблюдателя состояний) по результатам раз-
дела 2.1. Анализатор формирует необходимые логические сигналы ρМ , ρР, 
ρОС, которые осуществляют переключение структур регулятора, эталонной 
модели, устройств обратной связи с учетом получения устойчивого решения 
задачи декомпозиции многосвязного ЭМО.  
 Таким образом, раздельное решение задачи оптимизации движения 
ЭМО на первом этапе предполагает включение блока задержки, которое на 
интервале времени [t0, N1] отключает управляющее воздействие исполни-
тельными приводами (в этом промежутке времени в наблюдателе состояния 
происходит формирование наилучшей оценки  состояния xt по измерениям yt) 
и на интервале [N1, N] подключает Ut на входы исполнительных приводов и 
наблюдателя состояния, который в этом случае выполняет роль эталонной 
модели.  

tx
∧

Следовательно, для уменьшения или устранения нежелательных пере-
ходных процессов в ЭМО, вызываемых неадекватностью начальных условий, 
необходимо ввести блок задержки, алгоритм работы которого синтезируется 
в следующем параграфе. 
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Рис. 2.3.5. Структура адаптивной системы управления ЭМО  
с разделением процессов наблюдения и управления 

2.4. Улучшение динамических характеристик наблюдателя 
состояния адаптивной СУ ЭМО 

Длительность интервала N1 при формировании наилучшей оценки век-
тора xt состояния по измерениям yt можно определять в результате экспери-
ментальных исследований ЭМО либо на основе сравнений компонент векто-
ров yt и . Причем второй способ предполагает наличие в yt перемен-
ной с максимальным временем переходного процесса. Данный способ оты-
скания N1 имеет ограниченные возможности при значительных изменениях 
параметров ЭМО. Поэтому актуальной задачей становится задача построения 
алгоритма функционирования блока задержки, использующей значения из-
меряемых переменных, параметров наблюдателя и регулятора. 

tt xCy
∧∧
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 Рассмотрим функции Ляпунова квадратичной формы 
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где KH, KP - матрицы коэффициентов усиления пропорциональной обратной 
связи наблюдателя состояний и регулятора ЭМО. Записываем первую раз-
ность ΔV1(εt) и ΔV2( ) соответствующих функций Ляпунова: tx

∧

,)( 111 tH
T
ttH

T
tt KKV εεεεε −=Δ ++       (2.4.2) 
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T
ttP

T
tt xKxxKxxV      (2.4.3) 

Учитывая (2.3.2) и (2.3.10), уравнения (2.4.2), (2.4.3) запишем в сле-
дующем виде: 
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 (2.4.5) 

Из первого уравнения (2.4.4) получаем условие асимптотической схо-
димости процесса восстановления 

( ) ( ) .1 TLCFLCF −>− −        (2.4.6) 

Асимптотические свойства переходных процессов в наблюдателе со-
стояния выполняются при следующих неравенствах: 
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Последнее неравенство можно записать в следующем виде: 
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Уравнение (2.4.9) является алгоритмом работы (рис. 2.4.1) устройства 
переключения, осуществляющее подключение управления Ut исполнитель-
ным приводом в моменты выполнения неравенства (2.4.9). 

Одним из методов определения (2.4.6) и (2.4.7) является сравнительная 
оценка главных миноров матриц правой и левой частей неравенств. Однако, 
прежде чем осуществить анализ неравенств (2.4.6) и (2.4.7), необходимо вы-
полнить обязательное требование о наличии собственных чисел матриц (F-LC) и 
(F-GKP) в области единичного круга (здесь рассматривается дискретное 
уравнение вида (1.3.17) для стационарных параметров ЭМО). 

Применительно к ЭП постоянного тока, представленного, например, 
системой уравнений второго порядка и пропорциональными регуляторами 
тока и скорости двигателя, условия (2.4.6), (2.4.7) принимают форму кон-
кретных выражений. Так, условие (2.4.6) записывается в виде двух нера-
венств: 
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( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ),/ 111121121221111122222222 clfclfclfclfclfclf −>−−−−−+  

( )( ) ( )( )[ ] .12
2112122111112222 <−−−−− clfclfclfclf      (2.4.10) 

В свою очередь, условие (2.4.7) 
( ) ( )( )[ ] ( ),)(/)( 111112221111222222 iii KgfKgfKgfKgfKgfKgf −>−−−−−− ωωω   

( )( ) ( )( )[ ] .12
112221111222 <−−−−− ωω KgfKgfKgfKgf ii    (2.4.11) 

Здесь, строчные символы с нижней индексацией обозначают соответствую-
щие компоненты матриц F, L, G, C, KР. 

 

 
Рис.2.4.1.Блок-схема алгоритма функционирования  

переключающего устройства 
 

Графическая интерпретация неравенств (2.4.9) - (2.4.12) для ЭП с дви-
гателем ДК1-2.3 (табл. 1.3.1) приведена на рис. 2.4.2. и 2.4.3.  
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Рис. 2.4.2. Область устойчивости наблюдателя состояний  
в пространстве параметров его коэффициентов передачи: 

- с регулятором скорости ЭП (ниже кривой 1); 
- с регуляторами скорости и тока ЭП (ниже кривой 2) 
 

 
Рис. 2.4.3. Область устойчивости наблюдателя состояний  

в пространстве параметров коэффициентов передачи регулятора: 
- с регуляторами скорости и тока ЭП (ниже кривой 1) 

 
При построении наблюдателя состояний с регулятором скорости об-

ласть устойчивости в пространстве параметров lω = l2 и li = l1 ограничивается 
кривой 1 (рис. 2.4.2). В случае организации регуляторов тока и скорости для 
формирования оценки состояния хt ЭП область устойчивости сокращается и 
характеризуется кривой 2 (рис. 2.4.2). Данный факт позволяет заключить о 
снижении запаса устойчивости наблюдателя состояний при увеличении чис-
ла контуров регулирования системы управления ЭП, требующих восстанов-
ления переменных.  

Область устойчивости наблюдателя состояний в пространстве коэффи-
циентов Kω и Ki передачи регуляторов скорости и тока, ограниченная кривой 
на (рис. 2.4.3), является избыточной вследствие гарантированной сходимости 
процесса регулирования переменных в ЭП. 
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2.5. Синтез адаптивного регулятора  
с использованием эталонной модели ЭМО 

 Рассмотрим вариант организации управления ЭМО, когда наблюдатель 
состояния выполняет роль эталонной модели объекта с известными парамет-
рами. В этом случае: 
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∧
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∧

=+= xxUGxFx ttttttt      (2.5.1) 

При восстановлении всего вектора xt структура адаптивной СУ ЭМО имеет 
вид, изображенный на рис. 2.2.1.  
 Блок адаптации функционирует согласно уравнению (2.1.20), а регуля-

тор (2.1.5) с учетом замены вектора xt на оценку . tx
∧

 Во многих системах управления необходимо оценивать не все пере-
менные, а только некоторую их часть. В этом случае образуется вспомога-
тельный вектор zt, который представляет собой совокупность измеряемых и 
наблюдаемых переменных: 
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 Основным требованием к эталонной модели, наряду с равенством ее 

параметров и параметров исполнительных приводов является . При 
этом будет выполняться соотношение 
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         (2.5.3) 

Следовательно, алгоритм адаптации регулятора СУ ЭМО записывается в виде 
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где ΔHt(z, U) в соответствии с уравнением (2.1.7) равно 
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T
ttt zDzUzHUzH −=Δ       (2.5.5) 

Функция Гамильтона при этом записывается следующим выражением 
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+Δ+++= ttt
T
tt

T
tt

T
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 В тех случаях, когда при проектировании системы управления ЭМО 
используется квадратичный функционал качества, то значение {zT 

t D0 
t z 

t} на 
оптимальной траектории движения замкнутой системы будет равно нулю. 
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 Для организации контура параметрической адаптации будем использо-
вать уравнение 
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T
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Улучшение адекватности процессов модели (2.5.1), (2.5.2), протекаю-
щих в ЭМО, реальным процессам возможно при разделении восстанавливае-
мых и измеряемых переменных. При этом упрощается структура наблюдате-
ля состояний (уменьшается размерность его переменных) за счет исключения 
измеряемых переменных.  
 На рис. 2.5.1 приведена структура адаптивной системы управления ис-
полнительным приводом ЭМО с наблюдателем состояния пониженной раз-
мерности, обеспечивающей восстановление только неизмеряемых перемен-
ных вектора состояния. 

 
Рис. 2.5.1. Структура адаптивной СУ исполнительным ЭП  

с наблюдателем состояния пониженной размерности 
 

Матрицу измерений в такой системе, при соответствующей перенуме-
рации переменных xt ЭМО, сформулируем в виде 

C = [ I m , 0 ],         (2.5.8) 
где Im - единичная  mxm - матрица. Обозначая 
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где mt - часть вектора состояний, недоступная прямому измерению, исход-
ную систему (1.3.17) представляем в матрично-блочной форме 
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с вектором измерения  
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Тогда уравнение (2.5.1) записывается следующим образом: 
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При обозначении  

,ttt Lymz −=
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где  - оценка вектора mt, наблюдатель состояния пониженной размерности 
определяется уравнением 
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В этом случае вектор  будет соответствовать tx
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или 
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 Конкретизируем данный алгоритм адаптации в режиме стабилизации 
скорости движения исполнительного привода. Управление приводом при 
описании его математической моделью второго порядка определяется выра-
жением 
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Согласно (2.1.10), для стационарных значений F0 и G0 запишем 
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 Используя оценку  только для формирования перенастраиваемых ко-
эффициентов передачи регулятора, адаптивное управление исполнительных 
приводов равно 
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где последовательность ΔSt+1 определяется 
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 Реализация данного алгоритма адаптации ЭП на управляющих кон-
троллерах требует меньших вычислительных ресурсов - объема памяти и бы-
стродействия - на 30% - 40% по сравнению с алгоритмом, синтезированным в 
разделе 2.2. 

2.6. Организация нелинейного управления  
электромеханическими объектами с переменными параметрами 

Как отмечалось выше, при синтезе систем управления исполнительны-
ми приводами большинства промышленных механизмов, в частности робо-
тов и манипуляторов различного назначения, функционирующих в условиях 
нестационарности и неконтролируемости возмущений, возникает необходи-
мость улучшения свойств локальных регуляторов.  

Напомним, что в процессе движения кинематических звеньев ЭМО 
должны выполняться две основные задачи:  

- обеспечение экстремальности назначенного функционала качества, 
отражающего точностные, динамические характеристики, а также, потери на 
управление;  

- обязательное соблюдение условий устойчивости замкнутой системы 
регулирования, которые не гарантируются при решении первой задачи с ли-
нейным управлением.  

Одним из направлений в теории проектирования систем управления 
ЭМО, при решении упомянутых задач, является конструирование нелиней-
ного локального регулятора, имеющего определенные преимушества по 
сравнению с линейным оптимальным регулятором.  

Рассмотрим один из вариантов организации нелинейного управления 
ЭМО с широтно - импульсной модуляцией питающего напряжения исполни-
тельным электродвигателем.  

Запишем динамику движения объекта в форме (1.3.6) с учетом выделе-
ния момента нагрузки в векторе mН =еМН, стационарности параметров ЭМО и 
внешних возмущений на интервалах дискретности ШИМ: 
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( ) HeMtUbtxAtx ++=
•

)()( 111  при ( ),00 γ++≤≤+∈ jTttjTtt     (2.6.1) 

( ) HeMtUbtxAtx ++=
•

)()( 222  при ( ),)1(00 TjttjTtt ++<<++∈ γ  

,0)( 0 == ttx  

где x(t) - n-мерный вектор состояния ЭМО; A1, A2 - nxn - матрицы параметров 
объекта соответственно на интервалах подключения и отключения управ-
ляющих сигналов объекта; Т - период дискретности управляющих сигналов 
(период ШИМ); b1 , b2 - n - мерные векторы, характеризующие параметры си-
ловой управляющей части импульсного преобразователя на интервалах дис-
кретности ШИМ; e - n - мерный вектор, характеризующий параметры эле-
ментов механической нагрузки объекта; МН - момент нагрузки электромеха-
нического объекта; t0 - время, характеризующее начальное x(0) состояние 
ЭМО. 
 В качестве управляющих воздействий U1(t), U2(t) рассматривается вы-
ходное напряжение широтно-импульсного преобразователя, поступающее 
непосредственно на исполнительный электродвигатель ЭМО. Длительность γ 
ШИМ записывается уравнением 

[ ]( )
[ ] [ ]

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
=

kTjTuприT

kTjTuприjTku
jTu

/

,/
γ      (2.6.2) 

где k - постоянное значение коэффициента передачи ШИМ. 
Управляющее воздействие U(t) на каждом интервале ШИМ будем син-

тезировать из условия минимума среднего квадратичного функционала I(x,U) 
качества:  

( ) ( ) ( )(∫ +=
t

T dtRtUtQxtxUxI
0

2 ,)(5.0, )     (2.6.3)  

где Q - диагональная, положительно полуопределенная nxn матрица; R - ко-
эффициент, характеризующий потери на управление ЭМО; R>0, компоненты 
которых на начальном этапе проектирования определяются соотношениями 

( )[ ] [ ] .)(/1,/1 22
MAXMAXiii tURtxq ==      (2.6.4) 

Значение гамильтониана Н0(x,U) на оптимальной траектории движения 
ЭМО с точки зрения минимума (2.6.3) можно записать как 

( ) .0/,),(0 =∂−∂= tUxIUxH        (2.6.5) 

Здесь предполагается, что управление ЭМО формируется без ограни-
чений, т.е. широтно-импульсная модуляция питающего напряжения U1(t), 
U2(t) электродвигателя осуществляется на линейной части характеристики 
модулятора. Такой режим функционирования ЭМО является наиболее ис-
пользуемым в реальных эксплуатационных условиях для многих промыш-

 70



ленных механизмов, т. к. ограничения на управление возникают в основном в 
аварийных режимах или с предельными возможностями источника энергии 
для высокоэкономичных электромеханических объектов.  

Тогда равенство нулю частной производной гамильтониана Н0(x,U):  
- на первом интервале ШИМ )( 00 γ++≤≤+ jTttjTt : 

( ) [ ] ( ) ( )( ),)(5.05.0, 111
20

1 H
TT eMtUbtxAtRUQxxUxH ++++−= λ   (2.6.6) 

- на втором интервале ШИМ ))1(( 00 TjttjTt ++<<++ γ : 

 ( ) [ ] ( ) ( )( ),)(5.05.0, 222
20

2 H
TT eMtUbtxAtRUQxxUxH ++++−= λ   (2.6.7) 

где λ - n - мерный вектор неопределенных множителей Лагранжа по управ-
лению позволяет записать соответствующие выражения для организации ре-
гулятора СУ ЭМО: 

( ) ( ) ,1
1

1 btRtU Tλ−=      (2.6.8) 

( ) ( ) .2
1

2 btRtU Tλ−=      (2.6.9) 

Подставляя (2.6.8), (2.6.9) соответственно в (2.6.6) и (2.6.7), после пре-
образований получим 
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где векторы В1, В2, BH1, BH2 определяются из соотношений 

;

;

2222

1111

xAxABb

xAxABb
T

T

=

=  

.2211 HH
T
HH

T
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При выполнении условия (2.6.5) на траектории движения ЭМО во всем 
пространстве состояний, в результате решения уравнений (2.6.10) и (2.6.11), 
можно записать 

( )( ) ,2
112,11 ρββλ +±−=btT  

( )( ) ,2
222,12 ρββλ +±−=btT      (2.6.13) 

где           [ ] ,1111 H
T
H

T eMRBxARB +=β  

[ ] ,2222 H
T
H

T eMRBxARB +=β      (2.6.14) 

.QxRxT=ρ  
Для регуляторов с отрицательной обратной связью по вектору состоя-

ний уравнения (2.6.9) следует записать в виде 
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Таким образом, динамика замкнутой системы регулирования ЭМО, 
представленного в виде (2.6.1), записывается следующими уравнениями:  
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Анализируя (2.6.16), можно заключить, что нелинейное управление ви-
да (2.6.15) является более эффективным при построении адаптивных СУ, т. к. 
позволяет кроме функциональной зависимости U1(t, U2(t) от значений x(t), 
организовать дополнительное воздействие на процессы регулирования и ста-
билизации путем коррекции значений Q, R в β и ρ (уравнения (2.6.14)). Это в 
значительной степени расширяет возможности оперативной адаптации СУ 
ЭМО к изменяющимся возмущениям.   

На рис. 2.6.1 приведена структура адаптивной СУ ЭМО, реализующая 
нелинейный закон управления, с возможностью анализа устойчивости и вы-
числения функционала качества процесса регулирования. 

Ниже рассмотрим возможные варианты алгоритмов работы анализато-
ра устойчивости, вычислителя качества (точности) процесса регулирования и 
блока адаптивной подстройки Q и R. 

Для нахождения границ области устойчивости рассматриваемой струк-
туры СУ ЭМО в пространстве параметров и переменных состояния объекта 
целесообразно использовать второй метод Ляпунова, позволяющий в алгеб-
раической форме записать необходимые и достаточные условия стабилизи-
руемости. При назначении функции Ляпунова квадратичной формы требова-
ние отрицательности ее первой производной обычно записывается в виде не-
равенств, включающих предельные значения параметров СУ и переменных 
объекта.  

В случае невыполнения данных неравенств следует принять соответст-
вующие мероприятия не только на этапе проектирования регуляторов систе-
мы управления, но и в процессе динамического движения ЭМО.  

Рассматривая уравнения (2.6.16) замкнутой системы регулирования, 
можно получить множество таких неравенств для конкретных режимов рабо-
ты ЭМО, параметров исполнительных приводов, электродвигателей и кине-
матических звеньев механизмов. Одним из характерных режимов функцио-
нирования замкнутой СУ ЭМО является движение объекта с максимальным 
значением управляющего воздействия в зоне насыщения ШИМ: 
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=      (2.6.17)  
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Рис. 2.6.1. Структура адаптивной СУ ЭМО с нелинейным регулятором 
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В данном случае условия отрицательной определенности первой про-
изводной функции Ляпунова квадратичной формы для уравнений (2.6.16) за-
писываются в следующем виде: 

- при ( )γ++≤≤+∈ jTttjTtt 00  

( )( ) ( )([ ] ,05.0)( 1111 <+−++−=
•
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T )  (2.6.18) 
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•
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HH

T
 

 Как следует из уравнений (2.6.18), при полностью известных парамет-
рах ЭМО границы области устойчивости будут определяться предельным 
значением момента нагрузки, которое может быть равно перегрузочной спо-
собности исполнительного электродвигателя по моменту, и максимальными 
значениями регулируемых переменных x(t). Для режимов работы ЭМО, при 
которых известна зависимость момента нагрузки от вектора состояний,  

M H = S(х, t)H x(t),      (2.6.19) 
где S(х)H - n - мерный вектор - строка, значения компонент которого функ-
ционально определяют вклад соответствующей переменной вектора состоя-
ний в формирование MH , выражение (2.6.18) позволяет учесть влияние дви-
жения ЭМО в пространстве на область устойчивости замкнутой системы ре-
гулирования.  

Таким образом, одним из вариантов алгоритма функционирования ана-
лизатора устойчивости может являться выполнение неравенств (2.6.18). 

Алгоритмом работы вычислителя качества (точности) процесса регу-
лирования в данном случае служит определение функционала вида (2.6.3). 

Алгоритм функционирования блока адаптивной подстройки Q и R 
предполагает сравнение вычисленного функционала качества с эталонным 
значением. Подстройка компонент диагональной матрицы Q и коэффициента R 
может быть произведена, например, по методу, рассмотренному в разделе 2.2. 
Изменения Q и R необходимо производить в пределах их граничных значе-
ний, сформированных анализатором устойчивости адаптивной СУ.  

Иллюстрацией предлагаемого метода синтеза адаптивных регуляторов 
могут служить результаты моделирования (рис. 2.6.2 - рис. 2.6.7) электро-
привода постоянного тока, динамика которого представлена уравнениями 
второго порядка. Здесь устанавливались следующие условия: R = 5; Q = diag 
[0.1 1000]; β = 0. Изменение такого параметра, как момент JД инерции двига-
теля, обусловливает изменение не только длительности переходного процес-
са, а также амплитуды перерегулирования и количества автоколебаний.  
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Рис.2.6.2. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором 

по выходу для номинального значения момента JДНОМ инерции двигателя 
 

 
Рис. 2.6.3. Зависимость квадратичного функционала качества  

от времени в ЭП с нелинейным регулятором по выходу  
для номинального значения момента JДНОМ инерции двигателя 

 
 

 
Рис. 2.6.4. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при уменьшении момента JД = 0.5JДНОМ инерции двигателя 

 75



 
Рис. 2.6.5. Зависимость квадратичного функционала качества  

от времени в ЭП с нелинейным регулятором по выходу  
при уменьшении момента J Д = 0.5J Д НОМ инерции двигателя 

 

 
Рис. 2.6.6. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  
по выходу при увеличении момента J Д = 2J Д НОМ инерции двигателя 

 

 
Рис. 2.6.7. Зависимость квадратичного функционала качества  

от времени в ЭП с нелинейным регулятором по выходу  
при увеличении момента JД = 2JДНОМ инерции двигателя 
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Характер переходных процессов принципиально не изменяется при 
увеличении R = 50 (рис.2.6.8).  

 

 
Рис. 2.6.8. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором по выходу  

при скачкообразном увеличении момента JД инерции двигателя в 10 раз 
 
Включение в состав управления предварительно рассчитанного значе-

ния β с BT
1 = [ - 5.8 25 ]⋅10 -4 (при полностью контролируемом возмущающем 

значении JД) позволяет получить апериодический переходной процесс и ис-
ключить влияние скачкообразного изменения JД на установившийся режим 
замкнутой системы (рис. 2.6.9, R = 5 и рис. 2.6.10, R = 50). В случае, когда 
момент инерции JД изменяется неконтролируемым образом до определенного 
предела, нелинейное управление также обеспечивает необходимое качество 
стабилизации заданной скорости (рис. 2.6.11 - 2.6.13).  

 

 
Рис.2.6.9. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором по выходу  
при скачкообразном уменьшении момента JД инерции двигателя в 10 раз 
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Рис. 2.6.10. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном увеличении контролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 10 раз 

 

 
Рис. 2.6.11. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном увеличении неконтролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 10 раз 

 

 
Рис. 2.6.12. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном уменьшении неконтролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 50 раз 

 78



 
Рис. 2.6.13. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном увеличении контролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 50 раз 

При больших же изменениях JД, например уменьшения в 100 раз, от 
номинального значения замкнутая система с нелинейным регулятором ста-
новится принципиально неустойчивой (рис. 2.6.14 и 2.6.15).  

 
Рис. 2.6.14. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном увеличении неконтролируемого значения 
момента JД инерции двигателя в 100 раз 

 
Рис. 2.6.15. Переходные процессы в ЭП с нелинейным регулятором  

по выходу при скачкообразном увеличении контролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 100 раз 
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Г л а в а 3 

АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ЭМО  

С КОНТРОЛИРУЕМЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ  

В ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ ЭП 

 В тех случаях, когда имеется техническая возможность осуществить 
измерение или идентификацию возмущений в ЭМО, целесообразно исполь-
зовать приближенные решения задач синтеза адаптивных регуляторов, до-
пускающих неполное аналитическое представление электромеханических 
объектов. Их использование значительно упрощает алгоритмы перенастрой-
ки параметров СУ в реальном масштабе времени с учетом изменяющихся в 
определенных границах условий и режимов работы исполнительных приво-
дов. Также немаловажным фактором при проектировании адаптивной систе-
мы управления ЭМО конкретного технологического оборудования является 
экономическая целесообразность реализации адаптивных алгоритмов, обес-
печивающих в полной мере оптимальное движение объекта. Поэтому вслед-
ствие отсутствия по объективным или субъективным, причинам полной ин-
формации о состоянии исполнительного электропривода, например, невоз-
можности измерения скорости и положения рабочего органа механизма и за-
ведомой неадекватности линеаризованной модели исходному математиче-
скому представлению ЭП, качественные показатели реального процесса в той 
или иной степени будут отличаться от назначенных, а движение замкнутой 
СУ - характеризоваться субоптимальным адаптивным управлением.  

К основным признакам субоптимальности можно отнести следующие: 
во - первых, это управление ЭМО по части переменных состояния всего объ-
екта; во – вторых, использование приближенной модели сложного ЭМО. 
Кроме того, очень часто возникает проблема точного определения начальных 
значений регулируемых переменных. Неточность в определении начального 
состояния ЭМО безусловно приводит к отличию действительного функцио-
нала качества от назначенного и может быть причиной появления неустойчи-
вых процессов в замкнутой системе регулирования. Следовательно, в про-
цессе организации субоптимального адаптивного управления ЭМО необхо-
димо гарантировать практическую устойчивость и робастность при флуктуа-
циях контролируемых возмущений. 
 Для синтеза субоптимального адаптивного управления ЭМО с контро-
лируемыми возмущениями можно использовать базовые методы детермини-
рованного синтеза регуляторов: методы АКОР, модального управления и ме-
тоды, основанные на анализе функции Ляпунова. Сравнение первых двух ме-
тодов приводит к выводу об определенной симметрии их свойств. Так, если 
трудности АКОР состоят в назначении функционалов качества, то соответст-
вующая проблема модального управления заключается в определении же-
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лаемого вида характеристических полиномов замкнутой системы. В обоих 
методах возникают аналогичные проблемы учета ограничений, а также га-
рантированной устойчивости при вариациях параметров ЭМО. Однако, ме-
тоды модального управления являются более простыми в вычислительном 
отношении. Методы синтеза регуляторов с использованием функций Ляпу-
нова позволяют получить более широкие границы области устойчивости и 
возможность организовать нелинейное управление ЭМО. 
 При построении следящих электроприводов одним из путей обеспече-
ния точности позиционирования рабочего органа производственного меха-
низма и плавности движения является уменьшение задающего сигнала ско-
рости электропривода в функции от рассогласования по положению вала 
двигателя или рабочего органа механизма (1.2.3), (1.2.4). Очевидно, что такое 
техническое решение обладает ограниченными возможностями. Поэтому в 
режиме движения электропривода по заданной программе для расчета управ-
ляющего воздействия целесообразно использовать второй метод Ляпунова.   
 Обеспечивая асимптотическую устойчивость регулируемого процесса, 
второй метод Ляпунова является наиболее развитым для практического при-
менения в разработках систем управления ЭП. Использование этого метода 
базируется на условии отрицательной определенности первой производной 
функции Ляпунова на траектории движения замкнутой системы регулирова-
ния. Данный метод в первую очередь предназначен для определения области 
устойчивости в пространстве параметров систем и функции Ляпунова, т.е. 
обеспечения равенства нулю вектора состояния возмущенного движения ЭП 
при t → ∞. При этом выбор функции Ляпунова имеет важное значение и при 
строгом математическом подходе к решению вопросов синтеза представляет 
собой самостоятельную задачу. Распространенным видом функции Ляпунова 
являются “квадратичная форма” или “квадратичная форма плюс интеграл от 
нелинейности”, которые для линейных и линеаризованных систем позволяют 
получить необходимые и достаточные условия устойчивости. Для регулято-
ров с сильно выраженными нелинейными характеристиками определение 
конкретного типа функций Ляпунова в значительной степени зависит от тео-
ретической подготовки и опыта разработчиков систем управления. Управле-
ние электроприводом, синтезированное на основе второго метода Ляпунова, 
можно применять не только в режиме позиционирования вала двигателя или 
рабочего органа механизма, но и для уменьшения влияния такого внешнего 
возмущения, как превышение амплитуды питающего напряжения ШИМ вы-
ше допустимого значения. Это осуществляется путем введения дополнитель-
ного функционально зависящего от напряжения питания параметра в управ-
ляющий сигнал Ut. Следует отметить, что предложенные в данной главе кни-
ги методы конструирования адаптивных регуляторов СУ ЭМО с контроли-
руемыми возмущениями могут использоваться для определения средних зна-
чений коэффициентов передачи адаптивных регуляторов систем управления 
объектами с неконтролируемыми возмущениями.  
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3.1. Параметрический синтез регуляторов СУ  
с обратной связью по выходу ЭМО 

 Обратную связь в замкнутой системе управления исполнительным 
электроприводом можно представить в виде комбинации компонент вектора 
состояний 

,t
T
OCt Cxy τ=        (3.1.1) 

где τОС - вектор параметров обратных связей ЭП; С - матрица, состоящая из 
единиц и нулей и характеризующая использование компонент вектора со-
стояния в алгоритме управления.  

Тогда условие устойчивости системы (1.4.26), с учетом (3.1.1), запи-
шется в виде неравенства 

{ } ,1: <+GKCFрЗ        (3.1.2) 

где pЗ - собственные числа матрицы замкнутой системы; K - вектор-строка 
параметров регулятора ЭП, который можно записать следующим образом: 

K= kτТОС.        (3.1.3) 
 Рассмотрим частные способы формирования вектора обратной связи. 
 Способ 1. Вектор yt представлен в виде линейной комбинации, т.е. век-
тор τОС содержит известные компоненты. Тогда вектор-строка K имеет одну 
степень свободы за счет изменения чувствительности регулятора для выпол-
нения условия (3.1.2). 
 Способ 2. Вектор yt задан с точностью до значений компонент вектора τОС. 
При этом K - вектор-строка неизвестных параметров, которые необходимо 
определить в результате решения задачи синтеза. Чувствительность k ШИМ 
определяется из условия технической реализации системы управления. 
Уравнение (3.1.3) при этом записывается как 

K= kкТ,       (3.1.4) 
где кТ - вектор-строка, компоненты которого заданы с точностью до значений . T

OCτ
 Отмеченные способы задания yt обладают ограниченными возможно-
стями для обеспечения (3.1.2), особенно если часть собственных чисел мат-
рицы F по модулю больше единицы. Поэтому в дальнейшем будем рассмат-
ривать общий случай построения обратной связи (3.1.1). 
 Для определения вектора K в (3.1.2) на линейном участке характери-
стики γ(u[jT]) ШИМ используем метод синтеза оптимального регулятора с 
заданными структурными ограничениями. Управление будем отыскивать в 
форме обратной связи по выходу yt: 

Ut = KCxt,        (3.1.5) 
минимизирующего квадратичный критерий качества 
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где MX0{a} - операция усреднения выражения {а} по вектору начальных ус-
ловий x0. 
 Запись функционала качества в виде (3.1.6) позволяет учесть вероятно-
стный характер разброса начальных значений вектора состояний. В предпо-
ложении, что вектор xt распределен по нормальному закону с нулевым сред-
ним, запишем 

{ } .00 XxxM T
ttX =       (3.1.7) 

 Данное предположение не противоречит реальным условиям эксплуа-
тации объекта управления, т.к. вектор x0, характеризующий начальное со-
стояние, как правило, принадлежит некоторой ограниченной окрестности на-
чала координат. Характер этой окрестности можно описать, например, диа-
гональной матрицей X0=diag(x10, ..., xn0), где элементы xj>0 выбираются про-
порционально диаметру сечения оси 0xj, упомянутой окрестности начальных 
условий. 
 С учетом вышеотмеченного, задача синтеза системы управления будет 
заключаться в определении одного или нескольких параметров обратной свя-
зи из условия экстремальности (3.1.6) при ограничениях (3.1.2). Очевидно, 
что экстремальное значение (3.1.6) следует определять на тех уравнениях ви-
да (3.1.5), которым соответствует множество векторов ℜ, удовлетворяющих 
условиям 

{ },,,1,1)(: njFpK Kj K=<=ℜ      (3.1.8) 

где FK - nxn - матрица замкнутой системы; 
.GKCFFK +=       (3.1.9) 

 Известно, что при K∈ℜ, для решения однородного векторного уравнения 
,1 tt Fxx =+        (3.1.10) 

при распределении вектора x0 по нормальному закону, справедливо равенство: 

.lim
0

0 XxxM
N

tt

T
ttNX =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∑
=

∞→
        (3.1.11) 

При этом симметричная матрица X размером nxn удовлетворяет дискретному 
уравнению Ляпунова 

.0XXFFX T
KK +=       (3.1.12) 

Действительно, для матрицы 
{ } K,1,0,0 == txxMX T

ttXt     (3.1.13) 
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справедливо разностное матричное уравнение 
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=+           (3.1.14) 

из которого получим 

∑ ∑
= =

+ +=+
N

tt

N

tt

T
KtKtN xFxFxx

0 0

.)( 01        (3.1.15) 

В результате соотношений 
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{ }KjMAX
n

MAXNN Fppxpxx max,0
2

12 =≤≤=Ψ +     (3.1.17) 

можно сделать вывод об ограниченности Ψ1и стремлении Ψ2 к нулю при 
N→∞. Тогда, вследствие тождеств 

{ }
{ } XxxM

TrXQQxxM
T
ttX

T
ttX

=

=

0

0 ,       (3.1.18) 

и равенства (3.1.11), функционал (3.1.6), с учетом (3.1.5), записывается как 

( )[ ] ,)()( KRQTrXRKCKCQTrXKI TT +=+=    (3.1.19) 

где R(K) - nxn-матрица, которая имеет вид 
.)( RKCKCKR TT=       (3.1.20) 

 Таким образом, решение исходной задачи синтеза параметра обратной 
связи заключается в определении минимума функции (3.1.19) по элементам 
вектора-строки K при ограничениях (3.1.12). Используя метод множителей 
Лагранжа, запишем лагранжиан задачи 

( ) ( ) ( ){ },,, 0
T

KK XFFXXTrKIKXI Λ+−Λ+=Λ     (3.1.21) 

где Λ - симметричная nxn - матрица множителей Лагранжа. 
 Необходимые условия минимума (3.1.21) получим, дифференцируя I 
(X, Λ, K) по X, Λ, K и приравнивая полученные частные производные к нулю: 

.0/,0/,0/ =Λ∂∂=∂∂=∂∂ IKIXI      (3.1.22) 

 После выполнения матричного дифференцирования получим систему 
матричных уравнений 
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    (3.1.23) 
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где (*)- означает оптимальное значение переменных. Из последнего уравне-
ния системы (3.1.23) однозначно определяется выражение для оптимального 
значения K* 

( ) ( ) .1***1** −−
ΛΛ+−= TTTT CCXCFXGGGRK    (3.1.24) 

 Для решения задачи синтеза с любым законом регулирования необхо-
димо произвести расширение вектора состояния исходной математической 
модели. Рассмотрим ПИД - закон регулирования, который в дискретной 
форме записывается как 

( ) ∑
=

− +−+=
t

j
jИttДtПt уКууКуКy

0
1 ,~

    (3.1.25) 

где KП , KД , KИ - соответственно вектор - строки коэффициентов передачи 
пропорциональных, дифференциальных, интегральных составляющих изме-
ряемых сигналов. 
 Расширим пространство состояния системы (1.4.26) введением допол-
нительных переменных 
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T
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T
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T
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где     ( ) ,1
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С учетом выражения (1.4.26) получим дискретную систему 
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где IL - единичная матрица cоответствующей размерности; tx~ - расширенный 
вектор состояния. 
 Измерения в системе (3.1.29) осуществляются согласно выражения 

.~),,(~
tLLt xIICdialy =            (3.1.30) 

Обозначая:  
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записываем систему (3.1.29) с расширенным пространством состояния в виде 
(1.3.17): 

( ) .~~,~~~~
001 xttxUGxFx ttt ==+=+     (3.1.32) 

 Назначая соответствующим образом компоненты матрицы Q~  и R~  
квадратичного критерия качества (3.1.6) в расширенном пространстве, после 
решения системы вида (3.1.23) из (3.1.24) определяется *~К . 
  

Алгоритмы решения системы (3.1.23) 
 Наиболее простым из численных методов решения системы матричных 
уравнений (3.1.23) является итерационная процедура. Один из алгоритмов 
расчета K на ЦВМ приведен на рис. 3.1.1. В том случае, когда известна об-
ласть допустимых значений коэффициентов KДОП передачи контуров регули-
рования замкнутой системы, целесообразно задаваться начальными значе-
ниями Kj=0=KНАЧ∈KДОП и Λj=0=ΛНАЧ, где j - шаг итерации.  

Другой алгоритм определения неизвестных параметров K регулятора 
заключается в следующем: 
 1. Организуется вычислительный процесс:  

( )
( ) ,,,
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НАЧjjjJ

НАЧjjjj

XФ

XXXФX

Λ=ΛΛ=Λ

=Λ=

=+

=+    (3.1.33) 

где Ф1( ), Ф2( ) - соответственно, значения правых частей первых двух урав-
нений (3.1.23) при подстановке из (3.1.24) выражении K(X, Λ). 

2. Вычисления по формулам (3.1.33) повторяются до тех пор, пока не 
выполнится одно из условий сходимости вычислительного процесса: 

( )[ ] ( )[ ] 11111 // ε<ΛΛ−Λ+− −−−− jjjjjj XXX       (3.1.34) 

или 
( )[ ] ,/ 21010 ε<ΛΛ−Λ −− jjj TrXTrX      (3.1.35) 

где ε1 >0, ε2 >0 (ε1, ε2 малые величины) задают точность вычислительного 
процесса. Матрицы ΛНАЧ, ХНАЧ при j=0 для приведенных выше вычислитель-
ных алгоритмов определения K* регуляторов СУ ЭМО обычно равны еди-
ничной матрице. Следует отметить, что в случае отсутствия информации о 
средне - квадратичном отклонении начальных условий x0 от нулевого средне-
го значения матрица X0 в первом уравнении (3.1.23) заменяется значениями 
[x0 xT

0]. 
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Рис. 3.1.1. Блок-схема алгоритма вычисления коэффициентов передачи  

субоптимального регулятора 
 
 T.е. решение всей системы матричных уравнений (3.1.23), а следова-
тельно и параметры K* регулятора будут зависеть от конкретных начальных 
значений x0 регулируемого процесса.  

Сходимость вычислений параметров регулятора подтверждается на 
примере синтеза коэффициентов передачи по току Кi (рис. 3.1.2) и скорости Кω 
(рис. 3.1.3) при описании динамики ЭП постоянного тока уравнениями вто-
рого порядка. Следует отметить, что количество итераций вычисления коэф-
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фициентов передачи регулятора не зависит от изменения параметров ЭП и 
уменьшается, как минимум, в четыре раза по сравнению с вычислительным 
процессом, реализующим " прогонку " решения уравнения Риккати вида 
(2.2.6) (рис. 3.1.4 - 3.1.5). 

 
Рис. 3.1.2. Переходный процесс вычисления коэффициента  

передачи регулятора по току 
 

 
Рис. 3.1.3. Переходный процесс вычисления коэффициента  

передачи регулятора по скорости 
 

 
Рис. 3.1.4. Переходный процесс вычисления коэффициента передачи регулятора 

по току при решении уравнения Риккати вида (2.2.6) 
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Рис. 3.1.5. Переходный процесс вычисления коэффициента  

передачи регулятора по скорости при решении уравнения Риккати вида (2.2.6) 

 В результате, после проведения всех необходимых вычислений, опти-
мальное значение функционала качества (3.1.19) будет равно 

( ) .*
0

* Λ= TrXKI       (3.1.36) 
 В отличие от оптимального регулятора, синтезированного в виде ли-
нейной обратной связи с использованием решения уравнения Риккати, здесь 
возможно снижение затрат на управление при прочих равных условиях, что 
подтверждается меньшими значениями функционала качества (рис. 3.1.6-3.1.7).  

 
Рис. 3.1.6. Зависимость квадратичного функционала качества  

от времени для регулятора, синтезированного по АКОР 

 
Рис. 3.1.7. Зависимость квадратичного функционала качества  

от времени для регулятора, синтезированного методом параметрического синтеза 
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В процессе моделирования ЭП постоянного тока установлено, что ко-
эффициенты передачи по скорости Кω и току Кi регулятора в значительной 
степени зависят от начальных значений скорости ω0 и тока i0 объекта управ-
ления - двигателя (рис. 3.1.8 - 3.1.9).  

 

 
 

Рис. 3.1.8. Зависимость коэффициента передачи контура регулирования скорости  
от начальных условий по скорости в пределах их номинальных значений 

 
 

 
Рис. 3.1.9. Зависимость коэффициента передачи контура регулирования тока  

от начальных условий по току в пределах их номинальных значений 
 
Поэтому при проектировании систем управления высокоточными элек-

троприводами с большим диапазоном регулирования необходимо учитывать 
влияние средне - квадратичного отклонения σY0 начальных значений изме-
ряемых переменных y0 на коэффициенты передачи регулятора и производить 
их своевременную коррекцию. 
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 На рис. 3.1.10 и 3.1.11 приведены структуры адаптивных регуляторов с 
определением σY0. Блок адаптации, кроме перенастройки параметров регуля-
тора, чувствительности ШИМ и коэффициентов передачи измерительных 
преобразователей, осуществляет изменение структуры регулятора и обратной 
связи. Параметры электромеханического объекта определяются для невоз-
мущенного режима замкнутой системы с использованием эталонной модели 
ЭМО.  

 
 
Рис. 3.1.10. Структура адаптивной СУ исполнительным ЭП с определением σY0 

 
С целью исключения эффектов влияния переходных процессов в блоке 

адаптации на динамические процессы замкнутой системы целесообразно 
ввести в прямой контур регулирования переключатель, осуществляющий от-
ключение управляющего сигнала ЭМО на начальном этапе функционирова-
ния СУ (рис. 3.1.11).  
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Рис. 3.1.11. Структура адаптивной СУ исполнительным ЭП  
с определением σY0 и отключением управляющего сигнала 

 
Длительность задержки на подключение управляющего сигнала ЭМО 

определяется максимальной длительностью вычисления блоком адаптации 
параметров перенастройки регулятора, ШИМ и измерительных преобразова-
телей. 

Рассмотрим задачу синтеза параметрического регулятора при стабили-
зации угловой скорости двигателя (на примере двигателя  ДК-1-2.3 с пара-
метрами, приведенными в табл. 1.3.1) с ШИМ питающего напряжения в 
форме (1.3.9), (1.3.10). Динамику двигателя запишем уравнениями вида 
(1.3.1), (1.3.2) (без учета параметров входного фильтра силового преобразо-
вателя):  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),23.5

,214293.10424

tt

tUttiti

ωω

ω

=

+−−=
•

•

    (3.1.37) 

где i(t), ω(t) - ток и угловая скорость вала двигателя. Дискретное представле-
ние (3.1.37) с периодом T = 0,33*10 -3 с будет иметь вид 
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где xt=[it ωt] T .  
 Для организации регулятора предполагается использовать измеряемые 
значения скорости двигателя и вычисляемые на их основе данные об ускоре-
нии вала. В данном случае вектор yt формируется следующим образом: 

( )[ ] ., 1
T

ttt
T
ty −−= ωωω         (3.1.39) 

 Расширенное пространство состояния ЭП, с учетом (3.1.39), записыва-
ется векторно-матричным уравнением: 
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где  [ ] .,, 1
T

ttt
T
t ix −= ωω

 Выбирая компоненты матрицы Q и значение R квадратичного функ-
ционала качества (3.1.6) в пределах их максимальных значений, 

,/1,/1 22
tMAXtiMAXjj URxq ==     (3.1.41) 

где xtjМАХ - максимально допустимое значение регулируемой переменной;  
UtМАХ - максимально возможное значение управляющего воздействия на вы-
ходе широтно-импульсного модулятора. Для данного случая:  

UtМАХ = 48 ∗0,33⋅10 -3 Вс.      (3.1.42) 
 Примем следующие условия: двигатель допускает значительное пере-
регулирование по току при отсутствие ограничений на ускорение механизма, 
соединенного с валом двигателя. Тогда значение q11 диагональной матрицы Q 
равно 0. Величины q22, q33 выберем в равными 100, что соответствует макси-
мально допустимым значениям пульсаций угловой скорости и ускорения со-
ответственно 0,1 с-1 и 0,1 с-2.  
 Таким образом, для матрицы Q = diag(0,100,100) и R1 = 5000, R2 = 4000 
в результате решения системы уравнений (3.1.23) получим следующие пара-
метры регулятора: 

K1 = [ - 0.00000855, - 9.7685, - 7.2738 ] 10 -9,    (3.1.43) 
K2 = [ - 0.0000435, - 1.22, - 0.18 ] 10 -8, 

где коэффициенты передачи регулятора по скорости Kωt и ускорению Kаt со-
ответственно равны 
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K1ωt= -9.7685⋅10-9, K1аt = -7.2738 ⋅10-9,    (3.1.44) 

K2ωt = -1.22⋅10-8,  K2at= -0.18 ⋅10-8. 
Анализ динамических процессов (3.1.40) отражает, что при коэффици-

ентах K1 (рис. 3.1.12) обеспечивается меньшая амплитуда пульсаций пере-
ходных процессов тока и скорости двигателя по сравнению с коэффициента-
ми K2 (рис. 3.1.13). 

 

 
Рис. 3.1.12. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  

по выходу для коэффициентов K1 передачи 
 
 

 
 

Рис. 3.1.13. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу для коэффициентов K2 передачи 

 
Это определяется увеличением затрат на управление при введении 

"штрафа" на максимальную амплитуду управляющего воздействия. Синтези-
рованный регулятор с данными обратными связями стабилизирует замкну-
тую систему при изменении неконтролируемых возмущений, например при 
увеличении в 100 раз момента инерции нагрузки двигателя (рис. 3.1.14).  
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Рис. 3.1.14. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу при скачкообразном увеличении неконтролируемого значения  
момента JД инерции двигателя в 100 раз для коэффициентов K1 передачи 

 
Рассмотрим задачу синтеза параметрического регулятора при позицио-

нировании (слежении за заданным сигналом) вала двигателя ЭП постоянного 
тока. Уравнение динамики двигателя с параметрами, как и в предыдущем 
случае, записывается в виде 
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где к переменным состояния двигателя, представленного уравнением 
(3.1.37), добавляется α (t)- угол поворота вала двигателя. 
 Дискретная модель (3.1.45) с периодом ШИМ T=0,33⋅10-3 с записыва-
ется как 

,
0

0048.0
4.5

10003.00

00.10189.0

00029.088.0

1 ttt Uxx
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=+     (3.1.46) 

где   [ ] .,, T
tttt ix αω=

 Рассмотрим решение задачи, когда измеряются только значения угло-
вой скорости и положения вала двигателя. Этому соответствует следующий 
вектор выхода: 
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Для значения R = 5000 матриц качества регулируемых переменных  
Q1 = diag(0,10,100), Q2 = diag(0,100,100) и начального состояния  
Х0= diag(0.1,0.1,0.1) рассчитаны значения коэффициентов передачи регулято-
ра с обратной связью по скорости и положению вала двигателя: 

K1 = [ -0.0142, -9.67, -0.0098 ] 10 - 6,     (3.1.48) 
K2 = [ -0.0142, -9.67, -0.001 ] 10 - 5. 

Результаты моделирования показывают, что в случае возрастания ко-
эффициента 1/Кω, включаемого в контур задания и обратной связи по поло-
жению при исключении контура задания по скорости, увеличивается число 
автоколебаний положения вала двигателя в области заданного значения и 
уменьшается полоса пропускания следящего контура (рис. 3.1.15 - 3.1.17).  

 

 
Рис. 3.1.15. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу для коэффициентов K1 передачи с включением в контур задания  

и обратной связи по положению коэффициента 1/Кω = 10 5 
 

 
Рис. 3.1.16. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу для коэффициентов K1 передачи с включением в контур задания  

и обратной связи по положению коэффициента 1/Кω = 2⋅10 5 
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Рис. 3.1.17. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу для коэффициентов K1 передачи с включением в контур задания  

и обратной связи по положению коэффициента 1/Кω=2⋅10 5 
 

Регулятор с матрицей Q2 = diag[0,100,100] (что соответствует введению 
в функционал качества штрафа на значение скорости в процессе регулирова-
ния) обеспечивает более плавный переходный процесс по положению вала 
двигателя (рис. 3.1.18).  

 

 
Рис. 3.1.18. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  
по выходу для коэффициентов K2 передачи с включением в контур задания  

и обратной связи по положению коэффициента 1/Кω =2⋅10 5 
 

При возникновении возмущений, например при увеличении момента 
инерции нагрузки, синтезированный регулятор отслеживает заданное значе-
ние по положению (рис. 3.1.19 - 3.1.20), однако для уменьшения амплитуды и 
числа автоколебаний в случае контролируемых возмущений требуется пере-
настройка коэффициента 1/Кω в соответствии с рассчитанными коэффициен-
тами передачи регулятора. Здесь могут быть использованы алгоритмы адап-
тации, рассмотренные во второй главе книги.   

 97



 
Рис. 3.1.19. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором  

 по выходу при скачкообразном увеличении неконтролируемого значения момента 
JД инерции двигателя в 5 раз для коэффициентов K1 передачи с включением  
в контур задания и обратной связи по положению коэффициента 1/Кω = 10 5 

 

 
Рис. 3.1.20. Переходные процессы в ЭП с параметрическим регулятором по выходу 
при скачкообразном увеличении контролируемого значения момента JД инерции 
двигателя в 5 раз для коэффициентов K1 передачи с включением в контур задания и 
обратной связи по положению коэффициента 1/Кω = 10 5 
 

3.2. Синтез модального управления электромеханическими объектами  
с широтно-импульсным регулятором 

В тех случаях, когда возмущения ограничиваются областью с извест-
ными границами, построение локальных регуляторов с фиксированной 
структурой является достаточным для получения желаемых точностных и 
динамических характеристик замкнутых систем управления электромехани-
ческими объектами. Однако при этом возникает задача построения такого 
управления, которое обеспечивало бы асимптотическую устойчивость в ре-
жимах слежения и стабилизации регулируемых переменных при максималь-
ных вариациях возмущений в ЭМО.   
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Кроме того, для выполнения требований к динамике ЭМО возникает 
необходимость в быстродействующих алгоритмах и законах регулирования, 
ориентированных на применение современной цифровой вычислительной 
техники - управляющих контролеров. 
 Рассмотрим метод модального управления для синтеза субоптимально-
го регулятора СУ ЭМО, динамика движения которого может быть представ-
лена стационарной системой уравнений 

,)0(),()()( 0xxtbUtAxtx =+=
•

      (3.2.1) 

где x(t) - n-мерный вектор переменных объекта управления; U(t) - управляю-
щее воздействие; A - nxn - матрица параметров ЭМО; b - n-мерный вектор-
столбец управления. Пара {A, b} предполагается полностью управляемой.  

 Для управления U(t) объектом будем использовать широтно-
импульсный модулятор представленный уравнениями (1.3.9), (1.3.10), запи-
санными в более удобной форме: 
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где k, u(tK), T, γ - коэффициент передачи, входной сигнал, период дискретиза-
ции, длительность включения ШИМ; tK=кT, к=0, 1, ....;  sK= sign u(tK); U0 - на-
пряжение источника питания силового преобразователя. 
 При управлении (3.2.2) решение уравнения (3.2.1) на интервале време-
ни (tK, tK+T) записывается в виде 
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где F(γ) =exp(Aγ) - матричная экспонента; I - единичная матрица; 
.0

1bUAsg K
−=           (3.2.5) 

  Входной сигнал ШИМ u(tK) будем формировать в виде комбинации со-
ставляющих вектора состояния: 

),()( K
T

K txktu =         (3.2.6)  

где кT - n - мерная вектор-строка параметров регулятора.  
Таким образом, задача синтеза регулятора заключается в выборе пара-

метров вектора-строки кT, при которых гарантируется необходимая стабили-
зация процесса x(t). Используя равенство 

,)( γγ AIF −≅−       (3.2.7) 
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на первоначальном этапе синтеза выполним линеаризацию системы (3.2.4). 
Подставляя (3.2.7) в (3.2.4) с учетом того, что )( KK tgus =γ , получим 

[ ],)()()()( 1 KKK tButxTFtx +=+     (3.2.8)  

где      .0gbUB =               (3.2.9) 
Исключая u(tK) в (3.2.8) путем подстановки (3.2.6), окончательно запи-

шем линейную дискретную систему 
[ ] ( ).)()( 1 K

T
K txBkITFtx +=+      (3.2.10) 

Следовательно, задачу синтеза модального управления можно поста-
вить следующим образом: определить такие параметры вектора - строки кT, 
при которых матрица   

[ ]TBkITFW += )(       (3.2.11)  

имеет заданный спектр, или, что то же самое, равенство характеристического 
многочлена матрицы W заданному многочлену Δ∗(p). 

Пусть характеристические многочлены матриц W и матрицы F(T) соот-
ветственно имеют вид 

,...)(* *
1

*
2

1* apapapp n
n

n ++++=Δ −       (3.2.12) 

....)( 12
1 apapapp n

n
n ++++=Δ −     (3.2.13) 

Составим из коэффициентов a∗1, a∗
2, ...., a∗n вектор-столбец a∗, a из ко-

эффициентов a1, a2, ...., an - вектор-столбец a. 
Основной способ решения задачи синтеза модального управления за-

ключается в линейном преобразовании (3.2.11). Пусть P матрица преобразо-
вания такая, что 

( )
( ) ,

,
1

1

n

T
n

eBTFP

aeHPTFP

=

−=
−

−

      (3.2.14) 

где H - верхняя наддиагональная nxn-матрица; en- n-ый орт - вектор-столбец. 
Тогда 

,)())((1 TaKenHPBkTITFP −+=+−       (3.2.15) 

где KT = кTP.  
Приравняв левую часть равенства (3.2.15) к матрице 

TenaHW ** −= ,        (3.2.16) 
характеристический многочлен которой записывается уравнением (3.2.13), 
получим решение задачи синтеза модального управления: 

TaaTKT *−=         (3.2.17) 
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или  
.1)*( −−= PTaaTkT       (3.2.18) 

Можно показать, что матрица P, при которой выполняются соотноше-
ния (3.2.14), состоит из произведения трех матриц: 

P = F(T)P1 P2 ,     (3.2.19) 
где P1=[B, F(T)B, ..., Fn-1(T)B] - матрица управляемости для пары {F(T)B}; 
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где a2, a3 , ... , an - коэффициенты многочлена Δ(p).  
Таким образом, с помощью выражения (3.2.12) можно вычислить ко-

эффициент регулятора (3.2.6), при котором матрице динамики замкнутой 
системы (3.2.11) соответствует характеристический многочлен (3.2.12). Этот 
многочлен всегда можно выбрать так, чтобы его собственные числа были ус-
тойчивыми, т.е. лежали в единичном круге, что обеспечивает требуемую ста-
билизацию системы. 

Заметим, что для разрешимости задачи модального управления необ-
ходимо и достаточно, чтобы матрица преобразования P, определяемая соот-
ношением (3.2.13) , была невырожденной, Т.к., матрицы F(T) и P2 всегда не-
вырожденные, то для невырожденности матрицы P необходимо, чтобы невы-
рожденной была матрица P1. Но это означает, что пара матриц {F(T), B} или, 
что то же самое, пара {F(T), b} должны быть полностью управляемыми. В 
свою очередь, пара {F(T), b} будет полностью управляемой, если полностью 
управляема пара {A, b} и матрица A не имеет собственных чисел, мнимая 
часть которых кратна π /T [ 84 ]. 

В качестве примера рассмотрим синтез модального регулятора ЭП с 
электродвигателем постоянного тока. 

Уравнения движения электродвигателя можно записать следующим 
образом:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),

,

tiCtJ

tUtCtiRtiL

ДД

ДДД

=

+−−=
•

•

ω

ω
  

( ) ( ),tt ωα =
•

      (3.2.21) 
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где i(t) - ток двигателя; ω(t) - угловая скорость; α(t)- угловое положение вала 
двигателя; U(t) - напряжение на выходе широтно-импульсного преобразова-
теля (импульсного преобразователя) - управляющее воздействие; RД, LД, CД, 
JД - соответственно сопротивление обмотки якоря, индуктивность, конструк-
тивная постоянная двигателя, момент инерции двигателя и нагрузки, приве-
денный к валу двигателя.  

В векторно-матричной форме, аналогичной (3.2.1), уравнения (3.2.21) 
можно записать как  
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,     (3.2.22) 

где x1(t) = i(t), x2(t) = ω(t), x3(t) = α(t), a11= -RД /LД , a12 =-CД /LД, a21=CД/JД,  
a11= 1/LД. 

Вычисления проводились при следующих значениях параметров (в ка-
честве двигателя использовался двигатель ДК-1-2.3, табл. 1.3.1): 
T=310- 4 c, U0 =48 B, k =10 - 4 В/с, a11= - 424.1, a12= - 10.27, a21=10.45, b=446.4. 

Многочлен (3.2.12) сформирован в виде бинома Ньютона с радиусом 
дуги Баттерворда, равным 10 - 5 , 0.2, 0.5. 

В результате вычислений, проводимых по приведенным выше форму-
лам, коэффициенты передачи регулятора, в случае организации обратной 
связи по току и скорости, приняли следующие значения: 
Вариант 1. Радиус дуги Баттерворда = 10 - 5, JД = JДНОМ, 

кT = [- 0.244 - 58.69].      (3.2.23) 
Вариант 2. Радиус дуги Баттерворда = 0.2, JД=JДНОМ, 

кT = [ - 0.263 - 77.64 ].    (3.2.24) 
Вариант 3. Радиус дуги Баттерворда = 0.5, JД=JДНОМ, 

кT = [ - 0.28 - 114. 9 ].    (3.2.25) 
Вариант 4. Радиус дуги Баттерворда = 0.2, JД=2JДНОМ, 

 кT = [ - 0.26 - 155.27 ].    (3.2.26) 
Моделировалось решение уравнения (3.2.2) при управлении, опреде-

ляемом соотношениями (3.2.2), (3.2.3), и условии, что процесс u(tК) соответ-
ствует (3.2.6) с учетом вычисленных коэффициентов кT (3.2.27).Для данного 
моделирования использовались формулы (3.2.4). Результаты моделирования 
в виде переходных процессов тока и скорости вала двигателя при изменении 
вида модуляции управляющего сигнала (амплитудно-импульсный и широт-
но-импульсный), радиуса дуги Баттерворда, момента инерции нагрузки дви-
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гателя представлены на рис. 3.2.1 - 3.2.10. Во всех рассматриваемых случаях 
наблюдаются асимптотические устойчивые переходные процессы стабилиза-
ции скорости вращения вала двигателя. При изменении контролируемого 
значения момента инерции JН нагрузки наблюдается пропорциональное из-
менение коэффициента передачи регулятора скорости двигателя (см. вариан-
ты 2 и 4). Это позволяет достаточно просто организовать контур адаптации в 
случае вариаций контролируемых (идентифицируемых) значений JН. Умень-
шение же неконтролируемых значений JН до определенного предела приво-
дит к возникновению автоколебательного процесса в ЭП (рис. 3.2.10), для 
исключения которого требуется организация контура адаптации.  

 
 

 
Рис. 3.2.1. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором  
по выходу и АИМ управляющего сигнала. Первый вариант расчета 

 
 
 

 
Рис. 3.2.2. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором  

по выходу и ШИМ управляющего сигнала. Первый вариант расчета 
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Рис. 3.2.3. Переходные процессы в ЭП с модальным астатическим регулятором  

и АИМ управляющего сигнала. Первый вариант расчета 
 

 
Рис. 3.2.4. Переходные процессы в ЭП с модальным астатическим регулятором  

и ШИМ управляющего сигнала. Первый вариант расчета 
 

 
Рис. 3.2.5. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором по выходу  

и ШИМ управляющего сигнала. Второй вариант расчета 
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Рис. 3.2.6. Переходные процессы в ЭП с модальным астатическим регулятором  

и ШИМ управляющего сигнала. Второй вариант расчета 
 
 

 
Рис. 3.2.7. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором по выходу  

и ШИМ управляющего сигнала. Третий вариант расчета 
 
 

 
Рис. 3.2.8. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором по выходу  

и ШИМ управляющего сигнала. Четвертый вариант расчета 
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Рис. 3.2.9. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором по выходу  
и ШИМ управляющего сигнала при увеличении неконтролируемого момента  

инерции нагрузки на 50 % от номинального значения. Четвертый вариант расчета 
 

 
Рис.3.2.10. Переходные процессы в ЭП с модальным регулятором по выходу  
и ШИМ управляющего сигнала при уменьшении неконтролируемого момента  

инерции нагрузки на 50 % от номинального значения. Четвертый вариант расчета 
 
Функционал качества регулирования (рис. 3.2.11) в статическом режи-

ме работы ЭП равен, практически, нулевому значению.  

 
Рис. 3.2.11. Изменение функционала качества движения ЭП  

при модальном управлении 
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3.3. Синтез стабилизирующего управления ЭМО  
с использованием функций Ляпунова 

Как отмечалось выше, программное движение исполнительных приво-
дов ЭМО промышленных механизмов сопровождается значительными воз-
мущениями различного типа, как, например, изменениями питающего на-
пряжения силового преобразователя, статического и динамического момен-
тов нагрузки, нестабильностью параметров двигателей и устройств обратных 
связей системы управления. В тех случаях, когда возмущения ограничивают-
ся областью с известными границами, построение локальных регуляторов с 
фиксированной структурой является достаточным для получения желаемых 
точностных и динамических характеристик исполнительных приводов. Од-
нако при этом возникает задача асимптотической устойчивости замкнутой 
системы управления при достижении выходными переменными объекта: 
“исполнительный привод - кинематическое звено промышленного механиз-
ма” заданных значений. 
 Для получения необходимой плавности движения в окрестности задан-
ной точки позиционирования и асимптотической устойчивости возмущенной 
СУ синтез управления приводом может быть осуществлен на основе второго 
метода Ляпунова. Данный метод основывается на исследовании функции 
Ляпунова и ее первой производной на траектории движения замкнутой сис-
темы регулирования. Как правило, для линейных систем используется опре-
деленно-положительная функция от координатных рассогласований, запи-
санная в виде квадратичной формы. Из тождеств, образующих условия отри-
цательной определенности первой производной функции Ляпунова, получа-
ют алгоритмы управления, обеспечивающие устойчивость в полном про-
странстве состояний привода. 
 Используя дискретное линеаризованное представление ЭМО вида 
(1.3.18) 

( ) ,*
2

*
11 GUGГxFxx tttt +++=+    (3.3.1) 

и функцию Ляпунова квадратичной формы 
( ) ,t

T
tt PxxxV =              (3.3.2) 

где P – положительно - определенная nxn - матрица, управление Ut будем оп-
ределять из условия минимума первой разности V(xt): 

ΔV(xt)= V(xt + 1) - V(xt),          (3.3.3) 
определенную на решениях системы (3.3.1), которую для сокращения даль-
нейших выкладок представим в виде 

,1 tttt ГUFx +=+              (3.3.4) 

где  
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Согласно (3.3.3) запишем 
( ) .2

t
T
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T
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T
ttt

T
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T
ttt PxxPFFPГFUPFГUPГГUxV −+++=Δ   (3.3.6) 

Минимизируя выражение (3.3.6) по Ut, получим 

( ) .1−
−= t

T
tt

T
tt PГГPFГU         (3.3.7) 

Подставим (3.3.7) в (3.3.6): 

( ) ( )( ) ( ){ }( )[ ] .12*
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T
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T
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T
ttt PxxPГГPFГPFFGГxxV −−+=Δ

−    (3.3.8) 

Таким образом, управление Ut (3.3.7), с учетом (3.3.5), определяется следую-
щим выражением: 
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Обозначая  
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выражение (3.3.8) примет вид 

( ) ( )( ).~
tttt xKxxKU +−=           (3.3.12) 

 Анализируя выражения (3.3.10) и (3.3.11), заключаем, что для реализа-
ции управления (3.3.12) величина ( ) ( )*

1
*
1 GГxPGГx t

T
t ++  должна быть положи-

тельно определена во всем пространстве состояния ЭМО. 
 По условию (3.3.2) det P ≠ 0, тогда ( )*

1GГxt +  будет положительно опре-
делена в любой точке пространства xt, за исключением гиперплоскости, оп-
ределенной уравнением 

( ) 0*
1 =+GГxt  .     (3.3.13) 

 Построенный закон управления ЭП обеспечивает наиболее быстрое 
убывание функции Ляпунова (3.3.2), определенной на решениях билинейной 
системы (3.3.1).   
 Из множества законов управления (3.3.12), обеспечивающих отрица-
тельность ΔV(xt), выделим закон управления, оптимальный по принуждению, 
т.е. такой закон, который обеспечивает выполнение условия ΔV(xt) <0 с наи-
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меньшим значением  в каждый момент времени. Для определения такого 
закона запишем функцию Лагранжа 

2
tU

Ξ ( ) ( ) ( )[ ],,, 2 txПxVUU ttt +Δ−+= λλ      (3.3.14) 

где λ - неопределенный множитель Лагранжа; П(xt, t) - правая часть уравне-
ния (3.3.6). Необходимое условие оптимальности выражения (3.3.14), когда  

∂ Ξ( ) ,0/, =∂ tUU λ       (3.3.15) 

позволяет получить уравнение 
( ) .0=++ t

T
ttt

T
tt PFГUPГГU λ        (3.3.16) 

После преобразования уравнения (3.3.16) запишем 

( ) .1 1
t

T
tt

T
tt PFГPГГU −

+−= λλ    (3.3.17) 

 Неопределенный множитель Лагранжа λ должен быть выбран из усло-
вия обеспечения отрицательной определенности ΔV(xt). Подставляя получен-
ное уравнение (3.3.17) в выражение (3.3.6), получим 
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T
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−
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Из последнего уравнения следует, что ΔV(xt) знакоопределена при любых 
значениях λ>0. Поэтому выражение (3.3.17), определяющее закон управле-
ния по принуждению, можно получить, если приращение функции Ляпунова 
ΔV(xt) принять равной 

( ) ./2 22 λtt
T
tt

T
tt

T
ttt

T
ttt UPxxPFFPFГUPFГUxV +−++=Δ  (3.3.19) 

Таким образом, смысл множителя λ - это величина, обратная штраф-
ному коэффициенту, учитывающему “вклад” в приращение функции Ляпу-
нова управляющего сигнала. При λ→∞ получаем управление, оптимальное 
по отношению к функции Ляпунова. 
 Синтезированное управление вида (3.3.12) и (3.3.17) позволяет обеспе-
чить асимптотическую стабилизацию выходных переменных ЭМС с задан-
ной степенью точности и ограничениями на энергозатраты в силовом преоб-
разователе. 
 На рис. 3.3.1 приведена блок - схема алгоритма вычислений управле-
ния вида (3.3.12) или (3.3.17). 

Для определения компонент матрицы P можно использовать метод 
расчета матричных уравнений Ляпунова или систему алгебраических урав-
нений 

.QPPFF T −=−          (3.3.20) 

При этом точностные характеристики и затраты на управление формируются, 
например, в виде квадратичного функционала качества (1.3.3). 
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 На примере дискретной модели (1.3.26) электропривода постоянного 
тока с соответствующими числовыми данными из табл. 1.3.1 уравнение 
(3.3.1) будет иметь вид 

.0001.0
,0183.00000365.0

,0064.016.096.0

1

1

1

ttt

tttt

tttt

Ui
Uii

αωα
ωω

ω

+=
++=

+−=

+

+

+

        (3.3.21) 

    
Рис. 3.3.1. Блок-схема алгоритма вычисления нелинейного управления, 
где управление Ut в функции двух переменных it и ωt согласно (3.3.7) 
записывается выражением: 

( ),775.0138 ttПt iКU ω−−=         (3.3.22) 
где KП - коэффициент пропорциональности, значение которого опреде-
ляется компонентами матрицы P и вектора G. 

 
 Варьируя значение множителя λ при построении управления вида 
(3.3.17) 

( ) ( )[ ],/1/775.0138 Пttt KiU λωλ +−=     (3.3.23) 
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можно компенсировать влияние возмущений, в частности, изменение момен-
та инерции механической нагрузки электродвигателя на качественные пока-
затели электропривода с соблюдением устойчивости. 
 Предложенный метод определения параметров пропорционального ре-
гулятора СУ ЭМО распространяется на случай проектирования регуляторов с 
ПИД - законом и его модификациями путем включения в систему (3.3.1) ис-
ходных уравнений дополнительных переменных: интегральной и дифферен-
циальной составляющих вектора состояния. 

Результаты моделирования (рис. 3.3.2 - 3.3.7) электропривода постоян-
ного тока с Г-образным силовым фильтром питающего напряжения широтно-
импульсного преобразователя при организации управления Ut вида (3.3.12) и 
(3.3.17) отражают асимптотический характер динамических процессов пере-
менных состояния для различных режимов работы ЭП.  

 
Рис. 3.3.2. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.12)  
для минимального значения момента JДMIN инерции двигателя 

 
 

 
Рис. 3.3.3. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.12)  

при увеличении контролируемого момента инерции двигателя JД=3JДMIN 
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Рис. 3.3.4. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.12)  

при уменьшении неконтролируемого момента инерции двигателя JД=0,2JДНОМ 
 

 
Рис. 3.3.5. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.17)  
для минимального значения момента J Д MIN инерции двигателя 

 
 

 
Рис. 3.3.6. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.17)  

при увеличении контролируемого момента инерции двигателя JД=3JДMIN 
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Рис. 3.3.7. Переходные процессы в ЭП с регулятором вида (3.3.17)  

при уменьшении неконтролируемого момента инерции двигателя JД=0,2JНОМ 
 

Как показали исследования, при скачкообразном изменении неконтро-
лируемого момента инерции нагрузки двигателя в 20 раз переходные процес-
сы тока it и скорости ωt являются устойчивыми. 

3.4. Синтез локально - оптимального управления  
исполнительными электроприводами ЭМО 

 Как отмечалось выше, использование данного метода в решениях задач 
синтеза адаптивных регуляторов, допускающих линеаризованное и прибли-
женное аналитическое представление исходной нелинейной модели электро-
механических объектов, значительно упрощает алгоритмы управления ЭМО, 
выполнение которых должно осуществляться в реальном масштабе времени с 
учетом изменяющихся контролируемых возмущений в исполнительных при-
водах. Представим динамику ЭМО на интервале дискретности (jТ, (j+1)Т), 
где j = 0, 1, ..., уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0011 γ++<<++=
•

jTttjTtприtftxAtx  

( ) ( ) ( ) ( ) ,1)( 0022 TjttjTtприtftxAtx ++<<+++=
•

γ     (3.4.1) 
( ) ( ,00 xttx = )=  

где x(t) - n - мерный вектор состояний ЭМО; A1, A2 - nxn - матрицы парамет-
ров объекта; ƒ1(t), ƒ2(t) - n - мерный вектор внешних воздействий, включаю-
щий управляющее воздействие источника энергии, возмущения механиче-
ской нагрузки и т.д.; Т - интервал дискретности управления; γ - длительность 
управляющего воздействия; t0 - время, характеризующее начальное x(0) со-
стояние ЭМО. 
 Пусть, измеряемый выход электромеханического объекта записывается 
в виде: 

( ) ( ),txctу T=         (3.4.2) 
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где сТ - n - мерный вектор - строка, компоненты которого характеризуют 
включение в состав y(t) технически измеряемых или желаемых компонент 
вектора х(t).  
 Задачу организации локально - оптимального управления ЭМО сфор-
мулируем следующим образом. Необходимо за счет выбора значений γ на 
каждом из интервалов [jТ, (j+1)Т] осуществить управление объектом так, 
чтобы разность ε(t) текущего y(t) и заданного yЗАД(t) значений удовлетворяла 
условию 

( ) ( ) ( )( ) ( ) .0→=−= ttytyt MINЗАД εε       (3.4.3) 

Для известных и стационарных параметров матриц A1, A2 и векторов 
ƒ1(t), ƒ2(t) на интервале (t∈t0, T) систему уравнений (3.4.1) в дискретной фор-
ме запишем следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ),0 2112 γγγγ −++−= TFFxFTFTx     (3.4.4) 

где    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .2,1,,exp 1

0
1 =−=−== −∫ ifAIFdfFГAF iiiiiii γττγγγγ

γ

В результате преобразований для значений хt=х(jТ) получим дискрет-
ное векторно - матричное уравнение 

( ) ( ),1 γγ GxФx tt +=+         (3.4.5) 

где       ( ) ( ) ( );12 γγγ FTFФ −=  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .2
1

221
1

112 fAIFfAIFTFG −− −+−−= γγγγ     (3.4.6) 

 При значении Т, много меньшем постоянных времени электромехани-
ческого объекта Ф(γ) и G(γ), в (3.4.4) можно разложить в ряд по γ и ограни-
читься первыми двумя его членами: 

( )
( ) .

,

10

10

GGG
ФФФ
γγ
γγ

+=
+=        (3.4.7) 

 Подставляя (3.4.7) в (3.4.4), получим дискретное разностное уравнение: 
( ).11001 GxФGxФx ttt +++=+ γ         (3.4.8) 

На каждом шаге дискретности (jТ, (j+1)Т) значение γ будем выбирать из усло-
вия равенства ошибки εt нулю. Тогда, при соответствующих подстановках, 
для интервала (j + 1) значение yЗАДt+1 записывается в виде 

( ),11001 GcxФcGcxФcy T
t

TT
t

T
ЗАДt +++=+ γ     (3.4.9) 

Из последнего выражения оптимальное значение γ с точки зрения εt = 0 
равно                       ( )( ) ( )./ 11001

* GxФcGcxФcy t
TT

t
T

ЗАДt ++−= +γ            (3.4.10) 
 Рассматривая, например, в качестве дискретного закона регулирования 
управляющего напряжения или тока исполнительного двигателя ЭМО ши-
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ротно - импульсную модуляцию, значение длительности γ выходного сигнала 
ШИМ на временной оси формируется по следующему алгоритму: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<

−<<

>−

=

.;

;0;

;;

*

**

1
*

MINMIN

MIN

MIN

при

Tпри

TприT

γγγ

γγγ

γγ

γ      (3.4.11) 

где γ MIN - интервал времени, длительность которого определяется особенно-
стью технической реализации широтно - импульсных преобразователей (за-
держки на включение силовых полупроводниковых ключей для исключения 
сквозных токов и т.д.). 
 В случае γ MIN <<Т значение γ MIN можно принять равным нулю. При этом 
в соответствии с (3.4.6), (3.4.7) получаем более простые выражения для вы-
числения Ф0, G0, Ф1, G1: 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( .,

,,

21212
1

220

212120

ffTFGfAITFG

AATFФTFФ

−=−=

−==
− )

    (3.4.12) 

 Как отмечалось выше, динамическое движение ЭМО с исполнитель-
ным ЭП постоянного тока и широтно - импульсной модуляцией управляю-
щего сигнала можно представить в виде системы из двух матричных уравне-
ний, описывающих силовой импульсный преобразователь с входным  
LC - фильтром и электродвигатель с питающим напряжением, формируемым 
по ШИМ закону, например вида (1.3.9), (1.3.10).  

Пусть x1(t) - n - мерный вектор состояния силового фильтра импульсно-
го преобразователя, x2(t) - n - вектор состояния электродвигателя, система 
уравнений (3.4.1) при известных допущениях записывается следующим образом:  

- в случае подключения питающего напряжения с выхода преобразова-
теля к электродвигателю 

22221212

12121111 ,
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     (3.4.13) 

или               (3.4.14) .
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Выражение (3.4.14) соответствует первому уравнению системы (3.4.1) с 
учетом 

.;
2

1
1

2221

1211

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

b
b

f
AA

AA
А       (3.4.15) 
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- в случае отсутствия напряжения на электродвигателе 
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      (3.4.16)  

или 
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Выражение (3.4.17) соответствует второму уравнению системы (3.4.1) с 
учетом 
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(с целью упрощения обозначений символ "t" здесь и далее не приводится). 
Решение задачи локально оптимального управления будем осуществ-

лять, измеряя вектор х2(t) состояния электродвигателя. Следовательно, мож-
но записать 

[ ].,0 1
ТТ сс =        (3.4.19) 

 Вычислим составляющие уравнения (3.4.18) с учетом (3.4.14) и 
(3.4.17): 
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.01 =GcT        (3.4.23) 
 В результате анализа (3.4.20) - (3.4.23) можно заключить, что числи-
тель выражения (3.4.10) зависит от измеряемых переменных х2t, а знамена-
тель - от неизмеряемых переменных х1t. Для исключения переменных х1t из 
знаменателя (3.4.10) можно воспользоваться стационарным решением урав-
нения (3.4.14), т.е. 

,1
1

11
*
1 bAx −−=        (3.4.24) 
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Тогда уравнение (3.4.10), при стационарных значениях yЗАДt=y∗ЗАД на 
интервале функционирования электромеханического объекта, принимает вид 

[ ],02
** hxКyg t

T
ЗАД −−=γ       (3.4.25) 

где  
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      (3.4.26) 

 Аналогично вышеотмеченному предположению о значительно мень-
шем значении Т по сравнению с постоянными времени ЭМО можно ограни-
читься в (3.4.26) первыми двумя членами матричного ряда: 

( ) .exp 2222 TAITA +=        (3.4.27) 
 Тогда значения коэффициентов в (3.4.26) будут равны 

( ),221 TAIcK TT +=       (3.4.28) ,210 bch T=

( ) ./1 1
1

1121221 bAATAIcg T −+−=  

 В качестве примера, иллюстрирующего метод локальной оптимизации, 
рассмотрим электропривод постоянного тока с Г-образным силовым  
LC -фильтром в цепи постоянного тока и широтно-импульсной модуляцией 
питающего напряжения электродвигателя вида (1.3.9), (1.3.10). Линеаризо-
ванные уравнения динамики непрерывного электромеханического объекта со 
стационарными параметрами электропривода в нормальной форме могут 
быть записаны в виде 

( ) ( ) ,ftAxtx +=
•

 ( ) ( ) ,ftAxtx +=  ( ) .00 xttx ==    (3.4.29) 

где x(t) - n - мерный вектор, включающий ток i1(t) силового фильтра, ток i(t) 
якоря двигателя, напряжение U(t) на конденсаторе силового фильтра, частоту 
вращения ω(t) и угол α(t) поворота вала двигателя; x(t)=[i1(t), i(t), U(t), ω(t), 
α(t)]т; A, ƒ- соответственно nxn - матрица и nxm - вектор:  
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где RФ, RД , LФ, LД - соответственно активное сопротивление, индуктивность 
силового фильтра и обмотки якоря двигателя; СФ - емкость конденсатора си-
лового фильтра; CД - конструктивная постоянная двигателя; JД - момент 
инерции нагрузки, приведенный к валу двигателя; U0 - входное напряжение 
силового фильтра; MH - момент нагрузки двигателя. 

Значение χ в матрице А (3.4.30) определяется длительностью γ в интер-
вале времени от 0 до Т: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<

<<
=

.0

,01

Ttпри

tпри

γ

γ
χ       (3.4.31)  

 В качестве исполнительного двигателя привода используем малоинер-
ционный двигатель ДК1-2,3 с параметрами, приведенными в табл. 1.3.1 и пе-
риодом дискретности ШИМ Т= 0,33*10-3 c.  

Организуя, например, регулятор скорости вращения двигателя, коэф-
фициенты передачи обратной связи по току и скорости для номинального 
значения JДНОМ приняли следующие значения: 

KT = [- 0.31, - 209.06].      (3.4.32) 
Причем установлено, что изменение JД приводит к пропорциональному из-
менению коэффициента передачи регулятора скорости. 

Результаты моделирования в виде переходных процессов тока и скоро-
сти вала двигателя при изменении момента инерции нагрузки двигателя для 
двух типов модуляции управляющего сигнала (амплитудно-импульсной и 
широтно-импульсной) представлены на рис. 3.4.1 - 3.4.5. В случае широтно-
импульсной модуляции управляющего сигнала регулятор с коэффициентами 
передачи, рассчитанными при известном JД, обеспечивает асимптотически 
устойчивые переходные процессы стабилизации скорости вращения вала 
двигателя (рис. 3.4.2).  

 118



 
Рис. 3.4.1. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  

и АИМ управляющего сигнала с контролируемым JД 
 
 

 
Рис. 3.4.2. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  

и ШИМ управляющего сигнала с контролируемым JД 
 

При амплитудно-импульсной модуляции управляющего сигнала и в 
случае уменьшения неконтролируемого момента инерции нагрузки наблю-
даются нестабильные и неустойчивые процессы в ЭП (рис. 3.4.1 -3.4.3). Уве-
личение же неконтролируемого момента инерции нагрузки не приводит к не-
устойчивым режимам в ЭП (рис. 3.4.4).  

Моделирование СУ ЭП также подтверждает, что синтезируемый регу-
лятор является робастным по отношению к процессам, протекающим в сило-
вом фильтре (рис. 3.4.5 - 3.4.6). 
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Рис. 3.4.3. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  
сигнала при неконтролируемом уменьшении момента инерции JД на 50 %  

от номинального значения 
 

 
Рис. 3.4.4. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  

при неконтролируемом увеличении момента инерции нагрузки на 50 %  
от номинального значения 

 

 
Рис. 3.4.5. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  
при известном моменте инерции нагрузки с учетом влияния силового фильтра 
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Рис. 3.4.6. Переходные процессы в ЭП с локально-оптимальным регулятором  

при контролируемом уменьшении момента инерции нагрузки на 50 %  
от номинального значения с учетом влияния силового фильтра 

 
 Отличительным признаком локально-оптимальных регуляторов по 
сравнению с регуляторами, синтезированными другими методами (кроме ме-
тода рассмотренного в разделе 3.2), является равенство функционала качест-
ва нулевому значению в статическом режиме работы ЭП (рис. 3.4.7).  
 

 
Рис. 3.4.7. Изменение функционала качества движения ЭП  

при локально-оптимальном управлении 
 

Данный признак можно использовать при организации контуров адап-
тации СУ ЭП в режимах стабилизации скорости движения.  

3.5. Устойчивость ЭМО с импульсной модуляцией  
управляющего сигнала исполнительными ЭП 

 Одной из основных причин неустойчивости в исполнительных приво-
дах с фиксированной структурой системы управления и стационарными па-
раметрами закона управления является несоответствие между динамически-
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ми свойствами реального процесса и свойствами его математической модели, 
положенной в основу синтеза управляющих воздействий ЭМО (например, 
влияние внутреннего сопротивления источника питания на область устойчи-
вости ШИМ). Этот факт объясняется тем, что размерность пространства со-
стояний реального процесса всегда выше размерности пространства состоя-
ний его упрощенной модели. 
 Однако во многих практических случаях линеаризация нелинейных ха-
рактеристик ЭМО, разделение режимов функционирования на области, в 
пределах которых параметры объекта управления постоянны, позволяют по-
лучить оценки границ устойчивости замкнутых систем регулирования. 
 В данном параграфе предлагается метод определения области устойчи-
вости дискретных электромеханических систем, в том числе и с широтно-
импульсной модуляцией управляющего сигнала, в основу которой положен 
второй метод Ляпунова. 
 По сравнению с методами, базирующимися на использовании дискрет-
ного и z - преобразования Лапласа, второй метод Ляпунова позволяет сфор-
мулировать критерии устойчивости в виде алгебраических неравенств, выте-
кающих из анализа положительной (отрицательной) полуопределенности 
первой производной функции Ляпунова. 
 Рассматривая управление Ut в форме линейной обратной связи по из-
меряемым переменным, 

Ut = -KТyt , yt = Cxt ,      (3.5.1) 
где KТ - m-мерный вектор-строка коэффициентов передачи регулятора; nxn - 
матрица параметров обратной связи. Определим приращение ΔVt функции 
Ляпунова квадратичной формы:  

,5.0 t
T

tt PxxV =             (3.5.2) 

где P - nxn - назначаемая положительно определенная матрица, P=PT >0 на 
траектории движения системы 

01 0
, xxGUFxx ttttt =+= =+         (3.5.3) 

в виде 

( ) ,~~
1 t

TT
tttt xPPFFxVVV −=−=Δ +    (3.5.4) 

.~ CGKFF T−=        (3.5.5) 
В этом случае условия устойчивости ЭМО определяются согласно матрич-
ному уравнению 

ФPFPF T −=−~~        (3.5.6) 
с обязательным выполнением положительной определенности вычисленной 
матрицы Ф.  
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Для определения вида функции Ляпунова и значений компонент мат-
рицы P можно использовать методы, рассмотренные в [144, 179]. Так, на-
пример, для диагональной матрицы P матрица Ф записывается следующим 
образом: 
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     (3.5.7) 

где p1, ..., pN - диагональные компоненты матрицы P; f11, ..., fNN - диагональ-
ные компоненты матрицы F. В соответствии с критерием Сильвестра, поло-
жительность главных миноров матрицы Ф позволит сделать заключение о ее 
положительной определенности. 

С учетом обозначений 
[ ] [ ] 2

1111 ,,,, jjNNNN
T dphhfdfdH === KK   (3.5.8) 
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матрицу Ф (3.5.7) можно записать в виде 
Ф = D - HT H.       (3.5.9) 

Условие положительности первого минора  матрицы Ф вида (3.4.9) записы-
вается неравенством 

( ) .12
1

12
1 <

− hd         (3.5.10) 

Условие положительности второго минора 

( ) ( ) .12
2

12
2

2
1

12
1 <+

−− hdhd       (3.5.11) 

Условие положительности j-го минора:  

( ) ( ) ( ) .12122
2

12
2

2
1

12
1 <+++

−−−

jj hdhdhd K   (3.5.12) 

Анализируя (3.5.10) - (3.5.12), можно записать обобщенное неравенство 
HTDH< 1,           (3.5.13) 

позволяющее установить ограничения на параметры объекта управления и 
коэффициенты регуляторов. 
 В частности, для единичной матрицы P левая часть неравенства 
(3.5.13) будет представлять собой сумму квадратов диагональных компонент 
матрицы F~ (3.5.5), которые включают соответствующие значения F, G, K, C. 
 Прежде чем анализировать устойчивость замкнутой системы регулиро-
вания согласно неравенства (3.5.13), целесообразно оценить границы области 
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устойчивости объекта управления при Ut=0 и Ut=UtМАХ, где UtМАХ - максималь-
ное управляющее воздействие, соответствующее, например, зоне насыщения 
ШИМ. 
 В качестве примера рассмотрим электропривод постоянного тока, ди-
намика которого может быть описана системой уравнений 

( ) ( ) ( ),tbUtAxtx +=
•

 x(t =t0)=x0,     (3.5.14) 

где xt=[it, ωt, αt]T. 
 Границы области устойчивости запишем из условия отрицательной оп-
ределенности производной функции Ляпунова вида 

V(t)=0.5xT(t)x(t),     (3.5.15) 
(здесь матрица P принимается равной единичной), 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).txtxtxtxtV TT
•••

+=       (3.5.16) 

Таким образом, для системы (3.5.14) можно записать (опуская символ “t” при 
переменных i(t),ω(t),α(t))  

( ) ( ) ( ) ( ).1223
2

1 tiUbgiaaiatV +−+−+−=
•

ωαω     (3.4.17) 

Случай 1. U(t)= 0. Для устойчивого объекта необходимо соблюдение 
неравенства    (a3 - a2)iω+(α-g2)ω<a1i2,            (3.5.18) 
которое позволяет установить соотношения между допустимыми начальны-
ми значениями переменных [ ].,, 0000 αωixT = Это особенно важно при движении 
объекта управления с осциллирующим подключением управляющего сигнала. 
 

Случай 2. Ut = UtМАX . В этом случае неравенство (3.5.18) трансформи-
руется в следующее уравнение: 

( ) ( ) .2
11223 iaiUbgaiаа tMAX <+−+− ωω     (3.5.19) 

Данное условие позволяет оценить предельные значения управляющего воз-
действия с точки зрения управляемости объектом и стабилизируемости регу-
лируемых переменных при параметрических и координатных возмущениях. 
 В частном случае, применительно к электроприводу постоянного тока 
(1.3.14), (1.3.15), с учетом равенства (1.3.20), сумме первых двух членов мат-
ричного ряда для режима холостого хода двигателя и пропорционального ре-
гулятора в пространстве скорости, тока и положения вала двигателя неравен-
ство (3.5.13) с единичной матрицей Р записывается 

∑
=

<
3

1,

,1
ji

hij       (3.5.20) 

где диагональные компоненты будут равны 
 

 124



h11 = (1- b1К1)(а11 Т +1) , 

h22= 1-а21ТК2 ,       (3.5.21) 
h33 =1. 

В итоге неравенство (3.5.18) записывается следующим образом:  
(1-b1К1)2(а11Т+1)2+(1-а21ТК2)2< 0.    (3.5.22) 

Данное выражение позволяет сформировать область устойчивости дис-
кретного электропривода в пространстве перенастраиваемых параметров: ко-
эффициентов передачи регулятора и устройств обратных связей, периода 
дискретности и чувствительности ШИМ. При организации любого другого 
закона регулирования из класса ПИД - законов расширяется пространство 
исходной системы за счет введения интегральных и дифференциальных со-
ставляющих измеряемых переменных. Процедура же определения критерия 
(3.4.17) устойчивости остается прежней. Таким образом, неравенство (3.4.17) 
связывает не только параметры электромеханического объекта, но и косвен-
ным образом структуру регулятора и закон управления.  
 При стабилизации тока (момента) двигателя важное значение имеет ус-
тойчивость динамических процессов в ЭП, в котором используется релейно-
импульсное регулирование, позволяющее получить минимальное значение 
пульсаций тока во всем диапазоне изменения скорости двигателя. Коэффи-
циент передачи обратной связи по току в таких регуляторах, обеспечиваю-
щий максимальное быстродействие по возмущениям внутри такта ШИМ, не-
обходимо ограничивать по условиям устойчивости замкнутой СУ.  
 На примере электродвигателя постоянного тока с последовательным 
возбуждением запишем уравнение его динамики с учетом распространенных 
допущений: 

( ) ( ) ( ) ,/ ДLtUiibti +−=
•

      (3.5.23) 

b(i) =RД/LД+(CДФ(i)/LД)/ω. 

Используя результаты раздела 1.3, дискретная форма it будет иметь вид: 
it + 1 =exp(-btT){it+(U 0 /btLД)signƒ(it )(1-exp(btγ )},    (3.5.24) 

где signƒ(it) - закон изменения знака управляющего импульса. Для линейных 
законов: 

ƒ(it)=Kit,      (3.5.25) 
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⎨
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>
≤

=
.,
,,

TприKiT
TприKiKi

t

ttγ           (3.5.26) 

условие устойчивости записывается  
exp(-btT){it+(U0/btLД)signKit(1-exp(btγ )}< it,    (3.5.27) 
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где       K = k Ki ,                      (3.5.28) 
k - чувствительность релейно-импульсного регулятора; Ki - коэффициент пе-
редачи обратной связи по току. Полагая it<0 и it+1<0, выражение (3.5.27) за-
пишем 

0<[exp(-btT){it+(U0 /btLДit)signKit(1-exp(btγ)}]< 1,   (3.5.29) 
из которого получим  

U0signKit(1-exp(btγ))> -btLДit        (3.5.30) 

U0signKit(1-exp(btγ))< btLДit(exp(btT)-1).     (3.5.31) 

В результате анализа неравенства (3.5.30) следует, что K< 0. 
 Тогда для Kit≥0 (насыщенный режим работы релейно-импульсного мо-
дулятора) выражение (3.5.30) преобразуется к виду 

U0(1-exp(btT))< btLДit(exp(btT)-1)      (3.5.32) 
или 

it< U0 /bt LД .        (3.5.33) 
Таким образом, при стационарных T, U0, L Д, R Д возможны два случая, 

характеризующиеся следующими соотношениями параметров объекта 
управления и регулятора: 

T/K>U0 /btLД и  T/K<U0 /btLД .       (3.5.34) 
Очевидно, что для выполнения условий устойчивости замкнутой системы ре-
гулирования при γ≥Т необходимо выполнение неравенства 

T/ K< it <U0 / bt LД.     (3.5.35) 
Такое неравенство позволяет определить граничные значения коэффициен-
тов обратной связи (датчика тока) при заданной чувствительности релейно-
импульсного модулятора: 

Ki<bt L ДT / kU 0 .         (3.5.36) 
 В качестве  примера  приведены зависимости Ki(it) (рис. 3.5.1) для ре-
гулятора тока двигателя 1ДТ.001 последовательного возбуждения при раз-
личных значениях скорости вращения вала двигателя. 
 Параметры двигателя: RД = 0,117 Ом; LД= 11⋅10-3 Гн; U = 3000 В. Часто-
та коммутации релейно-импульсного модулятора 400 Гц (T=2,5⋅10-3 с). 
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Рис. 3.5.1. Зависимость коэффициента передачи контура регулирования  

от тока двигателя для различных значений скорости 
 

Зависимость потока ФВ возбуждения от тока двигателя в выражении 
(3.5.20) представлена табл. 3.5.1.  

 
Таблица 3.5.1 

 
 i, A  100  150  200  250  300  350  400 

 ФВ, Вб  0,4  0,45   0,48  0,525  0,55  0,575  0,6 

 
 Анализ полученных зависимостей позволяет заключить, что для обес-
печения асимптотической устойчивости регуляторов тока данного типа не-
обходимо в процессе эксплуатации контролировать текущее значение скоро-
сти вращения вала двигателя или механической нагрузки ЭМО. 
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