Конспект лекции 1.3. Условная вероятность. Схема Бернулли.
Определение 1.3.1. Условной вероятностью  называется вероятность события , вычисленная в предположении, что произошло событие , при этом по определению полагают
.
Пример. В урне 3 белых и 3 черных шара. Из урны дважды вынимают по одному шару, не возвращая их обратно. Найти вероятность появления белого шара во втором испытании, если при первом испытании был извлечен черный шар.
Решение. Пусть событие  состоит в том, что в первом испытании из урны достали белый шар; а событие , состоит в вынимании черного шара во втором испытании. После первого испытания в урне осталось 5 шаров, из которых 3 белых, следовательно, .
Этот же результат можно получить и по формуле . Вероятность появления черного шара в первом испытании .
Найдем вероятность  того, что в первом испытании появляется черный шар, а во втором белый. Общее число исходов совместного появления двух шаров, безразлично какого цвета, равно числу размещений . При этом событию  благоприятствуют  исходов, следовательно,
.
Искомая условная вероятность .
Теорема умножения. Вероятность совместного появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что другое событие наступило
.
Доказательство данной теоремы следует непосредственно из определения условной вероятности события.
Следствие. Вероятность совместного появления нескольких событий равна вероятности появления одного из них на условную вероятность всех остальных, при этом вероятность каждого последующего события вычисляется в предположении, что все предыдущие события уже произошли
.
Определение 1.3.2. Два события  и  называются независимыми, если вероятность наступления каждого из них не зависит от наступления другого, то есть,
 и .
Критерий независимости событий. События  и  независимы тогда и только тогда, когда вероятность их совместного появления равна произведению вероятностей этих событий
.
Доказательство данного критерия следует непосредственно из теоремы умножения и определения независимости событий.
Замечание. Если события  и  независимы, то события  и ,  и ,  и  также независимы.
Доказательство. Так как , то . Следовательно, .
Получили независимость событий  и , независимость событий  и ,  и  непосредственно следует из доказанного факта.
Теорема (формула полной вероятности). Вероятность события , которое может наступить при появлении одного из несовместных событий , образующих полную группу, равна сумме произведений каждого из этих событий на соответствующую условную вероятность события 
.
Доказательство. По условию, событие  может наступить при появлении одного из несовместных событий , , другими словами, появление события  означает появление одного из событий . То есть, событие  есть сумма несовместных событий. Тогда по теореме сложения
.
При этом каждое из слагаемых по теореме умножения , следовательно,
.

Следствие. Если событие  не является невозможным, то есть, , то вероятность события  при условии, что произошло событие , вычисляется по формуле Байеса
.
Доказательство данного следствия непосредственно следует из теоремы умножения и формулы полной вероятности события .

Пример. В магазин поступают однотипные изделия с трех заводов, причем первый завод поставляет 50% изделий, второй – 30%, а третий -20%, соответственно. Среди изделий первого завода изделий первого сорта 70%, второго завода – 80%, а третьего завода – 90%. Определите вероятность того, что купленное в магазине изделие первого сорта окажется изделием, произведённым первым заводом.
Решение. Воспользуемся формулами полной вероятности и Байеса. Пусть события , , состоят в том, что изделие изготовлено ым заводом. По условию задачи, имеем
; ; .
Условные вероятности события , состоящего в том, что изделие окажется первого сорта, равны
; ; .
Тогда по формуле полной вероятности
.
По формуле Байеса получим вероятность искомого события :
.

[bookmark: _GoBack]Определение 1.3.3. Если производится несколько испытаний, причем вероятность события  в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события .
В общем случае в разных независимых испытаниях событие  может иметь либо различные вероятности, либо одну и ту же вероятность. Рассмотрим далее лишь такие независимые испытания (испытания Бернулли), в которых событие  имеет одинаковую вероятность.
Схема Бернулли. Пусть производится  независимых испытаний, в каждом из которых вероятность события  равна , следовательно, вероятность ненаступления события  (вероятность противоположного события) равна . Обозначим  количество (успехов) появления события  в проводимых испытаниях, и пусть  – вероятность наступления события  ровно  раз в  испытаниях.
Теорема (формула Бернулли). Вероятность того, что событие  произойдет  раз в  независимых испытаниях, равна
.
Доказательство. Рассмотрим такие элементарные исходы  в Ω, в которых число появлений события  равно . Вероятность таких событий
,
как вероятность совместного появления  независимых событий с вероятностью  и  независимых событий с вероятностью .
При этом количество таких исходов будет определяться количеством возможных сочетаний из  элементов по . То есть, .

Отметим частные случаи применения данной теоремы.
1. Вероятность того, что событие  не наступит ни разу в  испытаниях, равна .
2. Вероятность того, что событие  наступит  раз в  испытаниях, равна .
3. Вероятность того, что событие  произойдет  раз в  испытаниях, равна .
4. Вероятность того, что событие  наступит хотя бы  раз в  испытаниях, равна

как вероятность события, противоположного событию, что  не произойдет ни разу.
5. Вероятность того, что событие  произойдет не менее  раз и не более  раз в  испытаниях, равна
.
Пример. Вероятность того, что изделие некоторого производителя окажется бракованным, равна . Чему равна вероятность того, что из 10000 наудачу взятых деталей бракованных окажется 
а) ровно 40;
б) не более 70.
Решение. По формуле Бернулли
а) ;
б) .
Непосредственное вычисление этих вероятностей очень трудоемко. Возникает вопрос об отыскании простых приближенных формул для вероятностей  и  при большом количестве испытаний  или малых значениях вероятностей  или . Ответ на этот вопрос дают так называемые «предельные теоремы Пуассона и Муавра – Лапласа».
Теорема Пуассона. Пусть в условиях схемы Бернулли событие  может произойти с вероятностью  в каждом из  независимых испытаний. Пусть при  вероятность события  стремится к нулю  так, что , при условии . Тогда вероятность того, что в  из  испытаний произойдет событие 
,
при  и любом постоянном .
Доказательство. Совершим предельный переход в формуле Бернулли




Пример. Завод отправил на базу 5000 качественных деталей. Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,0002. Найдите вероятность того, что на базу прибудут 3 поврежденных детали.
Решение. При , , , согласно теореме Пуассона, имеем
.
Если мало , то приближенную формулу Пуассона можно использовать для вычисления вероятности количества неудач (непоявления) события .
Если вероятности  и  нельзя считать малыми, используют теоремы Муавра – Лапласа (локальную и интегральную, в которых фигурируют функции
Гаусса

и Лапласа
.
Локальная теорема Муавра – Лапласа. Пусть в условиях схемы Бернулли событие  может произойти с вероятностью  в каждом из  независимых испытаний. Тогда при  и постоянной вероятности  () вероятность того, что в  из  испытаний произойдет событие 
, где .
Интегральная теорема Муавра – Лапласа. Если вероятность  события  в условиях схемы Бернулли постоянна и количество испытаний  достаточно велико, то вероятность
, где , где .
Пример. В страховой компании 10000 клиентов. Страховой взнос каждого клиента составляет 500 руб. при наступлении страхового случая, вероятность которого, по имеющимся данным и оценкам экспертов можно считать равной , страховая компания обязана выплатить клиенту страховую сумму 50тыс. рублей. На какую прибыль может рассчитывать страховая компания с надежностью 0,95?
Решение. Прибыль компании составляет разность между суммарным взносом всех клиентов и суммой, выплаченной  клиентам при наступлении страхового случая, то есть,
 руб.
Для определения  применим интегральную теорему Муавра-Лапласа
, где  – число клиентов, которым будет выплачена страховая сумма, ; .
Следовательно, .
Значение аргумента , соответствующее значению функции Лапласа , приблизительно равно . Тогда  и
 руб.
