Конспект лекции 2.1. Случайные величины.
Рассмотрим вероятностное пространство , где  – пространство элементарных исходов,  – –алгебра его подмножеств, а  – вероятностная мера на .
Определение 2.1.1. Функция  называется –измеримой на , если для любого  множество исходов .
Определение 2.1.2. Случайной величиной  называется –измеримая функция .
Будем обозначать случайные величины греческими буквами , ,  и т.п., а принимаемые ими значения – строчными латинскими буквами , ,  и т.п. (в различных литературных источниках случайные величины также обозначают прописными латинскими буквами , , ). Так как случайные величины являются функциями, то к ним можно применять арифметические операции, такие как сложение, вычитание, умножение и т.д.
Пример случайной величины. Производятся выстрелы до первого попадания в цель. Обозначим через единицу попадание, через нуль – промах. Тогда . Множество элементарных исходов счетно. Случайная величина  - число выстрелов до первого попадания в цель. Множество ее возможных значений счетно:
.
Случайная величина считается определенной, если известен закон ее распределения.
Определение 2.1.3. Законом распределения случайной величины называется соотношение, устанавливающее связь между множеством значений случайной величины и вероятностями данных значений.
Определение 2.1.4. Функцией  (либо ) распределения случайной величины  называется функция, определенная для каждого действительного значения  и равная
.
Рассмотрим основные свойства функции распределения случайной величины.
Свойство 1.  есть неубывающая неотрицательная функция, то есть, если , то .
Доказательство. По первой аксиоме вероятностей .
Пусть .
Так как событие  влечет событие , то , то есть, .

Свойство 2. .
Доказательство. Так как событие  является невозможным, то  и, следовательно, .

Свойство 3. .
Доказательство. Событие  является достоверным и, следовательно,  или .

Свойство 4. Функция распределения  непрерывна слева, то есть, .
Доказательство. Покажем непрерывность функции распределения  слева по Гейне.
Пусть  – возрастающая последовательность, сходящаяся к точке . Тогда события , кроме того,  и .
Согласно аксиоме непрерывности теории вероятностей получим .

Свойство 5. Вероятность того, что случайная величина принимает значения из заданного интервала, равна приращению функции распределения в заданном интервале
.
Доказательство. Представим событие  в виде суммы двух несовместных событий. Тогда по третьей аксиоме теории вероятностей . Следовательно, .

В зависимости от возможных значений случайной величины и характера закона ее распределения, рассматриваемые случайные величины можно разделить на дискретные и непрерывные случайные величины.
Определение 2.1.5. Случайная величина  называется дискретной, если множество ее возможных значений конечно или счетно.
Примером дискретной случайной величины может служить число вызовов оператору сотовой связи в течение суток. Случайная величина  может принимать значения , , , …
Определение 2.1.6. Случайная величина  называется непрерывной, если для нее существует такая неотрицательная кусочно-непрерывная функция , что функция распределения  случайной величины  равна
.
Функция  называется плотностью распределения вероятностей.
В качестве примера непрерывной случайной величины можно рассматривать длительность телефонных переговоров, ошибку измерения и т.п.
Рассмотрим свойства плотности и функции распределения непрерывной случайной величины.
Свойство 1. Если случайная величина  имеет непрерывную плотность распределения , то ее функция распределения также непрерывна.
Доказательство непосредственно следует из определения  функции распределения как интеграла верхнего предела.
Свойство 2. Если функция  непрерывна в точке , то .
Замечание. Поскольку  – неубывающая функция, то .
Свойство 3. .
Доказательство. Согласно 5-ому свойству функции распределения , .
С другой стороны, функция распределения непрерывной случайной величины
.
Согласно свойству аддитивности несобственного интеграла, имеем
,
(переменную интегрирования  заменили инвариантной переменной ).
Откуда следует  и
.

Свойство 4. .
Рассмотрим далее числовые характеристики случайной величины.
Определение 2.1.7. Математическим ожиданием (средним значением) дискретной случайной величины , принимающей значения , , с вероятностями , называется число
.
Поскольку произвольный ряд  при  может быть бесконечен или не существовать, то при определении математического ожидания предполагается абсолютная сходимость вышеуказанного ряда.
Определение 2.1.8. Математическим ожиданием непрерывной случайной величины  называется число, равное
.
Рассмотрим свойства математического ожидания, следующие из его определения.
Свойство 1. , где  – постоянная случайная величина.
Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания
.
Свойство 3. Математическое ожидание суммы нескольких случайных величин равно сумме математических ожиданий этих величин
.
Свойство 4. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению математических ожиданий этих величин
.
Дисперсия случайной величины служит характеристикой разброса значений случайной величины относительно математического ожидания.
Определение 2.1.9. Дисперсией случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее среднего значения и обозначается
.
Учитывая свойства математического ожидания с учетом того, что математическое ожидание является числом, получим .
Таким образом, .
Среднеквадратичным отклонением случайной величины называется квадратный корень из ее дисперсии
.
Отметим свойства дисперсии случайной величины, следующие непосредственно из ее определения и свойств математического ожидания.
Свойство 1. .
Свойство 2. Дисперсия постоянной случайной величины  равна нулю .
Доказательство. .

Свойство 3. Если  – постоянная, то .
Доказательство.
.

Свойство 4. Дисперсия суммы независимых случайных величин  и  равна сумме их дисперсий
.
Доказательство.
.
Так как величины  и  независимы, то величины  и  также независимы и . Следовательно, .

Помимо математического ожидания и дисперсии, в качестве числовых характеристик применяют начальные и центральные моменты.
Определение 2.1.10. Начальным моментом ого порядка случайной величины  называется математическое ожидание величины , то есть
.
Определение 2.1.11. Центральным моментом ого порядка называется число, равное
.
Определение 2.1.12. Квантилью порядка  распределения непрерывной случайной величины  с непрерывной плотностью распределения называется значение случайной величины , удовлетворяющее уравнению
[bookmark: _GoBack].
Квантиль порядка  называется медианой.
Значения  и  называются, соответственно, верхней и нижней квантилями. Квантильный размах, равный разности верхней и нижней квантилей, представляет собой интервал вокруг медианы, в который случайная величина попадает с вероятностью .
Определение 2.1.13. Критической точкой порядка  распределения непрерывной случайной величины  с непрерывной плотностью распределения называется значение случайной величины , удовлетворяющее уравнению
.
Очевидно, что квантиль  порядка  совпадает с критической точкой  порядка , поскольку
.
Определение 2.1.14. Характеристической функцией  случайной величины  называется комплекснозначная функция действительного аргумента 
.
Отметим, что для дискретной случайно величины , а для непрерывной случайной величины
.
Поэтому для непрерывной случайной величины характеристическую функцию можно рассматривать как обратное преобразование Фурье плотности распределения
.
Следовательно, зная характеристическую функцию, можно с помощью преобразования Фурье найти плотность распределения
.
Рассмотрим свойства характеристической функции.
Свойство 1. Для характеристической функции  непрерывной случайной величины  справедливо
 и .
Доказательство. По определению
.
При этом 
.
Свойство 2. Характеристическая функция случайной величины  имеет вид
.
Доказательство. По определению
.
Свойство 3. Если существует математическое ожидание , то производная характеристической функции порядка  в нуле
.
Доказательство. Продифференцируем выражение  по переменной  , получим
.
Следовательно, .
Аналогично получаются формулы высших порядков.

Следствием данного свойства являются формулы для вычисления начальных моментов случайной величины 
.
Свойство 4. Если существуют начальные моменты случайной величины  любого порядка, то характеристическую функцию  можно разложить в ряд Маклорена с коэффициентами
.
Свойство 5. Характеристическая функция суммы независимых случайных величин равна произведению характеристических функций этих величин.
Доказательство. .

