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Пусть требуется изучить количественный признак генеральной совокупности. Допустим, что из теоретических соображений удалось установить, какое именно распределение имеет признак. Естественно возникает задача оценки параметров, которыми определяется это распределение.
Обычно в распоряжении исследователя имеются лишь данные выборки, например значения количественного признака , , …, , полученные в результате  наблюдений. При этом по данной выборке можно получить лишь приближенное значение неизвестного параметра , который служит его оценкой. Очевидно, что оценки могут изменяться от одной выборки к другой.
Определение 3.2.1. Статистической оценкой , неизвестного параметра теоретического распределения называется функция , зависящая от наблюдаемых значений выборки.
Задачей статистического оценивания неизвестных параметров по выборке заключается в построении такой функции от имеющихся данных статистических наблюдений, которая давала бы наиболее точные приближенные значения реальных, не известных исследователю, значений этих параметров.
Статистические оценки делятся на точечные и интервальные, в зависимости от способа их предоставления (числом или интервалом).
Определение 3.2.2. Точечной называют статистическую оценку параметра  теоретического распределения, определяемую одним значением параметра , где ,,…, – результаты эмпирических наблюдений над количественным признаком  некоторой выборки.
Такую оценку целесообразно определять в тех случаях, когда объем экспериментальных данных достаточно велик. Причем не существует единого понятия о достаточном объеме экспериментальных данных, его значение зависит от вида оцениваемого параметра (к этому вопросу предстоит вернуться при изучении методов интервальной оценки параметров, а предварительно будем считать достаточной выборку, содержащую не менее чем 10 значений). При малом объеме экспериментальных данных точечные оценки могут значительно отличаться от истинных значений параметров, что делает их непригодными для использования.
Точечные оценки параметров, полученные по разным выборкам, чаще всего отличаются друг от друга. Абсолютную разность  называют ошибкой выборки (оценивания).
Для того чтобы статистические оценки давали достоверные результаты об оцениваемых параметрах, необходимо, чтобы они были несмещенными, эффективными и состоятельными.
Определение 3.2.3. Точечная оценка , математическое ожидание которой равно (не равно) оцениваемому параметру  (), называется несмещенной (смещенной).
Разность  называют смещением или систематической ошибкой. Для несмещенных оценок систематическая ошибка равна 0.
Определение 3.2.4. Эффективной называют такую статистическую оценку , которая при заданном объеме выборки  имеет наименьшую возможную дисперсию: . 
Эффективная оценка имеет наименьший разброс по сравнению с другими несмещенными и состоятельными оценками.
При рассмотрении выборок большого объема к статистическим оценкам предъявляется требование состоятельности.
Определение 3.2.5. Состоятельной называют такую статистическую оценку , которая при  стремится по вероятности к оцениваемому параметру , то есть, при увеличении объема выборки  оценка стремится по вероятности к истинному значению параметра .
Например, если дисперсия несмещенной оценки при  стремится к нулю, то такая оценка оказывается и состоятельной.
Требование состоятельности согласуется с законом больших чисел. Чем больше исходной информации об исследуемом объекте, тем точнее результат. Если объем выборки мал, то точечная оценка параметра может привести к серьезным ошибкам. Существует несколько методов решения задачи точечной оценки параметров, наиболее часто используемыми из них являются методы максимального правдоподобия и моментов.
Определение 3.2.6. Интервальной называется статистическая оценка, определяемая двумя числовыми значениями – концами исследуемого интервала. Число , при котором , характеризует точность интервальной оценки.
Определение 3.2.7. Доверительным называется интервал , который с заданной вероятностью  покрывает неизвестное значение параметра . Дополнение доверительного интервала до множества всех возможных значений параметра  называется критической областью.
Определение 3.2.8. Надежностью или доверительной вероятностью, оценки  по  называют вероятность , с которой выполняется неравенство . Чаще всего доверительную вероятность задают заранее близкой к единице.
Определение 3.2.9. Интервал  называется асимптотическим доверительным интервалом для параметра  соответствующим доверительной вероятности , если .
Число  называется уровнем значимости статистической оценки, оно определяет вероятность того, что доверительный интервал не накроет оцениваемый параметр.
Методы построения доверительных интервалов (в частности, точных и асимптотических) впервые были разработаны американским ученым  Ю. Нейманом, исходя из идей английского статистика Р. Фишера. Рассмотрим более подробно построение интервальных оценок для параметров нормального распределения.
Пусть количественный признак  генеральной совокупности распределен нормально, причем среднее квадратическое отклонение  этого распределения известно. Требуется оценить неизвестное математическое ожидание  по выборочной средней  с надежностью .
Рассмотрим выборочную среднюю  как случайную величину  и выборочные значения , , …,  как одинаково распределенные независимые случайные величины ,  и  для всех .
Отметим, что если величины  распределены нормально, то и выборочная средняя  распределена нормально, при этом согласно свойствам математического ожидания и дисперсии
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 или

Оценим математическое ожидание с надежностью . Из соотношения 

определим точность интервальной оценки .
Воспользуемся формулой, справедливой для нормально распределенной случайной величины

Для величины  имеем
,
где .
Поскольку функция распределения нормальной случайной величины , имеем
.
Откуда , или  есть квантиль (критическая точка) нормального распределения порядка  ().
Таким образом, точка  может быть найдена из соотношения , при этом точность интервальной оценки .
В итоге доверительный интервал для математического ожидания нормально распределенной случайной величины при известном среднем квадратическим отклонении  с надежностью  имеет вид


Рассмотрим далее оценку неизвестного математического ожидания  по выборочной средней  с надежностью  при неизвестном среднем квадратическим отклонении 
Оценим математическое ожидание с надежностью . Из соотношения 

определим точность интервальной оценки . Так как события  и равносильны, то 

Обозначим , откуда  и отметим, что случайная величина  имеет распределение Стьюдента с  степенями свободы. Таким образом,  и  – квантиль (критическая точка) порядка  () двусторонней критической области распределения Стьюдента с  степенями свободы, при этом доверительный интервал для математического ожидания нормально распределенной случайной величины при неизвестном среднем квадратическим отклонении  с надежностью  имеет вид

[image: Chi-square distributionPDF.png]Построим доверительный интервал для дисперсии  нормально распределенной случайной величины  по случайной выборке  с надежностью  при неизвестном математическом ожидании. Рассмотрим случайную величину ,которая имеет распределение  с  степенями свободы.
Так как плотность распределения  распределения несимметрична, доверительный интервал с надежностью  найдем из условия 

При этом доверительный интервал выбирают таким образом, чтобы вероятность попадания рассматриваемой случайной величины (статистики) к левостороннюю и правостороннюю критическую область была одинакова .

Таким образом, точки  и  – есть квантили распределения  с  степенями свободы уровней  и , соответственно.
Так как событие  равносильно событию , то 

Последнее означает, что доверительный интервал для дисперсии  нормально распределенной случайной величины  с надежностью  при неизвестном математическом ожидании имеет вид

где  и  – квантили (критические точки) распределения  с  степенями свободы уровней   и  , соответственно.
Доверительный интервал для дисперсии  нормально распределенной случайной величины  по случайной выборке  с надежностью  с известным математическим ожиданием генеральной совокупности строится аналогичным образом. В качестве статистики, дающей оценку, рассматривается величина , имеющая распределение  с  степенями свободы.



Найти доверительный интервал для дисперсии нормально распределенной случайной величины  с надежностью . Эмпирические значения случайной величины  приведены в таблице
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