Конспект лекции 3.1. Задачи и методы математической статистики
Математическая статистика – это раздел математики, посвященный методам сбора, анализа и обработки результатов статистических данных, наблюдений для научных и практических целей.
Основными задачами математической статистики являются:
1) определение способов сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или в результате специально поставленных экспериментов;
2) разработка методов анализа статистических данных в зависимости от целей исследования;
3) выбор оптимального решения для поставленных целей.
Рассмотрим далее задачу сбора статистических наблюдений. Пусть требуется изучить совокупность однородных объектов относительно некоторого качественного или количественного признака , характеризующего эти объекты. Например, если имеется партия деталей, то качественный признаком может служить стандартность детали, а количественным – контролируемый размер детали.
Иногда проводят сплошное обследование, то есть обследуют каждый из объектов совокупности относительно интересующего признака. На практике сплошное обследование применяется сравнительно редко. Как правило, из всей совокупности объектов случайным образом выбирается некоторое ограниченное число объектов, которые подвергаются изучению.
Определение 3.1.1. Выборочной совокупностью (выборкой) называют совокупность случайно отобранных объектов .
Определение 3.1.2. Генеральной совокупностью называют совокупность объектов, из которой производится выборка.
Определение 3.1.3. Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов этой совокупности. Объем генеральной совокупности обозначается, как правило , выборочной – .
После того как произведена выборка, отобранные объекты могут быть возвращены или не возвращены в генеральную совокупность, в связи с вышесказанным, выборки делят на повторные и бесповторные.
Определение 3.1.4. Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность.
Определение 3.1.5. Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается.
На практике обычно пользуются бесповторным случайным отбором при достаточном большом количестве элементов выборки. 
Рассмотрим понятия, связанные с задачей группировки статистических данных. Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка . Здесь и далее наблюдаемые значения  предполагаются независимыми случайными величинами и называются вариантами.
Определение 3.1.6. Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка  причем значение  наблюдалось  раз,  -  раз, …  -  раз,  – объем выборки. Последовательность , полученная в результате расположения в порядке не убывания исходной последовательности  независимых одинаково распределенных случайных величины называется вариационным рядом. Величины  называются ыми порядковыми статистиками.
Количества наблюдений  называют частотами (абсолютными частотами), а их отношения к объему выборки  относительными частотами или статистическими вероятностями.
Определение 3.1.7. Статистическим распределением выборки называется перечень вариант и соответствующих им частот или относительных частот. Статистическое распределение можно задать также в виде последовательности интервалов и соответствующих им частот, при этом частоту, соответствующую определенному интервалу полагают равной сумме частот, попавших в этот интервал.
Пример. Из небольшой группы предприятий одной из отраслей промышленности случайным образом отобрано 30, по которым получены показатели основных фондов в млн. руб.:
2;  3;  2;  4;  5;  2;  3;  3;  6;  4;  5;  4;  6;  5;  3;  4;  2;  4;  3;  3;  5;  4;  6;  4;  5;  3;  4;  3;  2;  4.
Составим дискретное распределение выборки. Найдем объем выборки и составим распределение относительных частот.
Решение. Запишем вариационный ряд выборки с соответствующими значениями частот его порядковых статистик. Получим дискретное статистическое распределение выборки
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Сумма частот всех вариант должна быть равной объему выборки, то есть, .
Найдем относительные частоты:  ; ; ; .
Тогда распределение относительных частот будет иметь вид
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При этом .

Пусть известно статистическое распределение частот количественного признака . Обозначим  – число наблюдений, при которых наблюдалось значение признака, меньшее ;  – общее число наблюдений (объем выборки). Относительная частота события  равна . Если  изменяется, то изменяется и относительная частота, т.е., относительная частота  есть функция переменой . Так как эта функция находится эмпирическим (опытным) путем, то она называется эмпирической.
Определение 3.1.8. Эмпирической функцией распределения (функцией распределения выборки) называют функцию , определяющую для каждого значения  относительную частоту события .
При этом функцию распределения  или  генеральной совокупности называют теоретической функцией распределения.
Отметим, что эмпирическая функция распределения  при достаточно большом объеме выборки  мало отличается от теоретической функции распределения .
Теорема Гливенко – Кантелли. Пусть  – выборка объема  случайной величины , распределенной по неизвестному закону с функцией распределение . Пусть  – эмпирическая функции распределения, построенная по выборке . Тогда  почти наверное.

Данная теорема в случае непрерывной функции распределения  была доказана советским математиком Гливенко. На случай произвольной функции теорема обобщена итальянским математиком Кантелли.
Таким образом, эмпирическая функция распределения выборки служит оценкой теоретической функции распределения генеральной совокупности, при этом эмпирическая функция распределения  обладает теми же свойствами, что и теоретическая функция распределения :
1. значения эмпирической функции принадлежат отрезку ;
2.  – неубывающая функция;
3. если  – наименьшая варианта, то  при ; если  – наибольшая варианта, то  при ;
4. график эмпирической функции распределения есть ступенчатая кривая со скачками, равными относительным частотам  в точках .
Приведем пример построения эмпирической функции по заданному распределению выборки
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Найдем объем выборки .
Наименьшая варианта равна 2, поэтому , при .
Значения  наблюдались 10 раз, поэтому  при .
Значения  наблюдались  раз, следовательно,  при .
Поскольку  максимальная варианта, то  при .
Таким образом, имеем

При этом график эмпирической функции будет иметь вид
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Для наглядности строят различные графики статистического распределения и, в частности, полигон и гистограмму.
Определение 3.1.9. Полигоном частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки , , …, .
Определение 3.1.10. Полигоном относительных частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки , , …, .
Приведем пример построения полигона распределения вероятностей дискретной случайной величины .
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В случае непрерывного исследуемого признака  целесообразнее построение гистограммы частот - ступенчатой фигуры, состоящей из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиною , а высоты равны отношению  (плотность частот).
Отметим, что площадь  го прямоугольника равна  сумме частот вариант  го интервала, следовательно, площадь гистограммы частот равна сумме всех частот, то есть, объему выборки .
Определение 3.1.11. Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиною , а высоты равны отношению  (плотность относительной частоты).
Рассмотрим основные характеристики генеральной и выборочной совокупностей относительно количественного признака .
Определение 3.1.12. Генеральным средним  называется среднее арифметическое значений признака генеральной совокупности.
Для различных значений , , …,  признака генеральной совокупности объема  генеральное среднее равно
;
если же значения признака , , …,  имеют соответствующие частоты , , …, , , то
.
Замечание. Если генеральная совокупность объема  содержит объекты с различными значениями , , …,  признака , вероятность каждого из значений равна , то генеральное среднее совпадает с математическим ожиданием признака 
.
Определение 3.1.13. Выборочным средним  называется среднее арифметическое значений признака выборочной совокупности.
Генеральной дисперсией  называется среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака генеральной совокупности от генерального среднего .
Если все значения  , , …,  признака генеральной совокупности объема  различны, то
.
Если же значения признака , , …,  имеют соответствующие частоты , , …, , , то
.
То есть, генеральная дисперсия есть средняя взвешенная квадратов отклонений с весами, равными соответствующим частотам.
Генеральным среднеквадратическим отклонением (стандартом) называют квадратный корень из генеральной дисперсии
.
Выборочной дисперсией  называется среднее арифметическое квадратов отклонений наблюдаемых значений признака от среднего значения .
Выборочным среднеквадратическим отклонением (стандартом) называется квадратный корень из выборочной дисперсии
.
Допустим, что все значения количественного признака  совокупности, генеральной или выборочной, разбиты на несколько групп. Рассматривая каждую группу как самостоятельную совокупность, можно найти ее среднюю арифметическую.
Групповой средней называют среднее арифметическое значений признака, принадлежащих группе.
Общей средней  называют среднее арифметическое значений признака, принадлежащих всей совокупности.
Зная групповые и средние объемы групп, можно найти общую среднюю.
Теорема. Общая средняя равна средней арифметической групповых средних, взвешенной по объёмам групп, то есть

где  – групповые средние  ой группы, а  – ее объем.
Доказательство непосредственно следует из определений.
	Рассмотрим совокупность значений количественного признака  объема   и их частот . Отклонением называют разность  между значением признака и общей средней.
Теорема. Сумма произведения отклонений на соответствующие частоты равна нулю

Теорема. Дисперсия равна разности среднего квадратов значений признака и квадрата общего среднего.
.
Приведем пример поиска дисперсии по заданному распределению.
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Найдем общую среднюю

и среднюю квадратов значений признака

Искомая дисперсия равна
.
Если совокупность состоит из нескольких групп, то групповой дисперсией называют дисперсию значений признака, принадлежащих группе, относительно групповой средней.

где  – частота значений , принадлежащих группе,  – номер группы,  – групповая средняя ой группы, .
Межгрупповой дисперсией называют дисперсию групповых средних относительно общей средней

где  – групповая средняя ой группы,  – объем ой группы,  – общая средняя, .
Теорема. Если совокупность состоит из нескольких групп, то общая дисперсия равна сумме внутригрупповой и межгрупповой дисперсии.

