[bookmark: _GoBack]Конспект лекции 2.3. Предельные теоремы теории вероятностей.
Вспомним, что случайная величина  есть функция, определенная на пространстве элементарных событий . Следовательно, сходимость последовательности случайных величин можно понимать в разных смыслах.
Определение 2.3.1. Говорят, что последовательность случайных величин сходится к величине  с вероятностью единица или «почти наверное», и пишут , если   для любого  кроме, может быть, , где событие  имеет нулевую вероятность.
Отметим, что в общем случае, говоря о сходимости с вероятностью единица, необходимо знать структуру отображений , при этом в задачах теории вероятности известны, как правило, не сами случайные величины, а их распределения. В таких случаях рассматривают следующие сходимости.
Определение 2.3.2. Говорят, что последовательность случайных величин  сходится к величине  по вероятности, и пишут , если для любого  справедливо
 или .
Определение 2.3.3. Говорят, что последовательность случайных величин  сходится к величине  по распределению, и пишут  или , если последовательность сходится поточечно к , то есть,

для любого  области непрерывности функции .
Теорема (первое неравенство Чебышева). Если неотрицательная случайная величина  имеет конечное математическое ожидание , то для любого  справедливо неравенство
 или .
Доказательство.
1. Для дискретной случайной величины , принимающей значения  с вероятностями ,  имеем .
Следовательно, .
2. Для непрерывной случайной величины имеем

Следовательно, .

Теорема (второе неравенство Чебышева). Для любой случайной величины , имеющей конечную дисперсию , при любом  имеет место неравенство
 или .
Доказательство. Положим . Тогда . В соответствии с первым неравенство Чебышева для величины  имеем .
Так событие , то
.

Неравенство Чебышева дает оценку вероятности отклонения случайной величины от ее математического ожидания при любом законе распределения. Отметим, что речь идет об оценке верхней границе распределения заданного отклонения. Для большинства законов распределения данная оценка является очень грубой.
Пример. Среднее значение длины детали 50см, а дисперсия – 0,1. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что случайно взятая деталь окажется по длине не меньше 49.5 см и не больше 50.5 см.
Решение. Пусть  –  длина случайно взятой детали. Из условия задачи следует, что , а . Требуется оценить величину . Так как неравенство  равносильно неравенству , то требуется оценить . Согласно неравенству Чебышева при  получим
.
Теорема (закон больших чисел в форме Чебышева). Если  – последовательность попарно независимых случайных величин, имеющих конечные дисперсии, ограниченные одной и той же постоянной , то есть, , , то для любого  имеет место
, где  – среднее арифметическое величин .
Доказательство. Так как  – взаимно независимые величины, то . Следовательно, .
Согласно неравенству Чебышева .
Переходя в последнем неравенстве к пределу при , получим
.
Но вероятность любого события не больше 1, следовательно
.

Определение 2.3.4. Говорят, что последовательность  удовлетворяет закону больших чисел в форме Чебышева, если .
Теорема (закон больших чисел в форме Хинчина). Если  – последовательность независимых и одинаково распределенных случайных величин, имеющих конечное математическое ожидание , то среднее арифметическое этих величин сходится с вероятностью единица к их математическому ожиданию
 при 
Одним из важных следствий закона больших чисел является так называемая теорема Бернулли, объясняющая устойчивость относительной частоты события в серии независимых испытаний и дающая теоретическое обоснование статистическому определению вероятности события.
Теорема Бернулли. Пусть  – число наступлений события  в  независимых испытаниях и  – вероятность события  в каждом испытании. Тогда для любого  справедливо
.
Доказательство. Рассмотрим случайную величину . Вспомним, что математическое ожидание  и дисперсия  распределения Бернулли равны  и , соответственно.
Тогда  и .
По теореме Чебышева , то есть, .
Переходя в последнем неравенстве к пределу при , получим .
Учитывая свойство вероятности , имеем .

Пример. Монету подбрасывают 10000 раз. Оценить вероятность того, что отклонение относительной частоты от вероятности выпадения орла составит менее 0,01.
Решение. Имеем , , . Тогда .

Иногда приходится иметь дело со случайной величиной, которая является суммой большого числа независимых между собой случайных величин, законы распределения которых неизвестны. Такой случайной величиной будет, например, ошибка при измерении, являющаяся суммой независимых между собой ошибок, порождаемых различными факторами (состояние измерительного прибора, зрения, влажности, температуры, атмосферного давления и т.п.). Наблюдатель имеет дело лишь с суммарный действием отдельных факторов и его интересует закон распределения «суммарной ошибки». Ответ на вопрос о поведении функции распределения последней дает так называемая предельная теорема Ляпунова.
Центральная предельная теорема Ляпунова. Пусть простые случайные величины  взаимно независимы, имеют конечные математические ожидания , , …,  и конечные дисперсии , , …,  и конечные третьи центральные моменты , , …, . Тогда функция распределения нормированной и центральной случайной величины

стремится при  к функции распределения нормальной случайной величины с параметрами  и  равномерно относительно :
,
при условии Ляпунова .
Здесь  – функция Лапласа.
Примем данную теорему без доказательства.
Следствие. Если случайные величины  независимы, одинаково распределены и имеют конечное математическое ожидание  и дисперсию , то при  для любого  справедливо 
.
Пример. Случайная величина  является средним арифметическим независимых и одинаково распределенных случайных величин, дисперсия каждой из которых равна 5. Сколько нужно взять таких величин, чтобы  с вероятностью, не меньшей 0.9973 имела отклонение от своего математического ожидания, не превосходящее 0.1. Решить задачу, используя а) неравенство Чебышева; б) центральную предельную теорему.
Решение. По условию задачи ,  и , .
а) Согласно неравенству Чебышева  или .
Тогда  и .
б) Согласно центральной предельной теореме распределение  является с параметрами  и .
Тогда . По условию , следовательно,

Значению функции Лапласа  соответствует значение аргумента . Следовательно,  и .
Таким образом, оценка, полученная с помощью неравенства Чебышева, является значительно более грубой, чем аналогичная оценка, полученная с помощью центральной предельной теоремы.
Теорема Муавра – Лапласа. Пусть  – случайная величина, распределенная по биномиальному закону распределения с параметрами  и , тогда при  случайная величина  является стандартной нормальной случайной величиной ().
Доказательство. Пусть  – число успехов в  испытаниях по схеме Бернулли. Представим  в виде , где  – число успехов в  –ом испытании. Отметим, что каждая из величин  может принимать два значения  и  с вероятностями  и , соответственно.
Тогда , .
Следовательно, при  для случайной величины  справедлива центральная предельная теорема:
, .

Как следствие теоремы Муавра Лапласа получим интегральную формулу Лапласа.
Теорема (интегральная теорема Муавра – Лапласа). Пусть  – число появлений события  в  независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления  равна  (). Тогда
, где  – функция Лапласа.

Последняя теорема находит применение в приближенном вычислении биномиальных вероятностей и их сумм. Вероятность того, что биномиальная случайная величина принимает значение , можно считать приближенно равной вероятности попадания нормальной случайной величины в интервал . Поскольку в пределах этого интервала плотность вероятности можно считать постоянной и равной , то эта вероятность приближенно равна площади прямоугольника:
.
Теорема (локальная теорема Муавра – Лапласа). Пусть  – случайная величина, распределенная по биномиальному закону распределения с параметрами  и . Тогда при 
.

Теорема Пуассона. Пусть  – случайная величина, распределенная по закону Пуассона с параметром . Тогда при  случайная величина  сходится по распределению к нормальному закону .
Доказательство. Для доказательства воспользуемся свойствами характеристических функций. Рассмотрим величину . Так как , то  и . Поскольку характеристическая функция величины  равна , то, согласно свойству характеристических функций
, для величины  получим
.
Рассмотрим разложение в ряд Маклорена по степеням  с точностью до слагаемых второго порядка малости функции .
Следовательно, , что совпадает с характеристической функцией нормального закона распределения.

