
g L A W A �� kratnye integraly

w NASTOQ�EJ GLAWE RASSMATRIWA�TSQ WOPROSY INTEGRIROWANIQ FUNK�
CIJ NESKOLXKIH NEZAWISIMYH PEREMENNYH PO PLOSKIM I PROSTRANSTWEN�
NYM OBLASTQM I PRILOVENIE TAKIH INTEGRALOW K RE�ENI� GEOMETRI�
�ESKIH I FIZI�ESKIH ZADA��

���� dWOJNOJ INTEGRAL

������ pONQTIE I SWOJSTWA

dWOJNOJ INTEGRAL QWLQETSQ LOGI�ESKIM PRODOLVENIEM PONQTIQ OPRE�
DELENNOGO INTEGRALA NA SLU�AJ FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH

PO PLOSKOJ OBLASTI�
pUSTX W ZAMKNUTOJ OBLASTI �D� PLOSKOSTI XOY OPREDELENA FUNK�

CIQ z � f�x� y�� pOWTORIM SHEMU	 ANALOGI�NU� SHEME POSTROENIQ OPRE�
DELENNOGO INTEGRALA�
rAZOBXEM OBLASTX �D� PROIZWOLXNOJ SETKOJ LI�
NIJ NA �LEMENTARNYE �ASTI �si �i � �� �� � � � n�	
WY�ISLIM ZNA�ENIQ FUNKCII W PROIZWOLXNOJ

TO�KE KAVDOJ �LEMENTARNOJ OBLASTI I SOSTAWIM

INTEGRALXNU� SUMMU�

o P R E D E L E N I E� iNTEGRALXNOJ SUMMOJ DLQ FUNKCII z � f�x� y� PO OB�
LASTI �D� NAZYWAETSQ SUMMA PROIZWEDENIJ ZNA�ENIJ FUNKCII W WYBRANNYH
TO�KAH NA PLO�ADI SOOTWETSTWU��IH �ASTI�NYH ��LEMENTARNYH� OBLAS�

TEJ�
nX
i��

f�xi� yi� � si�

o P R E D E L E N I E� dWOJNYM INTEGRALOM OT FUNKCII z � f�x� y�
PO OBLASTI �D� NAZYWAETSQ PREDEL POLU�ENNOJ INTEGRALXNOJ SUMMY PRI

NEOGRANI�ENNOM UWELI�ENII �ISLA RAZBIENIJ OBLASTI NA �ASTI I STREM�
LENII PLO�ADEJ WSEH �LEMENTARNYH U�ASTKOW K NUL��Z

�D�

Z
f�x� y� ds � lim

n��
nX
i��

f�xi� yi� � si

oBLASTX �D� NAZYWAETSQ OBLASTX� INTEGRIROWANIQ DLQ PODYNTEGRALX�
NOJ FUNKCII z � f�x� y��

�



tEOREMA SU�ESTWOWANIQ DWOJNOGO INTEGRALA�
eSLI PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f�x� y� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ ILI KUSO�NO
NEPRERYWNOJ W OBLASTI �D�� TO DWOJNOJ INTEGRAL WSEGDA SU�ESTWUET I
RAWEN OPREDELENNOMU �ISLU�

gEOMETRI�ESKIJ SMYSL DWOJNOGO INTEGRALA� eSLI FUNKCIQ f�x� y�
NEOTRICATELXNA W �D�	 TO DWOJNOJ INTEGRAL ESTX OB�EM CILINDRI�ES�
KOGO TELA S OSNOWANIEM �D�	 OBRAZU��EJ	 PARALLELXNOJ OSI Z	 OGRANI�

�ENNOGO SWERHU POWERHNOSTX� z � f�x� y�� V �
Z

�D�

Z
f�x� y� ds�

eSLI PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ W OBLASTI �D� PLOSKOSTI XOY TOV�
DESTWENNO RAWNA EDINICE f�x� y� � �	 TO DWOJNOJ INTEGRAL OT ds ESTX

PLO�ADX OBLASTI INTEGRIROWANIQ �D�� S �
Z

�D�

Z
ds�

fIZI�ESKIJ SMYSL DWOJNOGO INTEGRALA� eSLI PLOSKAQ PLASTINKA	
ZANIMA��AQ OBLASTX �D� W PLOSKOSTI XOY 	 IMEET PEREMENNU� PO�
WERHNOSTNU� PLOTNOSTX ��x� y�� TO DWOJNOJ INTEGRAL ESTX MASSA �TOJ

PLASTINKI� M �
Z

�D�

Z
��x� y� ds�

sWOJSTWA DWOJNOGO INTEGRALA WO MNOGOM POWTORQ�T SWOJSTWA OPREDE�
LENNOGO INTEGRALA� oTMETIM KRATKO �TI SWOJSTWA�

�� pO�LENNOE INTEGRIROWANIE� dWOJNOJ INTEGRAL OT ALGEBRAI�
�ESKOJ SUMMY FUNKCIJ RAWEN ALGEBRAI�ESKOJ SUMME ITEGRALOW OT SLA�
GAEMYH�Z

�D�

Z
� f�x� y� � g�x� y� � ds �

Z
�D�

Z
f�x� y� ds �

Z
�D�

Z
g�x� y� ds�

�� wYNESENIE POSTOQNNOGO MNOVITELQ� pOSTOQNNYJ MNOVITELX

MOVNO WYNESTI ZA ZNAK DWOJNOGO INTEGRALAZ
�D�

Z
k � f�x� y� ds � k �

Z
�D�

Z
f�x� y� ds�

�� rAZBIENIE OBLASTI INTEGRIROWANIQ NA �ASTI� eSLI OBLASTX

INTEGRIROWANIQ RAZBITX NA �ASTI	 TO DWOJNOJ INTEGRAL MOVNO PRED�
STAWITX W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO OTDELXNYM �ASTQM OBLASTIZ
�D�

Z
f�x� y� ds �

Z
�D��

Z
f�x� y� ds�

Z
�D��

Z
f�x� y� ds � � � ��

Z
�Dn�

Z
f�x� y� ds�

�



�� oCENKA DWOJNOGO INTEGRALA� eSLI M I m  NAIBOLX�EE I

NAIMENX�EE ZNA�ENIQ FUNKCII f�x� y� W OBLASTI �D�	 TO

m � S �
Z

�D�

Z
f�x� y� ds �M � S� GDE S  PLO�ADX OBLASTI �D��

�� tEOREMA O SREDNEM DLQ DWOJNOGO INTEGRALA� eSLI FUNK�
CIQ f�x� y� NEPRERYWNA W OBLASTI �D�	 TO SPRAWEDLIWO

Z
�D�

Z
f�x� y� ds�f�C� � S� GDE S PLO�ADX OBLASTI INTEGRIROWANIQ	

A C  NEKOTORAQ TO�KA �TOJ OBLASTI� zNA�ENIE FUNKCII f�C� NAZYWA�
ETSQ SREDNIM ZNA�ENIEM FUNKCII W OBLASTI� sREDNEE ZNA�ENIE	 TAKIM

OBRAZOM	 WY�ISLQETSQ PO FORMULE f�C� �
�

S

Z
�D�

Z
f�x� y� ds�

w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE TEOREMA O SREDNEM OZNA�AET	 �TO OB�EM
CILINDRI�ESKOGO TELA RAWEN OB�EMU RAWNOWELIKOGO CILINDRA S TEM VE

OSNOWANIEM I WYSOTOJ	 RAWNOJ ZNA�ENI� PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W

NEKOTOROJ TO�KE OBLASTI INTEGRIROWANIQ�

������ dWOJNOJ INTEGRAL W PRQMOUGOLXNYH
KOORDINATAH

dLQ WY�ISLENIQ DWOJNOGO INTEGRALA OT DANNOJ FUNKCII PO DANNOJ

OBLASTI REKOMENDUETSQ DEJSTWOWATX PO SLEDU��EJ SHEME�
�� sTROITSQ W SISTEME KOORDINAT XOY OBLASTX INTEGRIROWANIQ�
�� �LEMENTOM PLO�ADI ds QWLQETSQ PRQMOUGOLXNIK S RAZMERAMI dx

I dy	 PO�TOMU ds � dx dy�
�� dLQ ZADANNOJ OBLASTI �D� WYBIRAETSQ PORQDOK INTEGRIROWANIQ

W SOOTWETSTWII SO SHEMAMI � ILI �	 OPREDELQ�TSQ PREDELY IZMENENIQ

PEREMENNYH x I y I STROITSQ SOOTWETSTWU��IJ POWTORNYJ �ILI DWU�
KRATNYJ� INTEGRAL �SM� RIS� � I ���
iNTEGRAL	 STOQ�IJ W POWTORNOM NA PERWOM MESTE	 NAZYWAETSQ WNE��

NIM	 A INTEGRAL	 STOQ�IJ POSLE WNE�NEGO  WNUTRENNIM�
�� sNA�ALA WY�ISLQETSQ WNUTRENNIJ INTEGRAL� pRI �TOM ODNA IZ

PEREMENNYH x ILI y	 W ZAWISIMOSTI OT WYBRANNOGO PORQDKA INTEGRI�
ROWANIQ	 S�ITAETSQ POSTOQNNOJ WELI�INOJ �W PERWOJ IZ PRIWEDENNYH

WY�E FORMUL TAKOJ PEREMENNOJ BUDET y	 WO WTOROJ  x��

�



��pOSLE WYPOLNENIQ WNUTRENNEGO INTEGRIROWANIQ PO FORMULE nX�TONA�
lEJBNICA WNE�NIJ INTEGRAL WY�ISLQETSQ KAK OBY�NYJ OPREDELENNYJ

INTEGRAL�

sHEMA ��

rIS� ��

Z
�D�

Z
f�x� y� ds �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

f�x� y� dy

sHEMA ��

rIS� ��

Z
�D�

Z
f�x� y� ds �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

f�x� y� dx

z A M E � A N I E� pREDELY INTEGRIROWANIQ WO WNE�NEM INTEGRALE

WSEGDA POSTOQNNY� iMI SLUVAT KOORDINATY KONCOW OTREZKA  PROEKCII
OBLASTI �D� NA SOOTWETSTWU��U� KOORDINATNU� OSX� pREDELY WNUT�
RENNEGO INTEGRALA	 KAK PRAWILO	 PEREMENNYE� oNI PREDSTAWLQ�T SOBOJ
FUNKCII	 ZADA��IE GRANICY OBLASTI �D�� lI�X W TOM SLU�AE	 KOGDA
OBLASTX �D� PREDSTAWLQET SOBOJ PRQMOUGOLXNIK SO STORONAMI	 PARAL�
LELXNYMI KOORDINATNYM OSQM	 PREDELY WNUTRENNEGO INTEGRIROWANIQ

TAKVE STANOWQTSQ POSTOQNNYMI�

�



uDOBNO PRI RASSTANOWKE PREDELOW INTEGRIROWANIQ ISPOLXZOWATX

�STRELKI�	 PERESEKA��IE OBLASTX SNIZU WWERH PARALLELXNO OSI OY
�DLQ ��OJ SHEMY RASSTANOWKI PREDELOW� ILI SLEWA NAPRAWO PARALLELXNO
OSI OX �DLQ ��OJ SHEMY�� tE KRIWYE	 NA KOTOROJ �STRELKI� WHODQT W
OBLASTX	 NAZYWA�T LINIQMI WHODA	 A TE KRIWYE	 NA KOTOROJ �STRELKI�
WYHODQT IZ OBLASTI	 NAZYWA�T LINIQMI WYHODA�

zADA�A �� zAPISATX DWOJNOJ INTEGRAL PO UKAZANNOJ OBLASTI �D� W
WIDE POWTORNOGO I RASSTAWITX PREDELY INTEGRIROWANIQ�

� �� oBLASTX �D� OGRANI�ENA LINIQMI y � x� I x � y � ��
sTROIM OBLASTX �D�� iZ RISUNKA WIDNO	 �TO OB�
LASTX OGRANI�ENA SWERHU ODNOJ LINIEJ  PRQMOJ
x � y � �	 A SNIZU  DRUGOJ LINIEJ  PARABOLOJ
y � x�	 T�E� DLQ DANNOJ OBLASTI UDOBNO RASSTAW�
LQTX PREDELY INTEGRIROWANIQ W SOOTWETSTWIE S

��OJ SHEMOJ�
pO�TOMU SPROEKTIRUEM OBLASTX NA OSX OX � pOLU�IM OTREZOK	 KONCAMI
KOTOROGO QWLQ�TSQ PROEKCII NA OSX OX TO�EK PERESE�ENIQ PARABOLY

I PRQMOJ�
dLQ NAHOVDENIQ ABSCISS KRAJNEJ LEWOJ I KRAJNEJ PRAWOJ GRANIC OB�
LASTI RE�AEM SISTEMU��

� y � x��
x� y � ��

�
��
� y � x��
y � �� x�

� x� � � � x�
x� � x � � � 
�

� x� � ��
x� � ���

iTAK	 PROEKCIEJ OBLASTI NA OSX OX BUDET OTREZOK ���� ���
pREDELY IZMENENIQ WNE�NEJ PEREMENNOJ x OPREDELENY�
kAK MENQETSQ PRI �TOM WNUTRENNQQ PEREMENNAQ y MY UZNAEM	 WYRAZIW EE
KAK FUNKCI� x IZ URAWNENIJ	 ZADA��IH LINI� WHODA I LINI� WYHODA

�PRI RE�ENII SISTEMY MY �TO UVE SDELALI��
tAKIM OBRAZOM	 DLQ RASSTANOWKI PREDELOW INTEGRIROWANIQ W POWTORNOM
INTEGRALE MY IMEEM�
PRI IZMENENII PEREMENNOJ x W INTERWALE ���� �� ZNA�ENIQ PEREMENNOJ
y BUDUT NAHODITXSQ W PREDELAH OT y��x� � x� �LINIQ WHODA W OBLASTX�
DO y��x� � �� x �LINIQ WYHODA�� zAPI�EM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
f�x� y� dx dy �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

f�x� y� dy �
�Z

��

dx
��xZ
x�

f�x� y� dy�

�



� �� oBLASTX �D� OGRANI�ENA LINIQMI� x� y� � �� I x � �y � 
�

pOSTROIM OBLASTX �D�� oNA OGRANI�ENA PARABOLOJ

x� y� � �� � y� � ��x � ���

S WER�INOJ W TO�KE O����� 
� I WETWQMI	 NAPRAWLENNYMI WLEWO	 I PRQ�
MOJ x� �y � 
 � x � ��y�

iZ RISUNKA WIDNO	 �TO OBLASTX OGRANI�ENA
SLEWA ODNOJ LINIEJ �PRQMOJ x � �y � 
�	 A
SPRAWA  DRUGOJ LINIEJ �PARABOLOJ x� y� �
���	 T�E� DLQ DANNOJ OBLASTI UDOBNO RASSTAW�
LQTX PREDELY INTEGRIROWANIQ SOGLASNO ��OJ
SHEME�

pO�TOMU SPROEKTIRUEM OBLASTX NA OSX OY � pOLU�IM OTREZOK	 KONCAMI
KOTOROGO QWLQ�TSQ PROEKCII NA OSX OY TO�EK PERESE�ENIQ PARABOLY I

PRQMOJ� dLQ NAHOVDENIQ ORDINAT KRAJNEJ NIVNEJ I KRAJNEJ WERHNEJ
TO�EK OBLASTI RE�AEM SISTEMU��
� x � y� � ���
x � �y � 
�

�
��
� x � �� � y��
x � ��y� � ��� y� � ��y�

y� � �y � �� � 
�
� y�����

y� � ��

iTAK	 PROEKCIEJ OBLASTI NA OSX OY BUDET OTREZOK ���� ��� pREDELY
IZMENENIQ WNE�NEJ PEREMENNOJ y OPREDELENY�
kAK MENQETSQ PRI �TOM WNUTRENNQQ PEREMENNAQ x MY UZNAEM	 WYRA�

ZIW EE KAK FUNKCI� y IZ URAWNENIJ	 ZADA��IH LINI� WHODA I LINI�

WYHODA �PRI RE�ENII SISTEMY MY �TO UVE SDELALI��

tAKIM OBRAZOM	 DLQ RASSTANOWKI PREDELOW INTEGRIROWANIQ W PO�
WTORNOM INTEGRALE MY IMEEM� PRI IZMENENII PEREMENNOJ y W INTER�
WALE ���� �� ZNA�ENIQ PEREMENNOJ x BUDUT NAHODITXSQ W PREDELAH OT

x��y� � ��y �LINIQ WHODA W OBLASTX� DO x��y� � �� � y� �LINIQ WYHO�
DA�� zAPI�EM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
f�x� y� dx dy �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

f�x� y� dx �
�Z

��

dy
���y�Z
��y

f�x� y� dx�

�



� �� oBLASTX �D� ZADANA NERAWENSTWAMI� x� � y� � �� x� � � � �yg�
rASSTAWITX PREDELY INTEGRIROWANIQ W TOM I DRUGOM PORQDKE�

pOSTROIM OBLASTX �D�� uRAWNENIE x� � y� � �  URAWNENIE OKRUV�
NOSTI S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT I RADIUSOM	 RAWNYM �� uRAWNENIE
x� � �� �y� URAWNENIE PARABOLY x� � ���y� ���� S WER�INOJ W TO�KE
O��
� ���� I WETWQMI	 NAPRAWLENNYMI WNIZ�
��OJ SPOSOB
rASSTAWLQEM PREDELY INTEGRIROWANIQ SOGLASNO ��OJ SHEME�

sPROEKTIRUEM OBLASTX NA OSX OX�
iZ RISUNKA WIDNO	 �TO OBLASTX OGRANI�E�
NA SNIZU ODNOJ LINIEJ �DUGOJ OKRUVNOSTI
x��y� � ��	 A SWERHU  DRUGOJ LINIEJ �DUGOJ
PARABOLY x� � � � �y�� pROEKCIEJ OBLASTI
NA OSX OX BUDET QWLQTXSQ OTREZOK	 KONCA�
MI KOTOROGO QWLQ�TSQ PROEKCII NA OSX OX
TO�EK PERESE�ENIQ PARABOLY I OKRUVNOSTI�
dLQ NAHOVDENIQ ABSCISS �TIH TO�EK RE�AEM SISTEMU��

� x� � y� � ��
x� � �� �y�

� y� � �y � � � 
�
x � �p� � �y�

� y� � ��� y� � ��
x� � �p�� x� � �

p
��

zAMETIM	 �TO KORENX y � � QWLQETSQ POSTORONNIM�
iTAK	 PROEKCIEJ OBLASTI NA OSX OX BUDET OTREZOK ��p��

p
��� pREDELY

IZMENENIQ PEREMENNOJ x OPREDELENY�
dLQ RASSTANOWKI PREDELOW INTEGRIROWANIQ PO WNUTRENNEJ PEREMEN�

NOJ y NEOBHODIMO WYRAZITX EE KAK FUNKCI� x IZ URAWNENIJ	 ZADA��IH
LINI� WHODA �OKRUVNOSTX� I LINI� WYHODA �PARABOLU�� iZ URAWNENIQ
OKRUVNOSTI IMEEM URAWNENIE NIVNEJ GRANICY OBLASTI INTEGRIROWA�
NIQ y��x� � �p� � x�	 A IZ URAWNENIQ PARABOLY NAHODIM URAWNENIE

WERHNEJ GRANICY x� � � � �y � y��x� �
�
� � �� � x���

tAKIM OBRAZOM	 PRI IZMENENII PEREMENNOJ x W INTERWALE ��p��
p
��

ZNA�ENIQ PEREMENNOJ y BUDUT NAHODITXSQ W PREDELAH OT
y��x� � �p� � x�  �LINIQ WHODA� DO y��x� �

�
� ���x�� �LINIQ WYHODA��

zAPI�EM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
f�x� y� dx dy �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

f�x� y� dy �

p
	Z

�p	

dx

�

�
���x��Z

�p��x�
f�x� y� dy�

�



��OJ SPOSOB� wYBEREM DRUGOJ PORQDOK INTEGRIROWANIQ I RASSMOTRIM

RASSTANOWKU PREDELOW INTEGRIROWANIQ PO �TOJ VE OBLASTI PO ��OJ SHE�
ME� dLQ �TOGO PROEKTIRUEM OBLASTX �D� NA OSX OY � pROEKCIEJ	 KAK
WIDNO IZ POSTROENIQ	 BUDET QWLQTXSQ OTREZOK ���� ���� NA OSI OY �

kROME TOGO	 WIDNO	 �TO KAK LEWAQ	 TAK I PRAWAQ
GRANICY FIGURY NE OPISYWA�TSQ ODNIM URAWNE�
NIEM� �sTRELKA ��� PERESEKAET OBLASTX NA LEWOJ
I PRAWOJ POLOWINKAH OKRUVNOSTI	 A STRELKA ���
PERESEKAET OBLASTX NA LEWOJ I PRAWOJ WETWQH PA�
RABOLY�� pO�TOMU OBLASTX INTEGRIROWANIQ PRI�
DETSQ RAZBITX NA DWE �ASTI LINIEJ y � ���

w PERWOJ OBLASTI PEREMENNAQ y BUDET IZMENQTXSQ W INTERWALE ���� ����
pREDELY IZMENENIQ PEREMENNOJ x POLU�IM	 WYRAZIW EE IZ URAWNENIQ
OKRUVNOSTI x� � y� � �� pRI �TOM LINIEJ WHODA BUDET LEWAQ POLU�
OKRUVNOSTX x��y� � �p� � y�� A LINIEJ WYHODA  PRAWAQ POLU�
OKRUVNOSTX x��y� � �

p
�� y�� iTAK	 INTEGRAL PO ��OJ OBLASTI

Z
�D��

Z
f�x� y� dx dy �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

f�x� y� dx �
��Z
��

dy



p

��y�Z
�
p

��y�
f�x� y� dx�

wO WTOROJ OBLASTI PEREMENNAQ y BUDET IZMENQTXSQ W INTERWALE ��������	
PRI �TOM LINIEJ WHODA BUDET LEWAQ WETWX PARABOLY x��y� � �p� � �y	
A LINIEJ WYHODA  PRAWAQ WETWX PARABOLY x��y� � �

p
� � �y�

�TI URAWNENIQ POLU�ENY WYRAVENIEM PEREMENNOJ x IZ URAWNENIQ PA�
RABOLY x� � � � �y � x�y� � �p�� �y� tAKIM OBRAZOM

Z
�D��

Z
f�x� y� dx dy �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

f�x� y� dx �
���Z
��

dy



p
���yZ

�p���y

f�x� y� dx�

iNTEGRAL PO WSEJ OBLASTI �D� ZAPI�ETSQ SOGLASNO SWOJSTWU ADDITIW�
NOSTI W WIDE SUMMY DWUH INTEGRALOW

Z
�D�

Z
f�x� y� dx dy �

��Z
��

dy



p

��y�Z
�
p

��y�
f�x� y� dx �

���Z
��

dy


p
���yZ

�p���y

f�x� y� dx�

sRAWNIWAQ DWA SPOSOBA	 WIDIM	 �TO PERWYJ SPOSOB DLQ DANNOJ OBLASTI
BOLEE WYGODEN	 TAK KAK W PERWOM SLU�AE DWOJNOJ INTEGRAL ZAPISALSQ

ODNIM	 A NE DWUMI POWTORNYMI	 KAK WO WTOROM�

�	



zADA�A �� iZMENITX PORQDOK INTEGRIROWANIQ W INTEGRALAH�

� �� J �
�Z
�

dy

p
y��Z

�

f�x� y� dx �
	Z
�

dy
	�yZ
�

f�x� y� dx�

w DANNOM INTEGRALE WNE�NEE INTEGRIROWA�
NIE PROWODITSQ PO y	 A WNUTRENNEE PO x�
pOSTAWLENA ZADA�A SMENITX PORQDOK INTEG�
RIROWANIQ	 T�E PROWESTI INTEGRIROWANIE PO
SHEME ��
s POMO�X� UKAZANNYH W INTEGRALE PREDELOW

WOSSTANOWIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ�
uKAZANNYE PREDELY INTEGRIROWANIQ W POWTORNYH INTEGRALAH MOVNO

PRO�ESTX SLEDU��IM OBRAZOM� KOGDA PEREMENNAQ y PRINIMAET ZNA�
�ENIQ OT y � 
 DO y � �	 PEREMENNAQ x IZMENQETSQ OT x��y� � 
� �OSX
OY � DO x��y� �

q
y��� PARABOLA� kOGDA y PRINIMAET ZNA�ENIQ

OT y � � DO y � �	 TO PEREMENNAQ x IZMENQETSQ OT x��y� � 
� �OSX
OY � DO x��y� � ��� y� � �TO PRQMAQ LINIQ�
tAKIM OBRAZOM	 OBLASTX INTEGRIROWANIQ ESTX KRIWOLINEJNYJTREUGOLX�
NIK �RIS� �����
pROWODIM �EREZ OBLASTX STRELO�KU PARALLELXNO OSI OY I UBEVDAEMSQ	
W TOM	 �TO OBLASTX OGRANI�ENA SNIZU ODNOJ LINIEJ �PARABOLOJ� I ODNOJ
LINIEJ SWERHU �PRQMOJ�� pO�TOMU POWTORNYJ INTEGRAL W �TOJ SITUACII
ZAPI�ETSQ ODNIM	 A NE DWUMQ POWTORNYMI	 KAK BYLO W USLOWII ZADA�I�
wNE�NIJ INTEGRAL TEPERX WY�ISLQETSQ PO PEREMENNOJ x� KOTORAQ IZME�
NQETSQ OT 
 DO �	 �TO LEGKO OPREDELQETSQ PRI PODSTANOWKE W URAWNENIE
PRQMOJ x � � � y �ILI PARABOLY x �

q
y��� ZNA�ENIQ ORDINATY TO�KI

PERESE�ENIQ �TIH LINIJ y � ��
wNUTRENNIJ INTEGRAL TEPERX WY�ISLQETSQ PO PEREMENNOJ y	 I EGO PRE�
DELY BUDUT FUNKCIQMI WIDA y � y�x�	 ZADA��IMI NIVN�� I WERHN��

GRANICY OBLASTI �D��
wYRAVAQ IZ URAWNENIQ PARABOLY x �

q
y�� PEREMENNU� y �EREZ x	

NAHODIM y � �x�  LINIQ WHODA�
wYRAVAQ IZ URAWNENIQ PRQMOJ x � � � y PEREMENNU� y �EREZ x	
NAHODIM y � � � x  LINIQ WYHODA�

zAPISYWAEM POWTORNYJ INTEGRAL J �
�Z
�

dx
	�xZ
�x�

f�x� y� dy�

��



� �� J �
�Z

��

dx
�Z

x�

f�x� y� dy�

s POMO�X� UKAZANNYH W INTEGRALE PREDELOW WOSSTANOWIM OBLASTX IN�
TEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA LINIQMI x � �� x � �� I

y � x�� y � �� zAPI�EM DWOJNOJ INTEGRAL PO DANNOJ OBLASTI W WIDE

POWTORNOGO	 ISPOLXZUQ DRUGOJ PORQDOK INTEGRIROWANIQ�

wNE�NIJ INTEGRAL WY�ISLQETSQ PO PEREME�
NOJ y� KOTORAQ	 KAK WIDNO IZ RISUNKA	 IZ�
MENQETSQ OT 
 DO �� wNUTRENNIJ INTEGRAL

TEPERX WY�ISLQETSQ PO PEREMENNOJ x	 I EGO
PREDELY BUDUT FUNKCIQMI WIDA x � x�y�	 ZA�
DA��IMI LEWU� I PRAWU� GRANICY OBLASTI

�D� �W DANNOM SLU�AE  LEWU� I PRAWU� WET�
WI PARABOLY��

wYRAVAQ IZ URAWNENIQ PARABOLY y � x� PEREMENNU� x �EREZ y	 NA�
HODIM x � �py  LEWAQ GRANICA	 x �

p
y  PRAWAQ GRANICA�

zAPISYWAEM POWTORNYJ INTEGRAL J �
�Z
�

dy

p
yZ

�py
f�x� y� dx�

zADA�A �� wY�ISLITX INTEGRAL OT FUNKCII z � f�x� y� PO OBLASTI

�D�	 OGRANI�ENNOJ UKAZANNYMI LINIQMI�

� �� f�x� y� � x�y� �D� � �x��y�� � 
� �x��y�� � 
� y � �� y � ��

�� sTROIM OBLASTX �D��
�� pRI POSTROENII POWTORNOGO INTEGRALA

WNUTRENNEE INTEGRIROWANIE CELESOOBRAZNO

PROWODITX PO PEREMENNOJ x	 A WNE�NEE  PO
y�

�� dLQ RASSTANOWKI PREDELOW ZAMETIM	 �TO PEREMENNAQ y IZMENQETSQ OT
y � � �ORDINATA KRAJNEJ NIVNEJ GRANICY� DO y � � � ORDINATA KRAJ�
NEJ WERHNEJ GRANICY�� wNUTRENNQQ PEREMENNAQ x PRI �TOM MENQETSQ OT
x��y� � 	

�y � � �NA WHODE � LEWOJ GRANICE OBLASTI DO x��y� � 	
�y � �

�NA WYHODE�  PRAWOJ GRANICE� �TI PREDELY MY POLU�ILI	 WYRAVAQ
PEREMENNU� x IZ URAWNENIJ PRQMYH�

�




�� zAPISYWAEM INTEGRAL W WIDE POWTORNOGO I WY�ISLQEM EGO

Z
�D�

Z
�x � y� dx dy �

	Z
�

dy

�

�
y��Z

�

�
y�	

�x� y� dx
	Z
�

dy

�
��x� y��

�

�����
�

�
y��

�

�
y�	

�
	 �

�
�

�

	Z
�

�
�


�

�
y � � � y

��
�


�

�
y � � � y

���	dy �

�
�

�

	Z
�



��

�
y� � �y � �� ��

�
y� � ��y � �

�
dy �

�

�

	Z
�

��
y � �� dy �

�
	Z
�

��y � �� dy �


�

�
y� � �y

� �����
	

�
�

�

�
��� ��� � ��� �� �

��

�
� �� ��

� � f�x� y� � y sin�xy�� �D� � y � 
� y � �� x � 
� x � ��

oBLASTX PRQMOUGOLXNAQ I MOVNO WYBRATX

L�BOJ PORQDOK INTEGRIROWANIQ�iNTEGRIRUQ
SNA�ALA PO x	 ZATEM PO y	 POLU�AEM�

Z
�D�

Z
y sin�xy� dx dy �

�Z
�

y dy
�Z
�

sin�xy�dx � �
�Z
�

y

�
�

y
cos�xy� j��


dy �

� �
�Z
�

�cos y � �� dy � �y � siny� j�� � ��

kAK UVE OTME�ALOSX	 OBLASTX INTEGRIROWANIQ W DANNOJ ZADA�E TAKOWA	
�TO WYBOR PORQDKA INTEGRIROWANIQ NE IMEET NIKAKOGO PRINCIPIALXNO�
GO ZNA�ENIQ� oDNAKO	 I IMENNO W DANNOM PRIMERE	 �TO NE TAK� wYBRAW
DRUGOJ PORQDOK INTEGRIROWANIQ	 BUDEM IMETX�Z
�D�

Z
y sin�xy� dx dy�

�Z
�

dx
�Z
�

y sin�xy� dy�

������
U�y dV �sin�xy�dy
dU�dy V ���

x
cos�xy�

�������

�
�Z
�

�
���y

x
cos�xy� j�� �

�

x

�Z
�

cos�xy�dy

�
�	 dx �

�
�Z
�

�
��� cos��x�

x
�

�

x�
sin�xy�

�����
�

�

�
	 dx���

�Z
�

cos��x�

x
dx �

�Z
�

sin��x�

x�
dx�

�TI INTEGRALY QWLQ�TSQ NEBERU�IMISQ	 I IH ZNA�ENIQ NE MOGUT BYTX
NAJDENY PO FORMULE nX�TONA�lEJBNICA� dANNYJ PRIMER POKAZYWAET	
�TO RACIONALXNOSTX WYBORA PORQDKA INTEGRIROWANIQ OPREDELQETSQ NE

TOLXKO WIDOM OBLASTI �D�	 NO I WIDOM PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII�

��



������ dWOJNOJ INTEGRAL W POLQRNYH KOORDINATAH

nAPOMNIM	 �TO POLQRNAQ SISTEMA KOORDINAT WKL��AET W SEBQ POL�S

�TO�KA O� I POLQRNU� OSX �WYHODQ�IJ IZ TO�KI O GORIZONTALXNYJ

LU� OA�� pOLOVENIE L�BOJ TO�KIM NA PLOSKOSTI W POLQRNOJ SISTEME

KOORDINAT ZADAETSQ DWUMQ �ISLAMI�
� � jOM j  POLQRNYJ RADIUS	 RAWNYJ RASSTOQ�
NI� OT POL�SA DO TO�KI m

� � � AOM  POLQRNYJ UGOL	 IZMERQEMYJ W RA�
DIANAH W NAPRAWLENII PROTIW DWIVENIQ �ASOWOJ

STRELKI�
pOLQRNYE I DEKARTOWY KOORDINATY ODNOJ I TOJ

VE TO�KIM NA PLOSKOSTI PRI SOWME�ENII SOOT�
WETSTWU��IH SISTEM	 KAK POKAZANO NA RISUNKE	
SWQZANY RAWENSTWAMI�

��
� x � � cos��
y � � sin��

���
��
� �

p
x� � y��

tg � �
y

x
�

pRI WY�ISLENII DWOJNOGO INTEGRALA W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT

SLEDUET PRIDERVIWATXSQ SLEDU��EJ SHEMY�
�� pOSTROITX OBLASTX INTEGRIROWANIQ�
�� w PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII f�x� y� ZAMENITX SOGLASNO FORMULAM

ZAMENY PEREMENNYH PRI PEREHODE K POLQRNYM KOORDINATAM

x � � cos�� y � � sin�� tOGDA f�x� y� � f�� cos�� � sin���

�� zAPISATX �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy �j J j d� d�� W POLQR�
NOJ SISTEME KOORDINAT�
nAJDEM JQKOBIAN PEREHODA OT DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT K PO�

LQRNOJ

J �

������
x�� x��
y�� y��

������ �
������
cos� �� sin�
sin� � cos�

������ �
� � cos� � � ��� sin��� � ��cos�� � sin��� � ��

tAKIM OBRAZOM	 �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy W POLQRNOJ SISTEME KO�
ORDINAT PRIMET WID

ds � � d� d� �

��



�� uRAWNENIQ LINIJ	 OGRANI�IWA��IH OBLASTX D�	 ZAPISYWA�TSQ
W POLQRNYH KOORDINATAH �PEREWOD DEKARTOWYH URAWNENIJ W POLQRNYE
RASSMATRIWAETSQ NIVE��
tAKIM OBRAZOM	 POLU�IM DWOJNOJ INTEGRAL	 ZAPISANNYJ W POLQRNOJ

SISTEME KOORDINAT

Z
�D�

Z
f�x� y� dx dy �

Z
�D��

Z
f�� cos�� � sin�� � d� d� �

�TOT INTEGRAL NEOBHODIMO SWESTI K POWTORNOMU� dLQ �TOGO
�� oPREDELQ�TSQ PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � I STROITSQ

SOOTWETSTWU��IJ POWTORNYJ INTEGRAL�
pRI �TOM SLEDUET IMETX WWIDU	 �TO URAWNENIQ LINIJ W POLQRNYH KO�
ORDINATAH	 KAK PRAWILO	 IME�T WID � � ���� �A NE � � �����	 PO�TOMU
WNUTRENNIJ INTEGRAL PRAKTI�ESKI WSEGDA WY�ISLQETSQ PO PEREMENNOJ

�	 A WNE�NIJ  PO ��
kAK I W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT PRI RASSTANOWKE PREDELOW IN�

TEGRIROWANIQ UDOBNO ISPOLXZOWATX STRELKU	 PERESEKA��U� OBLASTX� w
POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT STRELKA  �TO LU�	 WYHODQ�IJ IZ POL�SA
I PERESEKA��IJ GRANICY OBLASTI NA LINII WHODA I WYHODA�
pODAWLQ��EE BOLX�INSTWO OBLASTEJ INTERIROWANIQ W POLQRNOJ SIS�

TEME KOORDINAT MOVNO SOOTNESTI S ODNOJ IZ ��H PRIWEDENNYH NA SLEDU�
��EJ STRANICE SHEM	 GDE DLQ KAVDOGO SLU�AQ ZAPISANY SOOTWETSTWU��
�IE POWTORNYE INTEGRALY�

�� pOLU�ENNYJ POWTORNYJ INTEGRAL WY�ISLQETSQ PO UVE IZWESTNOJ

SHEME� SNA�ALA WY�ISLQETSQ WNUTRENNIJ INTEGRAL PO PEREMENNOJ �� A
ZATEM WNE�NIJ INTEGRAL PO PEREMENNOJ ��

iSPOLXZOWANIE POLQRNOJ SISTEMY KOORDINAT PRI WY�ISLENII DWOJ�
NYH INTEGRALOW OKAZYWAETSQ UDOBNYM W TEH SLU�AQH	 KOGDA GRANICA OB�
LASTI INTEGRIROWANIQ �D� OBRAZOWANA LINIQMI	 URAWNENIQ KOTORYH W
POLQRNYH KOORDINATAH IME�T BOLEE PROSTOJ ANALITI�ESKIJ WID	 �EM W
DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT	 NAPRIMER	 RAZLI�NYE OKRUVNOSTI	 LI�
BO IH �ASTI	 LEMNISKATA bERNULLI I DR�
w PRILOVENII � PRIWEDENY PRIMERY RASSTANOWKI PREDELOW INTEGRIRO�
WANIQ PO RAZLI�NYM OBLASTQM W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT�

��



pOL�S WNUTRI ILI NA GRANICE OBLASTI INTEGRIROWANIQ

rIS� 	�

��Z
�

d�

����Z
�

f�� cos�� � sin�� � d�
��Z
��

d�

����Z
�

f�� cos�� � sin�� � d�

pOL�S WNE OBLASTI INTEGRIROWANIQ

rIS� ��

��Z
�

d�

�����Z
�����

f�� cos�� � sin�� � d�
��Z
��

d�

�����Z
�����

f�� cos�� � sin�� � d�

��



pRIMERY PREOBRAZOWANIQ URAWNENIJ KRIWYH OT DEKARTOWYH KOORDINAT K

POLQRNYM� �rISUNKI SM� W PRILOVENII ��

�� oKRUVNOSTX RADIUSA R S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT

x� � y� � R� �
���������
�� cos��� � �� sin��� � R�

�� �cos� �� sin� �� � R�

�� � R� � � � R

���������
� � � R�

z A M E T I M	 �TO W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT SUMMA KWADRATOW
x� � y� � ���

I BUDEM ISPOLXZOWATX �TOT REZULXTAT W DRUGIH PRIMERAH�

�� oKRUVNOSTX RADIUSA R S CENTROM	 SME�ENNYM PO OSI OX W TO�KU

O��R� 
�

x� � y� � �Rx
�x �R�� � y� � R� �

������
�� � �R� cos�
� � �R cos�

������ � � � �R cos��

�� uRAWNENIE PRQMOJ	 PROHODQ�EJ �EREZ NA�ALO KOORDINAT

y � k x �
������
� sin� � k � cos�
tg � � k

������ � � � arctgk I � � arctgk � ��

iTAK	 PRQMAQ y � k x IMEET DWA POLQRNYH URAWNENIQ	 KOTORYM SOOT�
WETSTWU�T DWA LU�A	 WYHODQ�IH IZ POL�SA PO UGLAMI � � arctgk I

� � arctgk � � �

�� y � x �
������
� sin� � � cos�
tg � � �

������ � � � ��� I � � �����

�� y � �x �
������
� sin� � �� cos�
tg � � ��

������ � � � ���� I � � �����

�� y �
p
�x �

������
� sin� �

p
�� cos�

tg � �
p
�

������ � � � ��� I � � �����

	� uRAWNENIE PRQMOJ

x � y � � �
��� ��sin�� cos�� � �

��� � � �
�

sin� � cos�
�


� uRAWNENIE PRQMOJ

y � � �
��� � sin� � �

��� � � �
�

sin�
�

��



rASSMOTRIM PRIMERY BOLEE SLOVNYH KRIWYH	 POSTROENIE KOTORYH PRO�
�E PROWODITX NE PO DEKARTOWYM	 A PO POLQRNYM URAWNENIQM�

�� �x� � y��� � �x� � �y� �
������
�� � ��� cos� �� ��� sin� �
�� � � cos� �� � sin� �

������ �

� �
q
� cos� � � � sin� ��

� 
 ��� ��� � ���� ��

�
p
� �

p
�

p
�

p
�

p
�

pRI POSTROENII U�TEM	 �TO PODKORENNOE WYRA�
VENIE POLOVITELXNO DLQ WSEH ZNA�ENIJ � I KRI�
WAQ RASPOLOVENA WO WSEH �ETWERTQH DEKARTOWOJ

SISTEMY KOORDINAT� dALEE OPREDELQEM NESKOLX�
KO ZNA�ENIJ ��

��� �x� � y��	�� � xy �
������
�	 � �� cos� sin�
� � cos� sin�

������ �

� � cos� sin��
� 
 ��� ��� � ���� ����

� 
 ��� 
 
 ��� 


pRI POSTROENII U�TEM	 �TO WELI�INA � 	 
�
PO�TOMU KRIWAQ SU�ESTWUET TOLXKO DLQ TEH

ZNA�ENIJ UGLA �� DLQ KOTORYH PROIZWEDENIE

cos� sin� 	 
� A �TO SOOTWETSTWUET I�OJ I III�
EJ �ETWERTQM DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT�
dALEE OPREDELQEM NESKOLXKO ZNA�ENIJ ��

��� �x� � y��	 � xy� �
������
�� � �	 cos� sin� �
�	 � cos� sin� �

������ �

� � �
q
cos� sin���

pRI POSTROENII U�TEM	 �TO WELI�INA � 	 
� PO�TOMU KRIWAQ SU�EST�
WUET TOLXKO DLQ TEH ZNA�ENIJ UGLA �� DLQ KOTORYH PROIZWEDENIE
cos� sin� � 	 
� TAK KAK sin�� 	 
 DLQ L�BYH ZNA�ENIJ �� TO DOLVNO
WYPoLNQTXSQ USLOWIE cos� 	 
� A �TO SOOTWETSTWUET I�OJ I IV�OJ �ET�
WERTQM DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT�

��



o�EWIDNO	 �TO � � 
 PRI
� � 
� ���� ���� I ��� kRIWAQ BUDET SOSTOQTX
IZ DWUH ZAMKNUTYH PETELX� mAKSIMALXNYE ZNA�
�ENIQ � BUDET PRINIMATX PRI NEKOTORYH ZNA�E�
NIQH UGLA �� NO DLQ RE�ENIQ ZADA� PO DANNOJ

TEME ZNATX IH NE TREBUETSQ�

��� �x� � y��� � x� y� �
���������
��� � �� cos� � sin� �
�� � cos� � sin� �

� � �
q
cos� � sin� �

���������
�

� �j cos� j
q
j sin� j�

tAK KAK W WYRAVENIE �� � cos� � sin� � FUNKCII cos� I sin� WHODQT

W �ETNYH STEPENQH	 TO PRAWAQ �ASTX RAWENSTWA WSEGDA POLOVITELXNA I
KRIWAQ SU�ESTWUT DLQ WSEH ZNA�ENIJ POLQRNOGO UGLA ��

pO�TOMU ONA BUDET IMETX � ZAMKNUTYH PETLI	 A
NE DWE	 KAK W PRIMERAH �
 I ��� �zNA�ENIQ � � 

POLU�A�TSQ PRI

� � 
� ���� �� ����� ����

oTMETIM E�E RAZ	 �TO DLQ RE�ENIQ ZADA� NA WY�ISLENIE DWOJNO�
GO INTEGRALA W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT NAM BUDET NUVNO IMETX

LI�X SHEMATI�NYJ RISUNOK KRIWOJ	 �TOBY PRAWILXNO OPREDELITX PRE�
DELY IZMENENIQ POLQRNOGO UGLA�

pEREJDEM K RASSMOTRENI� PRIMEROW NA RASSTANOWKU PREDELOW IN�
TEGRIROWANIQ I WY�ISLENIE DWOJNOGO INTEGRALA W POLQRNOJ SISTEME

KOORDINAT�

��



� �� wY�ISLITX INTEGRAL
Z

�D�

Z
arctg

y

x
ex

�
y� dx dy

PO OBLASTI �D� � fx� � y� � R�� x 	 
� y 	 
g�
�� CTROIM OBLASTX �D�� oNA PREDSTAWLQET SOBOJ
�ASTX KRUGA RADIUSA R S CENTROM W NA�ALE KOOR�
DINAT I RASPOLOVENNU� W ��OJ �ETWERTI� pODYN�
TEGRALXNAQ FUNKCIQ SODERVIT SUMMU KWADRATOW

x��y�� PO�TOMU IMEET SMYSL PEREJTI W ISHODNOM
INTEGRALE K POLQRNYM KOORDINATAM�

�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��
�� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ

arctg
y

x
ex

�
y� � arctg
� sin�

� cos�
e�

�

� arctg�tg �� e�
�

� � e�
�

�

�� uRAWNENIE GRANICY OBLASTI TAKVE ZAPISYWAEM W POLQRNOJ SISTEME

KOORDINAT x� � y� � R� � �� � R� � � � R�
pEREMENNAQ � IZMENQETSQ W PREDELAH OT 
 DO ���� pEREMENNAQ � WNUT�
RENNEGO INTEGRALA IZMENQETSQ W PREDELAH OT �� � 
 �POL�S WNUTRI
OBLASTI INTEGRIROWANIQ� DO �� � R �LINIQ WYHODA LU�A IZ OBLASTI��
�� sTROIM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
arctg

y

x
ex

�
y� dx dy �
���Z
�

d�
RZ
�

� e�
�

� d� �
���Z
�

� d�
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�
eR
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� �

�
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�
eR

� � �
�
�

z A M E � A N I E� w DANNOM PRIMERE NI PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ

NI PREDELY INTEGRIROWANIQ WO WNUTRENNEM INTEGRALE NE SODERVAT PE�
REMENNOJ �� pO�TOMU POWTORNYJ INTEGRAL MOVNO WY�ISLITX KAK PRO�
IZWEDENIE DWUH OPREDELENNYH INTEGRALOW �WNUTRENNEGO I WNE�NEGO �
NEZAWISIMO ODIN OT DRUGOGO I POLU�IM TOT VE REZULXTAT
���Z
�

d�
RZ
�

� e�
�

� d��

�
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���Z
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� �� wY�ISLITX INTEGRAL
Z

�D�

Z q
x� � y� � � dx dy

PO OBLASTI �D� � fx� � y� 	 �� x� � y� � ��� x 	 
� y 	 
g�
�� CTROIM OBLASTX �D�� oNA PREDSTAWLQET SO�
BOJ KOLXCO	 OBRAZOWANOE DWUMQ OKRUVNOSTQMI S
CENTROM W NA�ALE KOORDINATO I RADIUSAMI � I ��
uSLOWIQ x 	 
� y 	 
 OZNA�A�T	 �TO IZ KOLXCA
OSTAETSQ TOLXKO �ASTX	 LEVA�AQ W I�OJ �ETWERTI�

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ SODERVIT SUMMU KWADRATOW x��y�� PO�TOMU
IMEET SMYSL PEREJTI W ISHODNOM INTEGRALE K POLQRNYM KOORDINATAM�

�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��

�� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ
q
x� � y� � � �

q
�� � ��

�� uRAWNENIE GRANICY OBLASTI TAKVE ZAPISYWAEM W POLQRNOJ SIS�
TEME KOORDINAT

x� � y� � � � �� � � � � � ��
x� � y� � �� z � �� � �� � � � ��

pEREMENNAQ � IZMENQETSQ W PREDELAH OT 
 DO ����
tAK KAK W DANNOM PRIMERE POL�S POLQRNOJ SISTEMY KOORDINAT� WNE

OBLASTI INTEGRIROWANIQ	 TO PEREMENNAQ � WNUTRENNEGO INTEGRALA IZ�
MENQETSQ W PREDELAH OT �� � � �LINIQ WHODA LU�A W OBLASTX� DO

�� � � �LINIQ WYHODA LU�A IZ OBLASTI��
�� sTROIM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z q
x� � y� � � dx dy �

���Z
�

d�
�Z
	

q
�� � � � d� �

�zDESX TAK VE	 KAK I W PREDYDU�EM PRIMERE MOVNO WY�ISLITX WNE��
NIJ I WNUTRENNIJ INTEGRALY NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA I REZULXTATY

PEREMNOVITX�

�

�
B�

���Z
�

d�

�
CA �

�
B�

�Z
	

q
���� � d�

�
CA�

�
��

�����
���

�

�
A �

�
B��
�

�Z
	

q
���� d������

�
CA�

�
�

�
� �
�
� �
�
� ���� ��	��

�����
�

	
�
�

�
� � ���� ��	��� ��� ��	�� � �

�

�
� ��	�� � ���

�
�


�



� �� wY�ISLITX INTEGRAL
Z

�D�

Z
y dx dy

PO OBLASTI �D� � fy � p� x� y � p�ax�x�� y 	 
g�
�� CTROIM OBLASTX �D�� uRAWNENIE y �

p
� x� ESTX URAWNENIE

PRQMOJ	 A URAWNENIE y �
p
�ax� x� PREOBRAZUEM SLEDU��IM OBRAZOM

y �
p
�ax � x� � y� � �ax�x� � x��y� � �ax � �x�a���y� � a��

mY IMEEM URAWNENIE OKRUVNOSTI S CENTROM W

TO�KE O��a� 
� I RADIUSOM	 RAWNYM a� tAK KAK

ZNA�ENIQ PEREMENNOJ y PO USLOWI� ZADA�I DOLV�
NY BYTX POLOVITELXNYMI	 TO OSTAETSQ TOLXKO

WERHNQQ �ASTX KRUGA�

iTAK	 OBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA PRQMOJ I OKRUVNOSTX� I

NAHODITSQ W PERWOJ �ETWERTI� pEREJDEM K POLQRNYM KOORDINATAM�
�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��
�� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ y � � sin��
�� uRAWNENIE GRANICY OBLASTI TAKVE ZAPISYWAEM W POLQRNOJ SIS�

TEME KOORDINAT� x� � y� � �ax � �� � �a� cos� � � � �a cos��
y �

p
� x � tg � �

p
� � � � ����

iTAK	 PEREMENNAQ � WNE�NEGO INTEGRALA IZMENQETSQ W PREDELAH

OT 
 DO ���� tAK KAK W DANNOM PRIMERE POL�S POLQRNOJ SISTEMY KOOR�
DINAT � NA GRANICE OBLASTI INTEGRIROWANIQ	 TO PEREMENNAQ � WNUTREN�
NEGO INTEGRALA IZMENQETSQ W PREDELAH OT �� � 
 �WHOD LU�A W OBLASTX�
DO �� � �a cos� �LINIQ WYHODA LU�A IZ OBLASTI  OKRUVNOSTX��

�� sTROIM POWTORNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
y dx dy �

��	Z
�

d�
�a cos�Z
�

� sin� � d� �
��	Z
�

sin� d�
�a cos�Z

�

�� d� �

�
��	Z
�

sin� d�

�
��	
�

�����
�a cos�

�

�
	�

��	Z
�

sin�
�a	 cos	�

�
d��

�a	

�

��	Z
�

sin� cos	 � d��

���a	

�

��	Z
�

cos	 � d�cos�����a	

�

cos� �

�
j��	� ���a	

�

�
� � ������

�
�
�a	

�
�

w DANNOM SLU�AE MY NE IMELI PRAWA WY�ISLQTX WNE�NIJ I WNUTRENNIJ

INTEGRALY NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA	 TAK KAK PREDEL INTEGRIROWANIQ
WNUTRENNEGO INTEGRALA ESTX FUNKCIQ PEREMENNOJ WNE�NEGO INTEGRIRO�
WANIQ�






������ pRILOVENIQ DWOJNOGO INTEGRALA

pRIKLADNYE ZADA�I	 PRI RE�ENII KOTORYH ISPOLXZUETSQ DWOJNOJ

INTEGRAL	 OPREDELENY EGO GEOMETRI�ESKIM I FIZI�ESKIM SMYSLOM� k
NIM MOVNO OTNESTI ZADA�I NA WY�ISLENIE PLO�ADI PLOSKOJ FIGURY	
OB�EMA CILINDRI�ESKOGO TELA	 MASSY	 CENTRA TQVESTI	 MOMENTA INER�
CII I T�P� PLOSKOJ PLASTINY I RQD DRUGIH ZADA�� pRIWEDEM OSNOWNYE

FORMULY�

�� oB�EM CILINDRI�ESKOGO TELA V �
Z

�D�

Z
f�x� y� ds�

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f�x� y� 	 
 W OBLASTI �D��

�� pLO�ADX PLOSKOJ OBLASTI �D� S �
Z

�D�

Z
ds�

�pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f�x� y� � � W OBLASTI �D���
pRI �TOM W DEKARTOWOJ I POLQRNOJ SISTEMAH KOORDINAT BUDEM IMETX

SOOTWETSTWENNO

S �
Z

�D�

Z
dx dy� S �

Z
�D�

Z
� d� d��

�� mASSA PLOSKOJ PLASTINKIM �
Z

�D�

Z
��x� y� ds�

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ ��x� y� ESTX POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX PLAS�
TINKI�

�� sTATI�ESKIE MOMENTY PLOSKOJ PLASTINKI

Mx �
Z

�D�

Z
y � ��x� y� ds� My �

Z
�D�

Z
x � ��x� y� ds�

�� mOMENTY INERCII PLASTINKI OTNOSITELXNO OSEJ KOORDINAT

Ix �
Z

�D�

Z
y� � ��x� y� ds� Iy �

Z
�D�

Z
x� � ��x� y� ds�

�� mOMENT INERCII PLASTINKI OTNOSITELXNO NA�ALA KOORDINAT

I� �
Z

�D�

Z
�x� � y�� � ��x� y� ds � Ix � Iy�


�



	� kOORDINATY CENTRA TQVESTI PLOSKOJ PLASTINKI

x� �
My

M
�

R
�D�

R
x � ��x� y� ds
R

�D�

R
��x� y� ds

� y� �
Mx

M
�

R
�D�

R
y � ��x� y� dS
R

�D�

R
��x� y� ds

�

eSLI PLASTINKA ODNORODNAQ	 T�E� PLOTNOSTX WO WSEH TO�KAH OBLASTI �D�
POSTOQNNA	 T�E� ��x� y� � const� TO FORMULY UPRO�A�TSQ

x� �

R
�D�

R
x ds

R
�D�

R
ds

�

R
�D�

R
x ds

S
� y� �

R
�D�

R
y ds

R
�D�

R
ds

�

R
�D�

R
y ds

S
�

� �� wY�ISLITX PLO�ADX PLOSKOJ FIGURY	 OGRANI�ENNOJ
LINIQMI xy � �� x � y � ��

�� sTROIM OBLASTX �D�� ZANIMAEMU� UKAZANNOJ

FIGUROJ� pLO�ADX FIGURY WY�ISLQEM W DEKAR�
TOWOJ SISTEME KOORDINAT PO FORMULE

S �
Z

�D�

Z
ds �

Z
�D�

Z
dx dy�

�� pRI POSTROENII POWTORNOGO INTEGRALA W DANNOM SLU�AE PORQDOK

INTEGIROWANIQ ZNA�ENIQ NE IMEET� wYBEREM ��U� SHEMU

S �
Z

�D�

Z
dx dy �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

dy�

�� dLQ RASSTANOWKI PREDELOW ZAMETIM	 �TO PEREMENNAQ x IZMENQETSQ
x � � �ABSCISSA KRAJNEJ LEWOJ TO�KI OBLASTI� DO x � � �ABSCISSA KRAJ�
NEJ PRAWOJ TO�KI OBLASTI�� �TI ZNA�ENIQ POLU�A�TSQ IZ SOWMESTNOGO
RE�ENIQ URAWNENIJ

xy � � I x � y � �� y � ��x� x � ��x � �� x� � �x � � � 
�

wNUTRENNQQ PEREMENNAQ y PRI �TOM MENQETSQ OT y��x� � ��x �LINIQ
WHODA W OBLASTX� DO y��x� � �� x �LINIQ WYHODA�� tOGDA

S �
�Z
�

dx
	�xZ
��x

dy �
�Z
�

dx

�
�y

�����
	�x

��x

�
A �

�Z
�



� � x � �

x

�
dx �

�

�
��x�x�

�
�� lnx

�
A
�����
�

�
�� ������



�

�
��

�

�
� � �ln ��ln ���

�

�
�� ln � 
 
� ��


�



� �� wY�ISLITX PLO�ADX PLOSKOJ FIGURY	 OGRANI�ENNOJ LINIQMI

xy � �� y � �ex� y � �� y � ��

�� sTROIM OBLASTX �D��
�� pLO�ADX FIGURY WY�ISLQEM W DEKARTOWOJ SIS�
TEME KOORDINAT�pRI SOSTAWLENII POWTORNOGO IN�
TEGRALA ISPOLXZUEM ��U� SHEMU T�K� ONA W DANNOM
SLU�AE BOLEE UDOBNA�

S �
Z

�D�

Z
ds �

Z
�D�

Z
dx dy �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

dx�

�� wO WNE�NEM INTEGRALE PEREMENNAQ y IZMENQETSQ y � � DO y � ��
�TI ZNA�ENIQ MY IMEEM NEPOSREDSTWENNO IZ USLOWIQ ZADA�I�
pREDELY INTEGIROWANIQ WNUTRENNEGO INTEGRALA MY POLU�AEM	 WYRAZIW
PEREMENNU� x KAK FUNKCI� y IZ URAWNENIJ
xy � � � x��y� � ��y�� �NA WHODE�  LEWAQ GRANICA OBLASTI	
y � �ex � ex � y�� � x��y� � ln�y���  �NA WYHODE�  PRAWAQ
GRANICA� pOLU�IM

S �
�Z
�

dy

ln�y���Z
��y

dx �
�Z
�

dy

�
�x

�����
ln�y���

��y

�
A �

�Z
�



ln
y

�
� �

y

�
dy �

�
�Z
�

ln
y

�
dy �

�Z
�

dy

y
�

�Z
�

ln
y

�
dy � ln y

�����
�

�
�

k PERWOMU INTEGRALU PRIMENIM METOD INTEGRIROWANIQ PO �ASTQM W

OPREDELENNOM INTEGRALE

�

��������
u � ln�y��� du �

�

y��
� ����� dy �

dy

y
dv � dy v � y

�������� �

�

�
B�y � ln�y���

�����
�

�
�

�Z
�

y � dy
y

�
CA� ln y

�����
�

�
� y � ln�y���

�����
�

�
� y

�����
�

�
� ln y

�����
�

�
�

� � � ln �� � � ln� � ��� ��� �ln� � ln�� 
 �� ��


�



� �� nAJTI PLO�ADX FIGURY	 OGRANI�ENNOJ LINIEJ �x� � y��� � y	�

�� CTROIM OBLASTX �D��
dLQ �TOGO PEREJDEM K POLQRNYM KOORDINATAM�
�x� � y��� � y	 �

�
������
����� � �	 sin	 �
�� � �	 sin	 �

������ � � � sin	 �

kRIWAQ OPREDELENA DLQ TEH TEH ZNA�ENIJ �� DLQ KOTORYH sin	� 	 
�
ILI 
 � � � �� tO ESTX KRIWAQ NAHODITSQ W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI

I � PRINIMAET NULEWYE ZNA�ENIQ PRI � � 
 I � � ��

�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��

�� pREDELY IZMENENIQ PEREMENNOJ � OPREDELILISX UVE PRI POSTROE�
NII KRIWOJ� pREDELY IZMENENIQ � TAKVE O�EWIDNY � NA WHODE W OBLASTX
� � 
	 NA WYHODE � � sin	 �� fORMULA DLQ WY�ISLENIQ PLO�ADI PRIMET
WID

S �
Z

�D�

Z
ds �

Z
�D�

Z
dx dy �

Z
�D��

Z
� d� d� �

�Z
�

d�
sin� �Z
�

� d��

iSPOLXZUQ SIMMETRI� OBLASTI	 MOVEM ZAPISATX

S � �
���Z
�

d�
sin� �Z
�

� d� �
���Z
�

d�

�
���

�����
sin��

�

�
A �

���Z
�

sin� � d��

pREOBRAZUEM PODYNTEGRALXNU� FUNKCI�

sin� � � �sin� ��	 �
�

�
��� cos ���	 �

�

�
��� � cos ���� cos� �� cos	 �� �

�
�

�



� � � cos �� �

�

�
�� � cos ���� cos�� cos�

�
�

�
�

�



� � � cos �� �

�

�
�� � cos ���� ��� sin� �� cos�

�
�

�
�

�



�

�
� � cos �� �

�

�
cos ��� cos�� sin� � � cos�

�
� tOGDA

S�
���Z
�

sin� � d��
�

�

���Z
�



�

�
�� cos ���

�

�
cos ���cos ��sin� � � cos�

�
d��

�
�

�



�

�
���

�
sin ���

�

�
sin ���sin��

�

�
sin	 �

� �����
���

�
�
��

��
� �

��


� ��


�



� �� nAJTI PLO�ADX FIGURY	 OGRANI�ENNOJ LINIEJ

�x� � y��� � �x� � �y��

�� CTROIM OBLASTX �D��
dLQ �TOGO PEREJDEM K POLQRNYM KOORDINATAM�
�x� � y��� � �x� � �y� �
� ����� � �� �� cos� � � � sin����

� �
q
� cos�� � � sin� � �

q
� � sin� ��

kRIWAQ OPREDELENA DLQ WSEH ZNA�ENIJ ��
tO ESTX KRIWAQ NAHODITSQ WO WSEH �ETWERTQH I � PRINIMAET NAIMENX�
�IE ZNA�ENIQ � � � PRI � � 
 I � � � I NAIBOLX�IE ZNA�ENIQ � � �
PRI � � ��� I � � �����

�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��

�� pREDELY IZMENENIQ PEREMENNOJ � OPREDELILISX UVE PRI POSTROE�
NII KRIWOJ� pREDELY IZMENENIQ � TAKVE O�EWIDNY� NA WHODE W OBLASTX
� � 
	 NA WYHODE � �

q
� � sin� �� i FORMULA DLQ WY�ISLENIQ PLO�ADI

S �
Z

�D��

Z
� d� d� �

��Z
�

d�

p
�
sin� �Z
�

� d��

iSPOLXZUQ SIMMETRI� OBLASTI	 MOVEM ZAPISATX

S��
���Z
�

d�

p
�
sin��Z
�

� d���
���Z
�

d�

�
B���
�

�����
p

�
sin� �

�

�
CA��

���Z
�

�� � sin� �� d��

pREOBRAZUEM PODYNTEGRALXNU� FUNKCI�

� � sin� � � � �
�

�
��� cos ��� �

�

�
� �

�
cos �� �

�

�
�� � cos ����

pODSTAWLQEM W INTEGRAL

S � �
���Z
�

�� � sin� �� d� �
���Z
�

��� cos ��� d� �

�


� �� �

�
sin ��

� �����
���

�
�

��

�

 �� ���


�



� �� wY�ISLITX MASSU PLOSKOJ PLASTINKI	 ZANIMA��EJ OBLASTX	 OGRA�
NI�ENNU� LINIQMI y � sinx� y � cos x� x � 
� x � ����
I IME��U� PEREMENNU� PLOTNOSTX ��x� y� � x � y�

�� sTROIM OBLASTX �D�	 ZANIMAEMU� PLASTINKOJ�
�� mASSU PLASTINKI WY�ISLQEM PO FORMULE W DE�
KARTOWOJ SISTEME KOORDINAT

M �
Z

�D�

Z
��x� y� ds �

Z
�D�

Z
��x� y� dx dy�

�� pRI POSTROENII POWTORNOGO INTEGRALA WOZXMEM ��U� SHEMU

M �
Z

�D�

Z
x � y dx dy �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

x � y dy�

�� wNE�NQQ PEREMENNAQ x IZMENQETSQ OT x � 
 �ABSCISSA KRAJNEJ LEWOJ
TO�KI OBLASTI� DO x � ��� � ABSCISSA KRAJNEJ PRAWOJ TO�KI OBLAS�
TI�� �TI ZNA�ENIQ POLU�A�TSQ IZ USLOWIQ ZADA�I I SOWMESTNOGO RE�E�
NIQ URAWNENIJ y � sinx I y � cos x�

sinx � cos x� tg x � �� x � ����
wNUTRENNQQ PEREMENNAQ y PRI �TOM MENQETSQ OT y��x� � sinx �NA WHODE�
 NIVNQQ GRANICA OBLASTI	 DO y��x� � cos x �NA WYHODE�  WERHNQQ

GRANICA�

M �
���Z
�

dx
cosxZ
sin x

x � y dy �
���Z
�

x dx
cos xZ
sin x

y dy �

�� wY�ISLQEM SNA�ALA WNUTRENNIJ	 A ZATEM WNE�NIJ INTEGRALY

�
���Z
�

x dx

�
�y�
�

�����
cos x

sinx

�
A��

�

���Z
�

x � �cos� x�sin� x
�
dx�

�

�

���Z
�

x � cos �x dx�
pOLU�ILI OPREDELENNYJ INTEGRAL OT FUNKCII ODNOJ PEREMENNOJ	 KO�

TORYJ BEREM PO �ASTQM �

��������
u � x du � dx

dv � cos �x dx v �
�

�
sin �x

�������� �

�
�

�

�
B�x � �

�
sin�x

�����
���

�
��

�

���Z
�

sin �x dx

�
CA��

�

�
��
�
��
�
sin

�

�
�
�

�
��
�
cos �x

�����
���

�

�
A�

�
�

�



�

�
�

�

�
� cos �

�
� �

�
� cos 


�
�
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�
� �

�

�
�

�
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�



� �� wY�ISLITX MASSU PLOSKOJ PLASTINKI	 ZANIMA��EJ OBLASTX

�D� � fx� � y� � �� �y � x� y � 
� �x 	 
� y 	 
�g�
I IME��U� PEREMENNU� PLOTNOSTX ��x� y� � y�

�� sTROIM OBLASTX �D�	 ZANIMAEMU� PLAS�
TINKOJ�
�� oBLASTX OGRANI�ENA GIPERBOLOJ
x��y� � � ILI x����y��� � �� PRQMOJ �y � x
I OSX� OX �y � 
��
�� mASSU PLASTINKI WY�ISLQEM W DEKARTO�
WOJ SISTEME KOORDINAT I PRI POSTROENII PO�
WTORNOGO INTEGRALA ISPOLXZUEM ��U� SHEMU

M �
Z

�D�

Z
��x� y� dx dy �

Z
�D�

Z
y dx dy �

dZ
c

dy

x��y�Z
x��y�

y dx�

�� wNE�NQQ PEREMENNAQ y IZMENQETSQ OT y � 
 DO y � �� �TI ZNA�ENIQ
POLU�A�TSQ IZ USLOWIQ ZADA�I I SOWMESTNOGO RE�ENIQ URAWNENIJ

x� � y� � � I �y � x�
��y�� � y� � � �y� � y� � �� �y� � � y� � �� y � ��

oTMETIM	 �TO y � ��  POSTORONNIJ KORENX DLQ NA�EJ OBLASTI� wNUT�
RENNQQ PEREMENNAQ x PRI �TOM MENQETSQ OT x��y� � �y �NA WHODE� 
LEWAQ GRANICA OBLASTI	 DO x��y� �

p
� � y� �NA WYHODE�  PRAWAQ GRA�

NICA� �pOLOVITELXNOE ZNA�ENIE KORNQ SOOTWETSTWUET PRAWOJ POLOWINE
GIPERBOLY�

M �
�Z
�

dy

p
	
y�Z
�y

y dx �
�Z
�

y dy

p
	
y�Z
�y

dx �
�Z
�

y dy

�
B�x

�����
p

	
y�

�y

�
CA �

�
�Z
�

y
�q

� � y� � �y
�
dy �
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� 	� nAJTI MASSU PLOSKOJ PLASTINY	 ZANIMA��EJ OBLASTX
D� fx� � y� 	 y� x� � y� � �y� y 	 �x�p�� y 	 x g I IME��EJ
PLOTNOSTX ��x� y� � �� � y��

�� oBLASTX	 KOTORU� ZANIMAET PLASTINA	 OGRA�
NI�ENA DWUMQ OKRUVNOSTQMI

x� � y� � y � x� � �y � ����� � ����
x� � y� � �y � x� � �y � ��� � �
I DWUMQ PRQMYMI	 WYREZA��IMI IZ POLU�ENNOJ
OBLASTI SEKTOR� iMEET SMYSL PEREJTI K POLQR�
NYM KOORDINATAM�
�� �LEMENT PLO�ADI ds � dx dy � � d� d��
pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f�x� y� � � � y � �� � sin��
�� zAPISYWAEM GRANICY OBLASTI W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT

x� � y� � y � �� � � sin� � � � sin��
x� � y� � �y � �� � �� sin� � � � � sin��
y � x � tg � � � � � � ����
y � �x�p� � tg � � ���p� � � � �����

�� sTROIM POWTORNYJ INTEGRAL
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pRILOVENIE ��

dWOJNOJ INTEGRAL W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH

uRAWNENIQ rISUNOK pOWTORNYJ

GRANIC INTEGRAL
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���� tROJNOJ INTEGRAL

������ pONQTIE I SWOJSTWA
tROJNOJ INTEGRAL QWLQETSQ LOGI�ESKIM PRODOLVENIEM PONQTIQ IN�

TEGRALA NA SLU�AJ FUNKCII TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH PO PRO�
STRANSTWENNOJ OBLASTI�
pUSTX W ZAMKNUTOJ OBLASTI �V � TREHMERNOGO PROSTRANSTWA S WYBRAN�

NOJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEMOJ KOORDINAT OXYZ OPREDELENA FUNKCIQ

u � f�x� y� z�� pOWTORIM SHEMU	 ANALOGI�NU� SHEME POSTROENIQ DWOJNO�
GO INTEGRALA�
rAZOBXEM OBLASTX �V � PROIZWOLXNOJ SETKOJ POWERHNOSTEJ NA �LEMEN�

TARNYE �ASTI ��LEMENTARNYE OB�EMY� �vi �i � �� �� � � � n�	 WY�ISLIM
ZNA�ENIQ FUNKCII W PROIZWOLXNOJ TO�KE KAVDOJ �LEMENTARNOJ OBLASTI

I SOSTAWIM INTEGRALXNU� SUMMU�
o P R E D E L E N I E� iNTEGRALXNOJ SUMMOJ DLQ FUNKCII

u � f�x� y� z� PO OBLASTI �V � NAZYWAETSQ SUMMA PROIZWEDENIJ ZNA�ENIJ

FUNKCII W WYBRANNYH TO�KAH NA OB�EMY SOOTWETSTWU��IH �ASTI�NYH

��LEMENTARNYH� OBLASTEJ �vi �
nX
i��

f�xi� yi� zi� � vi�

o P R E D E L E N I E� tROJNYM INTEGRALOM OT FUNKCII u � f�x� y� z�
PO OBLASTI �V � NAZYWAETSQ PREDEL POLU�ENNOJ INTEGRALXNOJ SUMMY PRI

NEOGRANI�ENNOM UWELI�ENII �ISLA RAZBIENIJ OBLASTI NA �ASTI I STREM�
LENII OB�EMOW WSEH �LEMENTARNYH OBLASTEJ K NUL�ZZ

�V �

Z
f�x� y� z� dv � lim

n��
nX
i��

f�xi� yi� zi� � vi�

oBLASTX �V � NAZYWAETSQ OBLASTX� INTEGRIROWANIQ DLQ PODYNTEGRALX�
NOJ FUNKCII u � f�x� y� z��

tEOREMA SU�ESTWOWANIQ TROJNOGO INTEGRALA�
eSLI PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f�x� y� z� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ	 ILI
KUSO�NONEPRERYWNOJ W OBLASTI �V �� TO TROJNOJ INTEGRAL WSEGDA SU�
�ESTWUET I RAWEN OPREDELENNOMU �ISLU�

gEOMETRI�ESKIJ SMYSL TROJNOGO INTEGRALA� eSLI FUNKCIQ f�x� y� z� �
� WO WSEH TO�KAH OBLASTI �V �	 TO TROJNOJ INTEGRAL ESTX OB�EM TELA	

ZANIMA��EGO OBLASTX INTEGRIROWANIQ�
Z

�D�

Z
dv � V�

��



eSLI PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ OTLI�NA OT EDINICY W OBLASTI INTEG�
RIROWANIQ	 TO INTEGRAL GEOMETRI�ESKOGO SMYSLA NE IMEET�

fIZI�ESKIJ SMYSL TROJNOGO INTEGRALA� eSLI TELO	 ZANIMA��EE OB�
LASTX �V �	 IMEET PEREMENNU� OB�EMNU� PLOTNOSTX ��x� y� z�� TO TROJ�

NOJ INTEGRAL OT PLOTNOSTI ESTX MASSA TELA�
ZZ
�V �

Z
��x� y� z� dv�M�

sWOJSTWA TROJNOGO INTEGRALA PRAKTI�ESKI POWTORQ�T SWOJSTWA DWOJ�
NOGO� oTMETIM KRATKO �TI SWOJSTWA�

�� pO�LENNOE INTEGRIROWANIE� tROJNOJ INTEGRAL OT ALGEB�
RAI�ESKOJ SUMMY FUNKCIJ RAWEN ALGEBRAI�ESKOJ SUMME ITEGRALOW OT

SLAGAEMYH�
�� wYNOS POSTOQNNOGO MNOVITELQ � pOSTOQNNYJ MNOVITELX

MOVNO WYNESTI ZA ZNAK TROJNOGO INTEGRALA�
�� rAZBIENIE OBLASTI INTEGRIROWANIQ NA �ASTI� eSLI OB�

LASTX INTEGRIROWANIQ RAZBITX NA �ASTI	 TO TROJNOJ INTEGRAL MOVNO
PREDSTAWITX W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO OTDELXNYM �ASTQM OBLASTI�

�� oCENKA TROJNOGO INTEGRALA� eSLIM Im  SOOTWETSTWENNO
NAIBOLX�EE I NAIMENX�EE ZNA�ENIQ FUNKCII f�x� y� z� W OBLASTI �V �	
TO WELI�INA TROJNOGO INTEGRALA NE MENX�E m � V I NE BOLX�E M � V 	
GDE V  OB�EM OBLASTI �V ��

�� tEOREMA O SREDNEM DLQ TROJNOGO INTEGRALA� eSLI FUNKCIQ

f�x� y� z� NEPRERYWNA W OBLASTI �V �	 TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWOZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dv � f�C� � V�

GDE V  OB�EM OBLASTI INTEGRIROWANIQ	 A f�C�  ZNA�ENIE PODYN�
TEGRALXNOJ FUNKCII W NEKOTOROJ TO�KE C �TOJ OBLASTI� w FIZI�ESKOM

SMYSLE TEOREMA O SREDNEM DLQ TROJNOGO INTEGRALA OZNA�AET	 �TO MASSA
TELA	 IME��EGO PEREMENNU� OB�EMNU� PLOTNOSTX	 RAWNA PROIZWEDENI�
OB�EMA TELA NA WELI�INU PLOTNOSTI W NEKOTOROJ TO�KE C �TOJ OBLASTI

�ZNA�ENIE ��C� � �SR�� SREDNQQ PLOTNOSTX TELA��

o P R E D E L E N I E� sREDNIM ZNA�ENIEM FUNKCII f�x� y� z� W OBLASTI

V NAZYWAETSQ WELI�INA f�C� �
�

V

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dv�

��



������ tROJNOJ INTEGRAL W PRQMOUGOLXNYH
KOORDINATAH

dLQ WY�ISLENIQ TROJNOGO INTEGRALA OT DANNOJ FUNKCII u � f�x� y� z�
PO UKAZANNOJ OBLASTI �V � REKOMENDUETSQ DEJSTWOWATX PO SLEDU��EJ
SHEME�

�� sTROIM W SISTEME KOORDINAT OXYZ OBLASTX INTEGRIROWANIQ�
�� �LEMENT OB�EMA dv ZAMENQEM PROIZWEDENIEM dv � dx dy dz� ��LE�

MENTARNYJ OB�EM WYBIRAETSQ W WIDE �KIRPI�IKA� S RAZMERAMI dx� dy� dz��
�� wYBIRAEM PORQDOK INTEGRIROWANIQ	 KOTORYJ	 W OSNOWNOM	 DIKTU�

ETSQ WIDOM SAMOJ OBLASTI INTEGRIROWANIQ� oBLASTX �V � PROECIRUETSQ
NA ODNU IZ TREH KOORDINATNYH PLOSKOSTEJ� w REZULXTATE MY OPREDELQEM
PROEKCI� OBLASTI �V �� PLOSKU� OBLASTX �D�	 I URAWNENIQ POWERHNOS�
TEJ	 KOTORYE OGRANI�IWA�T OBLASTX �V ��

�� wYNOSIM	 DLQ UDOBSTWA	 PROEKCI�  OBLASTX �D� NA OTDELXNYJ
RISUNOK I DALXNEJ�U� RASSTANOWKU PREDELOW OSU�ESTWLQEM KAK W DWOJ�
NOM INTEGRALE�

�� w REZULXTATE TAKOJ PODGOTOWITELXNOJ RABOTY MY OPREDELQEM PRE�
DELY IZMENENIQ DLQ KAVDOJ IZ TREH PEREMENNYH x� y� z� eSLI POSLE�
DOWATELXNOSTX INTEGRIROWANIQ WYBRANA W TAKOM PORQDKE� WNUTRENNEE
PO z� z��x� y� � z � z��x� y�� PROMEVUTO�NOE PO y� y��x� � y �
y��x�	 A WNE�NEE PO x� a � x � b	 TO TROJNOJ INTEGRAL W WIDE

POWTORNOGO ZAPI�ETSQ
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dv �

bZ
a

dx

y��x�Z
y��x�

dy

z��x�y�Z
z��x�y�

f�x� y� z� dz�

�	



sNA�ALA WY�ISLQETSQ WNUTRENNIJ INTEGRAL� pRI �TOM U�ITYWAETSQ	
�TO WSE PEREMENNYE	 KROME TOJ	 PO KOTOROJ PROWODITSQ WNUTRENNEE IN�
TEGRIROWANIE	 S�ITA�TSQ POSTOQNNYMI �W DANNOM SLU�AE �TO PEREMEN�
NYE x I y��

pOSLE WYPOLNENIQ WNUTRENNEGO INTEGRIROWANIQ PO FORMULE

nX�TONA�lEJBNICA MY PRIHODIM K DWOJNOMU INTEGRALU	 OT FUNKCII

DWUH PEREMENNYH x I y� KOTORYJ WY�ISLQEM DALEE PO UVE IZWESTNOJ

SHEME�

kAK I PRI WY�ISLENII DWOJNOGO INTEGRALA	 UDOBNO PRI RASSTANOWKE
PREDELOW INTEGRIROWANIQ ISPOLXZOWATX�STRELKI�	 PERESEKA��IE TELO	
�TOBY OPREDELITX LINII I POWERHNOSTI WHODA I WYHODA IZ OBLASTI�

z A M E � A N I E� mY PRIWELI ODIN IZ WARIANTOW SWEDENIQ TROJNOGO

INTEGRALA K TREHKRATNOMU� wNUTRENNIJ INTEGRAL W TROJNOM INTEGRA�
LE NE OBQZATELXNO DOLVEN BYTX WSEGDA PO PEREMENNOJ z� ON MOVET BYTX
TAKVE PO PEREMENNYM x ILI y� aNALOGI�NO	 PRI RASSTANOWKE PREDELOW
PO OBLASTI �D� MOVNO WNE�NEE INTEGRIROWANIE PROWODITX PO PERE�
MENNOJ y	 A WNUTRENNEE � PO x� pO�TOMU SPOSOBOW SWEDENIQ TROJNOGO

INTEGRALA K TREHKRATNOMU MOVNO ZAPISATX NESKOLXKO �W OB�EM SLU�
�AE TAKIH SPOSOBOW �ESTX�� nADO IMETX W WIDU	 �TO RACIONALXNOSTX
WYBORA PORQDKA INTEGRIROWANIQ W TROJNOM INTEGRALE	 TAKVE KAK I W
DWOJNOM	 OPREDELQETSQ TEM	 �TOBY PRI WY�ISLENII OBOJTISX PO WOZ�
MOVNOSTI MENX�IM KOLI�ESTWOM POWTORNYH INTEGRALOW�
w PRILOVENII � PRIWEDENY PRIMERY NA RASSTANOWKU PREDELOW INTEG�
RIROWANIQ W TROJNOM INTEGRALE W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT�

zADA�A �� rASSTAWITX PREDELY INTEGRIROWANIQ W TROJNOM INTEGRALEZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dv PO UKAZANNYM OBLASTQM�

� �� �V � � fx � 
� y � �� y � �x� x� y � z � �� x 	 
� z 	 
g�

sLEDUEM REKOMENDOWANNOJ SHEME�

�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA PLOSKOSTQMI
KOORDINAT Y OZ I XOY� PLOSKOSTX� y � �� PARALLELXNOJ KOORDINAT�
NOJ PLOSKOSTI XOZ� PLOSKOSTX� y � �x� PROHODQ�EJ �EREZ OSX OZ�

��



I PLOSKOSTX� x� y � z � �� OTSEKA��EJ NA OSQH KOORDINAT OTREZKI	
RAWNYE ��

�� sPROEKTIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOY� pROEKCIQ POKAZA�
NA NA RISUNKE� oBLASTX �D� OGRANI�ENA PRQMYMI
x � 
� y � �� y � �x� x � y � � pOSLEDNEE URAWNENIE POLU�ENO KAK LI�
NIQ PERESE�ENIQ PLOSKOSTEJ x� y � z � � I z � 
�

�� pERESE�EM TELO STRELKOJ	 PARALLELXNOJ OSI OZ� tOGDA PRI L��
BYH ZNA�ENIQH PEREMENNYH �x� y� IZ OBLASTI �D� STRELKA WHODIT W OB�
LASTX NA POWERHNOSTI WHODA zWH � 
 �PLOSKOSTX XOY � I WYHODIT NA
POWERHNOSTI WYHODA x�y�z � �� tAKIM OBRAZOM	 PEREMENNAQ z MENQET�
SQ OT SWOEGO ZNA�ENIQ NA NIVNEJ GRANICE z� � 
 DO z��x� y� � ���x�y�
ZNA�ENIQ NA WERHNEJ GRANICE OBLASTI �V �� sLEDOWATELXNO	 OTDELQQ
WNUTRENNIJ INTEGRAL PO z� BUDEM IMETXZZ

�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

Z
�D�

Z
dx dy

	�x�yZ
�

f�x� y� z� dz�

�� rASSTAWLQEM PREDELY INTEGRIROWANIQ W DWOJNOM INTEGRALE PO

OBLASTI �D�� PROEKTIRUQ EE NA OSX OY � pRI �TOM OBLASTX NEOBHODI�
MO RAZBITX NA DWE �ASTX PRQMOJ y � �� zNA�ENIE y � � POLU�ENO IZ
RE�ENIQ SISTEMY URAWNENIJ fx� y � �� y � �xg dLQ DWOJNOGO IN�
TEGRALA BUDEM IMETX

Z
�D�

Z
dx dy �

�Z
�

dy

y��Z
�

dx �
	Z
�

dy
	�yZ
�

dx�

tROJNOJ INTEGRAL TAKVE BUDET QWLQTXSQ SUMMOJ DWUH TROJNYH IN�
TEGRALOW
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dv�

�Z
�

dy

y��Z
�

dx
	�x�yZ
�

f�x� y� z� dz�
	Z
�

dy
	�yZ
�

dx
	�x�yZ
�

f�x� y� z� dz�

�




� �� �V � � f�z � y�� �x � y � �� y � x� y 	 
� z 	 
g�

�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA PLOSKOSTQMI
KOORDINAT XOZ I XOY� PLOSKOSTQMI� y � x� �PROHODQ�EJ �EREZ OSX
OZ� I �x� y � �� �PARALLELXNOJ OSI OZ�	 I PARABOLI�ESKIM CILIND�
ROM �z � y� S OBRAZU��EJ	 PARALLELXNOJ OSI OX�

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOY� oBLASTX �D� OGRA�
NI�ENA PRQMYMI y � x� �x � y � �� y � 
�

�� pERESE�EM TELO STRELKOJ	 PARALLELXNOJ OSI OZ� tOGDA PRI L��
BYH ZNA�ENIQH PEREMENNYH �x� y� IZ OBLASTI �D� STRELKA WHODIT W OB�
LASTX NA POWERHNOSTI WHODA zWH � 
 I WYHODIT NA POWERHNOSTI WYHODA
zWYH � y���� iTAK	 PEREMENNAQ z MENQETSQ OT z��x� y� � 
 DO
z��x� y� � y���� sLEDOWATELXNO	 OTDELQQ WNUTRENNIJ INTEGRAL PO z� BU�
DEM IMETX

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

Z
�D�

Z
dx dy

y���Z
�

f�x� y� z� dz�

�� rASSTAWLQEM PREDELY INTEGRIROWANIQ W DWOJNOM INTEGRALE PO

OBLASTI �D�� PROEKTIRUQ EE NA OSX OY� rE�AQ SISTEMU URAWNENIJ��
� �x� y � ��
y � x�

y � ����

NAJDEM ORDINATU TO�KI PERESE�ENIQ PRQMYH I POLU�IM PREDELY IZME�
NENIQ PEREMENNOJ y� tAKIM OBRAZOM	 RASSTAWIW PREDELY INTEGRIROWA�
NIQ W DWOJNOM INTEGRALE

Z
�D�

Z
dx dy �

��	Z
�

dy

���y���Z
y

dx� POLU�IM OKON�ATELXNO

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dx dy dz �

��	Z
�

dy

���y���Z
y

dx

y���Z
�

f�x� y� z� dz�

��



� �� �V � � fz � x� y� � x� x � �� z 	 
g�

oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SNIZU KOORDINATNOJ PLOSKOS�
TX� XOY� SWERHU PLOSKOSTX� z � x� PROHODQ�EJ �EREZ OSX OY� I S

BOKOW PARABOLI�ESKIM CILINDROM y� � x S OBRAZU��EJ	 PARALLELXNOJ
OSI OZ� I PLOSKOSTX� x � �� PARALLELXNOJ KOORDINATNOJ PLOSKOSTI

Y OZ� sTROIM �TU OBLASTXI EE PROEKCI� �D� NA PLOSKOSTX XOY� oB�
LASTX �D� OGRANI�ENA PARABOLOJ y� � x I PRQMOJ x � ��

pERESE�EM TELO STRELKOJ	 PARALLELXNOJ OSI OZ� tOGDA PRI L�BYH
ZNA�ENIQH PEREMENNYH �x� y� IZ OBLASTI �D� STRELKA WHODIT W OBLASTX
NA POWERHNOSTI WHODA

zWH � 
 I WYHODIT NA POWERHNOSTI WYHODA zWYH � x�
tAKIM OBRAZOM	 PEREMENNAQ z MENQETSQ OT z� � 
 DO z� � x�
oTDELQQ WNUTRENNIJ INTEGRAL PO z� BUDEM IMETXZZ

�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

Z
�D�

Z
dx dy

xZ
�

f�x� y� z� dz�

rASSTAWLQEM PREDELY INTEGRIROWANIQ W DWOJNOM INTEGRALE PO OB�
LASTI �D�� PROEKTIRUQ EE NA OSX OX � pEREMENNAQ x IZMENQETSQ W PRE�
DELAH OT 
 DO �� PREDELY IZMENENIQ PEREMENNOJ y POLU�IM	 WYRAZIW EE
IZ URAWNENIQ PARABOLY y� � x � y � �px�
tAKIM OBRAZOM	 RASSTAWIW PREDELY INTEGRIROWANIQ W DWOJNOM INTEG�
RALE

Z
�D�

Z
dx dy �

	Z
�

dx



p
xZ

�px

dy�

POLU�IM OKON�ATELXNO

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dx dy dz �

	Z
�

dx

p
xZ

�px

dy
xZ
�

f�x� y� z� dz�

��



� �� wY�ISLITX TROJNOJ INTEGRAL
ZZ
�V �

Z
y cos�x � �z�dx dy dz PO OBLAS�

TI V 	 OGRANI�ENNOJ POWERHNOSTQMI y � px� �x � �z � �� z 	 
�

pROECIRUEM OBLASTX INTEGRIROWANIQ NA PLOSKOSTXXOY 	 STROIM OB�
LASTX �D�

pERESE�EM TELO STRELKOJ	 PARALLELXNOJ OSI OZ� tOGDA PRI L�BYH
ZNA�ENIQH PEREMENNYH �x� y� IZ OBLASTI �D� STRELKA WHODIT W OBLASTX
NA POWERHNOSTI WHODA zWH � 
 �PLOSKOSTX XOY � I WYHODIT NA POWERH�
NOSTI WYHODA �x � �zWYH � �� tAKIM OBRAZOM	 PEREMENNAQ z MENQETSQ
OT z� � 
 DO z��x� y� � �� � �x����
sLEDOWATELXNO	 OTDELQQ WNUTRENNIJ INTEGRAL PO z� BUDEM IMETX

ZZ
�V �

Z
y cos�x � �z� dx dy dz �

Z
�D�

Z
dx dy

����x���Z
�

y cos�x � �z� dz�

rASSTAWLQQ PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH x I y PO OBLASTI �D�	
POLU�AEM TREHKRATNYJ INTEGRAL

Z
�D�

Z
dx dy

����x���Z
�

y cos�x� �z� dz �
���Z
�

dx

p
xZ

�

y dy

����x���Z
�

cos�x� �z� dz�

pRI WY�ISLENII WNUTRENNEGO INTEGRALA PO z PEREMENNYE x I y S�ITA�
EM POSTOQNNYMI� iMEEM

���Z
�

dx

p
xZ

�

ydy

����x���Z
�

cos�x��z�dz �
�

�

���Z
�

dx

p
xZ

�

y

�
�sin�x � �z�

�����
����x���

�

�
A dy �

�
�

�

���Z
�

dx

p
xZ

�

y



sin

�

�
� sinx

�
dy �

�
�

�

���Z
�

��� sinx�dx

p
xZ

�

y dy �
�

�

���Z
�

�� � sinx�

�
�y�
�

�����
p
x

�

�
A dx �

��



�
�

�

���Z
�

��� sinx� x dx �
�

�

�
B�

���Z
�

x dx �
���Z
�

x sinx dx

�
CA �

�

�

�
���

�
� �

�
A�

wTOROJ INTEGRAL NAJDEN METODOM INTEGRIROWANIQ PO �ASTQM�

������ zAMENA PEREMENNYH W TROJNOM INTEGRALE

w TEH SLU�AQH	 KOGDA WY�ISLENIE TROJNOGO INTEGRALA W DEKARTOWOJ
SISTEME KOORDINAT OKAZYWAETSQ ZATRUDNITELXNYM �NEUDOBNAQ DLQ RAS�
STANOWKI PREDELOW OBLASTX	 SLOVNAQ PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ�	 IMEET
SMYSL PEREJTI K NOWYM KOORDINATAM	 POZWOLQ��IM UPROSTITX RABOTU
S DANNYM INTEGRALOM� zAMENA PEREMENNYH W TROJNOM INTEGRALE OSU�
�ESTWLQETSQ TO�NO TAK VE	 KAK I W DWOJNOM�
pUSTX NOWYE PEREMENNYE u� v� w SWQZANY S DEKARTOWYMI KOORDINA�

TAMI x� y� z SOOTNO�ENIQMI�����
����
x � x�u� v� w��
y � y�u� v� w��
z � z�u� v� w��

GDE FUNKCII x�u� v� w�� y�u� v� w� I z�u� v� w� IME�T NEPRERYWNYE

�ASTNYE PROIZWODNYE W OBLASTI �V �� IZMENENIQ PEREMENNYH u� v� w�
fORMULA ZAMENY PEREMENNYH W TROJNOM INTEGRALE IMEET WID

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

Z Z
�V ��

Z
F �u� v� w� j J j du dv dw�

GDE J� QKOBIAN PEREHODA J �

���������
x�u x�v x�w
y�u y�v y�w
z�u z�v z�w

���������
�

sOGLASNO �TOJ FORMULE PRI PREOBRAZOWANII TROJNOGO INTEGRALA OT

DEKARTOWYH KOORDINAT K NOWYM KRIWOLINEJNYM u� v� w NEOBHODIMO

�� w PODYNTEGRALXNOJFUNKCII f�x� y� z� PEREJTI K PEREMENNYM u� v� w
PO FORMULAM PEREHODA�

�� wY�ISLITX QKOBIAN PEREHODA J�
�� gRANICY OBLASTI INTEGRIROWANIQ ZAPISATX W NOWYH PEREMENNYH

u� v� w�
�� uSTANOWITX GRANICY IZMENENIQ NOWYH PEREMENNYH�
�� zAPISATX ISHODNYJ INTEGRAL W NOWYH KOORDINATAH	 PEREJTI K

POWTORNOMU I WY�ISLITX DALEE PO UVE IZWESTNOJ SHEME�

��



������ tROJNOJ INTEGRAL W CILINDRI�ESKIH
KOORDINATAH

nAIBOLEE �ASTO PRI WY�ISLENII TROJNYH INTEGRALOW ISPOLXZUETSQ PEREHOD OT DEKARTO�

WYH KOORDINAT K CILINDRI�ESKIM I SFERI�ESKIM�

cILINDRI�ESKAQ SISTEMA KOORDINAT PREDSTAWLQET SOBOJ OBOB�ENIE

POLQRNOJ SISTEMY KOORDINAT NA PROSTRANSTWENNYJ SLU�AJ�

zDESX ��� ��  POLQRNYE KOORDINA�
TY PROEKCII TO�KI M NA PLOS�
KOSTX XOY�
z  APPLIKATA TO�KI M �
fORMULY PEREHODA OT DEKARTOWYH

KOORDINAT TO�KIM K CILINDRI�ES�
KIM I OBRATNO IME�T WID�

�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

�����
����
� �

q
x� � y��

tg � � y�x�
z � z�

pRI PEREHODE K CILINDRI�ESKIM KOORDINATAM DLQ WY�ISLENII TROJ�
NOGO INTEGRALA NEOBHODIMO SLEDOWATX PUNKTAM IZLOVENNOJ WY�E SHEMY

PEREHODA K NOWYM KOORDINATAM�

�� w PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII PEREJTI K CILINDRI�ESKIM KOORDI�
NATAM PO UKAZANNYM FORMULAM f�x� y� z� � f�� cos�� � sin�� z��

�� �LEMENT OB�EMA dv �j J j d� d� dz�

qKOBIAN PEREHODA J OT DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT K CILINDRI�
�ESKOJ RAWEN

J �

���������
x�� x�� x�z
y�� y�� y�z
z�� z�� z�z

���������
�

���������
cos� �� sin� 

sin� � cos� 


 
 �

���������
� ��

tAKIM OBRAZOM	 �LEMENT OB�EMA dV � dx dy dz W CILINDRI�ESKOJ

SISTEME KOORDINAT PRIMET WID

dV � � d� d� dz �

�� uRAWNENIQ POWERHNOSTEJ	 OGRANI�IWA��IH OBLASTX �V � SNIZU I
SWERHU	 PEREWODIM W CILINDRI�ESKIE KOORDINATY z�z��cos��� sin���

��



�� sTROITSQ ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ OBLASTI �V � NA PLOSKOSTX

XOY  OBLASTX �D� I DALXNEJ�IE DEJSTWIQ ANALOGI�NY TEM	 KOTO�
RYE PROWODQTSQ PRI PEREHODE W DWOJNOM INTEGRALE OT DEKARTOWYH KO�
ORDINAT K POLQRNYM� uRAWNENIQ LINIJ	 OGRANI�IWA��IH OBLASTX �D�	
ZAPISYWA�TSQ W POLQRNYH KOORDINATAH W WIDE � � ����� dALEE�

�� oPREDELQ�TSQ PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I �� POSLE �EGO
ISHODNYJ INTEGRAL ZAPISYWAETSQ W WIDE POWTORNOGO�

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

��Z
��

d�

�����Z
�����

� d�

z������Z
z������

f�� cos�� � sin�� z�dz�

�� pO IZWESTNOJ SHEME OSU�ESTWLQETSQ WY�ISLENIE POWTORNOGO IN�
TEGRALA�
w NEKOTORYH SLU�AQH	 KOGDA OBLASTX �V � UDOBNEE PROEKTIROWATX NA

NA DRUGIE PLOSKOSTI  XOZ ILI Y OZ	 SLEDUET ISPOLXZOWATX DRUGIE
WARIANTY SOWME�ENIQ CILINDRI�ESKOJ I DEKARTOWOJ SISTEM KOORDINAT�����

����
x � � cos��
y � y�
z � � sin��

�����
����
x � x�
y � � cos��
z � � sin��

oTMETIM	 �TO ISPOLXZOWANIE CILINDRI�ESKIH KOORDINAT �FFEKTIWNO
W TEH SLU�AQH	 KOGDA OBLASTX �V � OGRANI�ENA PARABOLOIDAMI	 CILIND�
RAMI	 KONUSAMI I IH SO�ETANIQMI S DRUGIMI POWERHNOSTQMI�
pRIMERY PREOBRAZOWANIJ URAWNENIJ POWERHNOSTEJ PRI PERE
HODE OT DEKARTOWYH KOORDINAT K CILINDRI�ESKIM�

�� pARABOLOID z � x� � y�

z � x� � y� �

������������

x � � cos�
y � � sin�
z � z
x� � y� � ��

������������
� z � ���

�� pARABOLOID �z � �� x� � y�

�z � � � �x� � y�� �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� z � �

� �� � ����

�� pARABOLOID x� � y� � �� z �
x� � y� � � � z � �� � �� z � z � �� ���

��



�� pARABOLOID z � �� �x� � �y�

z � �� ��x� � y�� �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� z � � � ����

�� pARABOLOID y � x� � z�

y � x� � z� �

������������

x � � cos�
y � y
z � � sin�
x� � z� � ��

������������
� y � ���

�� pARABOLOID x� � z� � �� y

x� � z� � �� y �
���������
x � � cos�
y � y
z � � sin�

���������
� �� � �� y � y � �� ���

�� pARABOLOID x � y� � z�

x � y� � z� �

������������

x � x
y � � cos�
z � � sin�
y� � z� � ��

������������
� x � ���

�� pARABOLOID y� � z� � � � x

y� � z� � � � x �
���������
x � x
y � � cos�
z � � sin�

���������
� �� � �� x � x � �� ���

�� kONUS x� � y� � z�

x� � y� � z� �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� �� � z� � z � ���

�
� kONUS z � �
p
x� � y� �WERHNQQ �ASTX�

z � �
p
x� � y� �

���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� z � �

p
�� � z � ���

��� kONUS x� � z� � y�

x� � z� � y� �
���������
x � � cos�
y � y
z � � sin�

���������
� �� � y� � y � ���

��



��� kONUS y� � z� � x�

y� � z� � x� �
���������
x � x
y � � cos�
z � � sin�

���������
� �� � x� � x � ���

��� sFERA x� � y� � z� � R�

x�� y�� z� � R� �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� ��� z� � R� � z � �

q
R� � ���

��� cILINDR x� � y� � R�

x� � y� � R� �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� �� � R� � � � R�

��� cILINDR x� � z� � R�

x� � z� � R� �
���������
x � � cos�
y � y
z � � sin�

���������
� �� � R� � � � R�

��� cILINDR y� � z� � R�

y� � z� � R� �
���������
x � x
y � � cos�
z � � sin�

���������
� �� � R� � � � R�

��� cILINDR x� � y� � �Rx

x� � y� � �Rx �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� �� � �R� cos� � � � �R cos��

��� pLOSKOSTX y � x

y � x �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� � sin� � cos� � tg � � � � � � ����

� � ����
�

��� pLOSKOSTX y � z � �

y � z � � �
���������
x � � cos�
y � � sin�
z � z

���������
� � sin�� z � � � z � � � � sin��

�	



zADA�A �� pEREJTI W TROJNOM INTEGRALE
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz

K CILINDRI�ESKIM KOORDINATAM I RASSTAWITX PREDELY INTEGRIROWA�
NIQ PO ZADANNYM OBLASTQM �V ��

� �� �V � � fx��y��z� � �� x��y� � �� z 	 
g �WNUTRI CILINDRA��

�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA SNIZU PLOSKOS�
TX� z � 
� SWERHU  cFERI�ESKOJ POWERHNOSTX� x� � y� � z� � ��
S BOKOW  CILINDRI�ESKOJ POWERHNOSTX� x� � y� � ��

pROWEDEM STRELKU	 PARALLELXNU� OSI OZ I PERESEKA��U� DANNOE TE�
LO� tOGDA z � 
  POWERHNOSTX WHODA	 z �

p
�� x� � y�  POWERHNOSTX

WYHODA�
pEREJDEM K CILINDRI�ESKIM

KOORDINATAM

�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA

PLOSKOSTX XOY� pOLU�IM KRUG
RADIUSA ��

�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT

zWH � 
� x� � y� � z� � � � zWYH � �
q
� � ���

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII

�W POLQRNYH KOORDINATAH� 
 � � � ��� 
 � � � ��
�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dz�
�� zAPISYWAEM INTEGRAL

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

��Z
��

d�

�����Z
�����

� d�

z������Z
z������

f�� cos�� � sin�� z� dz �

�
��Z
�

d�
�Z
�

� d�

p
����Z
�

f�� cos�� � sin�� z� dz�

��



� �� �V � � fz � �
p
x� � y�� z � �� y 	 x� y 	 �xg�

�� oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SNIZU KONI�ESKOJ POWERHNOS�
TX� z � �

p
x� � y�  POWERHNOSTX WHODA	 SWERHU  PLOSKOSTX� z � � 

POWERHNOSTX WYHODA	 S BOKOW  PLOSKOSTQMI y � x� y � �x�
pEREJDEM K CILINDRI�ESKIM

KOORDINATAM�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA

PLOSKOSTX XOY�
pOLU�IM KRUG	 URAWNENIE GRANICY KOTOROGO OPREDELIM NIVE IZ USLO�
WIQ PERESE�ENIQ KONUSA I PLOSKoSTI�

�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDI�
NAT

zWH � �
q
x� � y� � zWH � ��� zWYH � ��

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII �W PO�
LQRNYH KOORDINATAH�� rADIUS KRUGA POLU�IM IZ RE�ENIQ SISTEMY

fz � ��� z � �g � � � ��

y � x � � � ���� y � �x � � � ����

��� � � � ����� 
 � � � ��

�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dz�

�� zAPISYWAEM INTEGRAL

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

	���Z
���

d�
�Z
�

� d�
�Z

��

f�� cos�� � sin�� z� dz�

� �� �V � � f�z � x� � y� � �� x� � y� � �x� z 	 
g�

�� oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SNIZU PLOSKOSTX� z � 

POWERHNOSTX WHODA	 SWERHU  PARABOLOIDOM �z � x� � y� � �  POWERH�
�




NOSTX WYHODA	 S BOKOW  CILINDRI�ESKOJ POWERHNOSTX� x� � y� � �x�

pEREJDEM K CILINDRI�ESKIM KOORDINATAM

�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOY� pOLU�IM KRUG

�x� ��� � y� � ��

�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT

zWH � 
� �z � x� � y� � � � zWYH � ������ � ��

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII

�W POLQRNYH KOORDINATAH��

x� � y� � �x � � � � cos��

���� � � � ���� 
 � � � � cos��

�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dz�

�� zAPISYWAEM INTEGRAL

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

���Z
����

d�
� cos�Z
�

� d�

������
�Z
�

f�� cos�� � sin�� z� dz�

� �� �V � � fx� � z� � � � y� y � 
� z 	 
� z 	 
g�

�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA SPRAWA PARABO�
LOIDOM x� � z� � � � y� SLEWA PLOSKOSTX� y � 
� A TAKVE PLOSKOSTQMI
x � 
� z � 
� pROWEDEM STRELKU	 PARALLELXNU� OSI OY I PERSEKA��
�U� DANNOE TELO� tOGDA y � 
  POWERHNOSTX WHODA	 y � � � x� � y� 
POWERHNOSTX WYHODA� pEREJDEM K CILINDRI�ESKIM KOORDINATAM�

��



w DANNOM SLU�
�AE UDOBNEE IS�
POLXZOWATX

TAKU� ORIENTA�
CI� CILINDRI�
�ESKOJ SISTEMY

KOORDINAT������
����
x � � cos��
y � y�
z � � sin��

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOZ� pOLU�IM �ETWERTX

KRUGA� PRI y � 
 � x� � z� � �� x 	 
� z 	 
�

�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT

yWH � 
� x� � z� � � � y � yWYH � � � ���

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII

�W POLQRNYH KOORDINATAH��

x� � z� � � � � � �� 
 � � � ���� 
 � � � ��

�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dy�

�� zAPISYWAEM INTEGRAL

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

���Z
�

d�
�Z
�

� d�
����Z
�

f�� cos�� y� � sin�� dy�

� �� �V � � fy� � z� � x� x � �g�

�� oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA PARABOLOIDOM
y� � z� � x I PLOSKOSTX� x � ��

pROWEDEM STRELKU	 PARALLELXNU� OSI OX I PERSEKA��U� DANNOE TELO�
tOGDA x � y� � z� POWERHNOSTX WHODA	 x � �  POWERHNOSTX WYHODA� w
DANNOM SLU�AE UDOBNEE ISPOLXZOWATX TAKU� ORIENTACI� CILINDRI�ES�
KOJ SISTEMY KOORDINAT�
��



�����
����
x � x�
y � � cos��
z � � sin��

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOS�
KOSTX Y OZ�

pOLU�IM KRUG�
PRI x � � � y� � z� � ��

�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT

y� � z� � x� � xWH � ��� xWYH � ��

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII

�W POLQRNYH KOORDINATAH��

y� � z� � � � � �
p
�� 
 � � � ��� 
 � � � p��

�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dx�

�� zAPISYWAEM INTEGRAL

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

��Z
�

d�

p
�Z

�

� d�
�Z

��

f�x� � cos�� � sin�� dx�

� �� wY�ISLITX INTEGRAL
ZZ
�V �

Z dx dy dzp
x� � y�

PO OBLASTI �V � � fx� � y� � �y� y � z � �� z 	 
g�
�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA SNIZU PLOSKOS�

TX� z � 
  POWERHNOSTX WHODA	 SWERHU  PLOSKOSTX� y � z � �� PO�
WERHNOSTX WYHODA z � � � y	 S BOKOW  CILINDRI�ESKOJ POWERHNOSTX�
x� � y� � �y�
pEREJDEM K CILINDRI�ESKIM KOORDINATAM

�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

�� pROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOY�
pOLU�IM KRUG x� � �y � ��� � ��

��



�� zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT
zWH � 
� y � z � � � zWYH � � � y � zWYH � �� � sin��

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I � OPREDELQEM PO PROEKCII

�W POLQRNYH KOORDINATAH�

 � � � �� x� � y� � �y � 
 � � � � sin��

�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dz�

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ
�p

x� � y�
�

�

�
�

�� zAPISYWAEM INTEGRAL
ZZ
�V �

Z dx dy dzp
x� � y�

�
�Z
�

d�
� sin�Z
�

� d�
��� sin�Z

�

dz

�
�

�
�Z
�

d�
� sin�Z
�

d�
��� sin�Z

�

dz �
�Z
�

d�
� sin�Z
�

d�

�
�z

�����
��� sin�

�

�
A �

�
�Z
�

d�
� sin�Z
�

��� � sin�� d� �
�Z
�

d�

�
���� ��

�
sin�

�
A

�����
� sin�

�
�

�
�Z
�

�
� sin� � � sin	 �

�
d� �

�Z
�

�
�� � sin� �

�
sin� d� �

� �
�Z
�

�
�� ��� � cos� ��

�
d�cos�� � �

�Z
�

�
� � � cos� �

�
d�cos�� �

� �


� cos� �

�

�
cos	 �

� �����
�

�
� �
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�
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�
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�
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������ tROJNOJ INTEGRAL W SFERI�ESKIH
KOORDINATAH

pOLOVENIE TO�KIM W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT OPREDELQETSQ

TREMQ �ISLAMI M��� �� ��
� �j OM j  SFERI�ESKIJ RADIUS	
�� �  SFERI�ESKIE UGLY	 IZMENQ��IE�
SQ W PREDELAH� 
 � � � �� 
 � � � ���
pRI SOOTWETSTWU��EM SOWME�ENII PRQ�
MOUGOLXNOJ I SFERI�ESKOJ SISTEM KOOR�
DINAT FORMULY PEREHODA IME�T WID

�����
����
x � � sin � cos��
y � � sin � sin��
z � � cos ��

pEREHOD I WY�ISLENIE TROJNOGO INTEGRALA W SFERI�ESKIH KOORDINA�
TAH REKOMENDUETSQ PROWODITX PO SLEDU��EJ SHEME�

�� �LEMENT OB�EMA ZAPISYWAETSQ W SFERI�ESKIH KOORDINATAH

dV �j J j d� d� d��
mOVNO POKAZATX	 �TO QKOBIAN PEREHODA J OT DEKARTOWOJ SISTEMY KOOR�
DINAT K SFERI�ESKOJ RAWEN

J � �� sin��

tAKIM OBRAZOM	 �LEMENT OB�EMA dV � dxdydz W SFERI�ESKOJ SISTEME
KOORDINAT PRIMET WID

dV � �� sin � d� d� d� �

�� oSU�ESTWLQETSQ PEREHOD K SFERI�ESKIM KOORDINATAM W PODYN�
TEGRALXNOJ FUNKCII

f�x� y� z� � f�� sin � cos�� � sin � sin�� � cos �� � F ��� �� ���

�� uRAWNENIQ GRANIC OBLASTI INTEGRIROWANIQ ZAPISYWA�TSQ W SFE�
RI�ESKIH KOORDINATAH

� � ����� ��� � � ����� ���
��



�� oPREDELQ�TSQ PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH �� � I �� �pRI �TOM
UDOBNO ISPOLXZOWATX STRELKU	 WYHODQ�U� IZ NA�ALA KOORDINAT I PE�
RESEKA��U� OBLASTX W PROSTRANSTWE��

�� tROJNOJ INTEGRAL ZAPISYWAETSQ W WIDE POWTORNOGO	 PRI�EM W KA�
�ESTWE WNE�NIH PEREMENNYH INTEGRIROWANIQ	 KAK PRAWILO	 WYSTUPA�T
SFERI�ESKIE UGLY

ZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dV �

��Z
��

d�
��Z
��

sin � d�
�������Z
�������

F ��� �� �� �� d��

�� sOSTAWLENNYJ INTEGRAL WY�ISLQETSQ STANDARTNYM OBRAZOM�

pRIMERY PREOBRAZOWANIJ URAWNENIJ POWERHNOSTEJ PRI PERE
HODE OT DEKARTOWYH KOORDINAT K SFERI�ESKIM�

iSPOLXZOWANIE SFERI�ESKIH KOORDINAT �FFEKTIWNO W TEH SLU�AQH	 KOG�
DA OBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SFERI�ESKIMI I KONI�ESKIMI

POWERHNOSTQMI�
oTMETIM	 �TO W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT SUMMA KWADRATOW WSEH
TREH PEREMENNYH DAET �� �

x� � y� � z� � �� sin� � cos� �� �� sin� � sin�� � �� cos� � �

� �� sin� � �cos� � � sin� �� � �� cos� � � �� sin� � � �� cos� � �

� �� �sin� � � cos� �� � ���

�� sFERA x� � y� � z� � R�� � �� � R� � � � R�

�� kONUS x� � y� � z��

x� � y� � z� �
���������
x � � sin � cos�
y � � sin � sin�
z � � cos �

���������
� �� sin� ���� cos� �� tg�����

uRAWNENIE KONUSA W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT�
� � ���  WERHNQQ POLOWINA KONUSA	 � � ����  NIVNQQ POLOWINA KO�
NUSA�

�� uRAWNENIQ PLOSKOSTEJ WIDA y � kx IME�T TAKOJ VE WID	 KAK I W
CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT � � const�

��



zADA�A �� pEREJTI W TROJNOM INTEGRALE
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dxdy dz K SFERI�

�ESKIM KOORDINATAM I RASSTAWITX PREDELY INTEGRIROWANIQ PO OBLAS�
TQM�

� �� �V � � fz�pR��x��y�� x�p� � y � x
p
�� x 	 
� y 	 
� z 	 
g�

�� sTROIM OBLASTX INTEGRIROWANIQ� oNA OGRANI�ENA SNIZU PLOSKOS�
TX� z � 
� SWERHU  cFERI�ESKOJ POWERHNOSTX� x��y��z� � R�� �z 	 
��
S BOKOW  WERTIKALXNYMI PLOSKOSTQMI y � x�

p
�� y � x

p
��

pEREJDEM K SFERI�ESKIM KOORDI�
NATAM�����

����
x � � sin � cos��
y � � sin � sin��
z � � cos ��

pERESE�EM TELO LU�OM	 WYHODQ�IM IZ POL�SA �NA�ALA KOORDINAT��wHOD
LU�A W OBLASTX  W POL�SE	 WYHOD  NA POWERHNOSTI SFERY
x� � y� � z� � R�� URAWNENIE KOTOROJ W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDI�
NAT x� � y� � z� � R� � � � R I	 SLEDOWATELXNO	 
 � � � R�
gRANICY IZMENENIQ UGLA � POLU�IM	 ISHODQ IZ TOGO	 �TO ON OTS�ITY�

WAETSQ OT POLOVITELXNOGO NAPRAWLENIQ OSI OZ I WSE TELO RASPOLOVENO

W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI 
 � � � ����
�� sPROECIRUEM �TU OBLASTX NA PLOSKOSTX XOY� pOLU�IM KRUG RA�

DIUSA R	 IZ KOTOROGO PRQMYE y � x�
p
�� y � x

p
� WYREZA�T SEKTOR�

�TI PRQMYE IME�T URAWNENIQ

tg � � ��
p
�� � � ���� tg � �

p
�� � � ����

tAKIM OBRAZOM	 UGOL � IZMENQETSQ W PREDELAH ��� � � � ����
�� �LEMENT OB�EMA dx dy dz � �� sin � d� d� d��
�� zAPISYWAEM INTEGRALZZ

�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

�
��Z
��

d�
��Z
��

sin � d�
�������Z
�������

F ��� �� �� �� d��
��	Z
���

d�

���Z
�

sin � d�
RZ
�

F ��� �� �� �� d��

��



� � �V � � fx� � y� � z� � �� x� � y� � z�� 
 � y � x� z 	 
g�

oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SNIZU KONI�ESKOJ POWERHNOSTX�

z� � x� � y�� �z 	 
��
�TO PRI PEREHODE K SFERI�ESKIM KOORDINATAM DAST

� � ���� 
 � � � ����
SWERHU  cFERI�ESKOJ POWERHNOSTX� x� � y� � z� � �� �� � ���
S BOKOW WERTIKALXNYMI PLOSKOSTQMI

y � 
� � � 
� y � x� � � ����
�LEMENT OB�EMA dx dy dz � �� sin � d� d� d��
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z� dx dy dz �

���Z
�

d�

���Z
�

sin � d�
�Z
�

F ��� �� �� �� d��

� �� �V � � fx� � y� � z� � �yg�
oBLASTX INTEGRIROWANIQ OGRANI�ENA SFEROJ	 CENTR KOTOROJ SME�EN

PO OSI OY NA � I RADIUSOM TAKVE R � �� pEREJDEM K SFERI�ESKIM KO�
ORDINATAM �POL�S SISTEMY POMESTIM NE W NA�ALO KOORDINAT	 A W CENTR
SFERY O�
� �� 
��� �����

����
x � � sin � cos��
y � � sin � sin�� ��
z � � cos ��

pREDELY IZMENENIQ SFERI�ESKIH

KOORDINAT BUDUT STANDARTNYMI

��V �  POLNAQ SFERA��

 � � � ��

 � � � ���

 � � � ��

oKON�ATELXNO	
ZZ
�V �

Z
f�x� y� z�dx dy dz �

��Z
�

d�
�Z
�

sin � d�
�Z
�

F ��� �� �� �� d��

�	



������ pRILOVENIQ TROJNOGO INTEGRALA

zADA�A 	� wY�ISLITX OB�EM TELA	 OGRANI�ENNOGO UKAZANNYMI PO�
WERHNOSTQMI�
oB�EM TELA	 ZANIMA��EGO DANNU� OBLASTX �V �� MOVNO WY�ISLITX S

POMO�X� TROJNOGO INTEGRALA V �
ZZ
�V �

Z
dv�

� �� �V � � f�y � z � �� y � z � �� x� � yg�

tELO OGRANI�ENO SNIZU I SWERHU PLOSKOSTQMI y � z � �� �y � z � �� A
S BOKOW  PARABOLI�ESKIM CILINDROM y � x�� pROEKCIEJ TELA NA PLOS�
KOSTX XOY SLUVIT PARABOLI�ESKIJ SEGMENT�

rE�AEM ZADA�U W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT�
pO RISUNKU LEGKO ZAPISATX PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH� dLQ WSEH
ZNA�ENIJ �� � x � � PEREMENNAQ y IZMENQETSQ W PREDELAH OT PARABOLY
y � x� DO PRQMOJ y � �	 A PEREMENNAQ z PRI �TOM IZMENQETSQ OT NIVNEJ
PLOSKOSTI z � � � y I DO WERHNEJ z � � � �y�
�LEMENT OB�EMA W DEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT dv � dx dy dz�

iTAK	 OB�EM DANNOGO TELA

V �
ZZ
�V �

Z
dx dy dz �

�Z
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� �� �V � � fx� � y� � � � z� x � y � �� x 	 
� y 	 
� z 	 
g�

dANNOE TELO PREDSTAWLQET SO�
BOJ WERTIKALXNU� TREUGOLX�
NU� PRIZMU	 KOTORAQ OGRANI�
�ENA SNIZU PLOSKOSTX� z � 
	
A SWERHU POWERHNOSTX� PARABO�
LOIDA z � � � x� � y��

oTMETIM PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH


 � x � �� 
 � y � �� x� 
 � z � � � x� � y��

oB�EM TELA ZAPI�ETSQ

V �
ZZ
�V �

Z
dv �

ZZ
�V �

Z
dx dy dz �

	Z
�

dx
	�xZ
�

dy
�
x�
y�Z
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dz�

wY�ISLQEM INTEGRAL
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�
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� �� �V � � fz � �x� � �y�� z � � � �x� � �y�g�

tELO ZANIMAET PROSTRANST�
WO MEVDU DWUMQ WSTRE�NYMI PA�
RABOLOIDAMI I PROECIRUETSQ NA

PLOSKOSTX XOY W WIDE KRUGA RA�
DIUSOM R � �� wY�ISLENIE OBXE�
MA UDOBNEE WESTI W CILINDRI�ES�
KIH KOORDINATAH�

fORMULY PEREHODA OT DEKARTOWYH KOORDINAT K CILINDRI�ESKIM

fx � � cos�� y � � sin�� z � zg�
i URAWNENIQ POWERHNOSTEJ

z � �x� � �y� � z � ���� z � �� ��x� � �y�� � z � �� ����
�




pREDELY IZMENENIQ CILINDRI�ESKIH PEREMENNYH


 � � � �� 
 � � � ��� ��� � z � � � ����
�LEMENT OB�EMA W CILINDRI�ESKIH KOORDINATAH dv � � d� d� dz�
oB�EM TELA W CILINDRI�ESKIH KOORDINATAH V �

ZZ
�V �

Z
dv �

ZZ
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Z
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��Z
�

d�
�Z
�

������������d��
��Z
�

d�
�Z
�

�
�����	

�
d� �

�
��

�����
��

�

�
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�����

�
��
� �����

�

�
�
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�� �

�

�
� �� �KUB�ED��

� �� �V � � fy� � x� � z�� x� � z� � �� y 	 
g�
dANNOE TELO PREDSTAWLQET SOBOJ

CILINDR S WYTO�ENNYM W NEM KO�
NI�ESKIM UGLUBLENIEM� oSX� CI�
LINDRA I KONUSA SLUVIT OSX OY �

rE�AEM ZADA�U W CILINDRI�ES�
KIH KOORDINATAH	 SWQZANNYH S

PRQMOUGOLXNYMI FORMULAMI�����
����
x � � cos��
y � y�
z � � sin��

uRAWNENIQ OGRANI�IWA��IH POWERHNOSTEJ

y� � x��z� � y� � ��� � y � �� x��z� � � � � � �� y 	 
�
qSNO	 �TO PREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH


 � � � �� 
 � � � ��� 
 � y � ��
zAPI�EM WYRAVENIE DLQ OB�EMA TELA I WY�ISLIM EGO

V �
ZZ
�V �

Z
dv �

ZZ
�V �

Z
� d� d� dy �

��Z
�

d�
�Z
�

� d�
�Z
�

dy �

�
��R
�
d�

�R
�
� d�



y

�����
�

�

�
�

��R
�
d�

�R
�
� ��� d� �

��R
�
d�

�R
�
�� d� �

�

�
��

�����
��

�

�
A �

�
��
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�

�
� �� � �	 � ���� �KUB�ED��

��



� �� �V � � fx� � y� � z� � �� x� � y� � z�� x 	 
g�

tELO	 OB�EM KOTOROGO TREBUETSQ WY�ISLITX	 ZANIMAET OBLASTX	 KOTO�
RAQ OGRANI�ENA KONUSOM

x� � y� � z�� �x 	 
� I SFEROJ x� � y� � z� � ��

oSX� KONUSA SLUVIT OSX OX � wY�ISLENIQ UDOBNO PROWODITX W

SFERI�ESKIH KOORDINATA	 OTS�ITYWAQ

SFERI�ESKIJ UGOL � OT POLOVITELXNOGO
NAPRAWLENIQ OSI OX � tELO PROECIRUEM
NA PLOSKOSTX Y OZ� fORMULY PEREHODA

BUDUT �����
����
x � � cos ��
y � � sin � cos��
z � � sin � sin��

oPREDELIMSQ S PREDELAMI IZMENENIQ PEREMENNYH�
sFERI�ESKIJ UGOL �� SUDQ PO PROEKCII TELA	 SLEDUET MENQTX W PRE�

DELAH 
 � � � ���
uGOL � � OT NAPRAWLENIQ OSI OX � � � 
� I DO POWERHNOSTI KONUSA�

� � ��� �TAK KAK x� � y� � z� � �� cos� ���� sin� �� tg�����

sFERI�ESKIJ RADIUS IZMENQETSQ OT � � 
 DO POWERHNOSTI SFERY

� � � �TAK KAK x� � y� � z� � � � �� � ���

�LEMENT OB�EMA dV � �� sin �d� d� d��
oB�EM TELA W SFERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT

V �
ZZ
�V �

Z
dv �

ZZ
�V �

Z
�� sin �d� d� d� �

��Z
�

d�

���Z
�

sin �d�
�Z
�

�� d� �

�
��Z
�

d�

���Z
�

sin �d�

�
��	
�

�����
�

�

�
A �

�

�

��Z
�

d�

�
�� cos �

�����
���

�

�
A �

���

�
�
�
�� �

p
�

�

�
A �

��



zADA�A 
� wY�ISLITX MASSU TELA	 ZANIMA��EGO DANNU� OBLASTX �V �	
ESLI OB�EMNAQ PLOTNOSTX � � ��x� y� z��

nAPOMNIM	 �TO MASSA TELA PRI ZADANNOJ FUNKCII OB�EMNOJ PLOTNOSTI
WY�ISLQETSQ PO FORMULE

M �
ZZ
�V �

Z
��x� y� z� dv�

w ZAWISIMOSTI OT WYBRANNOJ SISTEMY KOORDINAT MASSA TELA WY�ISLQ�
ETSQ PO FORMULAM�
W PRQMOUGOLXNOJ M �

ZZ
�V �

Z
��x� y� z� dx dy dz	

W CILINDRI�ESKOJM �
ZZ
�V �

Z
���� �� z� � d� d� dz	

W SFERI�ESKOJ M �
ZZ
�V �

Z
���� �� �� �� sin � d� d� d��

� �� �V � � fx � y � z � �� x 	 
� y 	 
� z 	 
g� � �
�

�x� y � z � ��	
�

tELO ZANIMAET �ASTX TREHGRANNO�
GO KOORDINATNOGO UGLA I PROECI�
RUETSQ NA PLOSKOSTX XOY W TRE�
UGOLXNIK� pREDELY IZMENENIQ PRQ�
MOUGOLXNYH KOORDINAT


 � x � �� 
 � y � � � x�

 � z � �� x� y�

mASSA TELA M �
ZZ
�V �

Z
��x� y� z� dx dy dz �

ZZ
�V �

Z dx dy dz

�x� y � z � ��	
�

�
�Z
�

dx
��xZ
�

dy
��x�yZ
�

dz

�x � y � z � ��	
�

�Z
�

dx
��xZ
�

dy

�
� ����
�x� y � z � ���

�����
��x�y

�

�
A�

�
�Z
�

dx
��xZ
�

�
���

�
�

���

�x� y � ���

�
A dy�

�Z
�

dx

�
���

�
� y � ���

x� y � �

�
A

�����
��x

�
�

�
�Z
�
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�
�x � �� � �

�
�

�

�

�

x � �

�
dx �

�Z
�

�
��
�
x � �

�
�

�

��x� ��

�
A dx �

�


�

��
x� � �

�
x�

�

�
ln jx� �j

� �����
�

�
�

�

��
� �

�
�

�

�
ln � �

� � �

��
�

�

�
ln � 
 �
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�
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� �� �V � � fx� � y� � �� z� x� � y� � z�� z 	 
g� � �
q
�x� � y��	�

dANNOE TELO ZANIMAET WNUTRENNOSTX WERTIKALXNOGO KONUSA I SWERHU

OGRANI�ENO PARABOLOIDOM� pERESE�ENIE POWERHNOSTEJ DAET OKRUVNOSTX
RADIUSA ����

� x� � y� � � � z�
x� � y� � z��

� z� � z � � � 
 � z � �� x� � y� � �

iSPOLXZUEM CILINDRI�ESKIE KO�
ORDINATY

�����
����
x � � cos��
y � � sin��
z � z�

uRAWNENIQ GRANIC W CILINDRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT�
KONUS x� � y� � z� � z � � � zWH	
PARABOLOID x� � y� � �� z � z � �� �� � zWYH

wYRAVENIE DLQ PLOTNOSTI � �
q
�x� � y��	 � � � �	�

pREDELY IZMENENIQ PEREMENNYH � I �

 � � � ��� 
 � � � ��

�LEMENT OB�EMA dx dy dz � � d� d� dz�

mASSA TELA M �
ZZ
�V �

Z
�	 � � d� d� dz �

��Z
�

d�
�Z
�

�� d�
����Z
�

dz �

�
��Z
�

d�
�Z
�

�� d�

�
�z

�����
����

�

�
A �

��Z
�

d�
�Z
�

�� �� � �� � �� d� �

�
��Z
�

d�
�Z
�
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�
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�

�
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� �� �V � � f� � x� � y� � z� � ��� �x � y � x� z 	 
� x 	 

� �ASTX SFERI�ESKOGO SLOQg� ��x� y� z� � x z�

iSPOLXZUEM SFE�
RI�ESKIE KOORDI�
NATY

�����
����
x � � sin � cos��
y � � sin � sin��
z � � cos ��

zAPI�EM URAWNENIQ GRANIC W SFERI�ESKIH KOORDINATAH�
x� � y� � z� � � � � � �� I x� � y� � z� � �� � � � ��

tAK KAK WSE TELO RASPOLOVENO W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI

z 	 
	 TO 
 � � � ����

uRAWNENIQ BOKOWYH STENOK

y � x � � � ��� I y � �x � � � �����

tAKIM OBRAZOM	 UGOL � IZMENQETSQ W PREDELAH ���� � � � ����

�LEMENT OB�EMA dx dy dz � �� d� d� d��
fUNKCIQ PLOTNOSTI

� � x z � � sin � cos� � � cos � � �� sin� cos � cos��

oKON�ATELXNO	 MASSA TELA

M �
ZZ
�V �

Z
���� �� �� dv �

ZZ
�V �

Z
�� sin � cos � cos� �� sin � d� d� d� �

�
���Z

����
cos� d�

���Z
�

sin� � cos � d�
�Z
	

�� d� �

�

�
�sin�

�����
���

����

�
A �

�
�sin	 �

�

�����
���

�

�
A �

�
���
�

�����
�
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�

�
�
p
�

�
� �p�

�

�
A �
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�
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���
�
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�

�
A �

p
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 �� �ED�MASSY��
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pRILOVENIE ��
tROJNOJ INTEGRAL W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH

oBLASTX rISUNOK

INTEGRIROWANIQ pOWTORNYJ INTEGRAL

��

�����
����
x � 
� x � a�
y � 
� y � b�
z � 
� z � c

aZ
�

dx
bZ
�

dy
cZ
�

f�x� y� z� dz

��

���������
��������

x

a
�
y

b
�
z

c
� ��

x � 
�
y � 
�
z � 


aZ
�

dx

b���x�a�Z
�

dy

c���x�a�y�b�Z
�

f�x� y� z� dz

��

�����
����
z �

p
� � y�

y � x��
z 	 


�Z
��

dx
�Z

x�

dy

p
��yZ
�

f�x� y� z� dz

��



��

�����
����
z � � � x��
y � 
� y � ��
z 	 


�Z
��

dx
�Z
�

dy
��x�Z
�

f�x� y� z� dz

��

�����
����
z � �� y��
z � y��
x � 
� x � �

�Z
�

dx
�Z

��

dy
��y�Z
y�

f�x� y� z� dz

��

��������
�������

z � �� y��
�x � �y � ���
x 	 
� y 	 
�
z 	 


�Z
�

dx

	�	��xZ
�

dy
��y�Z
�

f�x� y� z� dz

��

�����
����
x � z � ��
y � 
� y � ��
x 	 
� z 	 


�Z
�

dx
�Z
�

dy
��xZ
�

f�x� y� z� dz

��



��

�����
����
x � z � ��
y� � �x�
z 	 


�Z
��

dy
�Z

y���

dx
��xZ
�

f�x� y� z� dz

��

��������
�������

y� � z� � �x�
y��x� y���x�
x � ��
z 	 
� y 	 


	Z
�

dx

�
p
xZ

p
x

dy

p
�x�y�Z
�

f�x� y� z� dz

�
�

�����
����
z � y� z 	 
�
y �

p
�� x�

x � �y � �

�Z
�

dy
��y�Z
�y
�

dx
yZ
�

f�x� y� z� dz

���

�����
����
z � x��
x � y � ��
y � x� z 	 


�Z
�

dx
��xZ
x

dy
x�Z
�

f�x� y� z� dz

�	



pRILOVENIE ��

tROJNOJ INTEGRAL
W CILINDRI�ESKIH I SFERI�ESKIH KOORDINATAH

oBLASTX rISUNOK

INTEGRIROWANIQ pOWTORNYJ INTEGRAL

��

�����
����
x��y��z���R��
x� � y� � Rz�
z 	 


��
� z �

p
�R� � ���

z � ���R

��Z
�

d�
RZ
�

� d�

p
�R����Z
���R

f��� �� z� dz

��

��
� z � �� x� � y��
z � �

��
� z � � � ���
z � �

��Z
�

d�
�Z
�

� d�
����Z
	

f��� �� z� dz

��

��
� z �

p
x� � y��

z � x� � y�

��
� z � ��
z � ��

��Z
�

d�
�Z
�

� d�
�Z

��

f��� �� z� dz

��



��

�����
����
z �

p
x� � y��

x� � y� � �x�
z � 


��
� z � 
� z � ��
� � � cos�

���Z
����

d�
� cos�Z
�

� d�
�Z
�

f��� �� z� dz

��

��
� x��y��z�����
x� � y� � �

��
� z � �p� � ���
� � �

��Z
�

d�
�Z
�

� d�

p
�
��Z

�
p

�
��

f��� �� z� dz

��

�����
����
x��y��z��R��
x� � y� � Ry�
z 	 


�����
����
z �

p
R� � ���

� � R sin��
z � 


�Z
�

d�
R sin�Z
�

� d�

p
R����Z
�

f��� �� z� dz

��

�����
����
z � pR� � y��
x � 
� x � ��
z 	 


��
� x � 
� x � ��
� � R

�Z
�

d�
RZ
�

� d�
�Z
�

f��� �� z� dx

�




oBLASTX rISUNOK

INTEGRIROWANIQ pOWTORNYJ INTEGRAL

�� x� � y� � z� � R�

� � R
��Z
�

d�
�Z
�

sin� d�
RZ
�

f��� �� �� �� d�

��

��������
�������

x� � y� � z� 	 ��
x� � y� � z� � ��
x 	 
� y 	 
�
z 	 


� � � � �
���Z
�

d�

���Z
�

sin �d�
	Z
�

f��� �� �� �� d�

�
�

�����
����
x� � y� � z� � ��
y 	 
�
z 	 


� � ��
�Z
�

d�

���Z
�

sin �d�
�Z
�

f��� �� ���� d�

��



gLAWA �� CKALQRNYE I WEKTORNYE POLQ

���� wEKTORNOE POLE

������ pONQTIE WEKTORNOGO POLQ

gOWORQT	 �TO W OBLASTI �V � ZADANO WEKTORNOE POLE	 ESLI W KAVDOJ TO�KE
�TOJ OBLASTI OPREDELEN WEKTOR �A � fP� Q� Rg� KOORDINATY KOTOROGO

ESTX FUNKCII KOORDINAT TO�KI	 T�E�

�A � fP �x� y� z�� Q�x� y� z�� R�x� y� z� g� ILI
�A � P �x� y� z� ��i � Q�x� y� z� ��j � R�x� y� z� � �k�

dLQ PLOSKOGO WEKTORNOGO POLQ
�A � fP �x� y�� Q�x� y� g� ILI �A � P �x� y� ��i � Q�x� y� ��j�
fIZI�ESKIMI PRIMERAMI WEKTORNYH POLEJ MOGUT SLUVITX�
 �LEKTRI�ESKOE POLE WOKRUG NEKOTOROGO ZARQDA� zDESX W KAVDOJ TO��

KE PROSTRANSTWA OPREDELEN WEKTOR NAPRQVENNOSTI POLQ	 SWQZANNYJ S

KOORDINATAMI TO�KI WELI�INOJ I KONFIGURACIEJ ZARQDA�
 MAGNITNOE POLE WOKRUG PROWODNIKA S TOKOM�
 POLE SKOROSTEJ �ASTIC TEKU�EJ VIDKOSTI�
 GRAWITACIONNOE POLE�
sILOWYE POLQ	 K KOTORYM OTNOSQTSQ GRAWITACIONNYE	 �LEKTRI�ES�

KIE	 MAGNITNYE I SKOROSTNYE	 QWLQ�TSQ SAMYMI RASPROSTRANENNYMI

FIZI�ESKIMI POLQMI� wAVNEJ�IMI HARAKTERISTIKAMI WEKTORNYH PO�
LEJ QWLQ�TSQ�

�� pOTOK �p��
�� cIRKULQCIQ �c��
�� dIWERGENCIQ �div �A��
�� rOTOR ILI WIHRX � rotA��
�� lINII TOKA�
pRI �TOM POTOK I CIRKULQCIQ QWLQ�TSQ SUMMARNYMI �INTEGRALXNY�

MI� HARAKTERISTIKAMI	 A DIWERGENCIQ I ROTOR  DIFFERENCIALXNYMI
�TO�E�NYMI� HARAKTERISTIKAMI POLQ�
oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA PERWYH �ETYREH HARAKTERISTIKAH	 IH FI�

ZI�ESKOM SMYSLE I NAHOVDENII�

��



������ pOTOK I DIWERGENCIQ WEKTORA

o P R E D E L E N I E�
pOTOKOM WEKTORNOGO POLQ �A � P ��i � Q ��j � R ��k �EREZ KAKU��LIBO
STORONU POWERHNOSTI �� NAZYWAETSQ WELI�INA POWERHNOSTNOGO INTEG�
RALA OT SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ WEKTORA POLQ �A NA EDINI�NYJ WEKTOR

NORMALI �n� K WYBRANNOJ STORONE POWERHNOSTI

p �
Z
�	�

Z
� �A � �no� d�

fIZI�ESKIJ SMYSL POTOKA WEKTORNOGO POLQ HORO�O PROSMATRIWA�
ETSQ NA PRIMERE POLQ SKOROSTEJ �ASTIC TEKU�EJ VIDKOSTI� pRI �TOM	
ESLI POWERHNOSTX SWOBODNO PROPUSKAET POTOK VIDKOSTI �SETKA�	 TO WE�
LI�INA POTOKA WEKTORNOGO POLQ �EREZ WYBRANNU� STORONU POWERHNOSTI

ESTX KOLI�ESTWO VIDKOSTI	 KOTOROE PROTEKAET �EREZ WYBRANNU� STORO�
NU POWERHNOSTI W EDINICU WREMENI	 T�E� MO�NOSTX TE�ENIQ�
wOZXMEM NEKOTORU� TO�KU M��x�� y�� z�� OBLASTI	 W KOTOROJ ZADANO

WEKTORNOE POLE	 I OKRUVIM �TU TO�KU L�BOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTX�

��� pOLU�IM NEKOTORYJ OGRANI�ENNYJ OB�EM �V �� SODERVA�IJ TO�KU
M��x�� y�� z���

o P R E D E L E N I E� dIWERGENCIEJ �ILI RASHODIMOSTX�� WEKTOR�
NOGO POLQ �A � P ��i � Q ��j � R � �k W TO�KE M��x�� y�� z�� NAZYWAETSQ
PREDEL OTNO�ENIQ POTOKA WEKTORNOGO POLQ �EREZ WNE�N�� STORONU PO�
WERHNOSTI ��	 OKRUVA��EJ �TU TO�KU	 K OB�EMU	 OGRANI�ENNOMU �TOJ
POWERHNOSTX�	 PRI STQGIWANII OB�EMA W TO�KU M�

div �A � lim
V��

�
Z
�	�

Z
� �A � �no� d

V
�

fIZI�ESKIJ SMYSL DIWERGENCII WEKTORNOGO POLQ SKOROSTEJ �AS�
TIC TEKU�EJ VIDKOSTI SOSTOIT W TOM	 �TO DIWERGENCIQ POLQ ESTX KO�
LI�ESTWO VIDKOSTI	 KOTOROE WYDELQETSQ �ILI POGLO�AETSQ� W DANNOJ
TO�KE PROSTRANSTWA W EDINICU WREMENI� dRUGIMI SLOWAMI DIWERGENCIQ
ESTX UDELXNAQ MO�NOSTX WEKTORNOGO POLQ W TO�KE�
pRI �TOM GOWORQT	 �TO W DANNOJ TO�KE NAHODITSQ
ISTO�NIK	 ESLI div �A 	 
	 STOK	 ESLI div �A 
 
	
NET NI ISTO�NIKA	 NI STOKA	 ESLI div �A � 
�

��



dIWERGENCIQ POLQ WY�ISLQETSQ PO FORMULE

div �A �


�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z

�
M�

�

dIWERGENCIQ POLQ W TO�KE RAWNA SUMME ZNA�ENIJ �ASTNYH PROIZWODNYH

KOORDINAT POLQ W �TOJ TO�KE�
tAK	 DLQ POLQ �A � fx�z� x� �y� y�zg
div �A �



�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z

�
� �xz � �� y�z�

W TO�KE M���� �� ��� div �A � �� � � � � � �� POLE IMEET STOK S
UDELXNOJ MO�NOST� � ED�
w TO�KE M���� �� �� div �A � �
 � � � � � � POLE IMEET ISTO�NIK S

UDELXNOJ MO�NOST� � ED�
dLQ POLQ �A � �x�i � ��j � ��k

div �A �


�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z

�
� � � � � 
 � ���

T�E� DIWERENCIQ POLQ ESTX POSTOQNNAQ WELI�INA	 NE ZAWISQ�AQ OT KO�
ORDINAT TO�KI	 A ZNA�IT WSE PROSTRANSTWO QWLQETSQ STOKOM S UDELXNOJ

MO�NOSTX� � ED� wSE PROSTRANSTWO	 KAK GUBKA	 RAWNOMERNO WPITYWAET
VIDKOSTX�
zAMETIM	 �TO W DANNOM SLU�AE POTOK POLQ �EREZ WNE�N�� STORONU L��
BOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI RAWEN p � ��V� GDE V  OB�EM	 OGRANI�EN�
NYJ DANNOJ POWERHNOSTX�	 A ZNAK ��� POKAZYWAET	 �TO TE�ENIE PROIS�
HODIT WNUTRX OB�EMA �IDET POGLO�ENIE��

������ pOTOK WEKTORA �EREZ NEZAMKNUTU� POWERHNOSTX

pUSTX TREBUETSQ WY�ISLITX POTOK WEKTORA �A � P ��i � Q ��j � R � �k
�EREZ KAKU��LIBO STORONU POWERHNOSTI ���
wY�ISLENIE POTOKA SWODITSQ K WY�ISLENI� POWERHNOSTNOGO INTEG�

RALA p �
Z
�	�

Z
� �A � �no� d�

zAPI�EM SKALQRNOE PROIZWEDENIE � �A��no� W KOORDINATNOJ FORME� kO�
ORDINATY WEKTORA POLQ �A � fP � Q� Rg� KOORDINATAMI EDINI�NOGO

WEKTORA NORMALI �no QWLQ�TSQ NAPRAWLQ��IE KOSINUSY WEKTORA NOR�
MALI �N K POWERHNOSTI	 T�E� �no � fcos�� cos �� cos �g
sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW NAHODIM KAK SUMMU PROIZWEDENIJ

ODNOIMENNYH KOORDINAT

��



� �A ��no� � fP � Q� Rg �fcos�� cos �� cos �g � P cos��Q cos ��R cos �

I FORMULA WY�ISLENIQ POTOKA W KOORDINATNOJ FORME PRIMET WID

p �
Z
�	�

Z
� �A � �no� d �

Z
�	�

Z
�P cos� �Q cos � �R cos �� d�

tAKOJ POWERHNOSTNYJ INTEGRAL ZAWISIT OT WYBORA STORONY POWERHNOS�
TI	 TAK KAK PRI IZMENENII STORONY POWERHNOSTI MENQETSQ NAPRAWLENIE

WEKTORA NORMALI I	 SOOTWETSTWENNO	 ZNAKI NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW	
SMENITSQ ZNAK INTEGRALA W CELOM�
dALXNEJ�EE WY�ISLENIE TAKOGO INTEGRALA SWODITSQ K WY�ISLENI�

DWOJNOGO INTEGRALA PO PROEKCII �D� DANNOJ POWERHNOSTI �� NA ODNU
IZ KOORDINATNYH PLOSKOSTEJ�

pUSTX POWERHNOSTX ZADANA URAWNENIEM F �x� y� z� � 

tOGDA KOORDINATAMI WEKTORA NORMALI BUDUT ZNA�ENIQ �ASTNYH PRO�

IZWODNYH FUNKCII F �x� y� z�� T�E� �N � fF �
x� F �

y� F �
zg

dLINA WEKTORA j �N j � q
�F �

x�
� � �F �

y�
� � �F �

z�
��

nAPRAWLQ��IE KOSINUSY WEKTORA NORMALI ILI	 �TO TOVE SAMOE	 KO�
ORDINATY EDINI�NOGO WEKTORA NORMALI �no

cos� �
F �
x

j �N j �
F �
xq

�F �
x�

� � �F �
y�

� � �F �
z�

�

cos � �
F �
y

j �Nj �
F �
yq

�F �
x�

� � �F �
y�

� � �F �
z�

�

cos � �
F �
z

j �N j �
F �
zq

�F �
x�

� � �F �
y�

� � �F �
z�

�

dALEE PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE PREOBRAZUETSQ W ZAWISIMOSTI OT

TOGO	 NA KAKU� KOORDINATNU� PLOSKOSTX SPROEKTIRUETSQ POWERHNOSTX�
rASSMOTRIM TRI SLU�AQ�

��



�� pROECIROWANIE NA PLOSKOSTX XOY

zAPISYWAEM WYRAVENIE DLQ �LEMENTA PLO�
�ADI

d �
dx dy

j cos �j �
j �N j
jF �

zj
dx dy�

pODSTAWLQEM WYRAVENIQ DLQ NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW I �LEMENTA PLO�
�ADI W INTEGRAL	 POLU�IMZ

�	�

Z
�P �x� y� z� cos� �Q�x� y� z� cos � �R�x� y� z� cos �� d �

�
Z
�	�

Z �
�P �x� y� z�

F �
x

j �N j �Q�x� y� z�
F �
y

j �N j �R�x� y� z�
F �
z

j �N j

�
A j �Nj
jF �

zj
dx dy �

SOKRA�AEM j �N j

�
Z
�	�

Z �
�P �x� y� z�

F �
x

jF �
zj
�Q�x� y� z�

F �
y

jF �
zj
�R�x� y� z�

F �
z

jF �
zj

�
A dx dy�

w POLU�ENNOM PODYNTEGRALXNOM WYRAVENII ISKL��AEM PEREMENNU� z�
WYRAVAQ EE IZ URAWNENIQ POWERHNOSTI ��

F �x� y� z� � 
 � z � z�x� y�
pODSTAWLQEM WYRAVENIE z � z�x� y� W FUNKCII

P �x� y� z�� Q�x� y� z�� R�x� y� z��
tAKIM OBRAZOM	 PODYNTEGRALXNYE FUNKCII BUDUT ZAWISETX TOLXKO OT
DWUH PEREMENNYH x I y�
w REZULXTATE MY POLU�AEM DWOJNOJ INTEGRAL PO PROEKCII �D�� PO�

WERHNOSTI �� NA PLOSKOSTX XOY I WYRAVENIE DLQ WY�ISLENIQ PO�
TOKA PRIMET WID

p�
Z

�D��

Z �
�P �x� y� z�x� y��

F �
x

jF �
zj
�Q�x� y� z�x� y��

F �
y

jF �
zj
�R�x� y� z�x� y��

F �
z

jF �
zj

�
A dxdy�

zAMETIM	 �TO OTNO�ENIE
F �
z

jF �
zj

� �� W ZAWISIMOSTI OT TOGO	 OSTRYJ

ILI TUPOJ UGOL OBRAZUET WEKTOR NORMALI POWERHNOSTI S POLOVITELX�
NYM NAPRAWLENIEM OSI OZ�

��



�� pROECIROWANIE NA PLOSKOSTX XOZ

�LEMENT PLO�ADI

d �
dx dz

j cos �j �
j �N j
jF �

yj
dx dz�

pODSTAWLQEM WYRAVENIQ DLQ NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW I �LEMENTA PLO�
�ADI W INTEGRAL	 POLU�IMZ

�	�

Z
�P �x� y� z� cos� �Q�x� y� z� cos � �R�x� y� z� cos �� d �

�
Z
�	�

Z �
�P �x� y� z�

F �
x

j �Nj �Q�x� y� z�
F �
y

j �Nj �R�x� y� z�
F �
z

j �N j

�
A j �N j
jF �

yj
dx dz �

�
Z
�	�

Z �
�P �x� y� z�

F �
x

jF �
yj
�Q�x� y� z�

F �
y

jF �
yj
�R�x� y� z�

F �
z

jF �
yj

�
A dx dz�

iZ URAWNENIQ POWERHNOSTI �� WYRAVAEM PEREMENNU� y
F �x� y� z� � 
 � y � y�x� z��

w REZULXTATE MY POLU�AEM DWOJNOJ INTEGRAL PO PROEKCII �D�� PO�
WERHNOSTI �� NA PLOSKOSTX XOZ I WYRAVENIE DLQ WY�ISLENIQ POTOKA

PRIMET WID

p�
Z

�D��

Z �
�P �x� y�x� z�� z�

F �
x

jF �
yj
�Q�x� y�x� z�� z�

F �
y

jF �
yj
�R�x� y�x� z�� z�

F �
z

jF �
yj

�
A dxdz�

zAMETIM	 �TO OTNO�ENIE
F �
y

jF �
yj

� �� W ZAWISIMOSTI OT TOGO	 OSTRYJ ILI

TUPOJ UGOL OBRAZUET WEKTOR NORMALI POWERHNOSTI S POLOVITELXNYM NA�
PRAWLENIEM OSI OY�

�� pROECIROWANIE NA PLOSKOSTX Y OZ

�LEMENT PLO�ADI

d �
dy dz

j cos�j �
j �N j
jF �

xj
dy dz�

iZ URAWNENIQ POWERHNOSTI �� WYRAVAEM PE�
REMENNU� x

F �x� y� z� � 
 � x � x�y� z��

��



w REZULXTATE MY POLU�AEM DWOJNOJ INTEGRAL PO PROEKCII �D	� PO�
WERHNOSTI �� NA PLOSKOSTX Y OZ I WYRAVENIE DLQ WY�ISLENIQ POTOKA

PRIMET WID

p�
Z

�D��

Z �
�P �x�y� z�� y� z�

F �
x

jF �
xj
�Q�x�y� z�� y� z�

F �
y

jF �
xj
�R�x�y� z�� y� z�

F �
z

jF �
xj

�
A dydz�

zAMETIM	 �TO OTNO�ENIE
F �
x

jF �
xj

� �� W ZAWISIMOSTI OT TOGO	 OSTRYJ ILI

TUPOJ UGOL OBRAZUET WEKTOR NORMALI POWERHNOSTI S POLOVITELXNYM NA�
PRAWLENIEM OSI OX�

rASSMOTRIM PRIMERY NA WY�ISLENIE POTOKA �EREZ NEZAMKNUTU� PO�
WERHNOSTX�

� �� nAJTI POTOK WEKTORNOGO POLQ �A � �x�i � �y�j � z�k �EREZ �ASTX
PLOSKOSTI x��y��z � �� x 	 
� y 	 
� z 	 
 W NAPRAWLENII WNE�NEJ

NORMALI�

pOTOK WY�ISLQEM PO FORMULE p �
Z
�	�

Z
� �A � �no� d� wYPI�EM WSE SO�

MNOVITELI PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ�

wEKTOR POLQ �A � f�x� �y� zg DAN PO USLOWI��
wEKTOR NORMALI K POWEHNOSTI F �x� y� z� � x � �y � �z � � � 
 �
�N � fF �

x� F
�
y� F

�
zg � f�� �� �g� wEKTOR OBRAZUET S OSX� OZ OSTRYJ UGOL I

QWLQETSQ WEKTOROM IMENNO WNE�NEJ NORMALI�
tAK KAK j �N j � p

� � � � �� �
p
��	 TO

�no �
�p
��
f�� �� �g �� fcos�� cos �� cos �g�

�	



wWIDU TOGO	 �TO PROECIROWANIE NA WSE TRI KOORDINATNYE PLOSKOSTI

DLQ DANNOJ POWERHNOSTI RAWNOZNA�NO	 OSTANOWIMSQ NA PROECIROWANII
NA PLOSKOSTX XOY � tOGDA �LEMENT PLO�ADI

d �
dx dy

j cos �j �
dx dy

��
p
��

�

p
��

�
dx dy�

pODSTAWIM WSE NAJDENNOE W FORMULU WY�ISLENIQ POTOKA

p �
Z
�	�

Z
� �A � �n�� d �

Z
�	�

Z
f�x� �y� zg �p

��
f�� �� �g

p
��

�
dx dy �

�
Z
�	�

Z �

�
��x � � � �y � � � z � �� dx dy �

Z
�	�

Z 

�

�
x�

�

�
y � z

�
dx dy�

pOSLEDNEE	 �TO OSTALOSX SDELATX	 �TO WYRAZITX IZ URAWNENIQ POWERH�
NOSTI INTEGRIROWANIQ PEREMENNU� z � z � ����� � x � �y�
I PODSTAWITX WMESTO z W PODYNTEGRALXNU� FUNKCI�� pOLU�IM TEPERX

UVE DWOJNOJ INTEGRAL PO PROEKCII

p �
Z

�D�

Z 
�
�
x�

�

�
y�

�

�
���x��y�

�
dx dy�

Z
�D�

Z
�
�
x � �y �

�

�

�
dx dy �

�
�Z
�

dx

�

�
���x�Z
�



�

�
x� �y �

�

�

�
dy �

�Z
�



�

�
xy � y� �

�

�
y
�
j�����x�� dx �

�
�Z
�



��

�
x� �

�

�
x�

�

�

�
dx �



��

�
x	 �

�

��
x� �

�

�
x

� �����
�

�
�

��

��
�

� �� nAJTI POTOK WEKTORNOGO POLQ �A � x�i� y�j � z�k �EREZ WNE�N��
STORONU LEWOJ POLUSFERY x� � �y � ��� � z� � �� 
 � y � ��

wEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI F �x� y� z� � x���y� ���� z�� � � 
 �

�N � fF �
x� F

�
y� F

�
zg � f�x� ��y � ��� �zg�

eDINI�NYJ WEKTOR �ORT� NORMALI�

�no �
�N

j �N j �
�

j �N j fx� �y � ��� z g � jN j �
q
x� � �y � ��� � z��

��



tAK KAK DLQ WSEH TO�EK POWERHNOSTI IMEEM y � � 
 
� TO NAJDENNYJ
WEKTOR OBRAZUET S OSX� OY TUPOJ UGOL I SLUVIT WEKTOROM WNE�NEJ

NORMALI�

kAK WIDNO IZ RISUNKA	 NAIBOLEE UDA�NYM W DANNOM PRIMERE BUDET

PROEKTIROWANIE POWERHNOSTI NA PLOSKOSTXXOZ� wYRAVENIE �LEMENTA
PLO�ADI POWERHNOSTI PRI �TOM

d �
dx dz

j cos �j �
dx dz

jy � �j�j �N j �
j �N j dx dz

jy � �j �

pROEKCIEJ POLUSFERY NA PLOSKOSTX XOZ SLUVIT KRUG	 RADIUS KOTO�
ROGO RAWEN RADIUSU SFERY T�E� OBLASTX �D� � x� � z� � �� wY�ISLQEM
POTOK WEKTORA

p �
Z
�	�

Z
� �A � �no� d �

Z
�	�

Z
fx� y� zg � �

j �N j fx� �y � ��� zg j
�N jdx dz
jy � �j �

�
Z
�	�

Z �
x��y�y����z�

� dx dz
jy��j�

Z
�	�

Z �
� x�

jy��j�y
y��

jy��j�
z�

jy��j

�
A dx dz�

w PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII ISKL��AEM PEREMENNU� y� KOTORU� MY

WYRAVAEM IZ URAWNENIQ SFERY

x� � �y � ��� � z� � �� �� jy � �j � p
� � x� � z��

tAK KAK y � �� TO jy � �j � ��y � ��� PO�TOMU
y � � � �p� � x� � z���� y � � �p�� x� � z��

kROME TOGO	 U�TEM	 �TO
y � �

jy � �j � ���
pODSTAWLQEM WSE W PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE I WY�ISLQEM SOOTWET�
STWU��IJ DWOJNOJ INTEGRAL

p �
Z

�D�

Z �
� x�p

� � x� � z�
� ���

p
� � x� � z���

�
z�p

�� x� � z�

�
A dx dz �

Z
�D�

Z 

�p

� � x� � z�
� �

�
dx dz�

pEREJDEM W DWOJNOM INTEGRALE K POLQRNYM KOORDINATAM�
x � � cos�� z � � sin�� dx dz � � d� d�� 
 � � � ��� 
 � � � ��

�




p�
Z

�D�

Z 

�p

�� ��
��

�
�d�d��

��Z
�

d�
�Z
�



�p

�� ��
��

�
� d� �

��

�����
��

�
�

�Z
�



��p
�� ��

���
�
d����

�
B���

�Z
�

d�� � ���p
� � ��

��
�Z
�

�d�

�
CA �

� ��

�
��� � �q� � ��

�����
�

�
� �

��

�

�����
�

�

�
A � �� ��� �� � ���

� �� nAJTI POTOK WEKTORNOGO POLQ �A � x��i � �xy�j � �x� � z���k W

NAPRAWLENII WNE�NEJ NORMALI K �ASTI CILINDRA x�� y� � �� WYREZAN�
NOJ PLOSKOSTQMI z � 
� z � ��

nAHODIM WEKTOR NORMALI WNE�NEJ STORONY CILINDRA� tAK KAK URAW�
NENIE CILINDRA F ��x� y� z� � x� � y� � � � 
� TO

�N � fF �
x� F

�
y� F

�
zg � f�x� �y� 
g � �N � fx� y� 
g�

eDINI�NYJ WEKTOR NORMALI

�no �
�

j �N j � fx� y� 
g� GDE jN j �
q
x� � y� � 
 �

q
x� � y��

tAK KAK cos � � 
� TO PROEKTIROWATX DANNU� POWERHNOSTX NA PLOSKOSTX

XOY NELXZQ� iZ RISUNKA TAKVE WIDNO	 �TO PROEKCIEJ POWERHNOSTI NA
GORIZONTALXNU� PLOSKOSTX z � 
 SLUVIT NE OBLASTX	 A LINIQ �OKRUV�
NOSTX��
pROECIRUEM CILINDR NA PLOSKOSTX Y OZ� TOGDA PEREMENNAQ x ESTX DWU�
ZNA�NAQ FUNKCIQ OT y I z � x�y� z� � �p�� y��

�LEMENT PLO�ADI POWERHNOSTI	 PRI �TOM	 WYRAZITSQ

d �
dy dz

j cos�j �
dy dz

jxj �j �N j �
j �N j dy dz

jxj �

pROEKCIEJ CILINDRA BUDET PRQMOUGOLXNIK �� � y � �� 
 � z � ��

��



wY�ISLQEM POTOK

p �
Z
�	�

Z
� �A��no� d �

Z
�	�

Z n
x�� �xy� ��x� � z��

o � �

j �N jfx� y� 
g�
j �N j dy dz

jxj �

Z
�	�

Z �
x� � x � �xy � y��x� � z�� � 
� dy dzjxj �

Z
�	�

Z �
�x � �x� � �y��

jxj

�
A dy dz �

�
Z
�	�

Z �
�x � �x� � y� � y��

jxj

�
A dy dz �

Z
�	�

Z �
�x � �� � y��

jxj

�
A dy dz�

w PODYNTEGRALXNOM WYRAVENII MY ZAMENILI IZ URAWNENIQ CILIND�
RA� x� � y� � �� x� � �y� � �x� � y�� � y� � � � y��
dLQ WY�ISLENIQ POLNOGO POTOKA �EREZ CILINDRI�ESKU� POWERHNOSTX

NEOBHODIMO NAJTI I SLOVITX POTOKI �EREZ PEREDN�� I ZADN�� �ASTI

CILINDRA�

dLQ PEREDNEJ �ASTI� x � �
p
� � y�� cos� 	 
�

x

jxj � ���

dLQ ZADNEJ� x � �p�� y�� cos� 
 
�
x

jxj � ���
wY�ISLQEM POLNYJ POTOK

p �
Z

�D�

Z
�� � y��

x

jxjdy dz � p� �p� �
Z

�D�

Z
�� � y�� � ����dy dz�

�
Z

�D�

Z
�� � y�� � ����dy dz �

Z
�D�

Z
�� � y��dy dz �

Z
�D�

Z
�� � y��dy dz � 
�

������ pOTOK WEKTORA �EREZ NEZAMKNUTU� POWERHNOSTX�

fORMULA oSTROGRADSKOGO

wY�ISLENIE POTOKA WEKTORNOGO POLQ �EREZ WNE�N�� STORONU ZAMK�
NUTOJ POWERHNOSTI LU��E PROWODITX NE NEPOSREDSTWENNO	 A S POMO�X�
FORMULY oSTROGRADSKOGO	 KOTORAQ SWODIT WY�ISLENIE POWERHNOSTNOGO
INTEGRALA PO ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI OT SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ WEK�
TORA POLQ NA EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI K WY�ISLENI�

TROJNOGO INTEGRALA OT DIWERGENCII POLQ PO OB�EMU	 OGRANI�ENNOMU
�TOJ POWERHNOSTX��
w WEKTORNOJ FORME FORMULA IMEET WID

p ��
Z
�	�

Z
� �A � �no� d �

ZZ
�V �

Z
div �A � dv�

��



eSLI PODSTAWITX S�DA WYRAVENIE DLQ DIWERGENCII	 TO POLU�IM FOR�
MULU oSTROGRADSKOGO W KOORDINATNOJ FORME

p ��
Z
�	�

Z
� �A��n��d �

ZZ
�V �

Z 

�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z

�
dv

fIZI�ESKIJ SMYSL FORMULY oSTROGRADSKOGO� tAK KAK DIWER�
GENCIQ W FIZI�ESKOM SMYSLE ESTX UDELXNAQ MO�NOSTX ISTO�NIKA ILI

STOKA	 A TROJNOJ INTEGRAL � �TO SOOTWETSTWU��AQ SUMMA PO OB�EMU	 TO
MOVNO SKAZATX	 �TO

POTOK WEKTORA �EREZ WNE�N�� STORONU ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI

RAWEN SUMMARNOJ MO�NOSTI ISTO�NIKOW I STOKOW WNUTRI DANNOJ PO�
WERHNOSTI�

eSLI WELINA POTOKA WEKTORA �EREZ WNE�N�� STORONU ZAMKNUTOJ PO�
WERHNOSTI POLOVITELXNA	 TO WNUTRI �TOJ POWERHNOSTI PREOBLADA�T IS�
TO�NIKI �WYDELQETSQ BOLX�E	 �EM POGLO�AETSQ	 I IZLI�KI WYTEKA�T
NARUVU��

eSLI WELI�INA �TOGO POTOKA OTRICATELXNA	 TO WNUTRI POWERHNOSTI
PREOBLADA�T STOKI �WYDELQETSQ MENX�E	 �EM POGLO�AETSQ	 I IDET PRI�
TOK IZWNE��

eSLI WELI�INA POTOKA RAWNA NUL�	 TO WNUTRI POWERHNOSTI ISTO��
NIKI I STOKI LIBO URAWNOWE�IWA�T DRUG DRUGA PO MO�NOSTI	 LIBO IH
TAM WOWSE NET�

� �� nAJTI POTOK WEKTORA �A � fpz � �x� ex � �y�
p
y � �zg �E�

REZ WNE�N�� STORONU ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI fx� � y� � z�� z � �g�
tAK KAK POWERHNOSTX ZAMKNUTA	 WOSPOLXZUEMSQ
FORMULOJ oSTROGRADSKOGO

p ��
Z
�	�

Z
� �A � �n�� d �

ZZ
�V �

Z
div �A � dv�

nAJDEM DIWERGENCI� WEKTORNOGO POLQ

div �A �


�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z

�
�

�
��
p
z � �x�

�x
�
��ex � �y�

�y
�
��
p
y � �z�

�z
� �� � � � � � ��

dIWERGENCIQ POLQ ESTX POSTOQNNAQ WELI�INA I W FIZI�ESKOM SMYSLE

��



POLE PREDSTAWLQET SOBOJ SPLO�NOJ ISTO�NIK S ODINAKOWOJ WO WSEH TO��
KAH UDELXNOJ MO�NOSTX�	 RAWNOJ � ED�
pOTOK WEKTORNOGO POLQ

p �
ZZ
�V �

Z
div �A � dv�� �

ZZ
�V �

Z
dv � � � VKONUSA�� � �

�
� �R� �H � � � ��� � ��
��

rADIUS R OSNOWANIQ KONUSA POLU�IM	 PRINQW W URAWNENII KONUSA
x��y��z� � z��� T�E� x��y���� � R��� wYSOTA KONUSA H���

� �� nAJTI POTOK WEKTORNOGO POLQ
�A � fyz � �x� x	 � y � z� xy� � z � �g �EREZ WNE�N�� STORONU SFERY

x� � y� � z� � �z�
nAJDEM DIWERGENCI� POLQ div �A �

�
��yz � �x�

�x
�
��x	 � y � z�

�y
�

�
��xy� � z � ��

�z
� �� � � � � � ���

dIWERGENCIQ POSTOQNNA I OTRICATELXNA I W FI�
ZI�ESKOM SMYSLE POLE PREDSTAWLQET SOBOJ SPLO��
NOJ STOK S ODINAKOWOJ WO WSEH TO�KAH UDELXNOJ

MO�NOSTX�	 RAWNOJ �� ED� wY�ISLENIE POTOKA
OPQTX SWEDETSQ K WY�ISLENI� OB�EMA�

p �
ZZ
�V �

Z
div �A � dv � �� �

ZZ
�V �

Z
dv � ��V�ARA � �� � �

�
�R	 � ���

�
��

dLQ OPREDELENIQ RADIUSA SFERY DOSTATO�NO W URAWNENII SFERY DO�
POLNITX DO POLNOGO KWADRATA

x� � y� � z� � �z � 
 �� x� � y� � �z � ��� � �� �� R � ��

� �� nAJTI POTOK POLQ �A � ��y � �x� ��i � �x � �� � �j � �
p
xy � �z� � �k

�EREZ WNE�N�� STORONU POWERHNOSTI TREUGOLXNOJ PIRAMIDY

�x � �y � z � � � 
� x � 
� y � 
� z � 
�

��



nAJDEM DIWERGENCI�

div �A �
���y � �x�

�x
�
��x � ��

�y
�

�
��
p
xy � �z�

�z
� �� � 
 � � � ���

p � ��
ZZ
�V �

Z
dv � �� � VPIRAMIDY �

� ���
�
j a � b � c j � �� � �

�
� � � � � � ����

tAK KAK DIWERGENCIQ POLQ QWLQETSQ KONSTANTOJ	 TO WY�ISLENIE POTOKA
SWELOSX K WY�ISLENI� OB�EMA PIRAMIDY �a� b� c� RAZMERY REBER��

� 	� nAJTI POTOK WEKTORA �A � ��z � y� � �j � �x � �z� � �k �EREZ WNE��
N�� STORONU ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI z � x��y���� x��y� � �� z 	 
�
nAJDEM DIWERGENCI� POLQ

div �A �
��
�

�x
�
���z � y�

�y
�
��x� �z�

�z
�

� 
 � � � � � ��

p�
ZZ
�V �

Z
div �A � dv��

ZZ
�V �

Z
dv�� � V�

hOTQ W DANNOM PRIMERE DIWERGENCIQ I QWLQETSQ POSTOQNNOJ WELI�INOJ	
NO GOTOWOJ FORMULY DLQ OB�EMA DANNOGO TELA NET	 PO�TOMU WY�ISLQ�
EM OB�EM S POMO�X� TROJNOGO INTEGRALA	 ISPOLXZUQ CILINDRI�ESKU�
SISTEMU KOORDINAT�

x � � cos�� y � � sin�� z � z� dv � dx dy dz � � d� d� dz�

z � x� � y� � � � z � �� � �� x� � y� � � �� � � ��


 � z � �� � �� 
 � � � ��� 
 � � � ��

V �
ZZ
�V �

Z
dv�

��Z
�

d�
�Z
�

�d�
��
�Z
�

dz���
�Z
�

�d�

�
�z

�����
��
�

�

�
A�

� ��
�Z
�

���� � ��d����
�Z
�

��	 � ���d����

�
���
�

� ��
�
A
�����
�

�
��� ���

tAKIM OBRAZOM	 p � � � �� �� � �
��

��



� 
� nAJTI POTOK POLQ

�A � fx���� �x � �� � cos z � �y� ey � �zg
�EREZ WNE�N�� STORONU ZAMKNUTOJ POWERHNOSTI

x��y����z� x� � y� � z��

nAJDEM DIWERGENCI� POLQ

div �A �
��x��� � �x � ��

�x
�
��� cos z � �y�

�y
�

�
��ey � �z�

�z
� x � � � �� � � x�

p �
ZZ
�V �

Z
div �A � dv �

ZZ
�V �

Z
x � dv�

dIWERGENCIQ POLQ NE QWLQETSQ WELI�INOJ POSTOQNNOJ	 PO�TOMU W DANNOJ
ZADA�E NEOBHODIMO RE�ITX TROJNOJ INTEGRAL OT FUNKCII DIWERGENCII

PO OB�EMU� dLQ RE�ENIQ INTEGRALA PEREJDEM K CILINDRI�ESKIM KOOR�
DINATAM�

x � � cos�� y � � sin�� z � z� dv � dxdydz � � d� d� dz�
x� � y� � � � z �� z � � � ��� x� � y� � z� �� z � ��
�� �� � � � � � �� � � z � �� ��� 
 � � � ��� 
 � � � ��

p �
��Z
�

d�
�Z
�

�d�
����Z
�

� cos�dz�
��Z
�

cos� d�
�Z
�

�� d�
����Z
�

dz � 
�

nE PROWODQ WY�ISLENIJ WNUTRENNIH INTEGRALOW	 MOVNO SDELATX WY�

WOD	 �TO INTEGRAL RAWEN NUL�	 TAK KAK
��R
�

cos� d� � sin� j��� � 
�

tAKIM OBRAZOM	 ESLI DIWERGENCIQ POLQ ESTX WELI�INA POSTOQNNAQ	 TO
WY�ISLENIE POTOKA SWODITSQ K WY�ISLENI� OB�EMA TELA	 OGRANI�EN�
NOGO DANNOJ ZAMKNUTOJ POWERHNOSTX�� w RQDE SLU�AEW	 KAK MY WIDIM	
MOVNO ISPOLXZOWATX FORMULY OB�EMOW TEL ��ARA	 CILINDRA	 KONUSA	
PIRAMIDY	 PARALLELEPIPEDA�	 IZWESTNYE IZ �LEMENTARNOJ GEOMETRII�
iSPOLXZOWANIE FORMULY oSTROGRADSKOGO OPRAWDANO I W SLU�AQH	 KOGDA
DIWERGENCIQ POLQ NE QWLQETSQ POSTOQNNOJ�

��



������ cIRKULQCIQ WEKTORA

o P R E D E L E N I E� cIRKULQCIEJ WEKTORNOGO POLQ WDOLX ZA�
MKNUTOGO GLADKOGO KONTURA �L� NAZYWAETSQ WELI�INA KRIWOLINEJNOGO
INTEGRALA OT SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ WEKTORA POLQ �A � fP� Q� Rg
NA �LEMENTARNYJ WEKTOR KASATELXNOJ K KONTURU �dl � fdx� dy� dzg�

c ��
Z
�L�

� �A � �dl��

rASPISAW SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW	
POLU�AEM FORMULU DLQ CIRKULQCII W KOOR�
DINATNOJ FORME

c ��
Z
�L�

P dx �Q dy �R dz�

wWEDEM PONQTIE ROTORA ILI WIHRQ WEKTORNOGO POLQ�

������ rOTOR �WIHRX� POLQ

rASSMOTRIM TO�KU M��x�� y�� z��� pOMESTIM TO�KU WNUTRX ZAMKNU�
TOGO KONTURA �L� I NATQNEM NA KONTUR NEKOTORU� POWERHNOSTX ��� PRO�
HODQ�U� �EREZ �TU TO�KU�
nAJDEM WELI�INU CIRKULQCII POLQ WDOLX KONTURA	 RAZDELIM POLU�

�ENNU� WELI�INU NA PLO�ADX POWERHNOSTI	 NATQNUTOJ NA KONTUR	 I
PEREJDEM K PREDELU PRI STQGIWANII KONTURA W TO�KU

lim
S��

�
��� �
S
�
Z
�L�

�A � �dl
�
��	 � �

���
rotA � �no� � pr 
n�

���
rotA�

w REZULXTATE TAKOJ OPERACII POLU�AEM PROEKCI� NEKOTOROGO WEKTO�
RA	 NAZYWAEMOGO ROTOROM	 NA ORT WEKTORA NORMALI K POWERHNOSTI�

o P R E D E L E N I E� rOTOROM	 ILI WIHREM	 WEKTORNOGO POLQ
�A � fP�Q�Rg W NEKOTOROJ TO�KE NAZYWAETSQ WEKTOR

���
rotA �

�����������

�i �j �k
�

�x

�

�y

�

�z
P Q R

�����������
�
�
�R

�y
��Q

�z
�

�P

�z
��R

�x
�

�Q

�x
��P

�y

�

��



wEKTORNYJ OPREDELITELX RASKRYWAETSQ KAK I OBY�NYJ �ISLOWOJ� nE�
OBHODIMO TOLXKO IMETX WWIDU	 �TO PROIZWEDENIE	 NAPRIMER	
�

�x
�Q SLEDUET PONIMATX KAK PROIZWODNU�

�Q

�x
�

fIZI�ESKIJ SMYSL ROTORA I CIRKULQCII�
s FIZI�ESKOJ TO�KI ZRENIQ NALI�IE NENULEWOGO WEKTORA�ROTORA SILO�
WOGO POLQ W TO�KE M��x�� y�� z�� HARAKTERIZUET SPOSOBNOSTX POLQ SO�
WER�ATX RABOTU PRI PEREME�ENII WDOLX ZAMKNUTOGO KONTURA	 OHWATY�
WA��EGO TO�KUM��x�� y�� z��� A WELI�INA CIRKULQCII PO KONTURU ESTX
RABOTA SILOWOGO POLQ�

����	� wY�ISLENIE CIRKULQCII WEKTORA�
fORMULY sTOKSA I gRINA

wY�ISLENIE CIRKULQCII WEKTORNOGO POLQ DLQ PROSTRANSTWENNOGO

KONTURA ESTX ZADA�A O WY�ISLENII KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA PO ZA�
MKNUTOMU KONTURU I �TU ZADA�U RACIONALXNEE PROWODITX S ISPOLXZOWA�
NIEM FORMUL sTOKSA �DLQ KONTURA W PROSTRANSTWE� I FORMULY gRINA

�DLQ PLOSKOGO KONTURA�� pRIWEDEM �TI FORMULY� fORMULA sTOKSA W

WEKTORNOJ FORME �PRIMENITELXNO K WY�ISLENI� CIRKULQCII�

c ��
Z
�L�

�A � �dl �
Z
�	�

Z
�
���
rotA � �n�� d�

fIZI�ESKIJ SMYSL FORMULY sTOKSA� cIRKULQCIQ WEKTORNOGO

POLQ WDOLX POLOVITELXNOGO NAPRAWLENIQ KONTURA RAWNA POTOKU WEKTORA

 ROTORA POLQ �EREZ L�BU� POWERHNOSTX	 NATQNUTU� NA DANNYJ KONTUR

fORMULA sTOKSA SWQZYWAET KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL PO ZAMKNUTOMU

KONTURU S POWERHNOSTNYM INTEGRALOM PO POWERHNOSTI	 NATQNUTOJ NA

�TOT KONTUR�
sOGLASNO FORMULE sTOKSA DLQ WY�ISLENIQ CIRKULQCII NUVNO SNA�

�ALA NAJTI ROTOR POLQ� pRI �TOM	 ESLI ROTOR OKAVETSQ NULEWYM WEK�
TOROM

����
rot A � f
� 
� 
g	 TO CIRKULQCIQ POLQ TOVDESTWENNO RAWNA NUL�

PO L�BOMU KONTURU�
eSLI ROTOR POLQ ESTX WEKTOR S POSTOQNNYMI KOORDINATAMI I KONTUR

INTEGRIROWANIQ LEVIT W NEKOTOROJ PLOSKOSTI	 TO ZADA�A O WY�ISLENII
CIRKULQCII SWEDETSQ K ZADA�E O WY�ISLENII PLO�ADI FIGURY	 OGRANI�
�ENNOJ KONTUROM�
�	



eSLI WEKTORNOE POLE  PLOSKOE	 TO EGO KOORDINATY �A � fP �x� y�� Q�x� y�g�
�LEMENTARNYJ WEKTOR KASATELXNOJ K KONTURU	 LEVA�EMU W �TOJ PLOS�

KOSTI IMEET KOORDINATY �dl � fdx� dyg�
sKALQRNOE PROIZWEDENIE � �A � �dl� � P �x� y� dx �Q�x� y� dy�

rOTOR POLQ BUDET RAWEN

���
rotA �

�����������

�i �j �k
�

�x

�

�y



P Q 


�����������
�
�

� 
�



�Q

�x
��P

�y

� �

eDINI�NYJ WEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI �W DANNOM SLU�AE �TO

PLOSKOSTX XOY � z � 
 IMEET KOORDINATY �n� � f
� 
� �g�
sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTORA ROTORA NA EDINI�NYE WEKTOR NOR�

MALI K POWERHNOSTI �
���
rotA � �n�� �



�Q

�x
� �P

�y

�
�

�LEMENT PLO�ADI POWERHNOSTI d � dx dy I FORMULA DLQ WY�IS�
LENIQ CIRKULQCII PRIMET WID

c ��
Z
�L�

� �A � �dl� ��
Z
�L�

P dx �Q dy �
Z

�D�

Z 

�Q

�x
� �P

�y

�
dx dy�

oNA QWLQETSQ �ASTNYM SLU�AEM FORMULY sTOKSA DLQ PLOSKOGO POLQ I

NAZYWAETSQ FORMULOJ gRINA� fORMULA gRINA SWQZYWAET KRIWOLINEJ�
NYJ INTEGRAL PO ZAMKNUTOMU KONTURU NA PLOSKOSTI S DWOJNYM INTEG�
RALOM PO PLOSKOJ OBLASTI	 OGRANI�ENNOJ �TIM KONTUROM�
rASSMOTRIM PRIMERY NA WY�ISLENIE CIRKULQCII �OBHOD KONTURA SO�
WER�AETSQ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII�

� �� nAJTI CIRKULQCI� WEKTORNOGO POLQ �A � x�i � z�j � x�k WDOLX

LINII PERESE�ENIQ CILINDRA x�� y� � � S PLOSKOSTX� �x� y� z � ��
��



�� nAHODIM KOORDINATY WEKTORA�ROTORA

���
rotA �

�����������

�i �j �k
�

�x

�

�y

�

�z
x z x

�����������
� f������ 
g�

�� nAHODIM EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI �no� kON�
TUR INTEGRIROWANIQ ESTX LINIQ PERESE�ENIQ CI�
LINDRA PLOSKOSTX� �x � y � z � � I CELIKOM

LEVIT W �TOJ PLOSKOSTI� wEKTOR WNE�NEJ NORMA�
LI PRI �TOM �N � f�� �� �g� A EDINI�NYJ WEKTOR
NORMALI �n� �

�p
�
f�� �� �g� iMEEM

c �
Z
�	�

Z
�
���
rotA � �no�d�

Z
�	�

Z
f������ 
gf�� �� �g �p

�
d�

��p
�

Z
�	�

Z
d�

zADA�A SWELASX K WY�ISLENI� PLO�ADI FIGURY	 OGRANI�ENNOJ �LLIP�
SOM� pROECIRUEM NA GORIZONTALXNU� PLOSKOSTX XOY � tAK KAK WEKTOR
NORMALI K PLOSKOSTI �LLIPSA SOSTAWLQET S OSX� OZ UGOL	 KOSINUS KO�

TOROGO cos � � �p
�
	 TO d �

dx dy

j cos �j �
p
� dx dy�

c�
��p
�

Z
�D�

Zp
� dx dy���

Z
�D�

Z
dx dy��� SKRUGA��� � � � ��������

� �� nAJTI CIRKULQCI� WEKTORA �A � yz�i � �xz�j � y��k WDOLX LI�
NII PERESE�ENIQ POWERHNOSTEJ SFERY x� � y� � z� � �� I CILINDRA

x� � z� � ��� �y 	 
��

�� nAHODIM KOORDINATY WEKTORA�ROTORA

���
rotA �

�����������

�i �j �k
�

�x

�

�y

�

�z
yz �xz y�

�����������
�
h
�y���y � ��xz��z

i
�i� h

�y���x � �yz��z
i
�j�

�
h
��xz��x � �yz��y

i
�k � f�y � �x� y� zg�

�




�� nAHODIM EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI�
sFERA x��y��z���� I CILINDR x��z����
W PRAWOJ POLUPLOSKOSTI �y 	 
� PERESEKA�TSQ

PO OKRUVNOSTI RADIUSA R � �	 LEVA�EJ W PLOS�
KOSTI y � �� dEJSTWITELXNO	 IZ RE�ENIQ SISTEMY

��
� x� � y� � z� � ��
x� � z� � ��

� �� � y� � �� �
y � ��

nAIBOLEE PROSTOJ POWERHNOSTX�	 KOTORU� MOVNO NATQNUTX NA KON�
TUR	 I QWLQETSQ PLOSKOSTX y � �� EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI K KOTOROJ
�n� � f
� �� 
g�

�� nAHODIM CIRKULQCI� PO FORMULE sTOKSA

c �
Z
�	�

Z
�
���
rotA � �no� d �

Z
�	�

Z
f��y � �x�� y� zg � f
� �� 
g d �

Z
�	�

Z
y d�

pEREHODIM K DWOJNOMU INTEGRALU PO PROEKCII NA�EJ POWERHNOSTI �PLOS�
KOSTI y � �� NA PLOSKOSTX XOZ� pROEKCIEJ BUDET KRUG D � x��z� � ��
RADIUcA R � �� �LEMENT PLO�ADI POWERHNOSTI d W TO�NOSTI SOWPADA�
ET SO SWOEJ PROEKCIEJ	 KOTORAQ RAWNA dx dz	 A ZNA�ENIE PEREMENNOJ y
NA POWERHNOSTI	 KAK MY WYQSNILI RANEE	 RAWNO �� pOLU�AEM

c �
Z
�	�

Z
y d �

������
d � dx dz�

y � �

������ �
Z

�D�

Z
� dx dz � � SKR� � � � �� � ����

� �� nAJTI MODULX CIRKULQCII WEKTORNOGO POLQ

�A � x� � z��i� �yz�j � y�k

WDOLX LINII PERESE�ENIQ POWERHNOSTEJ��
� z � � � ��x� � y���
z � ��

�� nAHODIM KOORDINATY WEKTORA  ROTORA

���
rotA �

��������������

�i �j �k
�

�x

�

�y

�

�z

x� � z� �yz y

��������������
�

��



�
h
�y��y � ��yz��z

i
�i� h

�y��x � �x� � z���z
i
�j �

h
��yz��x � �x� � z���y

i
�k �

� ��� �y��i� �z�j � 
 � �k � f� � �y� ��z� 
g�
�� nAHODIM EDINI�NYJ WEKTOR NORMALI�
kONTUR �L� W NA�EM SLU�AE ESTX OKRUVNOSTX 
LINIQ PERESE�ENIQ PARABOLOIDA z � ����x��y��
I PLOSKOSTI z � �� �TU PLOSKOSTX I ISPOLXZUEM
W KA�ESTWE POWERHNOSTI INTEGRIROWANIQ ��	 WEK�
TOR EDINI�NOJ NORMALI K KOTOROJ

�n� � f
� 
� �g�
�� nAHODIM SKALQRNOE PROIZWEDENIE

�
���
rotA ��no� � f���y� ��z� 
g�f
� 
� �g � ����y� �
����z� �
�
 �� � 
�

tOGDA CIRKULQCIQ

c �
Z
�	�

Z
�
���
rotA � �no� d �

Z
�	�

Z

 � d � 
�

� �� nAJTI CIRKULQCI� WEKTORA �A � f�x � y�� y�g WDOLX KONTURA
TREUGOLXNIKA ABC S WER�INAMI W TO�KAH A�
� 
�� B��� ��� C�
� ���

pOSKOLXKU MY IMEEM PLOSKOE POLE	 WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ gRINA

c ��
Z
�L�

� �A � �dl� ��
Z
�L�

P dx �Q dy �
Z

�D�

Z 

�Q

�x
� �P

�y

�
dx dy�

iMEEM

P �x� y� � �x� y��
�P

�y
� ��

Q�x� y� � y��
�Q

�x
� 
�

�Q

�x
� �P

�y
� ���

c � �
Z

�D�

Z
dx dy � �STREUG� � ���� � � � � � ���

pOSKOLXKU PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ POSTOQNNOJ WELI�INOJ	
��



WY�ISLENIE CIRKULQCII SWODITSQ K WY�ISLENI� PLO�ADI OBLASTI IN�
TEGRIROWANIQ� zDESX MY MOVEM WOSPOLXZOWATXSQ IZWESTNOJ IZ GEOMET�
RII FORMULOJ PLO�ADI TREUGOLXNIKA	 OSNOWANIE KOTOROGO AC � �	 A
WYSOTA KB � ��

� �� nAJTI CIRKULQCI� WEKTORNOGO POLQ
�A � f�x� y��� ��xy � �x � ��g WDOLX ZAMKNUTOJ KRIWOJ	 SOSTAWLENNOJ
LINIQMI y � x	� y � �� x � 
�

wOSPOLXZUEMSQ OPQTX FORMULOJ gRINA

P �x� y� � �x � y���
�P

�y
� �y�

Q�x� y� � �xy � �x � ��
�Q

�x
� � � �y�

�Q

�x
� �P

�y
� � � �y � �y � ��

tOGDA c � �
Z

�D�

Z
dx dy�

gOTOWOJ FORMULY DLQ WY�ISLENIQ PLO�ADI TAKOGO PARABOLI�ESKOGO

SEGMENTA NET	 PO�TOMU PRODOLVAEM WY�ISLENIE DWOJNOGO INTEGRALA

c � �
�Z
�

dx
�Z

x�

dy��
�Z
�

dx
�
y j�x�

�
��

�Z
�

�
��x	 � dx��

�
�x�x���� j����
�

� �� nAJTI CIRKULQCI� WEKTORNOGO POLQ
�A � x� y ��i� y� x ��j WDOLX ZAMKNUTOJ KRIWOJ x� � y� � ��

iMEEM

P �x� y� � x�y�
�P

�y
� x��

Q�x� y� � �y� x� �Q

�x
� �y��

�Q

�x
� �P

�y
� ��x� � y���

tOGDA

c � �
Z

�D�

Z
�x� � y�� dx dy�

pEREJDEM K POLQRNYM KOORDINATAM

x � � cos�� y � � sin�� dx dy � � d� d��
��



�x� � y�� � �� �� � � �� 
 � � � ��� 
 � � � ��

c � �
��Z
�

d�
�Z
�

���� � d� � �
��Z
�

d�
�Z
�

�	 d� � �����
�

� ����

����
� rABOTA W SILOWOM POLE

rANEE BYLO OTME�ENO	 �TO KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL ��GO RODA W FI�
ZI�ESKOM SMYSLE WYRAVAET RABOTU SILOWOGO POLQ� tO ESTX	 ESLI PERE�
MENNYJ WEKTOR SILY	 DEJSTWU��EJ SO STORONY POLQ NA MATERIALXNU�

TO�KU	 �F � P ��i � Q � �j � R � �k� TO RABOTA	 SOWER�AEMAQ POLEM PRI

PEREME�ENII TO�KI WDOLX NEKOTOROJ LINII �L�� RAWNA WELI�INE KRI�
WOLINEJNOGO INTEGRALA

A �
Z
�L�

� �F � �dl� �
Z
�L�

P � dx �Q � dy �R � dz�

w �ASTNOSTI	 DLQ PLOSKOGO POLQ

A �
Z
�L�

� �F � �dl� �
Z
�L�

P � dx �Q � dy�

zAMETIM	 �TO CIRKULQCIQ SILOWOGO POLQ ESTX NE �TO INOE	 KAK RABOTA	
SOWER�AEMAQ PO ZAMKNUTOMU KONTURU�
tAKIM OBRAZOM	 ESLI WY�ISLQETSQ RABOTA POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII	

TO	 KAK I W SLU�AE WY�ISLENIQ CIRKULQCII	 MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ

FORMULAMI sTOKSA I gRINA� eSLI KONTUR NE ZAMKNUT	 TO INTEGRAL WY�
�ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO�

� �� nAJTI RABOTU SILOWOGO POLQ �F � y ��i� �y � �x� ��j
PRI PEREME�ENII EDINICY MASSY PO DUGE PARABOLY y � ��x� OT TO�KI
A���� 
� DO TO�KI B�
� ���

rABOTA PLOSKOGO POLQ NAHODITSQ PO FORMULE

A �
Z
�L�

� �F � �dl� �
Z
�L�

P � dx �Q � dy �

�
Z
�L�

y � dx � �y � �x� � dy�

iZ URAWNENIQ KONTURA INTEGRIROWANIQ IMEEM y � � � x��
��



dy � ��x dx� �� � x � 
� pODSTAWLQEM W INTEGRAL

A �
�Z

��

��� x�� � dx � ��� x� � �x� � ���x� dx �

�
�Z

��

��x	 � �x� � �x � �� dx �

�
�x�
�
� �

�
x	 � x� � x

�
A
�����
�

��
� ��

�
�

� �� nAJTI RABOTU SILOWOGO POLQ �F � fx � �yg PRI PEREME�E�
NII EDINICY MASSY PO DUGE CIKLOIDY��

� x � a�t� sin t��
y � a��� cos t�

OT TO�KI A�
� 
� DO TO�KI B���a� 
��

rABOTU WY�ISLQEM PO FORMULE

A �
Z
�L�

� �F � �dl� �
Z
�L�

P � dx �Q � dy �
Z
�L�

x � dx � y � dy�

dELAEM ZAMENY�

������
x � a�t� sin t�� dx � a��� cos t� dt�
y � a��� cos t�� dy � a sin t dt�

������
tO�KE A�
� 
� SOOTWETSTWUET ZNA�ENIE PARAMETRA t � 
�
tO�KE B���a� 
� SOOTWETSTWUET ZNA�ENIE PARAMETRA t � ���

A �
��Z
�

� a�t� sin t� � a�� � cos t�� a��� cos t� � a sin t � dt �

� a�
��Z
�

�t � sin t � t cos t � sin t cos t� sin t � sin t cos t � dt �

� a�
��Z
�

�t � � sin t� t cos t� � sin t cos t � dt �

� a�
�
�t�
�
� � cos t� t sin t � cos t� �

sin� t

�

�
A
�����
��

�
�

iNTEGRAL
��R
�
t cos t dt BERETSQ PO �ASTQM�

lEGKO POKAZATX	 �TO WSE SLAGAEMYE W SKOBKAH	 KROME PERWOGO	 BUDUT
RAWNY NUL�	 PO�TOMU OSTANETSQ

A � a�
t�

�

�����
��

�
� a� � ��� � �a����

��



������ pROSTEJ�IE WEKTORNYE POLQ

sOLENOIDALXNOE ILI TRUB�ATOE POLE wEKTORNOE POLE NAZY�
WAETSQ SOLENOIDALXNYM ILI TRUB�ATYM	 ESLI DIWERGENCIQ RAWNA NUL�
WO WSEH TO�KAH POLQ

div �A � 
�

T�E� SOLENOIDALXNOE POLE  �TO POLE BEZ ISTO�NIKOW I STOKOW�
tOGDA	 SOGLASNO FORMULE oSTROGRADSKOGO�gAUSSA

p ��
Z
�	�

Z
� �A � �no� d �

ZZ
�V �

Z
div �A � dv � 
�

pOTOK �EREZ L�BU� ZAMKNUTU� POWERHNOSTX BUDET RAWEN NUL��
tE�ENIE W TAKOM POLE ANALOGI�NO TE�ENI� W

TRUBE S NEPRONICAEMYMI STENKAMI� dLQ TA�
KOGO POLQ WWODITSQ PONQTIE WEKTORNOJ TRUB�
KI� eSLI WZQTX ZAMKNUTYJ KONTUR I �EREZ

KAVDU� TO�KU KONTURA PROWESTI WEKTORNYE

LINII �LINII TOKA	 KOTORYE W SOLENOIDNOM
POLE NIGDE DRUG S DRUGOM NE PERESEKA�TSQ�	
POLU�ITSQ �TO�TO WRODE TRUBKI	 �EREZ STEN�
KI KOTOROJ NI�EGO NE WTEKAET I NE WYTEKAET�
pOTOK �EREZ L�BOE SE�ENIE TAKOJ TRUBKI ODINAKOW� sKOLXKO W TRUBKU

W ODNO SE�ENIE S� WTEKAET	 STOLXKO VE �EREZ DRUGOE SE�ENIE S� WYTEKA�
ET�
dLQ TOGO	 �TOBY DOKAZATX	 �TO POLE QWLQETSQ TRUB�ATYM ILI SOLENO�

IDALXNYM	 NUVNO UBEDITXSQ W TOM	 �TO DIWERGENCIQ POLQ RAWNA NUL��
nAPRIMER�

�A � ��x� � ey� ��i � �cos z � �xy� ��j � �
p
xy � ��xz� � �k�

div �A �
�P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z
� ��x � �x� ��x � 
�

wYWOD� DANNOE POLE QWLQETSQ SOLENOIDALXNYM�

pOTENCIALXNOE POLE� pOTENCIAL� pOTENCIALXNYM	 ILI BEZ�
WIHREWYM	 POLEM NAZYWAETSQ WEKTORNOE POLE	 W KOTOROM

����
rot A � 
� ILI

����
rot A � f
� 
� 
g

��



pOTENCIALXNOE POLE OBLADAET SLEDU��IMI HARAKTERNYMI SWOJSTWAMI�

�� cIRKULQCIQ POTENCIALXNOGO POLQ PO L�BOMU KONTURU RAWNA NUL��

�� rABOTA W POTENCIALXNOM SILOWOM POLE NE ZAWISIT OT PUTI	 A ZA�
WISIT TOLXKO OT KONE�NOJ I NA�ALXNOJ TO�EK�

�� wSQKOE POTENCIALXNOE POLE MOVNO HARAKTERIZOWATX NE TREMQ SKA�
LQRNYMI FUNKCIQMI	 OPREDELQ��IMI KOORDINATY WEKTORA POLQ

�A � P �x� y� z� ��i � Q�x� y� z� ��j � R�x� y� z� � �k�
A WSEGO ODNOJ FUNKCIEJ U � U�x� y� z�� NAZYWAEMOJ POTENCIALOM

POLQ� pRI �TOM KOORDINATY WEKTORA POLQ SWQZANY S POTENCIALOM POLQ

RAWENSTWAMI

P �x� y� z� �
�U

�x
� Q�x� y� z� �

�U

�y
� R�x� y� z� �

�U

�z
�

�� eSLI POLE QWLQETSQ SILOWYM	 TO RABOTA W POTENCIALXNOM POLE

RAWNA RAZNOSTI POTENCIALOW W KONE�NOJ I NA�ALXNOJ TO�KAH PUTI�

gARMONI�ESKOE POLE� oPERATOR lAPLASA� wEKTORNOE POLE NA�
ZYWAETSQ GARMONI�ESKIM	 ESLI

div �A � 
�
���
rotA � 
�

gARMONI�ESKOE POLE  �TO POLE BEZWIHREWOE I BEZ ISTO�NIKOW I STOKOW�
gARMONI�ESKOE POLE QWLQETSQ ODNOWREMENNO TRUB�ATYM I POTENCIALX�
NYM�

hARAKTERNOJ OSOBENNOSTX� TAKOGO POLQ QWLQETSQ TO	 �TO POLE MOVNO
HARAKTERIZOWATX POTENCIALOM U � U�x� y� z�� QWLQ��IMSQ GARMONI�
�ESKOJ FUNKCIEJ	 T�E� FUNKCIEJ	 UDOWLETWORQ��EJ URAWNENI� lAPLA�
SA

��U

�x�
�
��U

�y�
�
��U

�z�
� 
 ILI �U � 
�

GDE	 TAK NAZYWAEMYJ	 OPERATOR lAPLASA � OPREDELQETSQ PO SLEDU��EJ

SIMWOLI�ESKOJ FORMULE

� �
��

�x�
�

��

�y�
�

��

�z�
�

bOLX�INSTWO REALXNYH FIZI�ESKIH POLEJ QWLQ�TSQ GARMONI�ESKIMI

I HARAKTERIZU�TSQ GARMONI�ESKIMI POTENCIALAMI�

��



oPERATOR gAMILXTONA� oPERATOROM gAMILXTONA ILI NABLA�WEKTOROM
��r� NAZYWA�T SIMWOLI�ESKIJ WEKTOR

�r �
�

�x
�i �

�

�y
�j �

�

�z
�k�

s POMO�X� DANNOGO OPERATORA MOVNO KRATKO ZAPISYWATX RAZLI�NYE

WEKTORNYE DIFFERENCIALXNYE OPERACII ��GO PORQDKA�
tAK	 ESLI ZADANO WEKTORNOE POLE �A � fP� Q� Rg I SKALQRNAQ FUNKCIQ
U � U�x� y� z�� TO

�� �r U �
�
�

�x
�
�

�y
�
�

�z

�
�U �

�
�U

�x
�
�U

�y
�
�U

�z

�
�
�����
grad U�

�� �r � �A �
�
�

�x
�
�

�y
�
�

�z

�
� fP� Q� Rg � �P

�x
�
�Q

�y
�
�R

�z
� div �A�

�� �r� �A �
�
�

�x
�
�

�y
�
�

�z

�
� fP� Q� Rg �

�����������

�i �j �k
�

�x

�

�y

�

�z
P Q R

�����������
�
���
rotA�

iTAK� �r U �
�����
grad U� �r � �A � div �A� �r� �A �

���
rotA�

lEGKO POKAZATX	 �TO
��
��������
rot grad U � �r� �r � U � 
  POLE WEKTORA GRADIENTA WSEGDA QW�

LQETSQ POTENCIALXNYM�

�� div
����
rot A � r � ��r� �A� � 
  WEKTORNOE POLE ROTORA WSEGDA TRUB�

�ATOE�
oTMETIM	 �TO WOZMOVNO NAHOVDENIE

���
grad TOLXKO OT SKALQRNYH WELI�

�IN	 A
��
rot I div TOLXKO OT WEKTORNYH	 A TAKVE	 �TO W REZULXTATE NA�

HOVDENIQ
���
grad I

��
rot POLU�AETSQ WEKTORNAQ WELI�INA	 A W REZULXTATE

NAHOVDENIQ div  SKALQRNAQ�

�		



���� sKALQRNOE POLE

������ pONQTIE SKALQRNOGO POLQ

gOWORQT	 �TO W NEKOTOROJ OBLASTI PLOSKOSTIXOY ZADANO SKALQRNOE

POLE	 ESLI W KAVDOJ TO�KE �TOJ OBLASTI OPREDELENA NEKOTORAQ FUNKCIQ
DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH

U � f�x� y��

gOWORQT	 �TO W NEKOTOROJ OBLASTI ��H MERNOGO PROSTRANSTWA ZADANO

SKALQRNOE POLE	 ESLI W KAVDOJ TO�KE �TOJ OBLASTI OPREDELENA NEKOTO�
RAQ FUNKCIQ TREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH

U � f�x� y� z��

fIZI�ESKIMI PRIMERAMI SKALQRNYH POLEJ MOGUT SLUVITX

 POLE TEMPERATUR NERAWNOMERNO NAGRETOGO TELA T �T �x� y� z��
 POLE ATMOSFERNOGO DAWLENIQ NA NEKOTOROM U�ASTKE ZEMNOJ POWERH�

NOSTI P � P �x� y��
 POLE RASPREDELENIQ WYSOTY POWERHNOSTI NAD UROWNEM MORQ

H � H�x� y��
 POTENCIAL �LEKTRI�ESKOGO ILI MAGNITNOGO POLQ WOKRUG PROWODNI�

KA S TOKOM � � ��x� y� z��
wAVNEJ�IMI HARAKTERISTIKAMI SKALQRNYH POLEJ	 ZNANIE KOTORYH

POZWOLQET NAGLQDNO PREDSTAWLQTX I ANALIZIROWATX IH	 QWLQ�TSQ SLE�
DU��IE�

�� lINII I POWERHNOSTI UROWNQ�
�� pROIZWODNAQ POLQ W TO�KE W ZADANNOM NAPRAWLENII�
�� gRADIENT POLQ�

oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA �TIH PONQTIQH�

������ lINII I POWERHNOSTI UROWNQ

lINIEJ UROWNQ SKALQRNOGO POLQ U � U�x� y� NAZYWAETSQ LINIQ NA

PLOSKOSTI	 SOEDINQ��AQ TO�KI RAWNYH ZNA�ENIJ FUNKCII	 T�E� SEMEJ�
STWO LINIJ UROWNQ NA PLOSKOSTI OPREDELQETSQ URAWNENIEM

U�x� y� � const�
�	�



w SLU�AE PROSTRANSTWENNOGO POLQ GOWORQT O POWERHNOSTQH UROWNQ 
POWERHNOSTQH	 NA KOTORYH FUNKCIQ PRINIMAET ODINAKOWYE ZNA�ENIQ�
uRAWNENIQ POWERHNOSTEJ UROWNQ� U�x� y� z� � const�

fIZI�ESKIE PRIMERY LINIJ I POWERHNOSTEJ UROWNQ�

 IZOTERMY	 IZOBARY W METEOROLOGII	

 GORIZONTALI W KARTOGRAFII	

 �KWIPOTENCIALXNYE LINII I POWERHNOSTI W TEORII �LEKTROMAGNE�
TIZMA�

zADA�A nAJTI I IZOBRAZITX LINII I POWERHNOSTI UROWNQ SKALQR�
NYH POLEJ�

� �� U � x� � y��
sEMEJSTWO LINIJ UROWNQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM

x� � y� � C� �� x�

C
� y�

C
� ��

�TO SEMEJSTWO RAWNOBOKIH GIPERBOL S ASIMPTOTAMI y � x� y � �x�
w ZAWISIMOSTI OT ZNAKA WZQTOJ KONSTANTY C DEJSTWITELXNOJ OSX� GI�
PERBOL MOVET BYTX I OSX OX� I OSX OY� �rIS�a�

rIS� a rIS� b
rIS� c

� �� U �
x

x� � y�
�

sEMEJSTWO LINIJ UROWNQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM
x

x� � y�
� C� �� x� � y� �

x

C
�

�TO SEMEJSTWO OKRUVNOSTEJ S CENTROM	 SME�ENNYM PO OSI WLEWO ILI

WPRAWO W ZAWISIMOSTI OT ZNAKA C NA WELI�INU j���Cj
I RADIUSOM R �

�

��C��
� �rIS�b�

�	




� �� U �
z

x� � y�
�

sEMEJSTWO POWERHNOSTEJ RAWNOGO UROWNQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM
z

x� � y�
� C� �� z � C�x� � y���

�TO SEMEJSTWO PARABOLOIDOW	 S WER�INAMI W NA�ALE KOORDINAT I SX�
SIMMETRII OZ� �rIS�c� w ZAWISIMOSTI OT ZNAKA C PARABOLOIDY MOGUT

BYTX NAPRAWLENY WWERH ILI WNIZ�

������ pROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI�

pUSTX W NEKOTOROJ OBLASTI ��H MERNOGO PROSTRANSTWA	 SODERVA�EJ
TO�KUM��x�� y�� z��� ZADANA DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQU � U�x� y� z��
pROSLEDIM ZA EE IZMENENIEM PRI PEREME�ENII IZ TO�KI M��x�� y�� z�� W
ZADANNOM NAPRAWLENII	 HARAKTERIZUEMOM EDINI�NYM WEKTOROM �lo� OB�
RAZU��IM S OSQMI KOORDINAT OX� OY� OZ UGLY �� �� � SOOTWET�
STWENNO�

o P R E D E L E N I E� pROIZWODNOJ SKALQRNOJ FUNKCII U�x� y� z�
PO NAPRAWLENI� �l W TO�KE M��x�� y�� z�� NAZYWAETSQ KONE�NYJ PRE�
DEL OTNO�ENIQ PRIRA�ENIQ �U FUNKCII PRI PEREME�ENII IZ TO�KI

M��x�� y�� z�� W NAPRAWLENII WEKTORA �l K WELI�INE �TOGO PEREME�ENIQ
� PRI STREMLENII WELI�INY PEREME�ENIQ K NUL�

�U

�l
� lim

���

�U

�
�

pROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI� WY�ISLQETSQ PO FORMULE

�U

�l
�
�U

�x
� cos� �

�U

�y
� cos � �

�U

�z
� cos ��

GDE
�U

�x
�

�U

�y
�

�U

�z
� �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U�x� y� z��

WY�ISLENNYE W TO�KE M�� cos�� cos �� cos � � NAPRAWLQ��IE

�	�



KOSINUSY NAPRAWLENIQ �l ILI �TO TOVE  KOORDINATY EGO ORTA

�lo � fcos�� cos �� cos �g�
eSLI IZWESTNY KOORDINATY WEKTORA �l � f x� y� z g� TO EGO NAPRAWLQ��
�IE KOSINUSY NAHODQTSQ PO FORMULAM

cos� � x
j 
l j� cos � � y

j 
l j � cos � � z
j 
l j� j �l j � p

x� � y� � z��

w �ASTNOM SLU�AE PROIZWODNAQ PLOSKOGO SKALQRNOGO POLQ U�x� y� W TO��
KE M��x�� y�� PO NAPRAWLENI�	 SOSTAWLQ��EMU S OSQMI KOORDINAT OX
I OY UGLY � I � SOOTWETSTWENNO	 WYRAVAETSQ FORMULOJ

�U

�l
�

�U

�x
� cos� �

�U

�y
� cos ��

tAK KAK NA PLOSKOSTI UGLY � I � SWQZANY SOOTNO�ENIEM

� � ��� � �� TO MOVNO ZAPISATX

�U

�l
�
�U

�x
� cos� �

�U

�y
� sin��

w FIZI�ESKOM SMYSLE PROIZWODNAQ SKALQRNOJ FUNKCII W DANNOJ

TO�KE PO ZADANNOMU NAPRAWLENI� ESTX SKOROSTX IZMENENIQ �TOJ FUNK�
CII W DANNOJ TO�KE PO UKAZANNOMU NAPRAWLENI��

dLQ WY�ISLENIQ PROIZWODNOJ SKALQRNOGO POLQ W DANNOJ TO�KE PO

DANNOMU NAPRAWLENI� NEOBHODIMO�
a� nAJTI ZNA�ENIQ WSEH �ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA W

DANNOJ TO�KE�
b� iZ USLOWIJ ZADA�I	 ESLI NE ZADANO SRAZU	 NAJTI EDINI�NYJ WEKTOR

�ORT� ZADANNOGO NAPRAWLENIQ �lo�
c� wY�ISLITX PROIZWODNU� SOGLASNO PRIWEDENNYM WY�E FORMULAM�

rASSMOTRIM PRIMERY�

� �� nAJTI PROIZWODNU� SKALQRNOGO POLQ U � �x� � �xy W TO�KE

M����� �� W NAPRAWLENII	 SOSTAWLQ��EM S OSX� OX UGOL � � �����

a� nAHODIM �ASTNYE PROIZWODNYE I IH ZNA�ENIQ W TO�KE M�

�U

�x

�
M�

� �x � �y jx���� y�� � ����
�	�





�U

�y

�
M�

� ��x jx���� y�� � ��

b� nAPRAWLENIE NA PLOSKOSTI ZADANO UGLOM �� nAHODIM

cos� � cos������ � ����� sin� � sin������ �
p
����

c� pODSTAWLQEM WSE POLU�ENNYE ZNA�ENIQ W FORMULU DLQ PROIZWODNOJ

PO NAPRAWLENI� DLQ SLU�AQ PLOSKOGO POLQ

�U

�l
�
�U

�x
� cos� �

�U

�y
� sin� � ��� � ��

�
� � �

p
�

�
� �� � �

p
� 
 ��� ��

� �� nAJTI PROIZWODNU� SKALQRNOGO POLQ U � x
p
y� z�y��z W TO�KE

M���� �� ��� W NAPRAWLENII OT TO�KI M� K TO�KE M�������� ���

a� nAHODIM �ASTNYE PROIZWODNYE I IH ZNA�ENIQ W TO�KE M�

�U

�x

�
M�

�
p
y jM�

� ��


�U

�y

�
M�

�

�
� x

�
p
y
� z�

�
A jM�

�
�

�
� � � ��� ��



�U

�z

�
M�

� ���zy � �� jM�
� � � � � ��

b� nAHODIM WEKTOR NAPRAWLENIQ����
M�M� � f�� � ���� � �� � � ����g � f������ �g�

nAHODIM EDINI�NYJ WEKTOR	 DELQ KAVDU� KOORDINATU WEKTORA NA EGO

DLINU

�lo �

����
M�M�

j����M�M�j
� f� �p

��
� � �p

��
�

�p
��
g � f� �p

�
� � �p

�
�

�p
�
g�

tAKIM OBRAZOM	 NAPRAWLQ��IE KOSINUSY

cos� � � �p
�
� cos � � � �p

�
� cos � �

�p
�
�

c� wY�ISLQEM PROIZWODNU� PO NAPRAWLENI�
�U

�l
�
�U

�x
� cos��

�U

�y
� cos � �

�U

�z
� cos � �

� � �


� �p

�

�
� �� � �



� �p

�

�
� � � �p

�
�

��� �p
�

 �� ���

�	�



� �� nAJTI PROIZWODNU� SKALQRNOGO POLQ

U � ln�� � x� � y�� �
q
x� � y� W TO�KE M���� 
� ��� W NAPRAWLENII

WEKTORA NORMALI K POWERHNOSTI

S � x�� �x��y�� z� � �z��� OBRAZU��EGO OSTRYJ UGOL S OSX� OZ�

a� nAHODIM �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U�x� y� z� W TO�KE M�

�U

�x

�
M�

�



�x

� � x� � y�
� xp

x� � z�

�
M�

�
�

�

� �p

��
� 
�



�U

�y

�
M�

�



�y

� � x� � y�

�
M�

� 
�



�U

�z

�
M�

� �



zp
x� � z�

�
M�

� � ��p
��

�
�

�
�

b� nAHODIM WEKTOR NAPRAWLENIQ� kAK IZWESTNO	 KOORDINATAMI WEKTORA
NORMALI K POWERHNOSTI	 ZADANNOJ URAWNENIEM S �
F �x� y� z� � 
 QWLQ�TSQ �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII F �x� y� z�� T�E�
�N � fF �

x� F
�
y� F

�
zg�

nAHODIM WEKTOR NORMALI K ZADANNOJ POWERHNOSTI

S � x� � �x � �y� � z� � �z � � �

F �x� y� z��x���x��y��z���z�� � �N�f��x���� ��y� ��z���g�
wY�ISLQEM KOORDINATY WEKTORA NORMALI W DANNOJ TO�KE

M���� 
� ��� � �N � f
� 
� ���g�
nAHODIM EDINI�NYJ WEKTOR	 DELQ KAVDU� KOORDINATU WEKTORA NA EGO

DLINU

�j �Nj � ��� � �lo � f
� 
� ��g�
tAK KAK W USLOWII ZADA�I SKAZANO	 �TO WEKTOR NORMALI DOLVEN OBRAZO�
WYWATX S OS� OZ OSTRYJ UGOL	 TO KOORDINATA z DOLVNA BYTX POLOVI�
TELXNOJ	 PO�TOMU BEREM PROTIWOPOLOVNYJ WEKTOR

�lo � f
� 
� �g�
tAKIM OBRAZOM	 NAPRAWLQ��IE KOSINUSY

cos� � 
� cos � � 
� cos � � ��
c� wY�ISLQEM PROIZWODNU� PO NAPRAWLENI�

�U

�l
�
�U

�x
� cos� �

�U

�y
� cos � �

�U

�z
� cos � � 
 � 
 � 
 � 
 � �

�
� � � 
� ��

�	�



������ wEKTOR�GRADIENT SKALQRNOGO POLQ

o P R E D E L E N I E� wEKTOROM�GRADIENTOM SKALQRNOGO POLQ

U�x� y� z� W DANNOJ TO�KE NAZYWAETSQ WEKTOR	 KOORDINATAMI KOTOROGO
SLUVAT ZNA�ENIQ �ASTNYH PROIZWODNYH FUNKCII POLQ W �TOJ TO�KE�

�����
grad U �

�
�U

�x
�
�U

�y
�
�U

�z

�
�

iLI �����
grad U �

�U

�x
��i �

�U

�y
��j �

�U

�z
� �k�

dLQ PLOSKOGO POLQ U�x� y�

�����
grad U �

�
�U

�x
�

�U

�y

�
�

iLI �����
grad U �

�U

�x
��i �

�U

�y
��j�

nAPOMNIM E�E RAZ	 �TO �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U WY�ISLQ�TSQ

W TO�KE TO�KE M��

sOPOSTAWIW OPREDELENIQ WEKTORA�GRADIENTA I PONQTIQ PROIZWODNOJ PO
NAPRAWLENI� I LINIJ �POWERHNOSTEJ� UROWNQ	 MOVNO SDELATX SLEDU��
�IE WAVNYE WYWODY	 OB�QSNQ��IE SUTX WEKTORA�GRADIENTA�

�� wEKTOR�GRADIENT W KAVDOJ TO�KE POLQ NAPRAWLEN PERPENDIKULQR�
NO K LINII �POWERHNOSTI� UROWNQ	 PROHODQ�EJ �EREZ DANNU� TO�KU�

�� wELI�INA PROIZWODNOJ W TO�KE PO NAPRAWLENI� ESTX PROEKCIQ

WEKTORA�GRADIENTA POLQ W DANNOJ TO�KE NA DANNOE NAPRAWLENIE�

�� wELI�INA WEKTORA�GRADIENTA �EGO MODULX� ESTX NAIBOLX�AQ IZ

WSEH PROIZWODNYH W DANNOJ TO�KE PO WSEM NAPRAWLENIQM�

nAPRAWLENIE WEKTORA�GRADIENTA PRI �TOM ESTX NAPRAWLENIE	 W KOTO�
ROM POLE RASTET S NAIBOLX�EJ SKOROSTX��

rASSMOTRIM PRIMERY�

�	�



� �� nAJTI WELI�INU I NAPRAWLENIE WEKTORA�GRADIENTA POLQ

U � xz� �px	y W TO�KE M���� �� ���

nAHODIM �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U�x� y� z� I WY�ISLQEM IH W

ZADANNOJ TO�KE M�

�U

�x
� z� � �

p
xy

�

�����
M�

� ���
�U

�y
� �

p
x	

�
p
y

�����
M�

� ��� �U

�z
� �xz

�����
M�

� ���

zAPISYWAEM WEKTOR�GRADIENT

�����
grad U � �� ��i� � ��j � �� � �k � f��� ��� ��g�

nAHODIM DLINU WEKTORA�GRADIENTA

j �����grad U j �
q
��� � ����� � ��� �

p
��� 
 �
� ���

nAPRAWLENIE WEKTORA�GRADIENTA ZADAETSQ EGO NAPRAWLQ��IMI KOSI�
NUSAMI

cos� �
��p
���

� cos � � � �p
���

� cos � �
��p
���

�

� �� nAJTI WELI�INU I NAPRAWLENIE NAIBOLX�EJ SKOROSTI IZMENENIQ

SKALQRNOGO POLQ U �
xy�

z	
W TO�KAH M���� �� ��� I M���� ��� ���

tAK KAK POLE RASTET S NAIBOLX�EJ SKOROSTX� W NAPRAWLENII WEKTORA�
GRADIENTA	 TO DANNAQ ZADA�A SWODITSQ K NAHOVDENI� GRADIENTOW ZA�
DANNOJ FUNKCII	 T�E� IH DLIN I NAPRAWLQ��IH KOSINUSOW W UKAZANNYH
TO�KAH�

nAHODIM �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U�x� y� z� I WY�ISLQEM IH W
TO�KE M�

�U

�x
�
y�

z	

�����
M�

�
�

�� � ��

�
�

�U

�y
�

�xy

z	

�����
M�

�
��

�� � ��

�
�

�U

�z
� ��xy�

z�

�����
M�

� ���

��
� ��

�
�

gRADIENT W TO�KEM�
�����
grad U � ��

�
��i��

�
��j��

�
��k � f����� ����� ���� g�

�	�



mODULX WEKTORA�GRADIENTA � WELI�INA NAIBOLX�EJ SKOROSTI IZMENE�
NIQ FUNKCII W TO�KE M� BUDET RAWEN

j�����grad U j �
vuut�

�
�

�

�
�

��

��
�

vuut���

��
�

��

�
� �� ���

nAPRAWLENIE WEKTORA�GRADIENTA W TO�KE M� HARAKTERIZUETSQ EGO NA�
PRAWLQ��IMI KOSINUSAMI

cos��� ���

����
�

�

��
� cos ��� ���

����
�� �

��
� cos ��� ���

����
�� �

��
�

wY�ISLQEM �ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII U�x� y� z� W TO�KE M�

�U

�x
�
y�

z	

�����
M�

� ��
�U

�y
�

�xy

z	

�����
M�

� ��� �U

�z
� ��xy�

z�

�����
M�

� ���

gRADIENT W TO�KE M�

�����
grad U � � ��i� � ��j � � � �k � f�� ��� �� g�

mODULX WEKTORA�GRADIENTA � WELI�INA NAIBOLX�EJ SKOROSTI IZMENE�
NIQ FUNKCII W TO�KE M� BUDET RAWEN

j�����grad U j � p
� � �� � �� �

p
�� 
 �� ���

nAPRAWLENIE WEKTORA�GRADIENTA W TO�KE M� HARAKTERIZUETSQ EGO NA�
PRAWLQ��IMI KOSINUSAMI

cos� �
�p
��

� cos � � � �p
��

� cos � � � �p
��
�

sRAWNIWAQ WELI�INY WEKTOROW�GRADIENTOW	 MOVNO SKAZATX	 �TO NAI�
BOLX�AQ SKOROSTX IZMENENIQ FUNKCII W TO�KE M� PRIMERNO W �	� RAZA
BOLX�E	 �EM NAIBOLX�AQ SKOROSTX IZMENENIQ FUNKCII W TO�KE M��

�	�



g L A W A �� kompleksnye �isla I funkcii

���� kOMPLEKSNYE �ISLA

������ pONQTIE KOMPLEKSNOGO �ISLA

w MNOVESTWE DEJSTWITELXNYH �ISEL DEJSTWIE IZWLE�ENIQ KORNQ �ET�
NOJ STEPENI IZ OTRICATELXNOGO �ISLA NEWYPOLNIMO� wYRAVENIQp��� p��� �

p�� NE IME�T SMYSLA I	 PO�TOMU	 URAWNENIQ
x� � � � 
� x� � �� � 
� x� � �x � �� � 


NA �TOM MNOVESTWE RE�ENIJ NE IME�T� dLQ TOGO	 �TOBY SDELATX WOZ�
MOVNYM IZWLE�ENIE KORNQ �ETNOJ STEPENI IZ OTRICATELXNOGO �ISLA

MNOVESTWO DEJSTWITELXNYH �ISEL BYLO RAS�IRENO DOBAWLENIEM K NE�
MU MNOVESTWA MNIMYH �ISEL�
o P R E D E L E N I E �� �ISLO� KWADRAT KOTOROGO RAWEN ���

NAZYWAETSQ MNIMOJ EDINICEJ I OBOZNA�AETSQ BUKWOJ i� t�E�

i� � �� � p�� � �i�
iTAK�

p�� � ��i� p��� � ��i� p�� �
p
� �p�� � �p� i I T�P�

o P R E D E L E N I E �� �ISLO WIDA z � x � i y� GDE x� y� DEJ�
STWITELXNYE �ISLA� A i� MNIMAQ EDINICA� NAZYWAETSQ KOMPLEKSNYM
�ISLOM�

�ISLO x NAZYWAETSQ DEJSTWITELXNOJ �ASTX� KOMPLEKSNOGO �ISLA

I OBOZNA�AETSQ x � Re z � Re �x � i y��
�ISLO y � NAZYWAETSQ MNIMOJ �ASTX� �ISLA I OBOZNA�AETSQ

y � Im z � Im �x� i y��
dWA KOMPLEKSNYH �ISLA z� � x� � i y� I z� � x� � i y� RAWNY TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA RAWNY IH DEJSTWITELXNYE I MNIMYE �ASTI

z� � z� �� x� � x�� y� � y��

w MNOVESTWE KOMPLEKSNYH �ISEL L�BOE KWADRATNOE URAWNENIE	 W TOM
�ISLE I S OTRICATELXNYM DISKRIMINANTOM	 IMEET RE�ENIQ

� x� � � � 
 � x� � �� � x��� � �i�
� x� � � � 
 � x� � �� � x��� � �� i�
� x� � �� � 
� �x� ���x� ���x� � �� � 
� x��� � ��� x	�� � ��i
� x� � �x� �� � 
� x��� � �� �p��� � �� � �

p�� � �� � � i�
� x� � �x � �� � 
� x��� � �� �p� � �� � �� �p�� � �� � �i

��	



������ aLGEBRAI�ESKAQ FORMA ZAPISI
KOMPLEKSNOGO �ISLA

zAPISX KOMPLEKSNOGO �ISLA W WIDE z � x� i y
NAZYWAETSQ ALGEBRAI�ESKOJ FORMOJ ZAPISI KOMPLEKSNOGO �ISLA�
o P R E D E L E N I E �� kOMPLEKSNOE �ISLO� IME��EE TU VE

DEJSTWITELXNU� I PROTIWOPOLOVNU� PO ZNAKU MNIMU� �ASTX� NAZY�
WAETSQ KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYM S �ISLOM z � x�i y I OBOZNA�AETSQ
z � x� i y � x � i y�

o P R E D E L E N I E �� �ISLO
p
x� � y� NAZYWAETSQ MODULEM �ISLA

z � x� iy I OBOZNA�AETSQ jzj� ILI r �

jzj � r �
p
x� � y��

o�EWIDNO	 �TO MODULX KOMPLEKSNOGO �ISLA ESTX WSEGDA NEOTRICATELX�
NOE DEJSTWITELXNOE �ISLO jzj 	 
�
aLGEBRAI�ESKAQ FORMA ZAPISI O�ENX UDOBNA PRI PROWEDENII ARIF�

METI�ESKIH OPERACIJ NAD KOMPLEKSNYMI �ISLAMI	 T�K� ONI ANALOGI�NY
ARIFMETI�ESKIM OPERACIQM NAD ALGEBRAI�ESKIMI DWU�LENAMI�

sLOVENIE �WY�ITANIE� KOMPLEKSNYH �ISEL� pRI SLOVENII

�WY�ITANII� DWUH KOMPLEKSNYH �ISEL SKLADYWA�TSQ �WY�ITA�TSQ�
SOOTWETSTWENNO IH DEJSTWITELXNYE I MNIMYE �ASTI�

� ��� �i� � �� � �i� � �� � �� � i��� � �� � � � i�
� ��� �i�� �� � �i� � ��� �� � i��� � �� � � � �i�

uNOVENIE KOMPLEKSNYH �ISEL� kOMPLEKSNYE �ISLA UMNOVA�
�TSQ KAK ALGEBRAI�ESKIE DWU�LENY� NO PRI �TOM NEOBHODIMO U�ESTX�
�TO i� � ��� A ZATEM PRIWESTI PODOBNYE �LENY

� ��� �i��� � �i� � � � �i � �i � ��i� � � � �i � �� � �� � �i�
� ��� �i��� � �i� � � � ��i � �
i� �
i� � � � �i� �
 � �� � �i�
� ��� �i�� � �� � ��i � �i� � �� � ��i � � � �� ��i�
� � �� � i� � � �� � �i� � �� �i � �
 � �
i � �� � �i�
� � �� � i� � i ��� �i� � � � �i� i� �i� � � � �i � � � �
 � �i�
nAJDEM PROIZWEDENIE DWUH KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYH �ISEL

z � z � �x� iy��x� iy� � x� � ixy � ixy � i�y� � x� � y��
iTAK	 PROIZWEDENIE z �z ESTX DEJSTWITELXNOE �ISLO	 RAWNOE SUMME KWAD�
RATOW DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTI KOMPLEKSNOGO �ISLA� iLI� SO�

���



GLASNO OPREDELENI� �	 PROIZWEDENIE DWUH KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYH �I�
SEL RAWNO KWADRATU MODULQ KOMPLEKSNOGO �ISLA z�

z � z � x� � y� � jzj��
nAPRIMER	
� �� � �i� � �� � �i� � �� � �� � ���
� ��� i� � �� � i� � �� � �� � ��
� �

p
��p�i� � �p� �

p
�i� � �

p
��� � �

p
��� � � � � � ��

z A M E � A N I E� iSPOLXZUQ REZULXTAT PROIZWEDENIQ KOMPLEKSNO� SO�
PRQVENNYH �ISEL	 MOVNO PROWODITX RAZLOVENIE NA MNOVITELI SUMMY
KWADRATOW DEJSTWITELXNYH �ISEL

� x� � y� � �x � iy��x� iy��

� x� � �� � �x� �i� � �x� �i��
� x� ��x�� � x� ��x��� � � �x���� �� � �x��� i��x��� i��

dELENIE KOMPLEKSNYH �ISEL� �TOBY RA�DELITX ODNO KOMPLEKS�
NOE �ISLO NA DRUGOE� NUVNO ZAPISATX OPERACI� DELENIQ W WIDE DROBI�
UMNOVITX �ISLITELX I ZNAMENATELX NA �ISLO� SOPRQVENNOE ZNAME�
NATEL�� U�ITYWAQ� �TO zz � �x � iy��x � iy� � x� � y�� I ZAPISATX

OKON�ATELXNYJ OTWET� WYDELIW DEJSWITELXNU� I MNIMU� �ASTI�

� ��� �i� � �� � �i� �
� � �i

� � �i
�

�� � �i��� � �i�

�� � �i���� �i�
�

� � �i � �i� ��i�

� � ��
�

�
��
 � ��i

� � ��
� ��


��
� ��

��
i�

� �� � �i� � i �
� � �i

i
�

�� � �i���i�
i��i� �

������ i� � �

����� � ��i � �i� � �� �i�

pOLEZNO ZAPOMNITX	 �TO � �

i
�

� � ��i�
i � ��i� �

�i
��

� �i� iTAK
�

i
� �i�

oPERACII SLOVENIQ I UMNOVENIQ KOMPLEKSNYH �ISEL OBLADA�T SLE�
DU��IMI SWOJSTWAMI�

�� k O M M U T A T I W N O S T I �PEREMESTITELXNYJ ZAKON��
z� � z� � z� � z�� z�z� � z�z��

�� a S S O C I A T I W N O S T I �SO�ETATELXNYJ ZAKON��
�z� � z�� � z	 � z� � �z� � z	�� �z�z��z	 � z��z�z	��

�� d I S T R I B U T I W N O S T I �RASPREDELITELXNYJ ZAKON��
z��z� � z	� � z�z� � z�z	�

��




������ gEOMETRI�ESKAQ INTERPRETACIQ KOMPLEKSNOGO �ISLA

pUSTX NA PLOSKOSTI ZADANA PRQMOUGOLXNAQ SISTEMA KOORDINAT� eSLI
DOGOWORITXSQ OTKLADYWATX WDOLX OSI OX DEJSTWITELXNU�	 A WDOLX OSI
OY MNIMU� �ASTI KOMPLEKSNOGO �ISLA z � x � iy� TO �TO �ISLO IZOB�
RAZITSQ TO�KOJ NA PLOSKOSTI S KOORDINATAMI x I y� pLOSKOSTX XOY
BUDEM W DALXNEJ�EM IMENOWATX KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTX�	 OSX OX�
DEJSTWITELXNOJ OSX�	 A OSX OY� MNIMOJ� mEVDU TO�KAMI KOMPLEKS�
NOJ PLOSKOSTI I MNOVESTWOM KOMPLEKSNYH �ISEL SU�ESTWUET WZAIMNO

ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE�

kOMPLEKSNOE �ISLO MOVNO TAKVE IZOBRAVATX RADIUS�WEKTOROM �TOJ

TO�KI
���
OM � fx� yg� w �TOM SMYSLE	 MEVDU MNOVESTWOM RADIUS�WEKTOROW

NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI I MNOVESTWOM KOMPLEKSNYH �ISEL TAKVE SU�
�ESTWUET WZAIMNO ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE� pO�TOMU WEKTOR	 IZOBRA�
VA��IJ �ISLO z � x� iy� OBOZNA�AETSQ TOJ VE BUKWOJ z� iZ RISUNKA

� WIDNO	 �TO DLINA RADIUSA�WEKTORA TO�KI ESTX MODULX KOMPLEKSNOGO
�ISLA jzj � j���OMj � p

x� � y��

s POMO�X� WEKTORNOJ INTERPRETACII NAGLQDNO ILL�STRIRU�TSQ SLO�
VENIE I WY�ITANIE KOMPLEKSNYH �ISEL� tAK	 SUMMA z� � z� IZOBRAVA�
ETSQ WEKTOROM SUMMY �NAHODITSQ PO PRAWILU PARALLELOGRAMMA� DWUH
WEKTOROW z� I z�� �DIAGONALX	 WYHODQ�AQ IZ OB�EGO NA�ALA�	 A RAZNOSTX
z��z� KAK WEKTOR RAZNOSTI z��z� �DIAGONALX PARALLELOGRAMMA	 SOEDI�
NQ��AQ KONCY WEKTOROW�

������ tRIGONOMETRI�ESKAQ FORMA KOMPLEKSNOGO �ISLA

pOLOVENIE TO�KI z � x � iy NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI ODNOZNA�NO
OPREDELQETSQ NE TOLXKO DEKARTOWYMI �x� y�	 NO I POLQRNYMI KOORDI�
NATAMI �r� ��	 GDE r� RASSTOQNIE OT TO�KI DO NA�ALA KOORDINAT	 A

���



�� UGOL MEVDU POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM DEJSTWITELXNOJ OSI I

RADIUSOM�WEKTOROM z� �TOT UGOL NAZYWAETSQ ARGUMENTOM KOMPLEKSNO�
GO �ISLA I OPREDELQETSQ S TO�NOSTX� DO ��k� k � �� �� �� ��� aRGUMENT

�ISLA	 TO�NEE WSE MNOVESTWO ZNA�ENIJ UGLA	 OBOZNA�AETSQ Arg z� pRI
RABOTE S KOMPLEKSNYMI �ISLAMI OBY�NO ISPOLXZUETSQ TAK NAZYWAEMOE

GLAWNOE ZNA�ENIE ARGUMENTA � � arg z	 KOTOROE UDOWLETWORQET USLO�
WI� �� � arg z � �� �T�E ��� �� � arg z � �� ����
wOOB�E	 � � arg z ESTX EDINSTWENNOE RE�ENIE SISTEMY
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W INTERWALE � � � � � ��

pRINQTO OPREDELQTX ARGUMENT �ISLA W ZAWISIMOSTI OT ZNAKOW DEJ�
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tAKIM OBRAZOM	 Arg z � arg z � ��k� GDE k� L�BOE CELOE �ISLO�
pRIWEDEM ZNA�ENIQ ARKTANGENSOW NEKOTORYH UGLOW

arctg 
 � 
� arctg  � ���� arctg ��� � �����
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arctg �

p
�� � ���� arctg ��p�� � �����

zAMETIM	 �TO W RAS�ETAH DALEKO NE WSEGDA U�ASTWU�T OSNOWNYE OST�
RYE UGLY	 TANGENSY KOTORYH IZWESTNY� w SLU�AE PROIZWOLXNOGO UGLA

ISPOLXZUEM KALXKULQTOR	 KOTORYJ S NEKOTOROJ STEPENX� TO�NOSTI DAST

ZNA�ENIE UGLA W RADIANAH ILI W GRADUSAH�
� arctg ��� ���� 
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� �o� � arctg ���� ��� 
 ���� 
 ��� �o�
� arctg ��
� ���� 
 �
� �� 
 ���o�

	ASTO GLAWNOE ZNA�ENIE ARGUMENTA �ISLA BERUT IZ INTERWALA �
� ����

tOGDA ZNA�ENI� ARGUMENTA � � ���

�
IZ INTERWALA ���� �� BUDET SOOT�
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�
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rASSMOTRIM PRIMERY NAHOVDENIQ ARGUMENTA KOMPLEKSNYH �ISEL�
dLQ PRAWILXNOGO OPREDELENIQ ARGUMENTA SLEDUET WSEGDA IZOBRAZITX

�ISLO NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI DLQ TOGO	 �TOBY OPREDELITX	 W KAKOJ
�ETWERTI NAHODITSQ DANNOE �ISLO�

� arg ��� � arg �� � 
 � i� � arctg �
��� � arctg 
 � 
�
� arg ���� � arg ��� � 
 � i� � arctg �
������ � arctg 
 � � � ��
� arg ��i� � arg �
 � �i� � arctg ���
� � arctg  � ����
� arg ���i� � arg �
� �i� � arctg ����
� � arctg��� � �����
� arg �� � i� � arctg ����� � arctg � � ���
� arg ��� i� � arctg ������ � arctg���� � �����
� arg ��� � i� � arctg �������� � arctg���� � � � ���� � � � �����
� arg ��� � i� � arctg ��������� � arctg � � � � ��� � � � ������

eSLI ZNA�ENIQ ARGUMENTA NE QWLQ�TSQ TABLI��
NYMI	 TO WY�ISLENIQ ARKTANGESOW WYPOLNQ�T�
SQ S POMO�X� KALXKULQTORA I ARGUMENT ZAPISY�
WAETSQ S U�ETOM �ETWERTI	 W KOTOROJ NAHODITSQ

KOMPLEKSNOE �ISLO�
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iZ RISUNKA � WIDNO	 �TO x � r cos�� y � r sin�� I L�BOE KOMPLEKSNOE
�ISLO z �� 
 MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

z � r�cos� � i sin���

pODOBNAQ ZAPISX NAZYWAETSQTRIGONOMETRI�ESKOJ FORMOJ ZAPISI KOMP�
LEKSNOGO �ISLA� 	ISLO	 KOMPLEKSNO�SOPRQVENNOE K DANNOMU	 ZAPI�ETSQ
W WIDE

�z � r�cos� � i sin���

tRIGONOMETRI�ESKAQ ZAPISX NEOBHODIMA PRI PEREWODE POKAZATELXNOJ

FORMY ZAPISI �ISLA W ALGEBRAI�ESKU��

������ kOMPLEKSNOE �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME

pUSTX KOMPLEKSNOE �ISLO ZAPISANO W TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME z �
r�cos� � i sin��� wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ �JLERA

cos� � i sin� � ei��

tOGDA POLU�IM z � r�cos� � i sin�� � rei��

tAKIM OBRAZOM	 ESLI r I � SOOTWETSTWENNO MODULX I ARGUMENT KOMP�
LEKSNOGO �ISLA z	 TO WYRAVENIE

z � rei�

I ESTX POKAZATELXNAQ FORMA ZAPISI �ISLA�

oTMETIM	 �TO KOMPLEKSNO�SOPRQVENNOE �ISLO W POKAZATELXNOJ FOR�
ME BUDET IMETX WID

z � re�i��

pOKAZATELXNAQ FORMA ZAPISI KOMPLEKSNOGO �ISLA UDOBNA DLQ PRIDANIQ

GEOMETRI�ESKOGO SMYSLA OPERACIQM UMNOVENIQ I DELENIQ �ISEL� pUSTX
z� � r� e
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r�
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iZ POLU�ENNOGO SLEDUET WAVNYJ WYWOD�

a� pRI UMNOVENII KOMPLEKSNYH �ISEL IH MODULI PEREMNOVA�TSQ	 A
ARGUMENTY SKLADYWA�TSQ�

b� pRI DELENII KOMPLEKSNYH �ISEL IH MODULI DELQTSQ	 A ARGUMENTY
WY�ITA�TSQ�

c� aRGUMENT OTNO�ENIQ DWUH KOMPLEKSNYH �ISEL ESTX UGOL MEVDU
RADIUS�WEKTORAMI �TIH �ISEL� uGOL OTS�ITYWAETSQ OT RADIUS�WEKTORA
ZNAMENATELQ K RADIUS�WEKTORU �ISLITELQ�

� � e	�i�� � � e��i�	 � � ei�	���
���	� � � e������� i�

� � e�i�� � � e��i�	 � �
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oTMETIM RQD INTERESNYH REZULXTATOW�

	ISLO i IMEET MODULX RAWNYJ EDINICE	 I ARGUMENT
�

�
� T�E� i � ei����

pO�TOMU	 PRI UMNOVENII NA �ISLO i NEKOTOROGO �ISLA z � r ei � MODULX

REZULXTATA OSTANETSQ RAWNYM MODUL� �ISLA z� A K ARGUMENTU PRIBA�

WITSQ
�

�
� �TO PRIWEDET K POWOROTU WEKTORA	 IZOBRAVA��EGO �ISLO z� NA

�
o W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII BEZ IZMENENIQ DLINY�

l�BOE �ISLO	 MODULX KOTOROGO RAWEN EDINICE	 MOVNO ZAPISATX W WI�
DE ei� � cos� � i sin�� uMNOVENIE �ISLA z � jzj ei� NA ei � OZNA�AET
EGO POWOROT NA UGOL � WOKRUG NA�ALA KOORDINAT BEZ IZMENENIQ MODULQ�

������ pEREWOD �ISLA IZ ODNOJ FORMY ZAPISI W DRUGU�

pRI WYPOLNENII OPERACIJ NAD KOMPLEKSNYMI �ISLAMI ISPOLXZU�T

WSE FORMY ZAPISI� rASSMOTRIM PRIMERY PEREHODA OT ODNOJ FORMY ZA�
PISI K DRUGOJ�

oT ALGEBRAI�ESKOJ K TRIGONOMETRI�ESKOJ I

POKAZATELXNOJ

pUSTX KOMPLEKSNOE �ISLO ZADANO W ALGEBRAI�ESKOJ FORME z � x � iy�
���



dLQ PEREHODA K POKAZATELXNOJ FORME PREDSTAWLENIQ KOMPLEKSNOGO �IS�
LA NAHODIM�

�� MODULX �ISLA PO FORMULE r � jzj � p
x� � y��

�� ARGUMENT �ISLA � � arg z PO UKAZANNOMU WY�E PRAWILU �SM�
P�������� pRI OPREDELENII ARGUMENTA �ISLA POLEZNO ISPOLXZOWATX GEO�
METRI�ESKOE PREDSTAWLENIE �ISLA	 T�E� POSTROITX �ISLO NA KOMPLEKSNOJ
PLOSKOSTI�

�� zAPISYWAEM �ISLO W POKAZATELXNOJ I TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME

z � rei�� z � r�cos�� i sin��

rASSMOTRIM PRIMERY PEREHODA OT ALGEBRAI�ESKOJ FORMY ZAPISI KOMP�
LEKSNOGO �ISLA K POKAZATELXNOJ I TRIGONOMETRI�ESKOJ�
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�� �cos ���� �o � i sin ���� �o� �

w DANNOM PRIMERE POKAZANO	 �TO W TRIGONOMETRI�ESKOJ ZAPISI �ISLA
MOVNO ISPOLXZOWATX KAK RADIANNYE	 TAK I GRADUSNYE ZNA�ENIQ ARGU�
MENTA�
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�������������
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� arctg
��
��p�

� � � arctg
�p
�
� � �

�
�

�
� � � ���

�

�������������
z � ��

p
� � � i � � e���

� i�

z � ��p� � � i �

� �


cos

��

�
� i sin

��

�

�
�

w PRIWEDENNYH PRIMERAH ISPOLXZOWANY �ETNOSTX FUNKCII cos� �
cos���� � cos� I NE�ETNOSTX FUNKCII sin� � sin���� � � sin��
zAPI�EM W POKAZATELXNOJ I TRIGONOMETRI�ESKOJ FORMAH �ISLA	 ARGU�
MENTY KOTORYH UVE BYLI NAJDENY WY�E

� z � �� jzj � �� arg ��� � 
 � z � � e� i � � �cos 
 � i sin 
��
� z � ��� jzj � �� arg ���� � � � z � � e� i � � �cos � � i sin���
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oT POKAZATELXNOJ K ALGEBRAI�ESKOJ

pUSTX KOMPLEKSNOE �ISLO ZADANO W POKAZATELXNOJ FORME z � r ei��
dLQ PEREHODA K ALGEBRAI�ESKOJ FORME�

�� SNA�ALA PEREHODIM K TRIGONOMETRI�ESKOMU PREDSTAWLENI� �ISLA

z � r ei� � r �cos� � i sin�� � r cos�� i r sin��
�� wY�ISLQEM cos�� sin��
�� nAHODIM DEJSTWITELXNU� x � r cos� I MNIMU� y � r sin�

�ASTI �ISLA I ZAPISYWAEM OKON�ATELXNO �ISLO W ALGEBRAI�ESKOJ FORME
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 � �
� z � e�i � cos � � i sin � � �� � i � 
 � ��
� z � �e�i � ��cos � � i sin �� � ���� � i � 
� � ���
� z � e

�i
� � �cos

�

�
� i sin

�

�
� � �
 � i� � i�

� z � e
��i
� � �cos

��
�

� i sin
��
�

� � �
 � � � i� � �i�
���



� z��e���i
	 ���cos����

�
��i sin����

�
�������

�
�i
p
�

�
����

�
�i�

p
�

�
�

� z � �e��� 
�� i � ��cos���� 
��� � i sin���� 
���� 


 ���
� �� � 
� �
 i� � ��� 
� � �� �� i�

pOKAZATELXNAQ I TRIGONOMETRI�ESKAQ FORMY ZAPISI KOMPLEKSNOGO �IS�
LA O�ENX UDOBNY DLQ WYPOLNENIQ TAKIH DEJSTWIJ NAD KOMPLEKSNYMI

�ISLAMI	 KAK WOZWEDENIE W STEPENX I IZWLE�ENIE KORNQ�

����	� wOZWEDENIE W STEPENX I IZWLE�ENIE KORNQ

pROIZWEDENIE n RAWNYH KOMPLEKSNYH �ISEL z NAZYWAETSQ n� OJ STE�
PENX� �ISLA� nAPRIMER� z� � z � z� z	 � z � z � z�
kORNEM n� OJ STEPENI IZ �ISLA z NAZYWAETSQ TAKOE �ISLO n

p
z	

n� Q STEPENX KOTOROGO RAWNA z�
kAK BUDET POKAZANO NIVE	 REZULXTAT WOZWEDENIQ W CELU� STEPENX

EDINSTWENEN	 W TO WREMQ KAK PRI IZWLE�ENII KORNQ n� OJ STEPENI KO�
LI�ESTWO KORNEJ RAWNO POKAZATEL� KORNQ�
iSPOLXZOWANIE POKAZATELXNOJ I TRIGONOMETRI�ESKOJ FORMY KOMP�

LEKSNYH �ISEL POZWOLQET DOWOLXNO PROSTO POLU�ITX FORMULY I SFOR�
MULIROWATX PRAWILA WOZWEDENIQ W CELU� STEPENX I IZWLE�ENIE KORNQ�
pUSTX r � jzj� MODULX KOMPLEKSNOGO �ISLA	 A Arg z� EGO ARGU�

MENT	 GDE Arg z � � � ��k� �� GLAWNOE ZNA�ENIE ARGUMENTA� kOMP�
LEKSNOE �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME ZAPI�ETSQ z � r ei ��
��k��
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sOOTWETSTWU��IE FORMULY W TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME NAZYWA�TSQ

FORMULAMI mUAWRA
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pRI WOZWEDENII W CELU� STEPENX MOVNO NE U�ITYWATX NEODNOZNA�NOSTX

ARGUMENTA Arg z � ����k� T�K� W REZULXTATE CELOE KOLI�ESTWO POLNYH
OBOROTOW ��k WSE RAWNO MOVNO OTBROSITX� eSLI WELI�INA n� WYJDET

ZA PREDELY INTERWALA ���� ��� TO NEOBHODIMO OTBROSITX E�E ODIN	 ILI
BOLX�EE KOLI�ESTWO OBOROTOW�
pRI IZWLE�ENII KORNQ SITUACIQ DRUGAQ� sU�ESTWUET NESKOLXKO ZNA�

�ENIJ KORNQ	 GLAWNYE ZNA�ENIQ ARGUMENTA KOTORYH UKLADYWA�TSQ W

RAMKI INTERWALA ���� ���

pOLU�ENNYE FORMULY POZWOLQ�T SFORMULIROWATX SOOTWETSTWU��IE

PRAWILA I POQSNITX GEOMETRI�ESKIJ SMYSL RASSMATRIWAEMYH DEJST�
WIJ�

a� pRI WOZWEDENII KOMPLEKSNOGO �ISLA W NATURALXNU� STEPENX EGO

MODULX WOZWODITSQ W �TU STEPENX	 A ARGUMENT UMNOVAETSQ NA POKAZATELX
STEPENI �UWELI�IWAETSQ WO STOLXKO VE RAZ�� w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE

RADIUS�WEKTOR TO�KI UDLINQETSQ �UKORA�IWAETSQ�	 EGO NOWAQ DLINA STA�
NOWITSQ RAWNOJ n

p
r	 I POWORA�IWAETSQ NA NOWYJ UGOL	 KOTORYJ SOSTAW�

LQET S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM DEJSTWITELXNOJ OSI WELI�INU n��
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SQ IZ MODULQ �TOGO �ISLA	 A ARGUMENT DELITSQ NA POKAZATELX KORNQ�
wSE KORNI	 KOLI�ESTWO KOTORYH RAWNO POKAZATEL� KORNQ	 IME�T ODIN
I TOT VE MODULX	 A ARGUMENTY SOSEDNIH ZNA�ENIJ KORNEJ OTLI�A�TSQ

NA ���n�
	TOBY POSTROITX WSE KORNI	 DOSTATO�NO PO�
STROITX OKRUVNOSTX RADIUSA n

p
r S CENTROM

W NA�ALE KOORDINAT	 OTMETITX NA NEJ TO�KU
�KONEC RADIUSA�WEKTORA POD UGLOM ��n�	 SO�
OTWETSTWU��U� ODNOMU IZ ZNA�ENIJ KORNQ	
I RAWNOMERNO S �AGOM ���n RASPREDELITX

OSTALXNYE KORNI NA �TOJ VE OKRUVNOSTI

zADA�A� wYPOLNITX DEJSTWIQ S KOMPLEKSNYMI �ISLAMI W TRIGONOMET�
RI�ESKOJ I POKAZATELXNOJ FORMAH�

�
�



� �� ��� � i
p
����

dEJSTWIQ WOZWEDENIQ W STEPENX I IZWLE�ENIE KORNQ MOVNO WYPOLNQTX

KAK W POKAZATELXNOJ	 TAK I W TRIGONOMETRI�ESKOJ FORMAH ZAPISI KOMP�
LEKSNYH �ISEL�
pEREJDEM K POKAZATELXNOJ FORME ZAPISI� iZOBRAZIM �ISLO NA KOMP�

LEKSNOJ PLOSKOSTI� oNO NAHODITSQ W ��EJ �ETWERTI�
�� nAHODIM MODULX �ISLA j � �� i

p
�j � p

� � � � ��
�� nAHODIM ARGUMENT

arg ��� � i
p
�� � arctg

�p�

�� � � � arctg
p
� � � �

�

�
� � � ���

�
�

�� zAPISYWAEM �ISLO z � � e��� i�	�
�� wOZWODIM W STEPENX

z� �
�
� e���i�	

��
� �� e����i�	��� � �� e��i� �

� ���cos����� � i sin������ � �� cos���� � ���

� �� �� � i���

pROWEDEM WY�ISLENIQ	 PEREJDQ K TRIGONOMETRI�ESKOJ FORME ZAPISI

KOMPLEKSNOGO �ISLA� tAK KAK ONO NAHODITSQ W ��OJ �ETWERTI	 TO
�� MODULX �ISLA j� � ij � p

� � � �
p
��

�� ARGUMENT arg �� � i� �
�

�
�

�� zAPISYWAEM �ISLO z �
p
�


cos

�

�
� i sin

�

�

�
�

�� wOZWODIM W STEPENX

z� �

p

�


cos

�

�
� i sin

�

�

���
� �
p
���



cos

��

�
� i sin

��

�

�
�

� �
p
���
p
�


cos��� �

�

�
� � i sin��� �

�

�
�
�
� ��

p
�


cos

�

�
� i sin

�

�

�
�

� ��
p
�

�
�
p
�

�
� i

p
�

�

�
A � ��

�
�p�

p
�

�
� i

p
�

p
�

�

�
A � �� �� � i� � �� � �� i�

�





� �� ��� � �i���

	ISLO NAHODITSQ WO ��J �ETWERTI�
�� nAHODIM MODULX �ISLA j � � � �ij � p

� � � �
p
���

�� nAHODIM ARGUMENT

arg ��� � �i� � arctg
�

�� � � � �arctg�
�
� � 
 ���� �o � ��
o 
 ���� �o�

�� zAPISYWAEM �ISLO z �
p
�� �cos ���� �o � i sin ���� �o��

�� wOZWODIM W STEPENX z� �
�p

�� �cos ���� �o � i sin ���� �o�
��

� �
p
���� �cos � � ���� �o � i sin � � ���� �o� 
 �
� �cos ���o � i sin ���o� 



 �
���
� � � 
� �� i� 
 ����� � �� � �� � i��

� ��

�
�� � i

p
�

�� i

�
A
��

�

pEREWODIM WYRAVENIE W SKOBKAH W POKAZATELXNU� FORMU� dLQ �TOGO
NAJDEM MODULX I ARGUMENT �ISLITELQ I ZNAMENATELQ

� � i
p
� �

������
j� � i

p
�j � p

� � ��

arg�� � i
p
�� � arctg

p
� � �

	

������ � � ei��	�

� � i �

������
j�� ij � p

��
arg�� � i� � arctg���� � ��

�

������ �
p
� e�i����

tOGDA
� � i

p
�

� � i
�

� ei��	p
� e�i���

�
p
� ei���	
���� �

p
� ei�������

wOZWODIM W STEPENX

�
�� � i

p
�

�� i

�
A
��

�
�p

� ei������
���

� ��� ei��������� �

� ��� ei�	���	� � ���


cos

���

�
� i sin

���

�

�
�

� ���
�
cos



��� � �

�

�
� i sin



��� � �

�

�
� ���

�
cos

�

�
� i sin

�

�


�

� ���
�
��
�
� i

p
�

�

�
	 � �� �� � i

p
�� 
 ��� � ��� i�

�
�



� �� �
p
i�

zAPISYWAEM �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME i � ei����
�� k�� pRI IZWLE�
�ENII KORNQ ��OJ STEPENI POLU�AEM � ZNA�ENIQ KORNQ� zAPISYWAEM WY�
RAVENIE DLQ WSEH KORNEJ

�
p
i � e

i����
�� k�
� � ei����
� k���

I PEREBIRAEM ZNA�ENIQ k OT k � 
 DO k � �n� �� � �� � � ��

�
p
i �

������������������������
�����������������������

k � 
 �
�
p
i � ei ��� � cos

�

�
� i sin

�

�

 
� �� � 
� �� i�

k � � � ei����
���� � cos
��

�
� i sin

��

�

�
� �� � 
� �� i�

k � � �
�
p
i � ei����
�� � cos



�

�
� �

�
� i sin



�

�
� �

�
�

� � cos
�

�
� i sin

�

�

 �
� �� � 
� �� i�

k � � �
�
p
i � ei����
	���� � ei �	��� � cos

���

�
� i sin

���

�
�

� � cos
��

�
� i sin

��

�

 
� �� � 
� �� i�

zAMETIM	 �TO W WY�ISLENIQH MOVNO POLXZOWATXSQ FORMULAMI PRIWEDE�
NIQ�

� �� �
p�� � �i�

zAPISYWAEM �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME �
p�� � �i �

p
� ei�	���
�� k��

pRI IZWLE�ENII KORNQ ��EJ STEPENI POLU�IM � ZNA�ENIQ KORNQ� zAPI�
SYWAEM WYRAVENIE DLQ WY�ISLENIQ WSEH KORNEJ

�
p
i �

�

qp
� e

i�	���
�� k�
	 �

p
� ei����
�� k�	�

I PEREBIRAEM ZNA�ENIQ k OT k � 
 DO k � �n� �� � �� � � ��

�
p�� � �i �

���������������
��������������

k � 
 � �
p
� ei����� �

p
�
�
cos �

� � i sin �
�

�
�

�
p
�
�p

�
�
� i

p
�
�

�
� � � i�

k � � �
p
� ei����
���	� �

p
�
�
cos ���

�� � i sin ���
��

�




 �� � ��
� �� � 
� �� i� 
 ��� �� � 
� �� i�
k � � �

p
� ei����
���	� �

p
�
�
cos ���

�� � i sin ���
��

�

 �� � �
� �� � 
� �� i� 
 
� �� � �� �� i�

�
�



� 	� �
p���

zAPISYWAEM �ISLO W POKAZATELXNOJ FORME �� � ei��
�� k�� pRI IZWLE�E�
NII KORNQ ��OJ STEPENI DOLVNY POLU�ITX � ZNA�ENIJ KORNQ� zAPISY�
WAEM WYRAVENIE DLQ WY�ISLENIQ WSEH KORNEJ

�
p�� � e

i��
�� k�
� � ei����
� k�	�

I PEREBIRAEM ZNA�ENIQ k OT k � 
 DO k � �n� �� � �� � � ��

�
p�� �

����������������������������������������������������
���������������������������������������������������

k � 
 � ei����� � cos
�

�
� i sin

�

�
�

p
�

�
� i

�

�

 
� �� � 
� � i�

k � � � ei����
��	� � ei ��� � cos
�

�
� i sin

�

�
� i�

k � � � ei����
���	� � ei ���� cos
��

�
� i sin

��

�
�

� �
p
	
� � i�� 
 �
� �� � 
� � i�

k � � � ei����
�� � cos


�

�
� �

�
� i sin



�

�
� �

�
�

� � cos �
� � i sin �

� � �
p
	
� � i�� 
 �
� �� � 
� � i�

k � � � ei����
���	� � ei 	��� � cos
��

�
� i sin

��

�
� �i�

k � � � ei����
���	� � ei ����� � cos
���

�
� i sin

���

�
�

� cos
�

�
� i sin

�

�
�

p
�

�
� i

�

�

 
� �� � 
� � i�

oTMETIM	 �TO MOVNO SKLADYWATX I WY�ITATX KOMPLEKSNYE �ISLA	 ZA�
PISANNYE W POKAZATELXNOJ FORME�

� 
� wY�ISLITX � e��	 i � � e���� i

dLQ TOGO	 �TOBY WYPOLNITX SLOVENIE	 NUVNO PEREWESTI �ISLA W AL�
GEBRAI�ESKU� FORMU ZAPISI�

� e��	 i � � e���� i � � �cos �� � � i sin �� �� � � �cos 
� �� � i sin 
� ��� 

�
�




 � ��
� �� � i � 
� ��� � � �
� �� � i 
� ��� 


 ���� �� � �� ��� � i ��� � � 
� ��� 
 �� �� � 
� �� i�

w PRINCIPE	 OTWET POLU�EN� nO MOVNO SDELATX OBRATNYJ PEREHOD K

POKAZATELXNOJ FORME �TAK KAK �ISLA W ZADA�E BYLI ZADANY W POKAZA�
TELXNOJ FORME�� nAHODIM MODULX I ARGUMENT POLU�ENNOGO �ISLA

j�� �� � 
� �� ij �
q
�� ��� � 
� ��� 


q
�� �� � 
� �� 


q
�� �� 
 �� ��

arg��� �� � 
� �� i� 
 arctg

� ��

�� ��
� arctg
� � 
 
� ���

iTAK	 � e��	 i � � e���� i 
 �� �� � 
� �� i 
 �� � e���� i�
pRI WYPOLNENII DEJSTWIJ S KOMPLEKSNYMI �ISLAMI MOVNO SO�ETATX

DEJSTWIQ	 WYPOLNQEMYE W ALGEBRAI�ESKOJ FORME S DEJSTWIQMI	 WYPOL�
NQEMYMI W POKAZATELXNOJ FORME�

� �� wY�ISLITX
z� � z�
z� � z�

� ESLI z� � � � �i� z� � �� � �i�

wYPOLNIM SLOVENIE �ISEL W ALGEBRAI�ESKOJ FORME

��� �i� � ��� � �i�

��� �i� � ��� � �i�
�

��� �i� � ��� � �i�

�� � �i
�

A ZATEM UMNOVENIE I DELENIE  W POKAZATELXNOJ� nAJDEM MODULI I AR�
GUMENTY WSEH �ISEL	 WHODQ�IH W �TO WYRAVENIE

j�� �ij �
p
�� arg�� � �i� � arctg���� 
 ��� ��

j����ij �
p
�� � �� arg��� � �i� � arctg�������� 
 �
� ����� �� 
 �� ���

j����ij �
p
� � �

p
�� arg�����i� � arctg������ � ��

�
�� �

��

�

 �� ���

tOGDA � � �i �
p
� e���� i� �� � �i � � e���� i� �� � �i � �

p
� e��	� i�

pODSTAWLQEM
�� � �i� � ��� � �i�

�� � �i
�

�

p
� e���� i � � e���� i
�
p
� e��	� i

�
�
p
�

�
p
�
� ei�����
�������	�� 
 �� �� e����� i�

rEZULXTAT MOVNO PRI NEOBHODIMOSTI PEREWESTI W ALGEBRAI�ESKU� FOR�
MU�

�
�



���� fUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

������ pREDEL POSLEDOWATELXNOSTI KOMPLEKSNYH
�ISEL� bESKONE�NO UDALENNAQ TO�KA

o P R E D E L E N I E� oKRESTNOSTX� TO�KI z� NAZYWAETSQ WNUT�
RENNOSTX KRUGA NEKOTOROGO RADIUSA R S CENTROM W �TOJ TO�KE� T�E�
MNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI� UDOWLETWORQ��IH USLO�
WI� jz � z�j 
 R�

zAMETIM	 �TO OKRESTNOSTX� TO�KI MOVET SLUVITX L�BAQ OBLASTX	
KOTORAQ SODERVIT WNUTRI SEBQ �TU TO�KU	 NO ISPOLXZOWANIE OKRESTNOS�
TI W WIDE KRUGA ZNA�ITELXNO UDOBNEE�
pUSTX DANA NEKOTORAQ POSLEDOWATELXNOSTX KOMPLEKSNYH �ISEL

fzng � z�� z�� ���zn� ���

o P R E D E L E N I E� �ISLO z� NAZYWAETSQ PREDELOM �ISLO�
WOJ POSLEDOWATELXNOSTI fzng� ESLI DLQ L�BOGO SKOLX UGODNO MALOGO

DEJSTWITELXNOGO �ISLA � 	 
 MOVNO UKAZATX TAKOE DEJSTWITELXNOE

�ISLO N � N��� 	 
� �TO DLQ WSEH NOMEROW n 	 N BUDET WYPOLNQTXSQ

NERAWENSTWO jzn � z�j 
 ��

iNA�E GOWORQ	 �ISLOWAQ POSLEDOWATELXNOSTX fzng SHODITSQ K z�� ESLI
NA�INAQ S NEKOTOROGO NOMERA	 WSE �LENY POSLEDOWATELXNOSTI �TO�KI�
POPADA�T W SKOLX UGODNO MALU� OKRESTNOSTX TO�KI z��

dLQ ZAPISI PREDELA ISPOLXZU�T STANDARTNU� FORMU lim
n�� zn � z��

sOWER�ENNO O�EWIDNO	 �TO ESLI fzng � fxn � i yng A z� � x� � i y��
TO DLQ SU�ESTWOWANIQ PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI NEOBHODIMO WYPOL�
NENIE USLOWIJ
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POSLEDOWATELXNOSTI STANOWQTSQ PO MODUL� BOLX�E SKOLX UGODNO BOLX�
�OGO POLOVITELXNOGO �ISLA M �jznj 	 M�	 n 	 N� TO POSLEDOWA�
TELXNOSTX QWLQETSQ RASHODQ�EJSQ	 �TO MOVNO ZAPISATX SLEDU��IM OB�
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������ pONQTIE FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

o P R E D E L E N I E� eSLI KAVDOMU ZNA�ENI� KOMPLEKSNOJ PEREMEN�
NOJ z � x � i y SOOTWETSTWUET OPREDELENNOE ZNA�ENIE KOMPLEKSNOJ

PEREMENNOJ w � u� i v� TO GOWORQT� �TO PEREMENNAQ w ESTX FUNKCIQ

NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ z I PI�UT w � f�z��
eSLI KAVDOMU ZNA�ENI� z SOOTWETSTWUET TOLXKO ODNO ZNA�ENIE w	
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�ENI� z SOOTWETSTWUET NESKOLXKO �WOZMOVNO BESKONE�NOE MNOVESTWO�
ZNA�ENIJ w	 TO FUNKCI� NAZYWA�T MNOGOZNA�NOJ�
w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE ZADANIE FUNKCII w � f�z� OZNA�AET ZA�

DANIE ZAKONA OTOBRAVENIQ MNOVESTWA TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI

z � x� i y NA MNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI w � u� i v�
mNOVESTWO TO�EK KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI z � x � i y� PRI KOTORYH
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aNALOGI�NO TOMU	 �TO ZADANIE KOMPLEKSNOGO �ISLA RAWNOSILXNO ZA�
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I TRIGONOMETRI�ESKU� I POKAZATELXNU� FORMY PREDSTAWLENIQ� rAS�
SMOTRIM PRIMERY�

� �� w � z� � u� i v � �x � i y�� �
u� i v � x���i x y��i y�� � �x�� y�� � i �xy� � u � x�� y�� v � �xy�

� �� w �
z

z � �i
�

�
�



z

z � �i
�

x � i y

x� i y � �i
�

x� i y

x� i �y � ��
�

�x � i y��x� i �y � ���

x� � �y � ���
�

�
x� � ixy � ix�y � ��� i�y�y � ��

x� � �y � ���
�
x� � y�y � ��

x� � �y � ���
� i

�x

x� � �y � ���
�

iMEEM u �
x� � y�y � ��

x� � �y � ���
� v �

�x

x� � �y � ���
�

� �� w � z��
mOVNO	 KONE�NO	 WOZWODITX W PQTU� STEPENX SKOBKU �x � i y�	 NO PRO�
�E WOSPOLXZOWATSQ TRIGONOMETRI�ESKIM PREDSTAWLENIEM KOMPLEKSNOGO

WYRAVENIQ� t�K� z � x � i y � r�cos�� i sin��� GDE
r � jzj � jx� i yj � p

x� � y�� � � arg z	 TOGDA
w � z� � r��cos ��� i sin ����� u � r� cos ��� v � r� sin ���

� �� w � z �z � �x � i y��x � i y� � x� � y�� � u � x� � y�� v � 
�

pONQTIQ PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMEN�
NOGO PRAKTI�ESKI POLNOSTX� SHOVI S ANALOGI�NYMI PONQTIQMI DLQ

FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH DEJSTWITELXNYH PEREMENNYH�

������ oSNOWNYE �LEMENTARNYE FUNKCII

sTEPENNAQ FUNKCIQ w � zn �n� NATURALXNOE �ISLO��
mY RASSMATRIWALI UVE WOZWEDENIE KOMPLEKSNYH �ISEL W STEPENX S NA�
TURALXNYM POKAZATELEM� �TI PRIMERY MOVNO RASSMATRIWATX KAK PRI�
MERY WY�ISLENIQ STEPENNOJ FUNKCII W KONKRETNYH TO�KAH� tAKVE BY�
LO POKAZANO WYDELENIE DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ �ASTEJ TAKOJ FUNK�
CII� oTMETIM	 �TO PRI n � � MOVNO POLXZOWATXSQ ALGEBRAI�ESKIM

PREDSTAWLENIEM KOMPLEKSNOGO �ISLA	 A PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH POKAZA�
TELQ STEPENI  TRIGONOMETRI�ESKIM ILI POKAZATELXNYM�

w � z	 � �x� i y�	 � x	 � �x��iy� � �x�iy�� � �iy�	 �

� x	 � i �x�y � �xy� � i	 y	 �

� x	 � �xy� � i �x�y � i y	 � �x	 � �xy�� � i ��x� y � y	��

u�x� y� � x	 � �xy�� v�x� y� � �x� y � y	�
��	



tAKIM OBRAZOM	 MOVNO WYDELITX DEJSTWITELXNU�I MNIMU� �ASTI FUNK�
CII	 A ZNA�IT MOVNO PRI NEOBHODIMOSTI NAJTI MODULX I ARGUMENT

FUNKCII�

w � z�� � �x�i y��� �
�jzj � ei���� � jzj���ei ��� � jzj���cos �
��i sin �
���

u�x� y� � jzj�� cos �
�� v�x� y� � jzj�� sin�
��

fUNKCIQ w � n
p
z QWLQETSQ OBRATNOJ DLQ zn I	 KAK BYLO POKAZANO

NA PRIMERAH WY�ISLENIQ KORNEJ n� OJ STEPENI IZ KOMPLEKSNOGO �ISLA	
QWLQETSQ n� ZNA�NOJ	 T�E� IMEET n ZNA�ENIJ  KAVDOMU ZNA�ENI� z
SOOTWETSTWUET n ZNA�ENIJ FUNKCII w � n

p
z� nAPRIMER	

�
p
z �

�����
����

�

q
jzj �cos �

	 � i sin �
	

�
�

q
jzj �cos �
��

	 � i sin �
��
	

�
�

q
jzj �cos �
��

	 � i sin �
��
	

�
kAVDOE ZNA�ENIE KORNQ NAZYWAETSQ WETWX� MNOGOZNA�NOJ FUNKCII�

pOKAZATELXNAQ FUNKCIQ w � ez �

pOKAZATELXNU� FUNKCI� w � ez DLQ L�BOGO KOMPLEKSNOGO �ISLA

z � x� i y� T�E� w � ez � ex
i y� ESTESTWENNO OPREDELITX TAK	 �TOBY
PRI y � 
 �TA FUNKCIQ SOWPADALA S FUNKCIEJ DEJSTWITELXNOJ PEREMEN�
NOJ ex� A PRI x � 
  S FUNKCIEJ ei y � cos y � i sin y�

oDNIM IZ OSNOWNYH SWOJSTW �TOJ FUNKCII QWLQETSQ ez�
z� � ez�ez��
pO�TOMU MOVNO ZAPISATX	 �TO

w � ez � ex
i y � ex � ei y � ex � �cos y � i sin y��

wYDELQEM DEJSTWITELXNU� I MNIMU� �ASTI FUNKCII

Re ez � ex cos y� Im ez � ex sin y�
A TAKVE NAHODIM MODULX I ARGUMENT

jezj � ex� arg ez � y�
fUNKCIQ ez QWLQETSQ PERIODI�ESKOJ S PERIODOM �� i� dEJSTWITELXNO�

ez
�� i � eze�� i � ez�cos �� � i sin��� � ez�

kROME �TOGO	 MOVNO ZAPISATX SOOTNO�ENIQ

ez��z� �
ez�

ez�
� �ez�n � en z�

���



fUNKCIQ ez NE OBRA�AETSQ W NOLX	 PO�TOMU URAWNENIE ez � A RAZRE�I�
MO DLQ WSEH A �� 
�

wY�ISLIM ZNA�ENIQ FUNKCII W NEKOTORYH TO�KAH

� �� ei��� � cos ��� � i sin��� � i�
� �� e�i � cos �� i sin � � 
� �� � 
� �� i�
� �� e�
� i � e��cos � � i sin �� 
 �����
� �� � 
� �� i� 
 �� 
� � �� 
� i�

lOGARIFMI�ESKAQ FUNKCII w � Ln z I w � ln z�

lOGARIFMI�ESKAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ KAK FUNKCIQ	 OBRATNAQ POKA�
ZATELXNOJ� eSLI ew � z� GDE z �� 
� TO w NAZYWAETSQ LOGARIFMOM

�ISLA z I OBOZNA�AETSQ w � Lnz�

eSLI KOMPLEKSNU� PEREMENNU� z � x � i y PREDSTAWITX W POKAZA�
TELXNOJ FORME z � jzjeiArg z � jzj � ei ��
��k�	 GDE jzj � p

x� � y��
� � arg z� MODULX I ARGUMENT KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ	 TO

w � Ln z � Ln jzjeiArg z � ln
�jzj � ei ��
��k�

�
� ln jzj� i ��� ��k��

w � ln z � ln
�jzj � ei arg z� � ln jzj� i arg z � ln jzj� i ��

Ln z � ln jzj� i �arg z � ��k�� lnz � ln jzj� i arg z �

dEJSTWITELXNAQ �ASTX FUNKCII u�x� y� � ln jzj�
MNIMAQ  v�x� y� � Argz�

oTLI�IE PRIWEDENNYH LOGARIFMI�ESKIH FUNKCIJ SOSTOIT LI�X W

TOM	 �TO FUNKCIQ w � Ln z QWLQETSQ MNOGOZNA�NOJ FUNKCIEJ W SI�
LU MNOGOZNA�NOSTI EE MNIMOJ �ASTI	 KOTORAQ SODERVIT SLAGAEMOE ��k�
pRI k � 
 POLU�AEM GLAWNOE ZNA�ENIE LOGARIFMA� t�E� w � ln z ESTX

FUNKCIQ ODNOZNA�NAQ I QWLQETSQ ODNOJ �GLAWNOJ� WETWX� FUNKCII w �
Ln z�

dLQ OBEIH FUNKCIJ SPRAWEDLIWY SWOJSTWA LOGARIFMOW�

ln�z�z�� � ln z� � ln z�� ln�z��z�� � ln z� � lnz� ln z� � � lnz�

�TI RAWENSTWA	 ODNAKO	 SLEDUET PONIMATX LI�X W SMYSLE ODNGO IZ
ZNA�ENIJ LOGARIFMA PROIZWEDENIQ	 �ASTNOGO I STEPENI�

��




wY�ISLIM ZNA�ENIQ LOGARIFMOW NEKOTORYH �ISEL�

� �� Ln ��� �p� i� �

����� j � � �
p
� ij � p

� � � � ��
arg ��� �p� i� � ����

����� �
� ln�� i����� � ��k� 
 
� �� � i ��� 
� � �� ��k�� �k � 
������� �����

� �� Ln ��i� �
����� j � ij � ��
arg ��i� � ����

����� � ln� � i����� � ��k� �

�


��
�
� ��k

�
i 
 i ���� �� � �� ��k�� �k � 
������� �����

pRI k � 
 POLU�IM ln��i� � ��
�
i�

� �� ln���� �
����� j � �j � ��
arg ���� � �

����� � ln� � i � 
 �� �� � �� �� i�

� �� wY�ISLITX ZNA�ENIE FUNKCII ln
�� � z��

��� i z�	
W TO�KE z� � � � � i

ln
�� � z��

��� i z�	
�� ln�� � z�� � ln��� iz��� ln�� � �i��� ln�����i� �

�

����� j�� �ij � p
�� 
 �� ��� arg ��� �i� � ���� 
 �
� ��

j � � � �ij � p
�� 
 �� ��� arg ���� �i� � ����� 
 ��� ��

����� �
� ��ln �� ��� 
� ��i�� ��ln �� ��� �� ��i� 
 �� ��� �� ��i� �� �� � �� 
�i �

� �
� �� � �� �i�

oB�AQ STEPENNAQ FUNKCIQ w � zp� GDE p� L�BOE KOMPLEKSNOE �IS�
LO� dANNAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ TAK�

zp � epLn z�

pOSKOLXKU W �TO WYRAVENIE WHODIT FUNKCIQ Ln z� KOTORAQ QWLQETSQ

MNOGOZNA�NOJ	 TO I STEPENNAQ FUNKCIQ w � ep BUDET MNOGOZNA�NOJ�
gLAWNOE ZNA�ENIE BUDET POLU�ATXSQ PRI PODSTANOWKE ln z W epLn z WMESTO
Ln z�

wY�ISLIM ZNA�ENIQ �TOJ FUNKCII DLQ NEKOTORYH ZNA�ENIJ z I p�
���



� �� �i � eiLn � �

�����
j�j � �� arg ��� � 

Ln� � ln j�j� iArg � � ln � � i�
 � ��k��
Ln � � ln � � ��k i

����� �

� ei �ln �
i ��k� � ei ln � � ei� ��k � e� ��k � ei ln � �
� e���k�cos ln� � i sin ln �� 
 e���k�cos 
� �� � i sin 
� ��� 


 e�����k�
� �� � i 
� ���� �k � 
������� �����

pRI k � 
 IMEEM� �i 
 
� �� � 
� �� i�

� �� ����
p
	 � e

p
	Ln ���� �

�����
j � �j � �� arg ���� � �
Ln���� � ln j � �j� iArg���� �
� ln� � i�� � ��k�

����� �

� e
p
	 �ln �
i��
��k�� � e

p
	 ln � � e

p
	���k
�� i � �

p
	 � e

p
	���k
�� i�

�k � 
������� �����
pRI k � 
 IMEEM� ����

p
	 � �

p
	 � e

p
	� i �

� �
p
	�cos�

p
��� � i sin�

p
���� 
 �� �� �
� �� � 
� �� i� 
 �� � � �� � i�

� �� ii � ei ln i � ei�ln �
i ���� � e���� 
 
� ��� zDESX NAJDENO GLAW�
NOE �PERWOE	 ODNO IZ MNOGIH� ZNA�ENIE STEPENI�

� �� �� � i����i� � e���i�Ln��
i� �
�����
j� � ij � p

�� arg �� � i� � ���
Ln�� � i� � ln j� � ij� iArg�� � i� �
� ln

p
� � i���� � ��k�

�����
oGRANI�IMSQ SLU�AEM k � 
� TOGDA Ln �� � i� � ln�� � i� �
� ln

p
� � i��� I WY�ISLIM OTDELXNO POKAZATELX STEPENI

��� i� ln��� i� � ��� i��ln
p
�� i���� � �ln

p
������� i ����� ln

p
�� 



 �
� �� � 
� ��� � i �
� �� � 
� ��� � �� �� � 
� �� i�

iTAK	 �� � i����i� � e���i� ln��
i� 
 e����
����i � e���� � e���� i 


 e���� � �cos 
� �� � i sin 
� ��� 
 �� ���
� � � 
� �� i� 
 �� � � �� � i�

tRIGONOMETRI�ESKIE FUNKCII

w � sin z� w � cos z� w � tg z� w � ctg z�
�TI FUNKCII OPREDELQ�TSQ �EREZ FUNKCI�w � ez PO FORMULAM �JLERA
���



sinz �
eiz � e�iz

�i
� cos z �

eiz � e�iz

�
�

fUNKCII w � tg z� w � ctg z OPREDELQ�TSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

tg z �
sin z

cos z
�

�

i
� e

iz � e�iz

eiz � e�iz
� ctg z �

cos z

sin z
� i

eiz � e�iz

eiz � e�iz
�

�tRIGONOMETRI�ESKIE� FUNKCII w � sin z I w � cos z PRAKTI�ESKI

NI�EGO OB�EGO S OBY�NYMI FUNKCIQMI y � sinx� y � cos x NE IME�T	
HOTQ I SOWPADA�T S NIMI NA DEJSTWITELXNOJ OSI I IME�T TAKOJ VE PE�
RIOD ��� fUNKCII w � sin z I w � cos z NE QWLQ�TSQ OGRANI�ENNYMI

I W �TOM IH SAMOE SU�ESTWENNOE OTLI�IE OT OBY�NYH TRIGONOMETRI�
�ESKIH FUNKCIJ�
sPRAWEDLIWY SLEDU��IE FORMULY I SOOTNO�ENIQ

sin� z � cos� z � ��
sin�z � � sin z cos z� cos �z � cos� z � sin� z�

sin�z� � z�� � sin z� cos z� � cos z� sin z��
cos�z� � z�� � cos z� cos z� � sinz� sin z��

sin�z � ����� � � cos z� cos�� � z� � � cos z�
� � tg�z � �� cos� z� � � ctg�z � �� sin� z I DR�

dOKAVEM FORMULU sin�z� � z�� � sin z� cos z� � cos z� sin z��
ISPOLXZUQ FORMULY �JLERA

sin z� cos z� � cos z� sinz� �

�
eiz� � e�iz�

�i
� e

iz� � e�iz�

�
�
eiz� � e�iz�

�
� e

iz� � e�iz�

�i
�

�
�

�i
�eiz�eiz� � e�iz�eiz� � eiz�e�iz� � e�iz�e�iz� �

�eiz�eiz� � eiz�e�iz� � e�iz�eiz� � e�iz�e�iz�� �
�

�i
��eiz�eiz� � �e�iz�e�iz�� �

�
eiz�eiz� � e�iz�e�iz�

�i
�
ei�z�
z�� � e�i�z�
z��

�i
� sin�z� � z���

� �� sin�k � 
� sin��� � �� sin ���� � ��� cos ��k � �� cos ��� � 
�
tg �k � 
� tg ��� �� tg ��� � ctg ��� � �� ctg ��� � 
� ctg �k ��
zNA�ENIQ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ W TO�KAH	 NE PRINADLEVA�IH

���



DEJSTWITELXNOJ OSI	 SLEDUET WY�ISLQTX	 ISPOLXZUQ FORMULY �JLERA�

� �� sin�� i��
ei �� i��e�i �� i�

�i
�
e���e�

�i

� i

�
�
� 
����� �
�
���� �� i�

� �� cos��� �i� �
ei �	��i� � e�i �	��i�

�
� 
� ��e�e	i � e��e�	i� �

� 
� ��e��cos � � i sin�� � e���cos �� i sin ��� �
� 
� ��cos ��e� � e��� � i sin��e� � e���� � ��� �� � 
� ��i�

� �� tg i �
�

i
� e

i i � e�i i

ei i � e�i i
� �i � e

�� � e

e�� � e

 
� �� i�

gIPERBOLI�ESKIE FUNKCII

w � sh z� w � ch z� w � th z� w � cth z�

gIPERBOLI�ESKIE FUNKCII OPREDELQ�TSQ SOOTNO�ENIQMI

sh z �
ez � e�z

�
� ch z �

ez � e�z

�
� th z �

sh z

ch z
� cth z �

ch z

sh z
�

mOVNO DOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU��IH SOOTNO�ENIJ

sin�iz� � i sh z� cos�iz� � ch z�
sh �iz� � i sin z� ch �iz� � cos z�
tg �iz� � i th z� ctg �iz� � �i cth z�
ch� z � sh� z � �� sh�z � ch�z � ch �z�

s POMO�X� GIPERBOLI�ESKIH FUNKCIJ MOVNO ZAPISATX FORMULY

sin z � sin�x� i y� � sinx ch y � i cos x sh y�
cos z � cos�x� i y� � cos x ch y � i sinx sh y�

IZ KOTORYH MOVNO WYDELITX WYRAVENIQ DLQ DEJSTWITELXNOJ I MNIMOJ

�ASTEJ TRIGONOMETRI�ESKIH FUNKCIJ

Re sin�x� i y� � sinx ch y� Im sin�x� i y� � cos x sh y�
Re cos�x� i y� � cos x ch y� Im cos�x � i y� � � sinx sh y�

���



wY�ISLITX ZNA�ENIQ�

� �� sh
i�

�
� i sin

�

�
� i�

� �� ch i� � cos � � ���

� �� sh
�

�
�
e��� � e����

�

 e��� � e����

�

 �� �
�

� �� ch � �
e� � e��

�

 e	��� � e�	���

�

 ��� ���

������ lINII I OBLASTI NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI
pRI POSTROENII LINIJ I OBLASTEJ BUDEM POLXZOWATXSQ ALGEBRAI�ESKOJ

�W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH� ILI POKAZATELXNOJ�W POLQRNYH KOOR�
DINATAH� FORMOJ PREOBRAZOWANIQ�

zADA�A� pOSTROITX LINII	 ZADANNYE SOOTNO�ENIQMI�

� ��

�����z � �

z � i

����� � ��

tAK KAK jz � z�j WYRAVAET RASSTOQNIE OT PEREMENNOJ �TEKU�EJ� TO�KI
LINII z DO DANNOJ FIKSIROWANNOJ z�	 TO ISHODNOE RAWENSTWO	

�����
z � �

z � i

����� � � � jz � �j � �jz � ij OZNA�AET	
�TO RASSTOQNIE OT TEKU�EJ TO�KI ISKOMOJ

LINII DO TO�KI z � � W TRI RAZA BOLX�E RAS�
STOQNIQ OT �TOJ VE TO�KI DO TO�KI z � �i�
lINIQ	 WSE TO�KI KOTOROJ OBLADA�T PODOB�
NYM SWOJSTWOM	 ESTX OKRUVNOSTX� pOLU�IM
URAWNENIE �TOJ OKRUVNOSTI�

jz � �j � �jz � ij � jx� i y � �j � �jx � i y � ij �
q
�x � ��� � y� �

� �
q
x� � �y � ��� � x� � �x � � � y� � ��x� � y� � �y � ��

� �x� � �y� � �x � �y � � � 
 � �x � ����� � �y � ����� � ������

�TA LINIQ ESTX OKRUVNOSTX S CENTROM W TO�KE O������������ I RADI�
USOM

q
����� 
 
� ���

���



� �� Re
�

z
�
p
��

wOSPOLXZUEMSQ POKAZATELXNOJ FORMOJ ZAPISI KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ

z � rei��

tOGDA
�

z
�

�

r ei�
�

�
�

r
e�i� �

�

r
�cos� � i sin���

oTKUDA SLEDUET	�TO DEJSTWITELXNAQ �ASTX

WYRAVENIQ RAWNA
�

r
cos��

tOGDA IZ URAWNENIQ Re
�

z
�
p
� SLEDUET

�

r
cos� �

p
� � r �

�p
�
cos��

�TA LINIQ ESTX OKRUVNOSTX�

� �� Im �z� � �z� � ���

zDESX UDOBNEE ISPOLXZOWATX ALGEBRAI�ESKU� FORMU PREOBRAZOWANIJ�
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���� dIFFERENCIROWANIE FUNKCIJ

������ pROIZWODNAQ� uSLOWIQ kO�I�rIMANA�

pROIZWODNAQ FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO WWODITSQ TO�NO TA�
KIM VE OBRAZOM	 KAK I PROIZWODNAQ FUNKCII DWUH DEJSTWITELXNYH PE�
REMENNYH�
pUSTX FUNKCIQ w � f�z� OPREDELENA W TO�KE z� I NEKOTOROJ EE

OKRESTNOSTI�
o P R E D E L E N I E� pROIZWODNOJ FUNKCII W TO�KE z� NAZYWAET�
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oTKUDA IMEEM DWA RAWENSTWA USLOWIQ kO�I � rIMANA
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OKRESTNOSTI� fUNKCIQ� DIFFERENCIRUEMAQ WO WSEH TO�KAH NEKOTOROJ
OBLASTI� NAZYWAETSQ ANALITI�ESKOJ W �TOJ OBLASTI�
oB ANALITI�NOSTI MNOGOZNA�NOJ FUNKCII MOVNO GOWORITX TOLXKO

PO OTNO�ENI� K KAVDOJ EE OTDELXNOJ WETWI�
tO�KI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI	 W KOTORYH FUNKCIQ QWLQETSQ ANALI�

TI�ESKOJ	 NAZYWA�TSQ PRAWILXNYMI TO�KAMI �TOJ FUNKCII� tO�KI	 W
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aNALITI�ESKIE FUNKCII QWLQ�TSQ OSNOWNYMI OB�EKTAMI IZU�ENIQ W

KURSE FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO� pROIZWODNAQ ANALITI�ESKOJ
FUNKCII TAKVE QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ� iZ POSLEDNEGO UTWERVDENIQ
SLEDUET	 �TO ESLI ODNOZNA�NAQ FUNKCIQ f�z� DIFFERENCIRUEMA W TO��
KE ILI W OBLASTI	 TO ONA DIFFERENCIRUEMA W �TOJ TO�KE ILI OBLASTI
BESKONE�NOE �ISLO RAZ�

������ sWQZX ANALITI�ESKOJ FUNKCII S GARMONI�ESKIMI

pUSTX FUNKCIQ f�z� � u�x� y� � i v�x� y� DIFFERENCIRUEMA W OBLAS�
TI �D� PLOSKOSTI KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ x � i y� pRI �TOM FUNK�
CIQ QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ I	 KAK SLEDUET IZ SKAZANNOGO WY�E	 ONA
DIFFERENCIRUEMA W �TOJ OBLASTI SKOLXKO UGODNO RAZ	 T�E� FUNKCIQ
f�z� � u�x� y� � i v�x� y� BUDET IMETX W �D� NEPRERYWNYE �ASTNYE PRO�
IZWODNYE WSEH PORQDKOW� tAK KAK FUNKCIQ f�z� DIFFERENCIRUEMA PO
PREDPOLOVENI�	 WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ kO�I  rIMANA
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�� dEJSTWITELXNOJ ILI MNIMOJ �ASTX� ANALITI�ESKOJ FUNKCII MO�
VET SLUVITX TOLXKO GARMONI�ESKAQ FUNKCIQ� pO�TOMU WNA�ALE NUV�
NO DOKAZATX	 �TO ZADANNAQ FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLA�
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nAJDEM MODULX I ARGUMENT PROIZWODNOJ�
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z � �
IMEET MESTO SVA�

TIE �k 
 ���

nAHODIM PROIZWODNU� w� �
�z � ��� �z � �i�

�z � ���
�
�� � �i

�z � ���
�

nAHODIM MODULX PROIZWODNOJ

������
�� � �i

�z � ���

������ �
j� � �ij
j�z � ���j �

tREBUEM	 �TOBY KO�FFICIENT RASTQVENIQ	 T�E� MODULX PROIZWODNOJ
BYL MENX�E EDINICY

j� � �ij
j�z � ���j 
 � � �z � ��� 	 j� � �ij � jz � �j 	 �

p
��

o�EWIDNO	 �TO WO WSEH WNUTRENNIH TO�KAH KRUGA IMEET MESTO RASTQ�
VENIE �k 	 ��� A W TO�KAH SAMOJ OKRUVNOSTI jz � �j � �

p
� NE BUDET NI

RASTQVENIQ	 NI SVATIQ �k � ���

� �� nA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI z � x � iy NAJTI I IZOBRAZITX OB�
LASTX W KAVDOJ TO�KE KOTOROJ PRI OTOBRAVENII w � �ie�z IMEET MESTO
POWOROT PLOSKOSTI NA UGOL 
 
 � 
 ����
nAHODIM PROIZWODNU� w� � ��ie�z�� � �ie�z �
nAHODIM ARGUMENT PROIZWODNOJ� tAK KAK

�ie�z � �e� i��e�x
�iy � �e�xei��y
� i����

TO argw� � �y � ����
tEPERX TREBUEM	 �TOBY 
 
 � � argw� 
 ���	 T�E�


 
 �y � ��� 
 ��� � ���� 
 y 
 
� �TA OBLASTX NA PLOSKOSTI
PREDSTAWLQET SOBOJ BESKONE�NU� GORIZONTALXNU� POLOSU�

���



���� iNTEGRIROWANIE FUNKCIJ

������ nEPOSREDSTWENNOE INTEGRIROWANIE

pUSTX FUNKCIQ w � f�z� NEPRERYWNA W OBLASTI �D� I LINIQ L CE�

LIKOM PRINADLEVIT �TOJ OBLASTI� rASSMOTRIM INTEGRAL
Z
�L�

f�z�dz�

�TOT INTEGRAL	 KAK I INTEGRAL OT FUNKCII DEJSTWITELXNOGO PEREMEN�
NOGO	 ESTX PREDEL SOOTWETSTWU��EJ INTEGRALXNOJ SUMMY� eSLI U�ESTX	
�TO

f�z� � u�x� y� � iv�x� y�� dz � d�x � iy� � dx � idy� TO

Z
�L�

f�z�dz �
Z
�L�

�u � iv��dx� idy� �
Z
�L�

u dx � v dy � i
Z
�L�

v dx � u dy�

iZ POLU�ENNOGO SLEDUET	 �TO WY�ISLENIE INTEGRALA OT FUNKCII KOMP�
LEKSNOGO PEREMENNOGO SWODITSQ K WY�ISLENI� DWUH KRIWOLINEJNYH IN�
TEGRALOW WTOROGO RODA� wY�ISLIM SLEDU��IE INTEGRALY�

� ��
Z
�L�

z� dz	 GDE �L�� OTREZOK PRQMOJ OT z� � 
 DO z� � � � i�

Z
�L�

z� dz �
Z
�L�

�x� iy�� �dx � idy� �

�

����� URAWNENIE LINII �L� � y � x
TOGDA dy � dx� 
 � x � �

����� �

�
�Z
�

�x� ix���dx� idx� � �� � i�	
�Z
�

x� dx �

� �� � i�	
x	

�

�����
�

�
�

�� � i�	

�
�

� � �i� �i� � i	

�
�

� � �i � �� i

�
�

�
�� � �i

�
� ��

�
�

�

�
i�

pRI WY�ISLENII INTEGRALOW UDOBNO NARQDU S ALGEBRAI�ESKOJ POLXZO�
WATXSQ I POKAZATELXNOJ FORMOJ �SKAZANNOE RAWNOSILXNO TOMU	 �TO NA�
RQDU S PRQMOUGOLXNOJ SISTEMOJ KOORDINAT UDOBNO INOGDA ISPOLXZOWATX

POLQRNU���

���



� ��
Z
�L�

Re z�z���dz� GDE �L�� LOMANAQ OAB� O�
� 
�� A��� 
�� B��� ���

Z
�L�

Re z�z � ��dz �
Z
�L�

x�x � � �

iy�d�x� iy�
rAZBIWAEM KONTUR INTEGRIROWANIQ

NA DWA U�ASTKA�

nA OTREZKE OA IMEEM y � 
� dy � 
� 
 � x � ��Z
�OA�

x�x � � � iy��dx� idy� �
�Z
�

x�x � ��dx �
x	

�
�
x�

�

�����
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

nA OTREZKE AB IMEEM x � �� dx � 
� 
 � y � ��Z
�AB�

x�x � � � iy��dx� idy� � i
�Z
�

�� � iy�dy � i

�
��y � i

y�

�

�
A
�����
�

�
� ��

�
� �i�

w ITOGE
Z
�L�

Re z�z � ��dz �
�

�
� �

�
� �i �

�

�
� �i�

� ��
Z
�L�

dz

z�
	 GDE �L�� NIVNQQ POLUOKRUVNOSTX jzj � �� Im z � 
�

wOSPOLXZUEMSQ POKAZATELXNOJ FORMOJ PREDSTAWLENIQ FUNKCII

z � jzjei�� �

z�
�

�

jzj�e
��i��

dz � jzj i ei� d��

nA KONTURE �L� IMEEM
jzj � �� dz � �iei� d�� �� � � � 
�

Z
�L�

dz

z�
�

�Z
��

�iei�
�

�
e��i� d� � i��

�Z
��

e�i� d� � ����e�i�
�����
�

��
�

� �����e�i � e�i� � �����
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������ iNTEGRIROWANIE ANALITI�ESKOJ FUNKCII�
pERWOOBRAZNAQ
kAK BYLO POKAZANO WY�EZ
�L�

f�z�dz �
Z
�L�

�u� iv��dx � idy� �
Z
�L�

u dx � v dy � i
Z
�L�

v dx � u dy�

eSLI FUNKCIQ f�z� QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ	 TO WYPOLNENIE DLQ NEE
USLOWIJ kO�I  rIMANA AWTOMATI�ESKI OZNA�AET I NEZAWISIMOSTX ZA�
PISANNYH WY�E INTEGRALOW OT PUTI INTEGRIROWANIQ	 A TOLXKO OT NA�
�ALXNOJ I KONE�NOJ TO�EK PUTI� w �TOM SLU�AE WSEGDA SU�ESTWUET PER�
WOOBRAZNAQ DLQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII F ��z� � f�z�	 KOTORAQ TOVE
QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ FUNKCIEJ� sPRAWEDLIWA W �TOM SLU�AE I FOR�
MULA	 ANALOGI�NAQ FORMULE nX�TONA  lEJBNICA

Z
�L�

f�z�dz � F �z�

�����
z�

z�

� F �z��� F �z���

lINIQ INTEGRIROWANIQ DOLVNA CELIKOM PRINADLEVATX OBLASTI ANA�
LITI�NOSTI FUNKCII �WSE TO�KI LINII DOLVNY BYTX PRAWILXNYMI��
iSPOLXZOWANIE PRIWEDENNOJ FORMULY ZNA�ITELXNO UPRO�AET WY�IS�

LENIE INTEGRALOW� pRI �TOM DLQ OTYSKANIQ PERWOOBRAZNOJ ISPOLXZUET�
SQ STANDARTNAQ TABLICA NEOPREDELENNYH INTEGRALOW�

tAK	 PREDYDU�IJ PRIMER�
Z
�L�

dz

z�
� ��

z

�����
	

�	
� ��

�
� �

�
� ��

�

� ��
Z
�L�

cos� z sin zdz� L� L�BAQ LINIQ OT TO�KI z � 
 DO z � ��

Z
�L�

cos� z sinzdz�
�Z
�

cos� z sin zdz� �
�Z
�

cos� zd�cos z���cos	 z

�

�����
�

�
�����

������ iNTEGRALXNYE TEOREMA I FORMULA kO�I

pUSTX KONTUR INTEGRIROWANIQ ��� QWLQETSQ ZAMKNUTOJ LINIEJ� w
�TOM SLU�AE WYBOR NA�ALXNOJ TO�KI	 KOTORAQ BUDET I KONE�NOJ	 NE IME�
ET NIKAKOGO ZNA�ENIQ�
tEOREMA kO�I� iNTEGRAL PO ZAMKNUTOMU KONTURU OT FUNKCII� KO�
TORAQ QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ W ZAMKNUTOJ OBLASTI� OGRANI�ENNOJ
�TIM KONTUROM� RAWEN NUL� �

Z
���

f�z� � 
�

��	



pRI �TOM UTWERVDENIE TEOREMY SPRAWEDLIWO KAK DLQ ODNOSWQZNOJ	
TAK I DLQ MNOGOSWQZNOJ OBLASTI�
uTWERVDENIE TEOREMY QWLQETSQ O�EWIDNYM SLEDSTWIEM DWUH OBSTO�

QTELXSTW�
�� iNTEGRAL OT ANALITI�ESKOJ FUNKCII NE ZAWISIT OT PUTI INTEG�

RIROWANIQ�
�� pRI SMENE NAPRAWLENIQ DWIVENIQ PO KONTURU INTEGRAL MENQET

ZNAK�
tAK� �

Z
jzj��

z ez dz � 
� T�K� PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ ANALITI�NA NA

WSEJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI I W KRUGE jzj � �	 W �ASTNOSTI	 TOVE�

�
Z

jzj��

z sinz

�z � �i�	
dz � 
� T�K� PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ HOTQ I IMEET RAZRYW

�NEANALITI�ESKAQ� W TO�KE z � �i	 NO �TA TO�KA NAHODITSQ WNE OBLASTI	
OGRANI�ENNOJ KONTUROM INTEGRIROWANIQ�

iZ INTEGRALXNOJ TEOREMY kO�I WYTEKAET ODNA IZ WAVNEJ�IH FOR�
MUL TEORII FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO  INTEGRALXNAQ FORMU�
LA kO�I�

iNTEGRALXNAQ FORMULA kO�I� eSLI FUNKCIQ f�z� QWLQETSQ ANA�
LITI�ESKOJ W ZAMKNUTOJ ODNOSWQZNOJ OBLASTI �D�� TO SPRAWEDLIWA

FORMULA

f�z�� �
�

�� i
�
Z
���

f�z� dz

z � z�
�

GDE ���� ZAMKNUTYJ KONTUR CELIKOM LEVA�IJ W OBLASTI �D� I PRO�
HODIMYJ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII �PROTIW �ASOWOJ SRELKI�� A
z�� L�BAQ TO�KA� LEVA�AQ WNUTRI ��

fORMULA SWQZYWAET ZNA�ENIE ANALITI�ESKOJ FUNKCII W NEKOTOROJ

TO�KE z� S WELI�INOJ INTEGRALA PO ZAMKNUTOMU KONTURU	 KOTORYJ OKRU�
VAET OBLASTX	 SODERVA�U� �TU TO�KU� pRI �TOM NI WID	 NI RAZMERY
KONTURA � PREDWARITELXNO NE OGOWORENY �ONI NE IME�T NIKAKOGO ZNA�
�ENIQ� I	 PO�TOMU	 W DALXNEJ�EM W KA�ESTWE TAKOGO KONTURA BUDEM IS�
POLXZOWATX NAIBOLEE PROSTOJ  OKRUVNOSTX PROIZWOLXNOGO RADIUSA S

���



CENTROM W TO�KE z�	 T�E ��� � jz � z�j � r� GDE r MOVET BYTX SKOLX UGOD�
NO MALYM�

fORMULA kO�I �FFEKTIWNO ISPOLXZUETSQ DLQ WY�ISLENIQ INTEGRA�
LOW TIPA kO�I PO ZAMKNUTOMU KONTURU	 A IMENNO�

eSLI FUNKCIQ f�z� QWLQETSQ ANALITI�ESKOJ W TO�KE z� �T�E FUNK�
CIQ DIFFERENCIRUEMA W �TOJ TO�KE I EE OKRESTNOSTI jz � z�j � r�	 TO
SPRAWEDLIWY FORMULY �SLEDSTWIQ INTEGRALXNOJ FORMULY kO�I��

I� �
Z
���

f�z� dz

z � z�
� �� i f�z��� II� �

Z
���

f�z� dz

�z � z���
� �� i f ��z���

III� �
Z
���

f�z� dz

�z � z��	
� �� i

f ���z��
��

� IV� �
Z
���

f�z� dz

�z�z��n ��� i
f �n����z��

�n� ���
�

tO�KA z� WEZDE OBHODITSQ PO KONTURU PROTIW �ASOWOJ STRELKI�

nAJDEM SLEDU��IE INTEGRALY PO ZADANNYM KONTURAM	 ISPOLXZUQ IN�
TEGRALXNU� FORMULU kO�I I EE SLEDSTWIQ�

� �� �
Z

jzj��

z sin z

z � �i
dz � 
	 T�K� PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NEANALITI�ES�

KAQ TOLXKO W TO�KE z � �i	 KOTORAQ LEVIT WNE KONTURA INTEGRIROWANIQ
jzj � ��

� �� �
Z

jzj�	

z sin z

z � �i
dz � �� i�z sin z�

�����
z��i

� �� i � �i sin �i �

� �� i � �ie
i �i�e�i �i

�i
� �� i�e�� � e�� 
 ��� �� � �� i 
 ���� �� i�

w DANNOM SLU�AE TO�KA z � �i QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO�KOJ OBLASTI I
INTEGRAL BERETSQ PO FORMULE �I��

��




	ASTO BYWAET	 �TO ISHODNYE INTEGRALY NEOBHODIMO WNA�ALE PODGOTO�
WITX K ISPOLXZOWANI� SOOTWETSTWU��EJ FORMULY	 A DLQ �TOGO NUVNO
W PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII PREDWARITELXNO WYDELITX ANALITI�ESKU�

W TO�KE FUNKCI�� eSLI WNUTRX KONTURA INTEGRIROWANIQ POPADA�T NE�
SKOLXKO OSOBYH TO�EK �TO�EK NEANALITI�NOSTI FUNKCII�	 TO NEOBHO�
DIMO KAVDU� TO�KU IZOLIROWATX NEKOTORYM KONTUROM	 PREDSTAWITX
ISHODNYJ INTEGRAL W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO OTDELXNYM KONTURAM

I WY�ISLITX KAVDYJ	 ISPOLXZUQ SOOTWETSTWU��U� FORMULU�

� �� �
Z

jzj����

z	dz

�z � ����z� � ��

pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ IMEET � OSOBYE

TO�KI �W DANNOM SLU�AE TO�KI RAZRYWA� z� �
�� z��	 � ��i� NO TOLXKO z� � � NAHODIT�
SQ WNUTRI KONTURA INTEGRIROWANIQ� tAKIM
OBRAZOM	 W KA�ESTWE ANALITI�ESKOJ FUNKCII

ZDESX WYSTUPAET f��z� �
z	

z� � �
I PO FORMULE

�II� IMEEM

�
Z

jzj����

z	 dz

�z � ����z� � ��
� �� i

�
� z	

z� � �

�
A�
�����
z��

� �� i
�z��z� � ��� �z z	

�z� � ���

�����
z��

�

� �� i�	�� 
 �� �� i�

� �� �
Z

jz��ij��

z	dz

�z � ����z� � ��
�

w DANNOM SLU�AE WNUTRX KONTURA INTEGRI�
ROWANIQ POPADAET TOLXKO TO�KA z � �i	 PO�
�TOMU W KA�ESTWE ANALITI�ESKOJ W OBLASTI

FUNKCII BUDET WYSTUPATX

f��z� �
z	

�z � ����z � �i�
I PO FORMULE �I�

�
Z

jz��ij��

z	dz

�z � ����z� � ��
� �� i

z	

�z � ����z � �i�

�����
z��i

� �� i
��i�	

��i� ����i
�

�
�� i���i�
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�
��� i
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�
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��� � ���
�
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� �� �
Z

jzj�	

z	dz

�z � ����z� � ��
�

w DANNOM SLU�AE WNUTRX KONTURA INTEGRIRO�
WANIQ POPADAET WSE TRI OSOBYE TO�KI� oKRU�
VIM KAVDU� TO�KU KONTURAMI I PREDSTA�
WIM INTEGRAL W WIDE SUMMY TREH INTEGRA�
LOW	 KAVDYJ IZ KOTORYH UVE WY�ISLEN P

PRIMERAH �  ��

�
Z

jzj�	

z	dz

�z � ����z� � ��
��

Z
jzj����

f��z� dz ��
Z

jz��ij��

f��z� dz ��
Z

jz
�ij��

f	�z� dz 
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g L A W A �� operacionnyj metod

���� pREOBRAZOWANIE lAPLASA

bOLX�OJ POPULQRNOSTX� U INVENEROW POLXZUETSQ SIMWOLI�ESKIJ �OPE�
RACIONNYJ�METOD INTEGRIROWANIQ LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAW�
NENIJ I SISTEM	 KOTORYJ BYL PREDLOVEN IZWESTNYM AMERIKANSKIM IN�
VENEROM � �LEKTRIKOM oLIWEROM hEWISAJDOM ����
������� sNA�ALA �TOT
METOD BYL PREDLOVEN BEZ STROGOGO MATEMATI�ESKOGO OBOSNOWANIQ� nO
PORAZITELXNYJ USPEH METODA ZASTAWIL OB�QSNITX EGO S MATEMATI�ES�
KOJ TO�KI ZRENIQ	 �TO PRIWELO K POLNOMU OPRAWDANI� I DALXNEJ�EMU

RAZWITI� SIMWOLI�ESKIH METODOW�

pRIMENENIE OPERACIONNOGO METODA DLQ RE�ENIQ ZADA�I kO�I POZ�
WOLQET SWESTI RE�ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ DLQ NEKOTOROJ

FUNKCII x�t� K RE�ENI� ALGEBRAI�ESKOGO URAWNENIQ OTNOSITELXNO EE

�IZOBRAVENIQ�  FUNKCIIX�p�� oPERACII NAD IZOBRAVENIEM OKAZYWA�
�TSQ BOLEE PROSTYMI�

oPERACIONNYJ METOD HORO� SWOEJ UNIWERSALXNOSTX�� pRI RE�ENII
DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I SISTEM OPERACIONNYM METODOM NET NE�
OBHODIMOSTI OBRA�ATX WNIMANIE NA NA TAKIE WAVNYE DLQ DRUGIH ME�
TODOW RE�ENIQ OBSTOQTELXSTWA	 KAK�

�SOSTAWLENIE FUNDAMENTALXNOJ SISTEMY RE�ENIJ I OB�EGO RE�ENIQ

LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ	 ILI SISTEMY PO WIDU KORNEJ HARAK�
TERISTI�ESKOGO URAWNENIQ�

�POISK �ASTNOGO RE�ENIQ LINEJNOGO NEODNORODNOGO URAWNENIQ PO WI�
DU PRAWOJ �ASTI S U�ETOM KORNEJ HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ�

oSOBYJ WYIGRY� DA
T OPERACIONNYJ METOD PRI INTEGRIROWANII

SISTEM	 HARAKTERISTI�ESKIE URAWNENIQ DLQ KOTORYH IME�T KOMPLEKS�
NYE ILI KRATNYE KORNI�
w DANNOM POSOBII RASSMOTRENO PRIMENENIE OPERACIONNOGO METODA K RE�
�ENI� DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I SISTEM�

������ oRIGINAL I EGO IZOBRAVENIE

pUSTX FUNKCIQ y � f�t� NEPRERYWNA DLQ WSEH t 	 
 ZA ISKL��ENIEM	
MOVET BYTX	 LI�X KONE�NOGO �ISLA TO�EK I UDOWLETWORQET USLOWIQM

���
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� f�t� � 
� t 
 
�
j f�t� j � Meat� t 	 
�

GDE M I a� PROIZWOLXNYE	 OGRANI�EN�

NYE I POLOVITELXNYE KONSTANTY� pRI �TOM a NAZYWA�T PORQDKOM

ROSTA FUNKCII f�t��
fUNKCIQ	 UDOWLETWORQ��AQ DANNOMU USLOWI� NAZYWAETSQ

O R I G I N A L O M� uSLOWIE �TO POKAZYWAET	 �TO ORIGINALOM MO�
VET SLUVITX LI�X FUNKCIQ LIBO OGRANI�ENNAQ	 LIBO NEOGRANI�ENNAQ	
NO RASTU�AQ PRI �TOM NE BYSTREE NEKOTOROJ REALXNOJ POKAZATELXNOJ

FUNKCII WIDA Meat� tAK FUNKCII

f�t� � t�� e	t� e��t cos �t MOGUT SLUVITX ORIGINALAMI	 A

f�t� �
�

t
� ctg t� et

�

�
�

� � ln t
� ��� NE MOGUT �NE QWLQ�TSQ TAKOWYMI��

pUSTX FUNKCIQ f�t� QWLQETSQ ORIGINALOM	 T�E UDOWLETWORQET OTME�
�ENNOMU WY�E USLOWI�� uMNOVIM �TU FUNKCI� NA e�pt� GDE p� NEKO�
TORYJ FORMALXNYJ KOMPLEKSNYJ PARAMETR S POLOVITELXNOJ DEJSTWI�
TELXNOJ �ASTX�	 I PROINTEGRIRUEM POLU�ENNOE PROIZWEDENIE W INTER�
WALE �
� ��� pOLU�IM FUNKCI�

F �p� �
�Z
�

f�t� e�pt dt�

tAKOE DEJSTWIE NAD DANNOJ FUNKCIEJ NAZYWAETSQ

P R E O B R A Z O W A N I E M l A P L A S A� fUNKCIQ F �p�
NAZYWAETSQ I Z O B R A V E N I E M FUNKCII f�t� PO lAPLASU	 I
�TOT FAKT SIMWOLI�ESKI ZAPISYWAETSQ TAK � f�t� ��� F �p��

eDINI�NAQ FUNKCIQ hEWISAJDA pROSTEJ�IM ORIGINALOM SLUVIT	
TAK NAZYWAEMAQ	 �EDINI�NAQ FUNKCIQ� hEWISAJDA �EDINI�NAQ �STU�
PENXKA��� iSPOLXZU�TSQ OBOZNA�ENIQ� ��t�� ��t�� ��t��

��t� �

��
� 
� DLQ t 
 
�
�� DLQ t 	 
�

��t� � � �

��
� 
� DLQ t 
 � �
�� DLQ t 	 ��

tOGDA L�BU� FUNKCI�	 KOTORAQ RAWNA NUL� DO NEKOTOROGO MOMENTA
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