Однофакторный дисперсионный анализ на основе линейной модели
Цель работы:
Исследование значимости различий в средних значениях результирующей переменной для различных уровней фактора, используя однофакторный дисперсионный анализ на основе линейной модели 

Задание.

В файле “Данные” на листе “Данные для ДА” в таблицах, соответствующих различным вариантам, приведены значения некоторого результирующего показателя (отклика), соответствующие различным уровням факторов А и В, полученные в серии независимых экспериментов.

Исследовать влияние на среднее значение результирующего показателя одного из факторов A или B (выбираем фактор с наибольшим количеством уровней), используя линейную модель дисперсионного анализа. Для остатков модели проверить выполняются ли основные предположения дисперсионного анализа (нормальность остатков и однородность дисперсий для различных уровней фактора). Вне зависимости от того значим эффект фактора или нет, провести анализ значимости попарных различий средних значений отклика для различных уровней фактора, используя один из методов апостериорного множественного сравнения средних.
При построении модели полного ранга, использовать следующие ограничения на параметры модели:
Для вариантов 1, 4, 7, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 1): 
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 - эффект i-го уровня фактора.

Для вариантов 2, 5, 8, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 2): 
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- число наблюдений для i-го уровня фактора.

Для вариантов 3, 6, 9, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 0): 
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 - эффект k-го уровня фактора с числом уровней фактора, равным k.

Приложение 1.  Однофакторный дисперсионный анализ на основе линейной модели
Пусть у нас имеется выборка, состоящая из 
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 различным уровням фактора, влияние которого на значения наблюдаемой переменной мы исследуем. В однофакторной модели дисперсионного анализа исходят из следующей модели порождения данных:
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где: 
[image: image13.wmf]ij

y

- j-ое наблюдаемое значение отклика в i-ой группе (для i-го уровня фактора);
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 -  среднее значение отклика для i-го уровня фактора;
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 - независимые случайные величины с математическим ожиданием равным нулю и одинаковой дисперсией 
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Необходимо выяснить, оказали ли значимое влияние на разброс выборочных средних по каждой группе различные уровни 
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 фактора или этот разброс обусловлен чисто случайным разбросом значений величин 
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 (эффект фактора незначим).
Уравнения (1) можно переписать в терминах линейной регрессионной модели:
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или в матричной форме:
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где: 
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 - матрица размеров 
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 наблюдаемых значений отклика (
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Так как 
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 - диагональная матрица размеров 
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 матрица столбец, состоящая из сумм 
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где 
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 средние значения величин 
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Для регрессионной модели (2) можно проверить гипотезу  
[image: image46.wmf]k

H

q

=

=

q

=

q

K

2

1

0

:

, найдя сумму квадратов, соответствующую данной гипотезе, однако, хотелось бы иметь модель, где гипотезе  
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 соответствовала бы гипотеза о значимости коэффициентов регрессионной модели.
Введем параметр 
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 в уравнения (1, 2), переписав их в (сингулярном) виде:
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Соответственно, уравнения регрессионной модели приобретают вид:
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или в матричной форме:
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где:
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Величину 
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 будем называть эффектом i-уровня фактора. Гипотезе 
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 в рамках данной модели будет соответствовать: 
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. Заметим, что, если мы не накладываем никаких условий на параметры  
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, то оценки МНК данных параметров нельзя определить единственным образом, так как матрица 
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 содержит линейно зависимые столбцы и, соответственно, матрица 
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 - вырожденная. Модель дисперсионного анализа подобного вида называется сверхпараметризованной или моделью неполного ранга. Чтобы получить модель полного ранга (или сигма-ограниченную модель), необходимо добавить ограничение на параметры модели. Обычно используют одно из следующих ограничений:
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В результате уравнения дисперсионного анализа принимают следующий вид:
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где переменные 
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Рис. 1. Матрицы значений факторов для сверхпараметризованной модели (
[image: image91.wmf]X

) и различных моделей полного ранга.

При любых (из рассмотренных) ограничениях на параметры, модель (5) есть, по сути, модель (2), а значит, сумма квадратов остатков для любой из сигма-ограниченных моделей одна и та же и совпадает с суммой квадратов остатков 
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 вне зависимости от принятых ограничений на параметры, модель (5) преобразуется в модель 
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С точки зрения регрессионной модели гипотеза 
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 есть гипотеза о не значимости этой модели (равенстве всех параметров модели нулю, кроме свободного слагаемого). Таким образом, проверка гипотезы о значимости эффекта фактора сводится к проверке гипотезы о значимости соответствующей регрессионной модели (5). При этом сумма квадратов эффекта фактора 
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 является также суммой квадратов остатков регрессионной модели. Средние суммы квадратов могут быть получены из соответствующих сумм квадратов делением на соответствующее им число степеней свободы. Средняя сумма квадратов остатков  
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Итак:

1) строим матрицу неполного ранга 
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размеров 
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 значений факторов, соответствующую нашей дисперсионной модели;

2) используя указанное ограничение на параметры модели, получаем матрицу 
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 размеров 
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 значений факторов полного ранга;
3) проводим регрессионный анализ с полученной матрицей полного ранга 
[image: image111.wmf]X
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 и соответствующим вектором значений отклика 
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, и делаем вывод о значимости регрессионной модели;

4) если модель значима - эффект фактора значим, то есть, средние значения отклика для различных уровней фактора различаются значимо.
Приложение 2.  Множественные сравнения средних
Результат дисперсионного анализа, указывающий, что средние значения отклика для разных уровней фактора различаются, не является окончательным результатом анализа изучаемого явления. Это скорее промежуточный результат, который подразумевает дальнейшее раскрытие того, для каких уровней фактора средние значения больше, для каких меньше, а для каких одинаковы. Основная процедура дисперсионного анализа не дает возможности ответить на эти вопросы.


Самый очевидный и простой вариант решения данной задачи - провести серию попарных сравнений при помощи t-критерия, используя в качестве оценки дисперсии величину 
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 - оценку остаточной дисперсии (среднюю сумму квадратов остатков), полученную в ходе дисперсионного анализа. Такой подход реализуется в так называемом методе наименьшей значимой разности Фишера (Least Significant Difference - LSD). Статистика критерия LSD для проверки гипотезы равенства средних 
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 выборочные средние значения отклика для i-го и j-го уровней фактора, 
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 - количество наблюдений для i-го и j-го уровней фактора.

Если наблюдаемое значение статистики 
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 - критическая точка распределения Стьюдента уровня 
[image: image121.wmf]2

/

a

 (или квантиль уровня 
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 (число степеней свободы суммы квадратов остатков 
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  отклоняется и принимается гипотеза 
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Однако, такой подход является не совсем корректным. Если задать, скажем, 5% уровень значимости, то при каждом сравнении вероятность отклонить нулевую гипотезу будет равна 5%, а при серии попарных сравнений, вероятность отклонить хотя бы одну нулевую гипотезу в таком случае существенно превысит 5%. Например, при попарном сравнении средних 4 групп, эта вероятность составит 26,5 %. 


Существуют разные подходы к решению данной проблемы. Один из них – уменьшить уровень значимости при попарном сравнении так, чтобы вероятность хотя бы одного отклонения нулевой гипотезы равнялось заданному уровню значимости. Такой подход реализуется в методе Бонферрони (правильнее говорить о принципе или поправке Бонферрони) множественных сравнений, в котором при каждом попарном сравнении задается уровень значимости 
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 - число сравнений. Данная величина гарантирует, что вероятность отклонение нулевой гипотезы (при ее истинности) хотя бы в одном из 
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 сравнений не превзойдет 
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. Однако, принцип  Бонферрони является чересчур консервативным, он приводит к существенному снижению мощности критерия.


LSD – критерий и критерий Бонферрони занимают как бы самые крайние позиции в ряду критериев множественных сравнений. Среди остальных критериев множественного сравнения средних можно выделить критерии множественных сравнений Шеффе, Тьюки, Дункана, Ньюмена-Келса и другие.


В методе множественных сравнений Шеффе для проверки гипотезы равенства средних 
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 – оценка остаточной дисперсии, полученная в ходе дисперсионного анализа, k - число уровней фактора. Если наблюдаемое значение статистики 
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 - критическая точка распределения Фишера уровня 
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 (или квантиль уровня 
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[image: image141.wmf]R

MS

), то нулевая гипотеза  отклоняется и принимается гипотеза 
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