ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА 
Проверка статистических гипотез. Гипотеза независимости
Цель работы:
Проверка статистических гипотез о независимости выборочных совокупностей, используя критерий Хи-квадрат. Оценка значимости коэффициента корреляции Пирсона.

Задание.

1. В файле “Данные” на листе “Котировки” приведены цены закрытия акций на МБ за период с января по август 2023 года с периодичностью 1 день. Для указанных в варианте задания ценных бумаг, проверить гипотезу о независимости ежедневных  относительных приращений котировок, используя критерий независимости Хи-квадрат. Оценить также наличие, степень и характер связи, используя выборочный коэффициент корреляции Пирсона. 

	 ВАРИАНТ
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Акция 1
	LKON
	MTSS
	YNDX
	MTLR
	PLZL
	ROSB
	RUAL
	ROSN
	HYDR
	PLZL

	Акция 2
	SBER
	SNGS
	TCSG
	RTKM
	UPRO
	RGSS
	CHMF
	SBER
	SNGS
	ALRS


	 ВАРИАНТ
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	Акция 1
	VTBR
	GAZP
	GMNK
	SIBN
	ROSN
	YNDX
	IRAO
	VTBR
	GAZP
	GMNK

	Акция 2
	TATN
	RTKM
	SIBN
	MTLR
	LKON
	MTSS
	ALRS
	MTLR
	PLZL
	HYDR


Приложение 1.

Анализ таблиц сопряженности признаков.
Критерий независимости Хи-квадрат Пирсона

К наиболее часто используемым инструментам изучения взаимосвязи двух величин относятся методы анализа таблицы сопряженности. Анализ таблицы является весьма простым и наглядным, и вме​сте с тем эффективным инструментом изучения одновременно двух переменных. Таблица сопряжённости является наиболее универсальным средством изучения статистических связей, в ней могут быть представлены переменные, измеренные в любой шкале. Чтобы высказать предположение о зависимости величин, следует анализировать относительные частоты в таблице, отнесенные либо к маргинальным (суммарным) частотам строк, либо к маргинальным частотам столбцов. Значительное расхождение в распределениях данных частот свидетельствует о наличии связи между признаками. 


Основным критерием для проверки гипотезы о наличии связи между переменными на основе таблицы сопряженности является критерий Хи-квадрат Пирсона. Пусть таблица сопряженности, построенная по выборке двух совместно наблюдаемых величин 
[image: image1.wmf]X

 и 
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, содержащих, соответственно, 
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 и 
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 категорий имеет вид, представленный в таблице 1 (для дискретных величин - категории это возможные значения величин, для непрерывных величин это интервалы значений).  

Таблица 1. Общий вид таблицы сопряженности двух признаков.
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Относительные маргинальные частоты 
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 оценивают, соответственно, одномерные распределения признаков 
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 и 
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. Если гипотеза 
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независимы» верна, то оценкой вероятности события: 
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 является произведение соответствующих маргинальных частот 
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 будет являться оценкой ожидаемой частоты для ячейки с индексами 
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 и 
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 при объеме выборки 
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Составим статистику: 
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которая характеризует сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 
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 от ожидаемых значений 
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 по всем ячейкам. В соответствии с теоремой Пирсона, при истинности 
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 данная статистика стремится к распределению 
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 числом степеней свободы (
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-

+

m

k

 -  число неизвестных оцениваемых параметров). 
Возьмем в качестве критической точки 
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 квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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 числом степеней свободы. Тогда, если 
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, то принимается гипотеза 
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 о независимости двух признаков, в противном случае принимается гипотеза о наличии связи между двумя признаками.

Условие для корректного применения критерия Хи-квадрат остается прежним: желательно, чтобы ожидаемое значение 
[image: image66.wmf]n

n

n

j

i

n

×

m

×

 для каждой ячейки таблицы сопряженности было не меньше 5. 
Анализ коэффициентов связи для количественных и порядковых данных
При анализе таблиц сопряженности не устанавливается каких либо ограничений в отношении уровня измерения тех переменных, которые образуют таб​лицу. Не используется и информация о порядке следования градаций в переменных. Это является естественным для переменных, измеренных на номинальном уровне. Однако, в случае анализа данных измеренных в порядковых или количественных шкалах, подобной характеристики связи не достаточно. Для такого рода переменных порядок расположения градаций уже существен, посколь​ку он фиксирует степень выраженности измеряемого свойства. Коэффициенты связи для порядковых и количественных данных, должны по возможности использовать всю содержащуюся в переменных информацию и отражать не только наличие связи, но и характер связи, ее направленность.
В качестве оценки степени связи между количественными признаками обычно используют значение  выборочного коэффициента корреляции Пирсона:
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где  
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 - выборочная ковариация,
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 - выборочные дисперсии величин 
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.

Выборочный коэффициент корреляции является оценкой коэффициента корреляции 
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 генеральной совокупности, который характеризует степень линейной связи между признаками. Значения коэффициента корреляции по модулю не превышают единицу: 
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, причем значение коэффициента корреляции по модулю равно единице, только в случае линейной зависимости между 
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, то при возрастании одной переменной другая проявляет в среднем тенденцию также возрастать. Если  
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, то при возрастании одной переменной другая проявляет в среднем тенденцию убывать. В первом случае говорят, что 
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 положительно коррелированны, а во втором, соответственно, что 
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 отрицательно коррелированны. Если 
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, то это означает только отсутствие линейной связи между значениями одной величины и средним значением другой величины, то есть, в общем случае, не говорит о отсутствии связи между 
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Поскольку значения выборочного коэффициента корреляции 
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, при условии 
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, могут отличаться от нуля, необходима проверка значимости выборочного коэффициента корреляции. Для нормальной совокупности для проверки гипотезы 
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 можно использовать критерий Стьюдента, основанный на статистике:
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 - квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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 отвергается и признается значимым отличие от нуля коэффициента корреляции  
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. Заметим, что с точки зрения формулировки альтернативной гипотезы 
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, следующие утверждения эквивалентны: «Коэффициент корреляции не равен нулю» и «Значение выборочного коэффициента корреляции значимо». Для распределений отличных от нормального, данный критерий проверки значимости выборочного коэффициента корреляции является приближенным.  

В качестве оценки степени связи между признаками, измеренными в порядковой шкале, используют коэффициенты ран​говой корреляции - 
[image: image97.wmf]R

 Спирмена, 
[image: image98.wmf]t

 Кендэла, 
[image: image99.wmf]g

 Гудмена-Краскэла. Данные коэффициенты могут также применяться для характеристики степени связи между количественными признаками, если их распределение существенно отличается от нормального.

Коэффициент корреляции 
[image: image100.wmf]R

 Спирмена есть не что иное, как коэффициент корреляции Пирсона для случайных величин, представленных в ранговой шкале, и соответственно, характеризует силу линейной связи между рангами. 
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Соответственно выборочный коэффициент корреляции Спирмена:
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При наличии в рядах 
[image: image111.wmf]X

 и 
[image: image112.wmf]Y

 совпадающих значений, им присваиваются ранги, равные среднеарифметическому соответствующих рангов в вариационном ряду. Соответственно, используют коэффициент корреляции Спирмена с поправками на равные ранги:
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 - длина i-ой связи в ряду 
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. Под связью понимается набор значений с одинаковыми рангами. 

Проверку значимости коэффициента корреляции Спирмена осуществляют также, как и проверку значимости коэффициента корреляции Пирсона, на основе статистики 
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. Закон распределения данной статистики, при условии истинности 
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“корреляция между рангами равна нулю”, приближенно описывается распределением Стьюдента с числом степеней свободы 
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 для проверки значимости 
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 используют таблицы распределения статистики 
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Коэффициент ранговой корреляции Кендалла вычисляется по формуле:
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где  
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 - число согласованных пар, то есть случаев, когда 
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, при условии, что 
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 - число несогласованных пар, то есть случаев, когда 
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, при условии, что 
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. Значения коэффициента корреляции Кендалла также, как и коэффициента корреляции Спирмена лежат в интервале 
[image: image133.wmf]]
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При условии истинности 
[image: image134.wmf]:
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“корреляция между рангами равна нулю”, закон распределения статистики Кендалла стремится к нормальному распределению 
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, что и используется для проверки гипотезы о значимости данного коэффициента. При наличии в рядах 
[image: image136.wmf]X

 и 
[image: image137.wmf]Y

 совпадающих значений, им присваиваются ранги, равные среднеарифметическому соответствующих рангов в вариационном ряду, и используют коэффициент корреляции Кендалла с поправками на равные ранги:
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где 
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 длина i-ой связи в ряду 
[image: image143.wmf]X

,  
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 длина i-ой связи в ряду 
[image: image145.wmf]Y

. Под связью понимается набор значений с одинаковыми рангами. 

Если в данных имеется много совпадающих значений можно также использовать 
[image: image146.wmf]g

-статистику Гудмана-Краскала, которая вычисляется по формуле: 
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Эта мера имеет прямую вероятностную интерпретацию, поскольку она есть не что иное, как разность между относительными частотами правильного и неправильного порядка для двух совокупностей. При условии истинности 
[image: image148.wmf]:
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“корреляция между рангами равна нулю”, закон распределения статистики 
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 стремится к стандартному нормальному распределению, что и используется для проверки гипотезы о значимости данного коэффициента.

Приложение 2. Пример выполнения задания.

Для примера используем котировки цен акций MTLR и TATN за периоды с 05.01.2015 по 02.09.2015 (166 значений). Предварительно получим выборки относительных приращений цен акций MTLR и TATN объемами  165 значений.
Для проверки гипотезы «Ежедневные относительные приращения котировок акций MTLR и TATN независимы» по критерию Хи-квадрат следует построить таблицу сопряженности для интервальных данных (относительных приращений котировок). Для упрощения построения таблицы сопряженности можно поступить следующим образом. Предварительно для каждой переменной построить интервальный ряд, а затем ввести новые переменные, значения которых будут указывать на принадлежность значений исходных переменных к тому или иному интервалу. А затем уже для этих переменных построить таблицу сопряженности.

По формуле Стерджесса получаем, при объеме выборки 
[image: image150.wmf]165
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, рекомендуемое число ячеек для таблицы сопряженности равным 
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. Если мы для каждой из переменных определим 3 интервала группирования, то для таблицы сопряженности получим: 
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 ячеек, то есть, значение, близкое к рекомендуемому.

Для определения границ интервалов построим статистические ряды для относительных приращений котировок акций MTLR и TATN, содержащие по 3 интервала:
Интервальный ряд для относительных приращений MLTR:
	Интервал
	(-∞;  -0,01)
	(- 0,01; 0,01)
	(0,01;  +∞)
	Всего

	Код интервала
	1
	2
	3
	

	Частота
	55
	52
	58
	165


Интервальный ряд для относительных приращений TATN:
	Интервал
	(-∞;  -0,01)
	(- 0,01; 0,01)
	(0,01;  +∞)
	Всего

	Код интервала
	1
	2
	3
	

	Частота
	49
	55
	61
	165


Заметим, что чтобы задать подобные интервалы, достаточно задать границы второго интервала.


Чтобы воспользоваться средствами построения таблиц сопряженности EXCEL, строим следующие ряды: два ряда кодов исходных переменных и ряд, состоящий из единиц, который указывает количество пар таких значений.  Код переменной присваивается в соответствии с тем, к какому интервалу она относится. Фрагмент исходных рядов относительных приращений и полученных рядов кодов переменных приведен ниже:

	MTLR
	TATN
	Код MTLR
	Код TATN
	Кол-во

	0,01322
	-0,03887
	3
	1
	1

	0,04348
	0,07104
	3
	3
	1

	0,00379
	-0,04469
	2
	1
	1

	-0,00377
	-0,02478
	2
	1
	1

	-0,05303
	0,02826
	1
	3
	1

	0,01000
	0,04197
	3
	3
	1

	0,03485
	0,02760
	3
	3
	1

	0,00574
	0,03462
	2
	3
	1

	0,01979
	0,00385
	3
	2
	1


Строим таблицу сопряженности для переменных Код MLTR и Код TATN, используя  инструмент EXCEL “Cводная таблица” (в качестве исходных данных для построения выбираем три последних столбца приведенного выше фрагмента):
	Частота
	TATN
	 
	 
	 

	MLTR
	(-∞;  -0,01)
	(- 0,01; 0,01)
	(0,01;  +∞)
	Всего

	(-∞;    -0,01)
	21
	18
	16
	55

	(- 0,01; 0,01)
	11
	25
	15
	51

	(0,01;    +∞)
	17
	12
	30
	59

	Всего
	49
	55
	61
	165



Строим таблицу ожидаемых частот, вычисляя ожидаемые частоты для каждой ячейки по формуле: 
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 - маргинальные частоты по строкам и столбцам соответственно:
	Частота
	TATN
	 
	 
	 

	MLTR
	(-∞;  -0,01)
	(- 0,01; 0,01)
	(0,01;  +∞)
	Всего

	(-∞;    -0,01)
	16,33
	18,33
	20,33
	55

	(- 0,01; 0,01)
	15,15
	17,00
	18,85
	51

	(0,01;    +∞)
	17,52
	19,67
	21,81
	59

	Всего
	49
	55
	61
	165


Отмечаем, что все ожидаемые частоты больше 5 (что важно для корректного применения критерия Хи-квадрат).


Вычисляем значение статистики критерия Хи-квадрат:
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Для числа степеней свободы статистики 
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 находим наблюдаемый уровень значимости критерия при условии истинности гипотезы 
[image: image158.wmf]0
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: «относительные приращения независимы» 
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. Согласно данному значению следует отвергнуть нулевую гипотезу о независимости ежедневных относительных приращений котировок акций MLTR  и TATN и принять гипотезу о зависимости данных величин.


Исследуем также наличие связи между относительными приращениями котировок, используя коэффициент корреляции Пирсона, который характеризует степень линейной связи между величинами. Выборочный коэффициент корреляции Пирсона между величинами  
[image: image160.wmf]X

 и 
[image: image161.wmf]Y

вычисляется по формуле:
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В нашем случае 
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Проверяем значимость 
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. Вычисляем статистику Стьюдента: 
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. Находим уровень значимости по формуле: 
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 случайная величина, имеющая распределение Стьюдента, с числом степеней свободы 
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, то есть, значение 
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 является статистически значимым на уровне 
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, следовательно, следует признать наличие положительной статистически значимой корреляции между относительными приращениями. Поскольку само значение 
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 мало, то можно говорить о слабой корреляции (но, тем не менее, значимой) между величинами.
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