Многофакторный дисперсионный анализ
Цель работы:
Исследование значимости различий в средних значениях результирующей переменной для различных уровней каждого из двух факторов, а также для сочетания различных уровней этих факторов, используя многофакторный дисперсионный анализ на основе линейных моделей 

Задание.

В файле “Данные” на листе “Данные для ДА” в таблицах, соответствующих различным вариантам, приведены значения некоторого результирующего показателя (отклика), соответствующие различным уровням факторов А и В, полученные в серии независимых экспериментов.

Исследовать влияние на среднее значение результирующего показателя факторов A и B и их взаимодействия, используя многофакторный дисперсионный анализа на основе линейных моделей с разложением сумм квадратов по типу, соответствующему варианту задания: для вариантов 1, 4, 7, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 1) - использовать I тип разложения; для вариантов 2, 5, 8, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 2) - использовать II тип разложения; для вариантов 3, 6, 9, … (остаток от деления на 3 номера варианта равен 0)  - использовать III тип разложения.
В случае, если эффект фактора (эффект взаимодействия факторов) значим, провести анализ значимости попарных различий средних значений отклика, используя один из методов апостериорного множественного сравнения средних.
Приложение 1.  Двухфакторный дисперсионный анализ на основе линейной модели
Пусть мы исследуем влияние на величину 
[image: image1.wmf]Y

 двух факторов A и B, имеющих, соответственно 
[image: image2.wmf]k

 и 
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 уровней. В двухфакторной модели дисперсионного анализа обычно исходят из следующей модели порождения данных:
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где: 
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 - l-ое наблюдаемое значение отклика для i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B;
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 - среднее значение отклика для i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B;
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 - независимые случайные величины с математическим ожиданием равным нулю и одинаковой дисперсией 
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Необходимо выяснить различаются ли статистически средние, соответствующие различным уровням каждого из факторов, а также, возможно, существует ли различие средних для различных комбинаций уровней двух факторов.


Для решения поставленной задачи, введем в уравнения следующие средние:
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 - общее среднее;
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 - среднее для i-го уровня фактора A;
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 - среднее для j-го уровня фактора B.


Эти средние можно определить, например, через величины 
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, как, невзвешенные средние:
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Возможно и другое определение этих величин, важно лишь то, что введенные параметры являются линейными комбинациями соответствующих величин 
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Далее, положим:
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и перепишем линейную модель в виде:
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Величины 
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 называют, соответственно, главными эффектами i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B. Величину 
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 называют  эффектом взаимодействия i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B.

Уравнения (2) можно представить в виде:
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Данное соотношение говорит о том, что отклонение наблюдаемого значения отклика складывается из суммы четырех слагаемых: отклонения отклика от среднего значения для i, j-го набора уровней факторов A и B 
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, главных эффектов i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B и эффекта взаимодействия.  
Уравнения (2) можно, также как и в модели однофакторного дисперсионного анализа, переписать в терминах линейной регрессионной модели. 
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где 
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, если наблюдение соответствует i-му уровню фактора А и 
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 иначе; аналогично, 
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, если наблюдение соответствует j-му уровню фактора B и 
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 иначе.
Заметим, что если определено 
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, то любые 
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 средние 
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 определяют одно оставшееся, аналогично, любые 
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 средние 
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 определяют одно оставшееся. Если 
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 независимо можно определить только 
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 величин. Таким образом, можно ограничиться набором из 
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 и величины 
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, чтобы модель (4) не была сингулярной. При этом исключенные параметры необходимо выразить через оставшиеся, используя те или иные условия, накладываемые на параметры (условия связи между средними).


Если используются ограничения:
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то матрицу 
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 модели полного ранга можно построить следующим образом. Столбцы 
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, соответствующие эффектам факторов A и B, формируем также как в однофакторной модели для ограничений вида 
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. Столбцы, соответствующие эффекту взаимодействия, получаем, перемножая столбцы 
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. Естественно, матрица 
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 содержит также столбец из единиц, соответствующий эффекту общего среднего.
План эксперимента (или сам эксперимент) называют сбалансированным, если выполняются условия пропорциональности частот:
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Условия (6) выполняются, например, если количества наблюдений 
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 для каждого сочетания уровней факторов совпадают.  


В случае пропорциональных частот справедливо разложение общей суммы квадратов отклонений на составляющие, соответствующее уравнениям (3):
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где:
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 – общая, или полная, сумма квадратов отклонений;
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 – сумма квадратов отклонений средних по уровням фактора A от общего среднего, или сумма квадратов главных эффектов A (можно и так: сумма квадратов, соответствующих эффекту фактора A);


[image: image66.wmf]å

å

å

å

=

=

=

=

-

=

-

=

m

j

j

j

k

i

m

j

n

l

j

B

y

y

n

y

y

SS

ij

1

2

*

*

1

1

1

2

*

)

(

)

(

– сумма квадратов отклонений средних по уровням фактора B от общего среднего, или сумма квадратов главных эффектов B;
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 – сумма квадратов взаимодействия эффектов A и B;
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– остаточная сумма квадратов отклонений.

Число степеней свободы для сумм квадратов 
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. Число степеней свободы для суммы квадратов остатков 
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Поскольку двухфакторная модель учитывает различные эффекты влияния факторов, то и статистический анализ для двухфакторной модели предполагает проверку гипотез о значимости различных эффектов. При условии истинности 
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«эффект незначим» средний квадрат эффекта является несмещенной оценкой дисперсии 
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, так же как и величина 
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. Поэтому в качестве статистик критериев проверки гипотез о значимости соответствующих эффектов можно использовать отношения средней суммы квадратов эффектов к средней сумме квадратов остатков. При нормальном распределении остатков данные  статистики имеют распределение Фишера с параметрами, определяемыми числами степеней свободы соответствующих сумм, участвующих в отношении. 

Основные рассматриваемые гипотезы в двухфакторном ДА, F-статистики  критериев для проверки данных гипотез и соответствующие числа степеней свободы данных статистик приведены в таблице 1. 
Табл. 1. Статистики для проверки основных гипотез двухфакторного дисперсионного анализа

	Основная гипотеза:
	Все 
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Если наблюдаемое значение статистики 
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 - критическая точка распределения Фишера уровня 
[image: image98.wmf]a

 (или квантиль уровня 
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) с числом степеней свободы 
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, то нулевая гипотеза  отклоняется и считается, что средние для различных уровней фактора значимо различаются.

Заметим, что суммы квадратов 
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  можно получить на основе линейной модели дисперсионного анализа, как суммы квадратов, обусловленные соответствующей линейной гипотезой. При этом, можно показать, что в случае сбалансированного плана при любых ограничениях на параметры модели, эти суммы будут иметь одно и то же значение.

В случае непропорциональных частот нарушается условие (7) ортогональности сумм квадратов эффектов. Соответственно, независимо одновременно проверить все гипотезы двухфакторного анализа не получится. Заметим, однако, что мы всегда можем проверить значимость какого либо из эффектов (либо линейной комбинации эффектов), рассматривая соответствующую однофакторную модель и выделив соответствующую сумму квадратов.  Затем можно исключить данную сумму квадратов из общей суммы квадратов и проверить значимость другого эффекта и т.д. В результате получаем как бы последовательное разложение суммы квадратов на составляющие. Можно использовать и другой подход, выделив на основе однофакторной модели сумму квадратов всех эффектов, за исключением одного, а затем уже исследовать значимость этого эффекта на основе оставшейся суммы квадратов. В зависимости от того, как формируется разложение суммы квадратов на составляющие,  различаются и статистики критериев для проверки гипотез о значимости эффектов в несбалансированной многофакторной модели дисперсионного анализа, при этом общий принцип формирования статистики критерия на основе F-отношения средних сумм квадратов эффекта и остатков остается прежним. 

Типы сумм квадратов в многофакторной модели дисперсионного анализа

Введем обозначения для суммы квадратов остатков линейной модели: 
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 – остаточная сумма квадратов для модели содержащий только параметр 
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 - общее среднее;
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 – остаточная сумма квадратов для модели учитывающей эффект фактора A, т.е. для модели, содержащей параметр 
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 и параметры 
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 – остаточная сумма квадратов для модели учитывающей эффект фактора B, т.е. для модели, содержащей параметр 
[image: image118.wmf]m

 и параметры 
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 – остаточная сумма квадратов для модели учитывающей эффекты факторов А и B, без учета взаимодействия факторов;
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 – остаточная сумма квадратов для полной модели, учитывающей как эффекты факторов А и B, так и эффект взаимодействия факторов АВ.

Заметим, что записи вида: 
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 однозначно характеризуют не только остаточную сумму квадратов, но и саму модель, поэтому в дальнейшем под этой записью будем понимать, как остаточную сумму квадратов, так и модель, в зависимости от контекста.


Далее, под записью 
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, будем понимать сумму квадратов, соответствующих эффекту фактору A, после того как из разложения была удалена сумма квадратов, соответствующая эффекту фактора В.

Выделяют 3 основных типа разложения суммы квадратов.

Тип I.


Данный тип называют также последовательной суммой квадратов. Разложение зависит от порядка эффектов в модели. Каждый последующий эффект скорректирован на предыдущие эффекты, эффекты взаимодействия  оцениваются после эффектов факторов. Разложение является аддитивным по отношению к общей сумме квадратов.


Суммы квадратов I типа, для эффектов двухфакторной модели, где в качестве первого фактора выбран A будут иметь вид:

эффект A:    
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эффект B:    
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эффект AB: 
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Все суммы определяются однозначно, вне зависимости от условий, накладываемых на параметры модели. Таким образом, чтобы получить данные суммы потребуется построить 4 различные модели.

Тип II.


В данном типе суммы квадратов каждого эффекта в модели, корректируются по всем остальным "подходящим" эффектам, то есть, вычисляются после удаления из общей суммы квадратов сумм квадратов "подходящих" эффектов. Под "подходящим" понимается любой эффект, который не содержит исследуемый эффект.  Разложение не зависит от порядка эффектов в модели и не является аддитивным по отношению к общей сумме квадратов. 

Суммы квадратов II типа, для эффектов двухфакторной модели будут иметь вид:

эффект A: 
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эффект B: 
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эффект AB: 
[image: image131.wmf])
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Все суммы определяются однозначно, вне зависимости от условий, накладываемых на параметры модели. Также, как и в предыдущем случае, чтобы получить данные суммы потребуется построить 4 различные модели.
Тип III.


В данном типе суммы квадратов каждого эффекта в модели, корректируются по всем остальным.  Разложение не зависит от порядка эффектов в модели и не является аддитивным по отношению к общей сумме квадратов.  

Суммы квадратов III типа, для эффектов двухфакторной модели будут иметь вид:

эффект A: 
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эффект B: 
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эффект AB: 
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Суммы квадратов 
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 и 
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 зависят от условий, накладываемых на параметры модели. Обычно используются ограничения (5). Также, как и в предыдущих случаях, чтобы получить данные суммы потребуется построить 4 различные модели.

При проверке значимости любого из эффектов, вне зависимости от типа разложения, в качестве сумма квадратов остатков используется  
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