
Âàðèàíò 1

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

2

)
Γ

(
5

2

)
.

2. Íàéòè
2∫

0

x4
√

4− x2dx.

3. Âû÷èñëèòü
0∫

−∞

2xδ(cos(2x))dx.

4. Íàéòè

lim
a→+0

e
−
x4

a4

a
.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + 2y′ + (λ + 1)y = 0, y(0) = 0 = y(a);

b) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| < ∞, y′(1/3) + 3y(1/3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux − yuy + zuz = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − yuy = 0, u|y=1 = x.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) 3uxx + 8uxy + 4uyy = 0;

á) 4uxx − 4uxy + uyy − 10ux + 5uy = 0.

9. Âû÷èñëèòü ∫
xJ0(x)dx.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J1(t).
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

(t− τ)J0(2
√

τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = 1 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, π)
ïðè ν = 0.



13. Âû÷èñëèòü
t∫

0

(t− τ)3Ln(τ)dτ.

14. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû 0 < x < l ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,
åñëè u|t=0 = A sin(πnx/l); ut|t=0 = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut = uxx + x + 2t; 0 < x < 1;

u|x=0 = u|x=1 = t; u|t=0 = sin πx.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = y; u|x=1 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò, òàêóþ, ÷òî ∂u/∂r|r=b = sin3 ϕ.

18. Öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî b è âûñîòà h, èìååò òåìïåðàòóðó
íèæíåãî îñíîâàíèÿ è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ðàâíóþ íóëþ. Òåìïåðàòóðà âåðõíåãî
îñíîâàíèÿ åñòü ôóíêöèÿ A(b2− r2). Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåí-
íèõ òî÷åê öèëèíäðà.

19. Îïðåäåëèòü ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðà-
íû 0 ≤ x ≤ q; 0 ≤ y ≤ p ñ çàêðåïëåííûì êðàåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíîå
îòêëîíåíèå ìåìáðàíû ðàâíî sin(πx/q) sin(πy/p), à íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà
íóëþ.

20. Äàí òîíêèé ñòåðæåíü 0 < x < l, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî òåïëî-
èçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, t) â ñòåðæíå, åñëè ëåâûé
êîíåö ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàí, ïðàâûé ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåì-
ïåðàòóðå u2, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà Ax/l, ãäå A = const.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îñòûâàíèè îäíîðîäíîãî øàðà ðàäèóñîì
b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, åñëè îí íàãðåò äî òåìïåðàòóðû u0, ïîâåðõ-
íîñòü øàðà òåïëîèçîëèðîâàíà, à â êàæäîé òî÷êå ýòîãî øàðà âñëåäñòâèå õèìè-
÷åñêîé ðåàêöèè ïîãëîùàåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîïîðöèîíàëüíîå òåìïåðàòóðå
u â ýòîé òî÷êå.



Âàðèàíò 2

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

3

)
Γ

(
2

3

)

2. Íàéòè
3∫

0

x6
√

9− x2dx.

3. Âû÷èñëèòü
0∫

−∞

e2xδ(cos(πx))dx.

4. Íàéòè

(x|x|)′′

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(0) = y(π) = 0;

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 1, |y(0)| < ∞, y′(1) + y(1) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux − yuy + zuz = u.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ux + (2ex − y)uy = 0, u|x=0 = y.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 36uxy + 243uyy = 0;

á) uxx − 8uxy + 16uyy + 3ux − 12uy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xy′′ −
(
1 +

1

x

)
y′ +

( 1

2x
− 4

x2

)
y = 0.

Óêàçàíèå: ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = e−x/2z.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J2(t).
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

cos(t− τ)J0(τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x2 + 1 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå
(0, 1) ïðè ν = 0.



13. Ôóíêöèþ f(x) = xp ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0,∞) ïî ïî-
ëèíîìàì Ëàãåððà.

14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, 0 < t ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt = a2uxx; ux(0, t) = u(l, t) = 0;

u(x, 0) = 0; ut(t, 0) = sin(2πx/l).

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut − uxx = xt(2− t), 0 < x < π;

ux|x=0 = t2; ux|x=π = t2; u|t=0 = cos 2x.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 2;

u|x=0 = y; u|x=1 = 1; u|y=0 = x; u|y=2 = 0.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò, òàêóþ, ÷òî u|r=1 = sin2 ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z)
ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè òåìïåðàòóðà âåðõíåãî è íèæíåãî
îñíîâàíèé ðàâíà íóëþ, à òåìïåðàòóðà â êàæäîé òî÷êå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ýòîé òî÷êè äî íèæíåãî îñíîâàíèÿ (ò.å. îò z).

19. Â îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíå 0 ≤ x ≤ q; 0 ≤ y ≤ p ÷àñòü ãðàíè-
öû x = q, 0 ≤ y < p è y = p, 0 ≤ x < q ñâîáîäíà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåïëåíà.
Íàéòè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì
Axy, A = const.

20. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà îäíîðîäíîãî øàðà ðàäèóñà b ðàâíà T . Íàéòè
òåìïåðàòóðó øàðà ïðè t > 0, åñëè ïîâåðõíîñòü øàðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïî-
ñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T0.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ 0 ≤
x ≤ l ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà êîíöàõ ñòåðæíÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê.



Âàðèàíò 3

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−8

3

)
Γ

(
5

3

)

2. Íàéòè
1∫

0

√
x3 − x5dx.

3. Âû÷èñëèòü
6∫

−∞

e2xδ(sin x)dx.

4. Íàéòè

lim
a→+0

a5

a6 + x6
.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(1/2) = y(1) = 0.

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π, |y(0)| < ∞, y(π) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

yux − xuy = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − yuy + zuz = 0, u|x=1 = y + z.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

à) 49uxx + 28uxy + 3uyy = 0;

á) uxx − 12uxy + 36uyy + 2ux − 12uy = 0.

9. Âû÷èñëèòü ∫
Jn(x)

x3
dx.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J3(t).
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

sin(t− τ)J0(τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x4 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, 2)
ïðè ν = 2.



13. Âû÷èñëèòü
t∫

0

(t− τ)2Ln(τ)dτ.

14. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû 0 < x < l ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,
åñëè íà÷àëüíûå ñêîðîñòè òî÷åê ñòðóíû ðàâíû íóëþ, à íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå
èìååò ôîðìó ëîìàíîé , ãäå (0, 0), A(l/2, h), B(l, 0).

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut − uxx = t, 0 < x < π;

ux|x=0 = t2; ux|x=π = t2; u|t=0 = cos 2x.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 2;

ux|x=0 = 0; u|x=1 = 1; u|y=0 = x; u|y=2 = 0.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êðóãîâîì ñåêòîðå
0 < r < b, 0 < ϕ < α è òàêóþ, ÷òî uϕ(r, 0) = uϕ(r, α) = 0, u(b, ϕ) = = V ϕ,
ãäå V = const.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z) ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 2 è âûñîòîé 1, åñëè åãî îñíîâàíèÿ òåïëîèçîëèðîâàíû, à
òåìïåðàòóðà â êàæäîé òî÷êå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà 2z.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû 0 <
x < p; 0 < y < q, çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = Axy(x− p)(y − q); ut|t=0 = 0, A = const.

20. Íà ïîâåðõíîñòè íåîãðàíè÷åííîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì îñ-
íîâàíèÿ b ïîääåðæèâàåòñÿ âñå âðåìÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà. Íàéòè ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, åñëè u|t=0 =

AJ0(µ
(0)
k r/b), ãäå µ

(0)
k � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ J0(µ) = 0.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ êðóãëîé îäíîðîäíîé ìåìáðà-
íû, çàêðåïëåííîé ïî êîíòóðó, â ñðåäå, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëü-
íî ïåðâîé ñòåïåíè ñêîðîñòè. Ê ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ ñèëà
ïëîòíîñòüþ f(r, ϕ, t), äåéñòâóþùàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè íåâîçìóùåííîé
ìåìáðàíû. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè è íà÷àëüíûå îòêëîíåíèÿ îòñóòñòâóþò.



Âàðèàíò 4

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−9

2

)
Γ

(
3

2

)

2. Âû÷èñëèòü
a∫

0

x2n
√

a2 − x2dx, a > 0, n = 0, 1, . . . .

3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

lim
ε→0

1√
ε
e−x2/ε =

√
πδ(x).

4. Âû÷èñëèòü
0∫

−∞

e2xδ(x2 − 9)dx.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(2π) = 0.

b) (xy′)′ +
n2

x
y′ + λxy = 0, 0 < x < 1, |y(0)| < ∞, y(1) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ux + yu = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

2
√

xux − yuy = 0, u|x=1 = yz.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

à) 4uxx + 3uxy − uyy = 0;

á) 36uxx + 12uxy + uyy + 18ux + 3uy = 0.

9. Âû÷èñëèòü ∫
J1(x)dx.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J0(t).
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J0(t− τ)J1(τ)

τ
dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x4 + x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå
(0, 2) ïðè ν = 2.



13. Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè ñìåùåíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà, äîêà-
çàòü, ÷òî

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x).

14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, 0 < t äëÿ óðàâíåíèÿ utt = a2uxx ðåøèòü ñìåøàí-
íóþ çàäà÷ó

u(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x,

ut(x, 0) = sin(πx/2l) + sin(3πx/2l).

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx + u; 0 < x < 2; t > 0;

u|x=0 = 2t; u|x=2 = 0; u|t=0 = ut|t=0 = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

ux|x=0 = 0; ux|x=1 = 0; u|y=0 = x; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
cos2 ϕ, u|r=2 = sin2 ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z) ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 1 è âûñîòîé 1, åñëè åãî îñíîâàíèÿ òåïëîèçîëèðîâàíû, à
òåìïåðàòóðà â êàæäîé òî÷êå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà z.

19. Äàíà òîíêàÿ êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíêà 0 < x < l, 0 < y < l ñ íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû u|t=0 = f(x, y). Êðàÿ ïëàñòèíêè âñå âðåìÿ óäåð-
æèâàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Íàéòè òåìïåðàòóðó ëþáîé òî÷êè ïëàñòèíû
â ìîìåíò âðåìåíè t > 0.

20. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé êðóãëîé ìåìáðàíû
ðàäèóñà b, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ, åñëè

u|t=0 = A(r2 − b2), ut|t=0 = 0.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèÿõ èäåàëüíîãî
îäíîðîäíîãî ãàçà, çàêëþ÷åííîãî â ñôåðè÷åñêèé ñîñóä ðàäèóñà b, åñëè íà÷àëüíûå
ñêîðîñòè è íà÷àëüíûå îòêëîíåíèÿ çàäàíû êàê ôóíêöèè îò r. Ãðàíèöà íåïðîíè-
öàåìà.



Âàðèàíò 5

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

4

)
Γ

(
7

4

)

2. Èñïîëüçóÿ ãàììà-ôóíêöèþ, äîêàçàòü, ÷òî
1∫

0

xk ln x dx =
1

(k + 1)2
, k > −1.

3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî
lim
ε→0

ε

x2 + ε2
= πδ(x).

4. Âû÷èñëèòü
+∞∫

0

e−xδ(cos x)dx.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(π) = 0.

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π, |y(0)| < ∞, πy′(π) + y(π) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux − yuy = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − yuy + zuz = u, u|x=1 = y + z.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

à) 25uxx + 20uxy + 3uyy = 0;

á) uxx − 2 sin x uxy − cos2 xuyy − cos xuy = 0.

9. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(1

x
+ 2 ctg x

)
y′ −

( 2

x2
− ctg x

x

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z/ sin x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè

√
tJ1(

√
t).

11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë
t∫

0

J0(t)J0(t− τ)τdτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x4 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, 1)
ïðè ν = 0.



13. Ôóíêöèþ f(x) = 5−2|x| ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà íà èíòåðâàëå
(−1, 1).

14. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = 4uxx

íà îòðåçêå 0 < x < 1; t > 0, åñëè

u(x, 0) = x(x− 1), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(1, t) = 0.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx + u; 0 < x < 2; t > 0;

u|x=0 = 2; u|x=2 = 0; u|t=0 = ut|t=0 = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 0; u|x=1 = 2; u|y=0 = x; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
cos ϕ, u|r=2 = sin2 ϕ.

18. Êðóãîâîé öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R, à âûñîòà h, èìååò òåì-
ïåðàòóðó îáåèõ îñíîâàíèé, ðàâíóþ íóëþ, à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ïîñòîÿííà è ðàâíà T . Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè
öèëèíäðà.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû 0 <
x < π; 0 < y < π, çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = 3 sin x sin 2y, ut|t=0 = 5 sin 3x sin 4y.

20. Äàí òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü 0 < x < l, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êî-
òîðîãî òåïëîèçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå, åñëè
ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T , à íà ïðà-
âûé ïîäàåòñÿ ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê Q è u|t=0 = sin(5πx/2l)+ 2 sin(3πx/l).

21. Îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íàãðåò äî
òåìïåðàòóðû T . Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îñòûâàíèè øàðà, êîãäà â øàðå
èìåþòñÿ òåïëîâûå èñòî÷íèêè ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè Q, à íà åãî ïîâåðõíîñòè S
ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé íóëåâîé òåìïåðàòóðû.



Âàðèàíò 6

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

5

)
Γ

(
15

5

)

2. Âû÷èñëèòü
π/2∫

0

(sin ϕ)100(cos ϕ)25dϕ.

3. Âû÷èñëèòü
+∞∫

−∞

xδ(x2 + 7x− 12)dx.

4. Âû÷èñëèòü (x sign x)′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(3π/2) = 0;

b) (2x + 3)2y′′ + 4(2x + 3)y′ + (λ + 1)y = 0, y(0) = y(3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ux = uy.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ux + uy + 2uz = 0, u|x=1 = yz.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

à) uxx + 2uxy + uyy − 3ux − 3uy = 0;

á) xuxx − yuyy + (ux − uy)/2 = 0, x > 0, y > 0.

9. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, çà-
êðåïëåííîé íà êðàÿõ, â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ïåðâîé ñòå-
ïåíè ñêîðîñòè.

10. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
5

x
y′ + 2xy = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z/x2.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J0(t− τ)J0(τ)

τ
dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, 1)
ïðè ν = 0.



13. Ôóíêöèþ f(x) = 5 + x + x3 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà íà èíòåð-
âàëå (−1, 1).

14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx, 0 < x < 1; ux|x=0 = u|x=1 = 0, u|t=0 = x2 − 1.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx + t; 0 < x < 2; t > 0;

u|x=0 = 2; u|x=2 = 0; u|t=0 = ut|t=0 = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
0, u|r=2 = ϕ.

18. Êðóãîâîé öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R, à âûñîòà h, èìååò òåì-
ïåðàòóðó îáåèõ îñíîâàíèé, ðàâíóþ íóëþ, à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ðàâíà Tz. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà.

19. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆u = 0 â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 < x < p,
0 < y < q, åñëè:

u(0, y) = A sin(πy/q), u(p, y) = 0,

u(x, 0) = B sin(πx/p), u(x, q) = 0.

20. Äàí íåîãðàíè÷åííûé êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñà b. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, åñëè ïîâåðõíîñòü öè-
ëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå , à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà
âíóòðè öèëèíäðà ðàâíà íóëþ.

21. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê ïîëóñôåðû ðàäèóñà
b, åñëè ñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå
T , à îñíîâàíèå ïîëóñôåðû � ïðè íóëåâîé.



Âàðèàíò 7

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

2

)
Γ

(
3

2

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

0

e−x10

dx.

3. Âû÷èñëèòü
6∫

−∞

e2xδ(x2 + 2x− 3)dx.

4. Âû÷èñëèòü (x|x|)′′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(−1) = 0 = y(1);

b) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| < ∞, |y(1)| < ∞.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(x + 2y)ux − yuy = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − yuy = 0, u|x=1 = y2.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) uxx + 8uxy + 16uyy − ux − 4uy = 0;

á) x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(
4− 6

x2

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè [J0(t)− 1]/t.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

(t− τ)
√

τJ1(2
√

τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x4 + x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå
(0, 1) ïðè ν = 2.

13. Ôóíêöèþ f(x) = e−x ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0,∞) ïî
ïîëèíîìàì Ëàãåððà.

14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, 0 < t ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó



ut = a2uxx, ux(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = A(l − x), A = const.

15. Äëÿ óðàâíåíèÿ utt = uxx + cos t ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 < x < π.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; uy|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
1 + cos2 ϕ, u|r=2 = sin2 ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z) ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè îñíîâàíèÿ öèëèíäðà òåïëîèçîëèðîâàíû,
à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè T.

19. Îïðåäåëèòü ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðà-
íû 0 ≤ x ≤ p; 0 ≤ y ≤ q ñ çàêðåïëåííûì êðàåì, åñëè êîëåáàíèÿ âûçâà-
íû íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìåìáðàíå ñèëîé ñ ïëîòíîñòüþ f(x, y, t) =
exp(−t) sin(2πy/q).

20. Â îäíîðîäíîì øàðå ðàäèóñà b, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0, äåéñòâóþò èñ-
òî÷íèêè òåïëà ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè Q. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà øàðà ðàâíà T .
Îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â øàðå ïðè t > 0, åñëè ñ ïîâåðõíîñòè
øàðà ïðîèñõîäèò òåïëîîòäà÷à ïîòîêîì ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè q.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè óñòàíîâèâøåéñÿ (ñòàöèîíàð-
íîé) êîíöåíòðàöèè íåóñòîé÷èâîãî ãàçà â öèëèíäðå ðàäèóñà b è âûñîòû h, åñëè â
öèëèíäðå èìåþòñÿ èñòî÷íèêè ãàçà ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè Q, à ñêîðîñòü ðàñïàäà
ãàçà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî êîíöåíòðàöèè u. Íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà êîíöåí-
òðàöèÿ ãàçà ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ãàçîíåïðîíè-
öàåìà.



Âàðèàíò 8

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

3

)
Γ

(
4

3

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

−∞

x6e−4x2

dx.

3. Âû÷èñëèòü
2∫

−∞

xδ(4x − 2x+2 + 3)dx.

4. Âû÷èñëèòü | sin x|′′.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(3π/2) = 0;

b) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| < ∞, 3y′(3) + y(3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux + yuy + zuz = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux + yuy + xyuz = 0, u|z=0 =
x2

y2
.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

à) uxx − 4uxy + 4uyy + 3ux − 6uy = 0;

á) x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0.

9. Çàïèñàòü îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + x4y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x, t = x3.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J2(t)/t.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

(t− τ)τJ2(2
√

τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, 1) ïðè ν = 2.
13. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà ôóíêöèþ

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1;
−1, −1 ≤ x ≤ 0.



14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt = a2uxx; ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = 0 ut(x, 0) = 1.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt = uxx + x; 0 < x < 1, u|x=0 = 0;

u|x=1 = 0, u|t=0 = ut|t=0 = 1.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå ∆u = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(1, ϕ) =
19 cos 7ϕ â êðóãå 0 ≤ r < 1, 0 ≤ ϕ < 2π.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z) ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè îñíîâàíèÿ öèëèíäðà òåïëîèçîëèðîâàíû,
à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè åñòü z.

19. Â îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíå 0 ≤ x ≤ p; 0 ≤ y ≤ q ÷àñòü
ãðàíèöû x = 0; 0 ≤ y < q ñâîáîäíà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåïëåíà. Íàéòè ïî-
ïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì u(x, y, 0) =
cos(πx/2p) sin(πy/q), íà÷àëüíûå ñêîðîñòè îòñóòñòâóþò.

20. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ñòðóíû 0 < x < l ñ çàêðåïëåí-
íûìè êîíöàìè ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé ñèëû ñ ïëîòíîñòüþ
p(x, t) = Aρ sin ωt, ω 6= kπa/l (k = 1,∞). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ x = 0,
x = l ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà êîíöàõ ñòåðæíÿ
ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñî ñðåäàìè çàäàííîé òåìïåðàòóðû.



Âàðèàíò 9

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

4

)
Γ

(
13

4

)

2. Âû÷èñëèòü
1∫

−1

(1 + x)10(1− x)20dx.

3. Âû÷èñëèòü
+∞∫

−∞

δ(4x − 2x+2 + 3)dx.

4. Âû÷èñëèòü (e−|x+a| sin x)′′.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y′(1/2) = y(3/2) = 0;

b) (xy′)′ +
4

x
y′ + λxy = 0, y(0) < ∞, y(1) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(x− z)ux + (y − z)uy + 2zuz = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − u = 0, u|x=1 = sin y.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) uxx − 2uxy + uyy + 4ux − 4uy = 0;

á) ∂

∂x

(
x2∂u

∂x

)
= x2∂2u

∂y2
.

9. Çàïèñàòü îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

x2y′′ + xy′ + (λ2x2 − ν2)y = 0; x2y′′ + xy′ − (x2 + ν2)y = 0.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J3(t)/t.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

sin(t− τ)J1(τ)dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = 1 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, π/2)
ïðè ν = 0.

13. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè xαLα
n(x).

14. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû 0 < x < l ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,
åñëè â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ñòðóíà íàõîäèòñÿ â ïîêîå, à



ut(x, 0) =

{
G0, x ∈ [α, β];

0, x /∈ [α, β],
0 ≤ α < β ≤ l.

15. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = a2uxx + x + 1; ux(0, t) = ux(l, t) = t; u(x, 0) = sin(πx/2l).

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; uy|y=1 = 0.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R è òàêóþ, ÷òî
ur|r=R = A cos 2ϕ.



18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì b è âûñîòîé h, åñëè ê íèæíåìó îñíîâàíèþ z = 0 ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé
òåïëîâîé ïîòîê Q, âåðõíåå îñíîâàíèå è áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîääåðæèâàåòñÿ
ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå .

19. Â îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíå 0 ≤ x ≤ p; 0 ≤ y ≤ q ÷àñòü
ãðàíèöû x = 0, 0 ≤ y < q ñâîáîäíà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåïëåíà. Íàéòè ïîïå-
ðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé
ut(x, y, 0) = A(p− x) sin(πy/q).

20. Îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó â îäíîðîäíîì ïðÿìîóãîëüíîì áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå
0 ≤ x ≤ p; 0 ≤ y ≤ q, −∞ < z < ∞, åñëè òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ f(x, y).

21. Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîãî óïðóãîãî
ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ S äëèíû l ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè è
ñêîðîñòè, åñëè êîíöû ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû óïðóãî, ò.å. èñïûòûâàþò ñîïðîòèâ-
ëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå èõ îòêëîíåíèþ.



Âàðèàíò 10

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

4

)
Γ

(
11

4

)

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ ∫

D

x2y2dxdy,

ãäå D � òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ïîëóîñÿìè è ïðÿìîé x + y = 1.
3. Âû÷èñëèòü

8∫

−1

sin xδ(x2 − 5x)dx.

4. Âû÷èñëèòü
lim

ε→+0

1

πεx2
sin2 x

ε
.

5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(3π/2) = 0;

b) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| < ∞, 3y′(3/2) + 2y(3/2) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

yux + xuy = x− y.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y2ux + xyuy = x, u|x=0 = y2.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) 4uxx + 4uxy + uyy + 8ux + 4uy = 0;

á) (x− y)uxy + ux − uy = 0.

9. Ïîêàçàòü, ÷òî

I1/2(x) =

√
2

πx
sh x, K1/2(x) =

√
2πxe−x.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè e−tJ0(t).
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J0(aτ)J0(a(t− τ))dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = 2x5 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, 2)
ïðè ν = 3.

13. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = |x| â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà.



14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = a2uxx; ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = Ax.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt = uxx − 3x− t; 0 < x < π;

u|x=0 = u|x=π = πt; u|t=0 = 0, ut|t=0 = x.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

ux|x=0 = 0; ux|x=1 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R è òàêóþ, ÷òî
ur|r=R = A cos 4ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì r è âûñîòîé h, åñëè ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé òåï-
ëîâîé ïîòîê Q, íèæíåå îñíîâàíèå è áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè
íóëåâîé òåìïåðàòóðå .

19. Â îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíå 0 ≤ x ≤ p;
0 ≤ y ≤ q ÷àñòü ãðàíèöû x = 0, 0 ≤ y ≤ q ñâîáîäíà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåï-
ëåíà. Íàéòè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå ðàñïðåäåëåííîé ïî
ìåìáðàíå ïîïåðå÷íîé ñèëîé ñ ïëîòíîñòüþ f(x, y, t) = B(p− x) sin(πy/q) sin t.

20. Â îäíîðîäíîì øàðå ðàäèóñà b íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0 äåéñòâóþò èñ-
òî÷íèêè òåïëà ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè Q. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà øàðà ðàâíà T .
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â øàðå ïðè t > 0, åñëè íà åãî ïîâåðõíîñòè
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà u0.

21. Ïîñòàâèòü çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì òåïëîèçî-
ëèðîâàííîì ñòåðæíå, ïî êîòîðîìó ñ ìîìåíòà t > 0 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè ñî ñêîðîñòüþ v íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ òî÷å÷íûé òåïëîâîé èñòî÷íèê, äàþùèé
q åäèíèö òåïëà â åäèíèöó âðåìåíè.



Âàðèàíò 11

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−9

4

)
Γ

(
5

4

)

2. Ïîêàçàòü, ÷òî
∞∫

0

e−x4

dx

∞∫

0

x2e−x4

dx =
π/8√

2
.

3. Âû÷èñëèòü
8∫

−1

xδ(x2 − 5x + 6)dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî
δ(ax) =

1

|a|δ(x).

5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(5/4) = 0;

b) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/3, |y(0)| < ∞, y′(π/3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

2xux + (y − x)uy = x2.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − u = 0, u|x=1 = y.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) uxx − 10uxy + 25uyy + 2ux − 10uy = 0;

á) uxy + yux + xuy + xyu = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xy′′ + 7y′ + xy = 0.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J1(t) sh t.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J1(τ)J3(t− τ)

τ(t− τ)
dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, π)
ïðè ν = 0.

13. Èç ôîðìóëû Ðîäðèãà ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìîâ Ëàãåððà

Lα
n(x) =

n∑

k=0

Γ(n + α + 1)(−x)k

Γ(k + α + 1)k!(n− k)!
.



14. Äàí òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü 0 < x < l, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êî-
òîðîãî òåïëîèçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ñòåðæíå, åñëè
êîíöû ñòåðæíÿ èìåþò ïîñòîÿííóþ òåìïåðàòóðó u(0, t) = u(l, t) = u1, à íà÷àëü-
íàÿ òåìïåðàòóðà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé u(x, 0) = Ax(l − x), ãäå A = const. Íàéòè
lim
t→∞

u(x, t).
15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx + x− 4t + 1;

0 < x < 1, u|x=0 = t, u|x=1 = 2t; u|t=0 = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 0; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; uy|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R è òàêóþ, ÷òî
u|r=R = A.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì r è âûñîòîé h, åñëè ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé òåï-
ëîâîé ïîòîê Q, òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ T,à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîä-
äåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå .

19. Â îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíå 0 ≤ x ≤ p;
0 ≤ y ≤ q ÷àñòü ãðàíèöû x = 0, 0 ≤ y ≤ q ñâîáîäíà, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü çàêðåï-
ëåíà. Íàéòè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå ðàñïðåäåëåííîé ïî
ìåìáðàíå ïîïåðå÷íîé ñèëîé ñ ïëîòíîñòüþ f(x, y, t) = B(p− x) sin(πy/q) sin t.

20. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé êðóãëîé ìåìáðàíû
ðàäèóñà b, çàêðåïëåííîé ïî êðàþ, åñëè íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå èìååò ôîðìó ïà-
ðàáîëîèäà âðàùåíèÿ, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îñòûâàíèè òîíêîãî îäíîðîäíîãî êîëüöà ðà-
äèóñà b, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñî ñðå-
äîé, èìåþùåé çàäàííóþ òåìïåðàòóðó. Íåðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ òåì-
ïåðàòóðû ïî òîëùèíå êîëüöà ïðåíåáðå÷ü.



Âàðèàíò 12

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−8

3

)
Γ

(
4

3

)

2. Èñïîëüçóÿ ãàììà-ôóíêöèþ, íàéòè
∞∫

0

x8e−x2

dx.

3. Âû÷èñëèòü
0∫

−∞

exδ(sin 2x)dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ(x)δ′(x) = ρ′(0)δ(x) + ρ(0)δ′(x), ãäå ρ(x), ρ′(x) � ãëàäêèå
ôóíêöèè.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(5/4) = 0;

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/2, |y(0)| < ∞, y′(π/2) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xyux − x2uy = yx.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − 2yuy = x2 + y2, u|y=1 = x2.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) uxx + 28uxy + 147uyy = 0;

á) yuxx + (x− y)uxy − xuyy = 0, x > −y.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(1

x
− 2 ch x

)
y′ +

(
1− 2

x2
+ ch2(x)− sh x− ch x

x

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = esh x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J0(t) sin t.
11. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó óìíîæåíèÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J0(τ)J1(t− τ)

τ(t− τ)
dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, 1) ïðè ν = 0.



13. Âû÷èñëèòü
π∫

−π

(
√

π − |x|)Pn(x/π)dx.

14. Ñòåðæåíü äëèíîé l, îäèí êîíåö êîòîðîãî x = 0 çàêðåïëåí, íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ê åãî ñâîáîäíîìó êîíöó x = l
ïðèëîæåíà ñèëà Q = const, äåéñòâóþùàÿ âäîëü ñòåðæíÿ. Íàéòè ñìåùåíèå u(x, t)
ñòåðæíÿ.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx + 6u + x2

0 < x < 1, ux|x=0 = 1, ux|x=1 = 2πt + 1; u|t=0 = x.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 0; ux|x=3 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = 1.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
2ϕ, u|r=2 = 1ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì b è âûñîòîé h, åñëè ê íèæíåìó îñíîâàíèþ z = 0 ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé
òåïëîâîé ïîòîê Q, âåðõíåå îñíîâàíèå ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå,
à íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñî ñðåäîé íóëåâîé òåìïåðàòó-
ðû.

19. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = ∆u â
ïðÿìîóãîëüíèêå 0 < x < 5, 9 < y < 3, t > 0, åñëè

ut=0 = xy(5− x)(3− y),

ut|t=0 = 0, u|x=0 = u|y=0 = u|x=5 = u|y=3 = 0.

20. Äàí òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî òåïëî-
èçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, t) â ñòåðæíå, åñëè êîíöû
ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(x, 0) =

{
u0, 0 < x < l/2,
0, l/2 < x < l,

A = const.

21. Ñôîðìóëèðîâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ óïðó-
ãîãî îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ
S = S(x) äëèíû l ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, åñëè ñòåðæåíü èìååò
ôîðìó óñå÷åííîãî êîíóñà ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé r è b, r < b, êîòîðûå çàêðåï-
ëåíû.



Âàðèàíò 13

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

2

)
Γ

(
9

2

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

−∞

x6e−ax2

dx, a > 0.

3. Âû÷èñëèòü
1∫

−1

e2xδ(x2 − 9)dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî xδ(m)(x) = −mδ(m−1)(x), m = 1, 2, . . .
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y′(1/4) = y(1/2) = 0;

b) (xy′)′ +
n2

x
y′ + λxy = 0, 0 < x < 1, |y(0)| < ∞, y(1) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux + 2yuy = x2y + u.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − u = 0, u|x=1 = y.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) uxx − 6uxy + 9uyy − 2ux + 6uy = 0;

á) x2uxx − y2uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(
2 +

1

x

)
y′ −

(
4− 1

x
− 2

x2

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = e−xz.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè J0(t) cos t.
11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïàðñåâàëÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

J0(t)− cos t

t
dt.

12. Ôóíêöèþ f(x) = xν ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0, 1) ïî ñèñòåìå
(Jν(γnx)), åñëè γn � íóëè J ′ν(x).

13. Âû÷èñëèòü
π∫

0

xPn(x/π)dx.



14. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ñòðóíû, îäèí êîíåö
êîòîðîé x = 0 çàêðåïëåí, à äðóãîé x = l ñâîáîäåí, åñëè

u(x, 0) = sin
5π

2l
x, ut(x, 0) = cos

π

2l
x.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt = uxx + 2t− 6x; 0 < x < π/2;

ux|x=0 = 1, u|x=π/2 = t2 + π/2, u|t=0 = x.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = y; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; uy|y=1 = 0.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
1, u|r=2 = 0.

18. Êðóãîâîé öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R, à âûñîòà h, èìååò òåì-
ïåðàòóðó îáåèõ îñíîâàíèé, ðàâíóþ íóëþ, à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ðàâíà T . Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû 0 < x, y <
p, çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = A sin
πx

p
sin

πy

p
; ut|t=0 = 0.

20. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà îäíîðîäíîãî áåñêîíå÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ñòåðæ-
íÿ 0 ≤ x ≤ p; 0 ≤ y ≤ q, −∞ < z < ∞ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé f(x, y).
Îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó â ñòåðæíå ïðè t > 0, åñëè ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ
x = 0, 0 < y < q òåïëîèçîëèðîâàíà, à îñòàëüíàÿ ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå.

21. Ïðåíåáðåãàÿ ðåàêöèåé îêðóæàþùåé ñðåäû, ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó
î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû 0 < x < p;
0 < y < q ñ çàêðåïëåííûì êðàåì, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0
ìåìáðàíà ïîëó÷àåò ïîïåðå÷íûé ñîñðåäîòî÷åííûé èìïóëüñ I â òî÷êå (x0, y0),
0 < x0 < p, 0 < y0 < q, à íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíî.



Âàðèàíò 14

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

3

)
Γ

(−1

3

)

2.Âû÷èñëèòü ∞∫

0

4
√

x5

(1 + x)2
dx.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x = t/(1− t).
3. Âû÷èñëèòü

+∞∫

−∞

(x2 + x3)δ(x3 − x)dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî xmδ(m)(x) = (−1)mm!δ(x), m = 0, 1, 2, . . .
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(3π/4) = 0;

b) y′′ + ctg x y′ + λy = 0, |y(0)| < ∞, |y(π)| < ∞.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(x2 + y2)ux + 2xyuy + u2 = 0.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux + yuy = u− xy, u|x=2 = y2 + 1.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) 9uxx + 6uxy + uyy − 12ux − 4uy = 0;

á) x2uxx − y2uyy = 0 x 6= 0, y 6= 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ −
(
4 +

1

x

)
y′ +

(
3− 2

x
− 5

x2

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = e−2xz.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I0(t).
11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïàðñåâàëÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

t−3/2J1/2(t)dt.

12. Âû÷èñëèòü
5∫

0

x2Pn(x/5)dx.



13. Ôóíêöèþ
f(x) =

{
1 + x −1 < x < 0
0 0 ≤ x < 1

ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−1, 1) ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà.
14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 äëÿ óðàâíåíèÿ utt = a2uxx ðåøèòü ñìåøàí-

íóþ çàäà÷ó

ux(0, t) = u(l, t) = 0; u(x, 0) = cos
πx

2l
;

ut(x, 0) = cos
3πx

2l
+ cos

5πx

2l
.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = uxx; 0 < x < 1; ux|x=0 = 1, u|x=1 = 0, u|t=0 = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 2; uy|y=0 = 0; uy|y=1 = 0.

17. Â êðóãîâîì ñåêòîðå 0 < r < b, 0 < ϕ < α íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ êðàåâûì óñëîâèÿì u(r, 0) = = u(r, α) = 0, u(b, ϕ) = ϕ.

18. Êðóãîâîé öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R, à âûñîòà h, èìååò òåì-
ïåðàòóðó îáåèõ îñíîâàíèé, ðàâíóþ íóëþ, à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
ðàâíà z. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà.

19. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt − uxx − 9u = 4 sin2 x− 2; 0 < x < π;

ux|x=0 = 0, u|x=π = 2π, u|t=0 = x2 + 2.

20. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé êðóãëîé ìåìáðàíû ðàäèóñà b,
çàêðåïëåííîé ïî êðàþ, åñëè ýòè êîëåáàíèÿ âûçâàíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûì äàâëåíèåì p = p0 sin ωt, ïðèëîæåííûì ê îäíîé ñòîðîíå ìåìáðàíû. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäà íå îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ è ÷òî ω 6= aα0

n/b, ãäå α0
n

(n = 1,∞) � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ J0(α) = 0 (íåò ðåçîíàíñà).
21. Âíóòðè îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî òåëà V ïðîèñõîäèò ñâîáîäíûé òåïëî-

îáìåí. Ìåæäó òåëîì è îêðóæàþùåé ñðåäîé, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ðàâíà Ψ(t),
òàêæå ïðîèñõîäèò ñâîáîäíûé òåïëîîáìåí. Êàêîìó óðàâíåíèþ è êàêèì íà÷àëü-
íûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò òåìïåðàòóðà òåëà u(~r, t), åñëè â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò îíî èìåëî òåìïåðàòóðó f(~r)?



Âàðèàíò 15

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

2

)
Γ

(
7

2

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

−∞

x4e−x2

dx.

3. Âû÷èñëèòü
+∞∫

−∞

x2δ(x2 − x)dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî xkδ(m)(x) = 0, m = 0, k − 1.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(1) = 0;

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/6, |y(0)| < ∞,

πy′(π/6) + 6y(π/6) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

2y4ux − xyuy = x
√

u2 + 1.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − u = 0, u|x=1 = y + 1.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

à) 16uxx + 8uxy + uyy − 16ux − 4uy = 0;

á) x2uxx + 2xyuxy − 3y2uyy − 2xux = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ −
(1

x
+ 2 ctg x

)
y′ +

(ν2

x2
− ctg x

x

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z/ sin x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I1(t).
11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïàðñåâàëÿ, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

t−3/2J−1/2(t)dt.

12. Ôóíêöèþ f(x) = 1 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, e)
ïðè ν = 0.



13. Âû÷èñëèòü
1∫

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx.

14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 äëÿ óðàâíåíèÿ utt = a2uxx ðåøèòü ñìåøàí-
íóþ çàäà÷ó

ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x; ut(x, 0) = 1.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut − uxx − u = xt; 0 < x < π;

ux|x=0 = t2, ux|x=π = t2, u|t=0 = 1.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=3 = 0; uy|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Âíå êðóãà 0 ≤ r < b íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ur(b, ϕ) = sin 2ϕ.

18. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî b è âûñîòà
h, ïîêðûòà íåïðîíèöàåìûì äëÿ òåïëà ÷åõëîì. Òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ åñòü ôóíêöèÿ
T . Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà.

19. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = 25∆u
â ïðÿìîóãîëüíèêå

u|t=0 = xy(4− x)(2− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=4 = u|y=2 = 0.

20. Äàí òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü äëèíû l = 3, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî
òåïëîèçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, t) â ñòåðæíå, åñëè
a = 4, êîíöû ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, à íà÷àëüíàÿ
òåìïåðàòóðà ðàâíà

u(x, 0) =

{
x3/3, 0 ≤ x ≤ 3/2;
3− x, 3/2 < x ≤ 3.

21. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ
èìååò âèä

∂

∂x

[(
1− x

h

)2∂u

∂x

]
=

1

a2

(
1− x

h

)2∂2u

∂t2
, a =

√
E

ρ
,

ãäå u åñòü ïåðåìåùåíèå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ àáñöèññîé x, à h � âûñîòà êîíóñà.



Âàðèàíò 16

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

6

)
Γ

(
11

6

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

0

x6dx

1 + x
.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x = t/(1− t).
3. Âû÷èñëèòü

6∫

−6

xδ(cos(x))dx.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî (ρ(x)θ(x))′ = ρ(0)δ(x) + ρ′(x)θ(x), ãäå ρ(x), ρ′(x) � ãëàäêèå
ôóíêöèè.

5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y′(π/4) = y(π/2) = 0;

b) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/6, |y(0)| < ∞, y(π/6) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

x2uux + y2uuy = x + y.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

tg xux + yuy = u, u|y=x = x3.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 10uxy + 25uyy + ux + 5uy = 0;

á) 75uxx + 20uxy + uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + x6y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x, x4 = t.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I2(t).
11. Ïîëüçóÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýôðîñà, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

J0(
√

t2 − τ 2) cos τdτ.

12. Âû÷èñëèòü
2∫

0

x2Pn(x/2)dx.



13. Ôóíêöèþ
f(x) =

{
x x ∈ [0, 2π]
π x ∈ [−2π, 0[

ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−2π, 2π) ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà.
14. Â ïîëóïîëîñå 0 < x < l, t > 0 äëÿ óðàâíåíèÿ utt = a2uxx ðåøèòü ñìåøàí-

íóþ çàäà÷ó

ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = 1; ut(x, 0) = 0.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = 9uxx; u(x, 0) = 8 sin(3πx) + 6− 2x;

u(0, t) = 6, u(4, t) = −2.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; ux|x=3 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = 1.

17. Âíå êðóãà 0 ≤ r < 1 íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ur(1, ϕ) = sin 4ϕ.

18. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî b è âûñîòà
h, ïîêðûòà íåïðîíèöàåìûì äëÿ òåïëà ÷åõëîì. Òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ åñòü ôóíêöèÿ
A(r2 − 2rb). Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû 0 < x, y <
p, çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = A sin
πx

p
sin

πy

p
; ut|t=0 = 0.

20. Îäíîðîäíàÿ êðóãëàÿ ìåìáðàíà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò è çàêðåïëåííûì êðàåì ñîâåðøàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ñðåäå áåç ñîïðî-
òèâëåíèÿ. Îïðåäåëèòü êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ v òî÷åê ìåìáðàíû.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîãî
óïðóãîãî ñòåðæíÿ, îäèí êîíåö êîòîðîãî çàêðåïëåí, à äðóãîé èñïûòûâàåò ñîïðî-
òèâëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè. Ñîïðîòèâëåíèåì ñðåäû ïðåíåáðå÷ü.



Âàðèàíò 17

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

6

)
Γ

(
25

6

)

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
3∫

0

x6
√

9− x2dx.

3. Âû÷èñëèòü
6∫

0

e2xδ(sin 2x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (θ(−x))′.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y′(3/2) = y(1/2) = 0;

b) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 2π, |y(0)| < ∞, y′(2π) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

yuux − xuuy = eu.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

xux − yuy = u2(x− 3y), u|x=1 = −1

y
.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 6uxy + 9uyy + ux + 3uy = 0;

á) 3uxx + 4uxy + uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(
6− 2

x2

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I3(t).
11. Ïîëüçóÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýôðîñà, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

τJ0(2
√

τ(t− τ))dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = 1 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0, 2) ïî îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìå {

1

x
sin

(
λnx

2

)
, n = 1, 2, 3, . . .

}
,



ãäå 0 < λ1 < λ2 < . . . � âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ tg λ = −λ/2.
13. Âû÷èñëèòü

π∫

0

(cos3 θ − sin2 θ)Pn(cos θ) sin θdθ.

14. Ðåøèòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ x = 0,
x = l, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öåíòðó ñòðóíû ñîîáùàåòñÿ óäàðíûé
èìïóëüñ âåëè÷èíû P . Íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

16
uxx + 37 sin 6t sin 4x;

u(x, 0) = 9 sin 8x + 5π − 4x, u(0, t) = 5π, u(π, t) = π.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=1 = 0; uy|y=0 = 0; u|y=1 = 1.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R è òàêóþ, ÷òî
ur|r=R = A.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà ñ ðàäèó-
ñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè òåìïåðàòóðà åãî íèæíåãî îñíîâàíèÿ ðàâíà
íóëþ, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíî îõëàæäàåòñÿ â âîçäóõå íóëåâîé òåìïåðà-
òóðû, à òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ïîñòîÿííà è ðàâíà u0.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ êâàäðàòíîé ìåìáðàíû 0 < x, y <
p, çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = A sin
πx

p
sin

πy

p
; ut|t=0 = 0.

20. Îäíîðîäíàÿ êðóãëàÿ ìåìáðàíà ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
è çàêðåïëåííûì êðàåì ñîâåðøàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ñðåäå áåç ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ. Îïðåäåëèòü êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, âûçâàííûå íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì
f(r) = A(b2 − r2).

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ 0 ≤
x ≤ l ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ (ïðè
t = 0) òåìïåðàòóðà ðàâíà ϕ(x), à êîíöû ñòåðæíÿ òåïëîèçîëèðîâàíû.



Âàðèàíò 18

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

4

)
Γ

(
13

4

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

0

x

4 + x3
dx.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x3 = 47/(1− t).
3. Âû÷èñëèòü

3∫

−3

δ(cos x sin x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (x3 sign x)′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(3π/4) = y′(5π/2) = 0;

b) x2y′′ + xy′ + λy = 0, 1 < x < 2, y(1) = y(2) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(u− y)2ux + xuuy = xy.

7. Íàéòè ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

xuux + xuuy = xy

è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ êðèâóþ x2 + y2 = 1, íà êîòîðîé u = 1.
8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) 9uxx + 6uxy + uyy − 9ux − 3uy = 0;

á) 147uxx + 28uxy + uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + 9xy = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x, x3/2 = t.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè e−tI0(t).
11. Ïîëüçóÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýôðîñà, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

τJ1(t)
√

tdt.

12. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

f(x) =

{
1 0 ≤ x ≤ 1,

−1 1 ≤ x ≤ 2



â ðÿä ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé {J0(γ
0
k

x
2
)}, ãäå γ0

k � íóëè ôóíêöèè
J ′0(γ) = 0.

13. Âû÷èñëèòü
π∫

−π

(π + |x|)Pn(x/π)dx.

14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = 5uxx; u(x, 0) = 19 sin(3πx);

u(0, t) = 0, ux(1/2, t) = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

4
uxx + 17 sin 2t sin 6x;

u(x, 0) = 22 sin 8x− 5π + 4x, u(0, t) = −5π, u(π, t) = −π.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; ux|x=2 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = 2.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
2, u|r=2 = 1.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè åãî îñíîâàíèÿ òåïëîèçîëèðîâàíû, à
òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè åñòü çàäàííàÿ ôóíêöèÿ îò z.

19. Íàéòè òåìïåðàòóðó áåñêîíå÷íîãî êðóãëîãî öèëèíäðà
0 ≤ r ≤ b, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà u = u0(1− r2/b2), à íà ïîâåðõ-
íîñòè ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà.

20. Íàéòè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû ðàäèóñà b, çàêðåïëåííîé
âäîëü êîíòóðà, åñëè

u|t=0 = b(1− r2/b2), ut|t=0 = 0.

21. Âíóòðè îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî òåëà V ïðîèñõîäèò ñâîáîäíûé òåï-
ëîîáìåí. Ïîâåðõíîñòü òåëà òåïëîèçîëèðîâàíà. Êàêîìó óðàâíåíèþ è êàêèì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò òåìïåðàòóðà u(x, y, z, t) òî÷åê ýòîãî òåëà.



Âàðèàíò 19

1. Âû÷èñëèòü Γ

(−7

5

)
Γ

(
17

5

)

2. Âû÷èñëèòü
π/2∫

0

tg3 x dx.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ tg2 x = t/(1 + t).
3. Âû÷èñëèòü

+∞∫

0

(x sin x)δ(x2 + x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (|x|)(m), m = 2,∞.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y(π/2) = y′(5π/4) = 0;

b) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| < ∞, |y(1)| < ∞.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xyux + (x− 2u)uy = yu.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

yux − xyuy = 2xu, u|x+y=2 =
1

y
.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx − 2uxy + uyy + 2ux − 2uy = 0;

á) 27uxx + 12uxy + uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(2

x
− 2 tg x

)
y′ −

( 2

x2
+

tg x

x

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z/ cos x.
10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I1(t) sh t.
11. Ïîëüçóÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýôðîñà, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

t∫

0

e2τJ0(2
√

τ(t− τ))dτ.

12. Ôóíêöèþ f(x) = xν ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0, 1) ïî ñèñòåìå
(Jν(γ

ν
nx)), åñëè γν

n � íóëè ôóíêöèè J ′ν(x).



13. Ïîêàçàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå [−1, 1] ïîëèíîì Pn(x) îðòîãîíàëåí ëþáîìó
ïîëèíîìó ñòåïåíè ìåíüøå n.

14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = 3uxx; u(x, 0) = 3 sin(5πx);

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

25
uxx + 37 cos 6t sin 5x;

u(x, 0) = 10 sin 10x− 5π + 4x, u(0, t) = −5π, u(π, t) = −π.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

ux|x=0 = 1; ux|x=3 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 2 < r < 3 è òàêóþ, ÷òî u|r=2 =
1, u|r=3 = 0.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì b è âûñîòîé h, åñëè ê íèæíåìó îñíîâàíèþ z = 0 ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé
òåïëîâîé ïîòîê Q, âåðõíåå îñíîâàíèå ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå,
à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü òåïëîèçîëèðîâàíà.

19. Íàéòè âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè x = 0,
x = l, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïðè îòñóòñòâèè íà÷àëüíûõ
âîçáóæäåíèé.

20. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè áåñêîíå÷íîãî
êðóãîâîãî öèëèíäðà ðàäèóñà b, åñëè íà åãî ïîâåðõíîñòè ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïå-
ðàòóðà A sin ϕ (A = const).

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàëûõ îòêëîíåíèé òî÷åê
ñòðóíû ïðè t = 0, åñëè ñòðóíà íàòÿíóòà ñ ñèëîé F0 è íàõîäèòñÿ â ïðÿìîëèíåéíîì
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, à åå êîíöû íåïîäâèæíî çàêðåïëåíû. Â ìîìåíò t = 0
òî÷êàì ñòðóíû ñîîáùàþòñÿ íà÷àëüíûå îòêëîíåíèÿ è ñêîðîñòè.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

3

)
Γ

(
10

3

)

2. Âû÷èñëèòü
2∫

0

x2
√

4− x2dx.

3. Âû÷èñëèòü
0∫

−∞

exδ(sin 3x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (θ(x) sin x)′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(−1) = 0 = y(1);

b) y′′ + 2y′/x + λy = 0, |y(0)| < ∞, 2y′(2) + y(2) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

yux + uuy =
y

x
.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

uux + (u2 − x2)uy + x = 0, u|y=x2 = 2x.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 2uxy + uyy + 5ux + 5uy = 0;

á) 12uxx + 8uxy + uyy = 0.

9. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I0(t) sin t.
10. Ïîëüçóÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ýôðîñà, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

J1/2(τ)dτ.

11. Âû÷èñëèòü ∫
(x3 + x)J0(x)dx.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x3 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Áåññåëÿ íà èíòåðâàëå (0, 2)
ïðè ν = 3.

13. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà ôóíêöèþ

f(x) = 1 + x5.

14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó



ut = 7uxx; u(x, 0) = 12 cos πx; u(0, t) = ux(7, t) = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

16
uxx + 26 cos 5t sin 4x;

u(x, 0) = 24 sin 16x− 4π + 5x, u(0, t) = −4π, u(π, t) = π.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 3; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 0; u|x=3 = 0; u|y=0 = 0; uy|y=1 = 1.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 2 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
0, u|r=2 = 1.

18. Öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî b è âûñîòà h, èìååò òåìïåðàòó-
ðó íèæíåãî îñíîâàíèÿ, ðàâíóþ íóëþ. Òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ çàäàíà
ôóíêöèåé r2 − 2b − b2. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü îõëàæäàåòñÿ â âîçäóõå íóëåâîé
òåìïåðàòóðû. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà.

19. Íàéòè êîëåáàíèÿ çàêðåïëåííîé âäîëü êîíòóðà îäíîðîäíîé êðóãëîé ìåì-
áðàíû ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûçâàííûå ïîñòîÿííîé íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ v0 òî÷åê ìåìáðàíû.

20. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì îäíîðîäíîì êðóãëîì
öèëèíäðå ðàäèóñà b, åñëè íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà Ar2, A = const, à íà ïî-
âåðõíîñòè öèëèíäðà ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñî ñðåäîé, èìåþùåé íóëåâóþ òåì-
ïåðàòóðó.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ 0 ≤
x ≤ l ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè íà êîíöàõ x = 0 è
x = l ñòåðæíÿ íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0 ïîääåðæèâàþòñÿ òåïëîâûå ïîòîêè q(t)
è Q(t) ñîîòâåòñòâåííî.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(−3

2

)
Γ

(
9

2

)

2. Âû÷èñëèòü
1∫

0

x3(1− x3)1/3dx.

3. Âû÷èñëèòü
+∞∫

−∞

x2δ(x2 − 4x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (θ(x) cos x)′.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è

a) y′′ + λy = 0, y(3/4) = y′(5/4) = 0;

b) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| < ∞, |y(1)| < ∞.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

sin2 uux + tg uuy = cos2 u.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

yux − 4xuy = 0, u|y=−x = −x.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx − 2uxy + uyy + 6ux − 6uy = 0;

á) 3uxx + 32uxy + 64uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(1

x
− 2x2

)
y′ −

(
1− 2

x2
− 3x

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = ex2/3
z.

10. Âûðàçèòü ôóíêöèè Áåññåëÿ J5/2(x), N5/2(x) ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíê-
öèè.

11. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I0(t) cos t.
12. Ôóíêöèþ f(x) = x3 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, 2) ïðè ν = 3.
13. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = |x| − 2 â ðÿä Ôóðüå�Ëåæàíäðà.
14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó utt = a2uxx, 0 < x < l,

ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x; ut(x, 0) = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è



utt =
1

25
uxx + 3 cos 2t sin 5x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

ux|x=0 = 1; ux|x=1 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â êîëüöå 1 < r < 3 è òàêóþ, ÷òî u|r=1 =
2 + cos2 ϕ, u|r=3 = sin2 ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ ðàâ-
íà íóëþ, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîêðûòà íåïðîíèöàåìûì äëÿ òåïëà ÷åõëîì, à
òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ åñòü ôóíêöèÿ îò r.

19. Ðåøèòü çàäà÷ó: utt = ∆u, 0 < x < π, 0 < y < π, åñëè

u|x=0 = u|x=π = u|y=0 = u|y=π = 0, ut=0 = 3 sin x sin 2y, ut|t=0 = 0.

20. Íàéòè çàêîí îñòûâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà ðàäèóñà b, åñëè òåìïåðà-
òóðà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà u0 = J0(α

0
1r/b), ãäå α0

1 � ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü áåññåëåâîé ôóíêöèè J0(α). Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ
âñå âðåìÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ íóëþ.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëü-
íîãî îäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëü-
íûì ñêîðîñòè, ïðè íàëè÷èè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîé âûíóæäàþùåé ïîïå-
ðå÷íîé ñèëû. Êîíöû ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

3

)
Γ

(
7

3

)

2. Âû÷èñëèòü ∞∫

0

1

1 + x3
dx.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x3 = t/(1− t).
3. Âû÷èñëèòü

+∞∫

0

e−xδ(cos x)dx.

4. Âû÷èñëèòü (|x| cos x)′′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + 2y′ + (λ + 1)y = 0, y(0) = y(1) = 0;

b) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| < ∞, 4y′(4) + y(4) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(x + u)ux + (y + u)uy = x + y.

7. Íàéòè ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ
xux + (xu + y)uy = u

è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ êðèâóþ x + y = 2u, xy = 1.
8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 14uxy + 49uyy + 2ux + 14uy = 0;

á) uxx + 4uxy + 3uyy = 0.

9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
(
b2 − 3

4x2

)
y = 0.

Ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z
√

x.
10. Ïîêàçàòü, ÷òî

J ′0(x) = −J1(x), J ′′0 (x) =
1

2
[J2(x)− J0(x)].

11. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I0(2
√

t).
12. Ôóíêöèþ y = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, π) ïðè ν = 2.
13. Ôóíêöèþ f(x) = x5 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ýðìèòà íà

èíòåðâàëå (−∞,∞).
14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = uxx â ïîëóïî-

ëîñå 0 < x < 3/2, 0 < t < ∞, åñëè
u(x, 0) = x(x− 3/2), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(3/2, t) = 0.



15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

16
uxx + 50e−7t sin 4x;

u(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=1 = 0; uy|y=0 = 0; uy|y=1 = 0.

17. Íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ âíóòðè êîëüöà a < r < b, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèÿì u(a, ϕ) = 0, u(b, ϕ) = cos ϕ.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà ñ ðàäèó-
ñîì îñíîâàíèÿ b è âûñîòîé h, åñëè òåìïåðàòóðà åãî íèæíåãî îñíîâàíèÿ ðàâíà
íóëþ, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíî îõëàæäàåòñÿ â âîçäóõå íóëåâîé òåìïåðà-
òóðû, à òåìïåðàòóðà âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ðàâíà z.

19. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó utt = 4∆u, åñëè

ut=0 = xy(2− x)(4− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=2 = u|y=4 = 0.

20. Íàéòè çàêîí âûðàâíèâàíèÿ çàäàííîãî îñåñèììåòðè÷íîãî íà÷àëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû u|t=0 = r2 â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ðàäèóñà b, áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî òåïëîèçîëèðîâàíà.

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëü-
íîãî îäíîðîäíîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ, îäèí êîíåö êîòîðîãî çàêðåïëåí, à ê äðóãî-
ìó ïðèëîæåíà ïîïåðå÷íàÿ ñèëà, ìåíÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàäàííîìó çàêîíó.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(−5

3

)
Γ

(
7

3

)

2. Âû÷èñëèòü
1∫

0

1
5
√

1− x5
.

3. Âû÷èñëèòü
−∞∫

−∞

2xδ(x4 − 10x2 + 9)dx.

4. Âû÷èñëèòü (|x| cos x)′′′.
5. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(1/4) = y′(1/2) = 0.

b) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 3, |y(0)| < ∞, y′(3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(xu + y)ux + (x + uy)uy = 1− u2.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y2ux + yuuy + u2 = 0, u|x=y =
x− 1

x
.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 12uxy + 36uyy + ux + 6uy = 0;

á) 3uxx + 20uxy + 25uyy = 0.

9. Äîêàçàòü, ÷òî
Iν−1(x)− Iν+1(x) =

2ν

x
Iν(x).

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè
√

tI1(2
√

t).
11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

e−2tJ0(t)dt.

12. Ôóíêöèþ f(x) = x3 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, 2) ïðè ν = 3.
13. Ôóíêöèþ f(x) = e−x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−∞,∞) ïî

ïîëèíîìàì Ýðìèòà.
14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó



ut = 4uxx; u(x, 0) = 12 sin(3πx) + 5 sin(4πx);

u(0, t) = u(6, t) = 0.

15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

4
uxx + 24 sin 5t sin 2x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; ux|x=2 = 0; u|y=0 = 0; u|y=1 = x.

17. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãîâîì ñåêòîðå
0 < r < 1, 0 < ϕ < π/2, íà ãðàíèöå êîòîðîãî u(1, ϕ) = 8 sin 7ϕ,
u(r, 0) = uϕ(r, π/2) = 0.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òåìïåðàòóðó âíóòðåííèõ òî÷åê öèëèíäðà u(r, z) ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ a è âûñîòîé h, åñëè îñíîâàíèÿ öèëèíäðà òåïëîèçîëèðîâà-
íû, à òåìïåðàòóðà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè åñòü z3.

19. Îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó øàðà ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
åñëè íà ïîâåðõíîñòè øàðà ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé, à íà÷àëü-
íàÿ òåìïåðàòóðà çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ òî÷êè äî öåíòðà øàðà.

20. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó utt = 25∆u, åñëè

ut=0 = xy(5− x)(2− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=5 = u|y=2 = 0.

21. Íàéòè ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ âíóòðè øàðà 0 ≤ r < π óðàâíå-
íèþ Ãåëüìãîëüöà ∆u + 4u = 0 è ïðèíèìàþùóþ íà ãðàíèöå çàäàííîå çíà÷åíèå
ur|r=π = cos θ.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(−11

3

)
Γ

(−2

3

)

2. Âû÷èñëèòü
1∫

0

1
4
√

1− x4
.

3. Âû÷èñëèòü
−∞∫

−∞

xδ(x4 − 5x2 + 4)dx.

4. Âû÷èñëèòü (|x|)(m), m = 2,∞.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(π/2) = y′(3π/4) = 0;

b) x2y′′ + xy′ + λy = 0, 1 < x < 3, y(1) = y(3) = 0.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(y + z)ux + (z + x)uy + (x + y)uz = u.

7. Íàéòè ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

xux + uuy = y

è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ êðèâóþ y = 2u, x + 2y = u.
8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) uxx + 4uxy + 4uyy − ux − 2uy = 0;

á) uxx + 3uxy + 2uyy = 0.

9. Ïîêàçàòü, ÷òî

J ′0(x) = −J1(x), J ′′0 (x) =
1

2
[J2(x)− J0(x)].

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè I0(2
√

at).
11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

e−3tJ0(2t)dt.

12. Ôóíêöèþ y = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, π) ïðè ν = 0.
13. Ôóíêöèþ f(x) = x3 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ýðìèòà íà

èíòåðâàëå (−∞,∞).
14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó



ut = 16uxx; 0 < x < 2, t > 0;

u(x, 0) =

{
x2, 0 ≤ x ≤ 1;
2− x, 1 < x ≤ 2;

u(0, t) = u(2, t) = 0.

15. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = 9uxx íà îòðåç-
êå, åñëè

u(0, t) = −6, u(3, t) = 6, u(x, 0) = 3 sin(3πx)− 6 + 4x, ut(x, 0) = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 2; 0 ≤ y ≤ 2;

ux|x=0 = 0; ux|x=2 = 0; uy|y=0 = 0; u|y=2 = 1.

17. Ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå ∆u = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(1, ϕ) =
11 cos 3ϕ, uϕ(r, 0)=u(r, π)=0 â êðóãîâîì ñåêòîðå 0≤r<1, 0 < ϕ < π.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì r è âûñîòîé h, åñëè ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé òåï-
ëîâîé ïîòîê Q, íèæíåå îñíîâàíèå òåïëîèçîëèðîâàíî, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîä-
äåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå .

19. Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆u = xz, u|r=2 = 0, u|r=3 = 0

â øàðîâîì ñëîå 2 < r < 3.
20. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â îäíîðîäíîì öèëèíäðå ðàäèóñà b è âûñîòû h,

r ≤ b, (0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ h) ðàâíà A(b2 − r2)z. Îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â ýòîì öèëèíäðå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0, åñëè áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü è íèæíåå îñíîâàíèå öèëèíäðà ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåì-
ïåðàòóðå, à âåðõíåå îñíîâàíèå òåïëîèçîëèðîâàíî.

21. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut = uxx + 26e−5t sin x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.
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1. Âû÷èñëèòü Γ

(
7

5

)
Γ

(
27

5

)

2. Âû÷èñëèòü
1∫

0

x5

7
√

1− x7
.

3. Âû÷èñëèòü
−6∫

−6

x2δ(sin x− 1)dx.

4. Âû÷èñëèòü (θ(x) sin x)′′.
5. Ðåøèòü çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

a) y′′ + λy = 0, y(3/4) = y′(1) = 0;

b) y′′ + y′ctg x + λy = 0, |y(0)| < ∞, |y(π)| < ∞.

Çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè, îðòîíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè çàäà÷è è ðàçëîæèòü ïî íèì ôóíêöèþ f(x) = 1.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

xux + yuy + (z + u)uz = xy.

7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(y + 2u2)ux − 2x2uuy = x2, u|y=x2 = x.

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

à) 16uxx + 8uxy + uyy − 8ux − 2uy = 0;

á) 3uxx + 16uxy + 16uyy = 0.

9. Âûðàçèòü ôóíêöèè Áåññåëÿ N1/2(x), N−1/2(x), K1/2(x), K−1/2(x) ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ôóíêöèè.

10. Íàéòè èçîáðàæåíèå ôóíêöèè
√

tI1(2
√

at).
11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∞∫

0

J0(2t) sin t dt.

12. Ôóíêöèþ y = x2 ðàçëîæèòü â ðÿä Äèíè íà èíòåðâàëå (0, π) ïðè ν = 2.
13. Ôóíêöèþ f(x) = x6 ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (0,∞) ïî ïî-

ëèíîìàì Ëàãåððà.
14. Ðåøèòü ñìåøàííóþ çàäà÷ó

ut = 9uxx; 0 < x < 4, t > 0;

u(x, 0) =

{
x2/2, 0 ≤ x ≤ 2,
4− x, 2 < x ≤ 4;

u(0, t) = u(4, t) = 0.



15. Íàéòè ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

ut =
1

49
uxx + 37e−6t sin 7x;

u(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

16. Ðåøèòü çàäà÷ó

∆u = 0; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1;

u|x=0 = 1; u|x=1 = 2; u|y=0 = 3; u|y=1 = 4.

17. Ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå ∆u = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(1, ϕ) =
19 cos 7ϕ â êðóãå 0 ≤ r < 1, 0 ≤ ϕ < 2π.

18. Íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè öèëèíäðà ñ ðà-
äèóñîì r è âûñîòîé h, åñëè ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé òåï-
ëîâîé ïîòîê Q, òåìïåðàòóðà íèæíåãî îñíîâàíèÿ 0,à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîä-
äåðæèâàåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T .

19. Ðåøèòü ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó utt = 11∆u, 0 < r < 15, 0 < t < ∞,
åñëè

u(r, 0) =
1

8

[
1−

( r

15

)2]
, ut(r, 0) = u(15, t) = 0.

20. Äàí îäíîðîäíûé øàð ðàäèóñà b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè øàðà, åñëè âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü øàðà
ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, à íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà çàâèñèò
òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà øàðà, ò.å. u|t=0 = f(r).

21. Ïîñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, åñëè îäíà èç íèõ â ìîìåíò t = 0 íà÷èíà-
åò äâèãàòüñÿ ïàðàëëåëüíî äðóãîé ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ, èìåþùåé ïîñòîÿííîå
íàïðàâëåíèå. Äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïðåíåáðå÷ü.


