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Введение

Проблема построения квазиклассического приближения для релятивистских
уравнений Клейна–Гордона, Дирака и Прока имеет две существенные особен-
ности. Первая из них связана с математической структурой этих уравнений, и
об этом будет сказано позднее. Вторая особенность связана с физическим ста-
тусом этих уравнений, что мы сейчас кратко обсудим. Хорошо известно, что в
точном смысле последовательной релятивистской квантовой механики не суще-
ствует [1, 2]. Только квантовая теория поля адекватно описывает физическую
реальность в релятивистской области. В частности, это связано с тем, что при
наличии внешних электромагнитных полей вакуум становится неустойчивым и
возможно спонтанное рождение частиц из вакуума. Поэтому в точном смысле
не существует релятивистских систем с фиксированным числом частиц, и ин-
терпретировать решения уравнений Дирака, Клейна–Гордона и Прока как кван-
товомеханические волновые функции затруднительно. Этот факт был ясен еще
на заре развития релятивистской квантовой теории. В частности, еще в [3, 4]
было предсказано рождение пар из вакуума при наличии электромагнитного
поля, а в [5] обнаружено существование явления, получившего впоследствии
название «дрожания Шрёдингера» (Zitterbewegung – по терминологии самого
Шрёдингера [5]), также свидетельствующего о невозможности в точном смысле
квантовомеханических подходов для описания поведения частиц в релятивист-
ской области.

На первый взгляд, чисто математическая задача корректного построения
квазиклассических асимптотик решений уравнений Клейна–Гордона, Дирака и
Прока не имеет (и не должна иметь) отношения к задаче корректного кванто-
вомеханического описания частиц в релятивистской области. Но это не так, и
совершенно замечательным, на наш взгляд, является тот факт, что построение
квазиклассических асимптотик решений релятивистских волновых уравнений
одновременно приводит к построению последовательной (в квазиклассическом

приближении, но с точностью до любого конечного порядка по
√

~ при ~ → 0)
релятивистской квантовой механики скалярных, спинорных и изоспинорных
частиц. Физическая причина этого, на наш взгляд, совершенно прозрачна и
состоит в следующем. Еще Швингером [6] была вычислена вероятность рож-
дения пар заряженных частиц внешним полем из вакуума w = exp(−πQ0/Q),
Q0 = m2c3/(e~), где m – масса частицы, e – ее заряд, c – скорость света, Q
– эффективная напряженность поля, ~ – постоянная Планка. Таким образом
вероятность рождения пар экспоненциально мала при ~ → 0 и, следователь-
но, в квазиклассическом приближении со степенной по

√
~ точностью процессы

такого типа могут не учитываться в силу характера приближения. Поскольку,
как известно (см., например, [7]), вероятность нестабильности вакуума всегда
имеет характер w ∼ exp(−1/~) , то в квазиклассическом приближении (в лю-

бом порядке по
√

~) вакуум всегда можно считать стабильным. Это же имеет
место и по отношению к явлению «Zitterbewegung». Таким образом, в квази-
классическом приближении, которое мы здесь рассматриваем, воссоздается по-
следовательная (но приближенная) релятивистская квантовая механика (одной
частицы), что ясно вытекает из содержания данной работы.

Любой подход к решению основных уравнений квантовой теории имеет ста-
тус квазиклассического, если он в той или иной степени реализует эвристиче-
ский принцип соответствия этой теории и ее классического аналога.

При установлении соответствия квантовых и классических результатов в
эволюционных квантовых задачах принципиальную роль играет проблема по-
лучения решений классических уравнений движения как предела при ~ → 0
решений уравнений движения для квантовых средних.
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Как известно, в нерелятивистской теории решение именно этой проблемы,
начиная с первых работ по квантовой механике, связано с представлением о
волновых пакетах – таких динамических состояниях Ψ(t, ~) ∈ L2(R

3
x) уравне-

ния Шрёдингера, которые «эффективно» сосредоточены в момент времени t
в окрестности положения классической частицы на траектории, определяемой
произвольным решением соответствующего уравнения Ньютона.

Можно придать точный (строгий математический) смысл этому свойству,
если в качестве параметра, контролирующего «эффективную» сосредоточен-
ность квантовых состояний, выбрать основной «параметр» квантовой теории –
постоянную Планка ~ (в конкретных задачах – безразмерный малый параметр,

пропорциональный
√

~, ~ → 0). В этом случае мы будем говорить о свойстве
квазиклассической сосредоточенности квантовомеханических состояний.

Вопросы существования и построения максимально широкого класса состоя-
ний, обладающих этим свойством, – класса квазиклассически сосредоточенных
состояний в общей ситуации – для уравнения Шрёдингера и его многомерного
аналога были в деталях исследованы в части I настоящей работы [8] (см. так
же [9,10] и цитируемую там литературу).

Опуская технические детали, приведем здесь кратко основные моменты кон-
цепции квазиклассически сосредоточенных состояний, развитой в [8] для нере-
лятивистской квантовой механики с n степенями свободы, имеющей класси-
ческий аналог. Пусть Ĥ(t) – гамильтониан квантовой системы с вейлевским

символом H(~p, ~x, t, ~) (Ĥ(t) = H(~̂p, ~x, t, ~)).
В квантовой механике эволюция квантовой системы представляется луча-

ми Ψ(t, ~), t ∈ R1, где Ψ(t, ~) – вектор некоторого гильбертова пространства L
в каждый момент времени t, а наблюдаемые описываются самосопряженными
операторами в L. Эволюция соответствующей классической системы – это лу-
чи z = Z(t), t ∈ R1, где Z(t) – точка 2n-мерного векторного пространства E ,
называемого фазовым, и наблюдаемые – действительные измеримые функции,
определенные на нем.

Для наших целей будем использовать координатное представление, когда
образующие алгебры Гейзенберга q̂j, p̂l, [q̂j, p̂l] = −i~δij, реализованы в виде
самосопряженных в L = L2(R

n
x) операторов q̂j = xj, p̂l = −i~∂/∂xl и фазовое

пространство E – симплектическое линейное пространство R2n
px = Rn

p × Rn
x со

стандартной скобкой Пуассона {z, w} = 〈Jz, w〉R2n , где J =
(

0 −I

I 0

)
2n×2n

, z =

(~p, ~x), w = (~py, ~y).

Пусть z = Z(t) = (~P (t), ~X(t)), t ∈ R, – произвольная кривая фазового про-
странства R2n

p,x и Ψ(t, ~), t ∈ R1, – произвольный луч в пространстве квантовоме-
ханических состояний. Семейство состояний Ψ(t, ~), t ∈ R, квантовой системы

с гамильтонианом Ĥ(t)

i~
∂Ψ

∂t
= Ĥ(t)Ψ. (0.1)

мы называем квазиклассически сосредоточенным класса

CSS(Z(t), N) = CSS(Z(t), N, ~) Ψ ∈ CSS(Z(t), N),

семейством состояний (порядка N , N ∈ N), квазиклассически сосредоточенных
на фазовой кривой z = Z(t), t ∈ R, если при каждом t ∈ R

1) существуют обобщенные пределы1

lim
~→0

|Ψ(~x, t, ~)|2 = δ(~x− ~X(t)), (0.2)

1Под обобщенным пределом мы понимаем стандартно определяемый в теории обобщенных
функций предельный переход.



Введение 5

lim
~→0

|Ψ̃(~p, t, ~)|2 = δ(~p− ~P (t)); (0.3)

2) существуют квантовые моменты

∆α(t, ~) 0 6 k 6 N. (0.4)

центрированные относительно квантовых средних

~X(t, ~) = 〈Ψ|~x|Ψ〉L2(Rn
x) = 〈~x〉,

~P (t, ~) = 〈Ψ| − i~∇|Ψ〉L2(Rn
x) = 〈Ψ̃|~p|Ψ̃〉L2(Rn

p ) = 〈~p〉.

Здесь α ∈ Z2n
+ – мультииндекс, 0 6 |α| 6 N ; δ(x) – «дельта-функция»; ∆α(t, ~)

средние значения операторов с вейлевским символом (∆z)α, 〈 | 〉 – скалярное
произведение в L = L2(R

n
x).

Физически значимым оправданием данного определения является тот факт,
что оно выделяет в пространстве всех квантовомеханических состояний мак-
симально широкий сектор тех состояний (а именно, квазиклассически сосре-
доточенных), в терминах которых можно говорить о переходе из квантовой
механики в классическую в духе (смысле) подхода П. Эренфеста [11].

А именно, имеет место следующая теорема, доказанная в одномерном случае
в [12], и в многомерной ситуации в [13] ( см. также [8]). Пусть Ψ(t, h), t ∈ R, – се-
мейство состояний, квазиклассически сосредоточенных на фазовой траектории
Z(t), t ∈ R. Тогда фазовая траектория z = Z(t), t ∈ R, есть траектория класси-
ческой гамильтоновой системы с функцией Гамильтона H(z, t) = H(z, t, 0),

ż = JHz(z, t), z = (~p, ~x) ∈ R2n, (0.5)

если семейство Ψ(t, h), t ∈ R описывает эволюцию квантовой системы (0.1).
Отсюда следует, что если в начальный момент времени t = 0 состояние

Ψ(0, ~) квазиклассически сосредоточено в произвольной точке z0 фазового про-
странства (в смысле выполнения условий 1) и 2) и, следовательно, зависит от
z0 ∈ R2n

p,x : Ψ(0, ~) = Φ(z0, 0, ~) ∈ L2(R
n
x), то решение задачи Коши для урав-

нения (0.1) с таким начальным условием Ψ(t, ~) = Û~(t)Ψ(0, ~) (Û~(t) – уни-
тарный оператор эволюции) является семейством состояний квантовой систе-
мы, квазиклассически сосредоточенных на фазовой траектории Z(t, z0) = ĝt

Hz0

соответствующей классической системы (ĝt
H : R2n

p,x → R2n
p,x – каноническое пре-

образование фазового пространства, порожденное сдвигами вдоль траекторий
гамильтоновой системы (0.5)).

Хорошо известно, что существует широкий класс квантово-механических
задач, которые удается решить лишь с помощью привлечения аппарата квази-
классических асимптотик. Строгая теория квазиклассических асимптотик с ве-
щественными фазами, обобщающая одномерный метод ВКБ (а в многомерном
случае – метод Эйнштейна–Бриллюэна–Келлера) и охватывающая как спек-
тральную задачу, так и задачу Коши для ~−1-(псевдо) дифференциальных опе-
раторов, была развита в работах [14–17].

Метод Маслова – метод канонического оператора (с вещественной фазой)
[14–17] – накладывает весьма жесткие требования на классическую систему:
должно существовать n-параметрическое семейство лагранжевых торов, инва-
риантных относительно сдвигов вдоль траекторий соответствующей гамильто-
новой системы, что, по-существу, эквивалентно ее полной интегрируемости (по
Лиувиллю).

В неинтегрируемом случае семейство n-мерных лагранжевых торов не су-
ществует. Тем не менее, часто неинтегрируемая гамильтонова система обладает
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торами размерности меньшей, чем размерность конфигурационного простран-
ства. Такая ситуация типична для классических систем, обладающих некото-
рым (неполным) набором симметрий, например, для заряда во внешнем элек-
тромагнитном поле с аксиальной симметрией. Метод квазиклассического кван-
тования замкнутых геодезических (Λ1), устойчивых в линейном приближении,
был впервые предложен В.М. Бабичем и В.Ф. Лазуткиным [18–20]. В этом слу-
чае квазиклассическая асимптотика локально представляет собой волновой па-
кет гауссова типа по трансверсальным к Λ1 переменным и осцилляторного типа
вдоль Λ1. Позднее этот случай исследовался в работах [21–23] (см. также об-
суждение в [24–29]).

Строгая теория квазиклассического квантования неинтегрируемых гамиль-
тоновых систем была разработана для скалярных ~−1-(псевдо) дифференциаль-
ных операторов в работах [30–33], для систем с матричными гамильтонианами и
для уравнений с операторно-значным символом в [30,33]. В основе этой теории
лежит конструкция комплексного ростка Маслова [30–33] (см. также [34,35]).

Основным моментом этой теории является тот факт, что задача построения
квазиклассических асимптотик ΨE в спектральных задачах как для скаляр-
ных, так и для матричных ~−1-(псевдо) дифференциальных операторов (E –
спектральный параметр) сводится к построению геометрических объектов в 2n-
мерном фазовом пространстве – семействе лагранжевых многообразий Λk(E)
с комплексным ростком rn(E). Λk(E) порождаются решениями классической
системы Гамильтона и имеют размерность 0 6 k < n. В случае финитных
движений Λk(E) известны как изотропные неполномерные лагранжевы торы.
Комплексный росток rn(E) порождается специальным набором n линейно неза-
висимых комплексных решений системы в вариациях – линеаризации исходной
гамильтоновой системы в окрестности Λk(E).

Заметим, что задача отыскания семейства изотропных многообразий с ком-
плексным ростком – отдельная, сама по себе достаточно сложная задача. В
частности, было выяснено [32,33], что вопрос существования комплексного рост-
ка эквивалентен орбитальной устойчивости многообразий Λk(E) (см. также
[36, 37]) и для случая k = 1 он решается в рамках теории Флоке для гамиль-
тоновых систем. При k > 2 вопрос построения rn(E), естественно связанный
с многомерным аналогом теории Флоке, исследован еще слабо (подробнее об
этом см. в [33,38]).

Из семейства изотропных торов с комплексным ростком [Λk(E), rn(E)] усло-
виями квантования типа Бора–Зоммерфельда [31, 33] отбирается дискретный
набор [Λk(EN), rn(EN)], который порождает спектральную серию (ΨEN

, EN(~),
~ → 0). Здесь N – набор квантовых чисел, а EN(~) – собственные значения,
отвечающие квазиклассическим собственным функциям ΨEN

. При этом важ-
но иметь в виду, что в квазиклассическом подходе к спектральным квантовым
задачам речь идет о построении лишь отдельных серий в той или иной обла-
сти энергетического спектра E ′ 6 EN(~) 6 E ′′. Классификация спектральных
серий порождается классификацией движений соответствующей неинтегриру-
емой классической системы по неполномерным лагранжевым торам Λk(EN), а
нумерация уровней энергии EN – условиями квантования этих движений.

Получаемые при этом квазиклассические асимптотики ΨEN
почти везде хо-

рошо аппроксимируются функциями вида ΨEN
∼ exp(iS/~)ϕ, где, в отличие

от обычного вещественного метода ВКБ, и мы подчеркиваем это особо, фаза
S комплексна, причем, Im S > 0. В силу этого функции ΨEN

обладает следу-
ющим важным свойством: в пределе ~ → 0 они локальны в малой (порядка
~1/2) окрестности области «света», где Im S = 0. Эта область представляет со-
бой проекцию семейства фазовых траекторий, образующих торы Λk(EN), на
конфигурационное пространство классической системы. В дальнейшем волно-
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вые функции ΨEN
будем называть стационарными траекторно-когерентными

состояниями (ТКС), а соответствующее приближение в спектральных задачах
квантовой механики – стационарным траекторно-когерентным приближением
(ТК-приближением).

Настоящее пособие является второй частью книги [8] и непосредственно ис-
пользует ее результаты. Поэтому система ссылок на разделы части I упроще-
на. Ссылки, например, (I.5.6) или I.5.6 означают формулу (5.6) или теорему
(лемму) 5.6 части I. В тексте этого пособия используется сплошная нумерация
разделов. При нумерации формул, теорем и лемм из данной части первое число
указывает номер параграфа, а второе — порядковый номер формулы, теоремы,
леммы. При нумерации следствий из теорем и лемм первое число указывает
номер параграфа, второе — номер теоремы или леммы в этом параграфе и тре-
тье — номер собственно следствия. Для обозначения определений и замечаний
нами используются символы � и ♦, соответственно.

Авторы признательны всем сотрудникам кафедры высшей математики и
математической физики Томского политехнического университета и кафедры
прикладной математики Московского института электроники и математики, ка-
федр теоретической физики и квантовой теории поля Томского государствен-
ного университета и особенно своим коллегам и соавтоpам: Кондpатьевой М.Ф.,
Роговой А.М., Болтовскому Д.В., Евсеевичу А.А., Караваеву А.Г., Хозину С.H.,
за плодотвоpное сотpудничество.



ГЛАВА 1

Квазиклассически сосредоточенные состояния
релятивистских волновых уравнений

Настоящая глава посвящена квазиклассически сосредоточенным состояни-
ям уравнения Дирака и Клейна–Гордона.

Напомним, что для релятивистской квантовой частицы в произвольном внеш-
нем электромагнитном поле, описываемой уравнением Дирака с аномальным
взаимодействием Паули [39], квазиклассические траекторно-когерентные состо-
яния (ТКС) были построены в [40–42], а для частицы во внешних гравитаци-
онных и торсионных полях в [44]. Их характерное свойство заключается в том,
что помимо условия когерентности по орбитальным переменным они удовлетво-
ряют также следующему условию спиновой когерентности: средние квантово-
механические спинового оператора – псевдовектора поляризации Баргманна Ŝµ

[45] – в пределе при ~ → 0 являются решениями классического релятивистско-
го уравнения движения спина — уравнения Баргманна–Мишеля–Телегди [46].

Отметим, что построение квазиклассических ТК-состояний квантовых си-
стем основывается на новом квазиклассическом траекторно-когерентном пред-
ставлении соответствующих гамильтонианов. Для скалярных квантовомехани-
ческих уравнений это представление неявным образом использовалось, по суще-
ству, в [47]. Для оператора Дирака оно впервые введено в [40,41]. С точки зрения
квазиклассических асимптотик, построенные в данной главе ТК-состояния удо-
влетворяют соответствующим эволюционным квантовомеханическим уравнени-
ям с точностью до функций, L2-норма которых имеет порядок O(~3/2) при ~ → 0
(modO(~3/2)). Здесь также построены высшие приближения для траекторно-
когерентных состояний оператора Дирака и Клейна–Гордона в произвольном
внешнем поле — асимптотические решения этого уравнения с точностью до
O(~(N+1)/2), где N — любое не зависящее от ~ натуральное число; N = 3, 4, . . . .

В общей ситуации схема построения поправок к главному члену квазиклас-
сической асимптотики хорошо известна [30]. Тем не менее, ее реализация для
конкретных квантовых уравнений с произвольными электромагнитными потен-
циалами требует большого объема нетривиальных выкладок. В частности, уда-
лось построить в виде асимптотического ряда по степеням

√
~, ~ → 0, унитар-

ный (в любом порядке по
√

~) оператор, задающий переход в квазиклассическое
траекторно-когерентное представление.

Для квазиклассического описания поведения квантовой частицы с учетом еë
спиновых свойств это позволило последовательно построить двухкомпонентную
теорию, т.е. в явном виде выделить (в любом порядке по ~ → 0) на подпростран-
стве положительно-частотных решений уравнения Дирака гамильтониан, пред-
ставляющий собой релятивистское обобщение оператора Паули [48]. Скалярная
часть этого гамильтониана описывает квантовые флуктуации волнового пакета
около положения частицы на классической траектории, а «векторная» — взаи-
модействие спина частицы с внешним полем и с квантовыми флуктуациями по
орбитальным переменным.

Эта глава организована следующим образом. В разд. 1 дано определение
и исследованы простейшие свойства квазиклассически сосредоточенных состо-
яний уравнения Дирака с аномальным взаимодействием Паули. В разд. 2 и
3 построены с любой степенью точности по

√
~, ~ → 0, квазиклассические

траекторно-когерентные состояния Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) и асимптотика функции Грина

G
(N)
D (~x, ~y, t, s) в пространстве положительно-частотных квазиклассически сосре-

доточенных состояний и оператор K̂(N)
D (t, ~), задающий переход к квазиклас-
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сическому траекторно-когерентному представлению. В разд. 4 показано, что
использование квазиклассически сосредоточенных состояний позволило после-
довательно построить двухкомпонентную теорию, т.е. в явном виде выделить
(в любом порядке по ~ → 0) на подпространстве положительно-частотных ре-

шений уравнения Дирака гамильтониан Ĥ(N)
D (t), представляющий собой реля-

тивистское обобщение гамильтониана Паули. Используя гамильтониан Ĥ(N)
D (t),

удается выписать систему уравнений Гамильтона–Эренфеста, отвечающую урав-
нению Дирака и учитывающую моменты второго порядка. Кратко обсуждается
связь полученных классических уравнений движения релятивистского заряда
со спином 1/2 и известных уравнений, в частности уравнений Френкеля [49].

Разделы 5–8 посвящены квазиклассически сосредоточенным состояниям урав-
нения Клейна–Гордона. В разд 5 дано определение и исследованы основные
свойства квазиклассически-сосредоточенных состояний уравнения Клейна–Гор-
дона. Показано, что квазиклассическая сосредоточенность возможна только на
классической траектории, отвечающей гамильтониану λ(±)(~p, ~x, t).

В разд. 6 и 7 в форме, удобной для расчета матричных элементов тока пере-

хода, приведены конструкции квазиклассических ТКС Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) уравнения

Клейна–Гордона и оператора K̂(N)
KG (t, ~), задающего переход к квазиклассическо-

му траекторно-когерентному представлению на подпространстве положительно-
частотных (отрицательно-частотных) состояний (в любом порядке по

√
~). За-

метим, что квазиклассические ТКС для уравнения Клейна–Гордона с точно-
стью до O(~3/2) были построены ранее [47,50]. В разд. 6 на пространстве поло-
жительно-частотных решений выделен гамильтониан одночастичной теории

Ĥ(N)
KG (t, ~) и выписана соответствующая система Гамильтона–Эренфеста. Иссле-

дована связь оператора Ĥ(N)
KG (t, ~) с оператором λ̂(t) [51], имеющим вейлевский

символ λ(+)(~p, ~x, t) = eΦ(~x, t)+

√
c2 ~P2 +m2

0c
4. В разд. 8 построены нерасплыва-

ющиеся волновые пакеты операторов Шрëдингера и Клейна–Гордона в полях с
аксиальной симметрией.

Часть технических результатов вынесена в приложения.

1. Теорема о квазиклассически сосредоточенных
состояниях уравнения Дирака

Рассмотрим релятивистскую частицу, описываемую уравнением Дирака с
аномальным взаимодействием Паули

L̂DΨ = 0, L̂D = −i~∂t + ĤD, (1.1)

где гамильтониан ĤD имеет вид [52]

ĤD = Ĥ0 + (−i~)Ĥ1, Ĥ0 = c〈~α, ~̂P〉 + ρ3m0c
2 + eΦ(~x, t),

Ĥ1 =
ie0(g − 2)

4m0c
[ρ3〈~Σ, ~H(~x, t)〉 + ρ2〈~Σ, ~E(~x, t)〉],

~α = ρ1
~Σ, ~Σ =

(
~σ 0
0 ~σ

)
, e0 = −e,

(1.2)

ρ1 =

(
0 I

I 0

)
, ρ2 =

(
0 −iI
iI 0

)
, ρ3 =

(
I 0
0 −I

)
.

Здесь ~σ = (σ1, σ2, σ3) — матрицы Паули; 0 и I — нулевая и единичная мат-

рицы размера 2 × 2; ~H(~x, t) = rot ~A(~x, t) — напряженность магнитного поля;
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~E(~x, t) = −∇Φ(~x, t) − c−1∂t
~A(~x, t) — напряженность электрического поля; g —

гиромагнитное отношение.
Как и в нерелятивистском случае, будем предполагать, что электромагнит-

ные потенциалы Φ(~x, t) и ~A(~x, t) — гладкие функции ~x ∈ R3, t ∈ R1 — растут
вместе со своими производными при |~x| → ∞ не быстрее некоторой степени |~x|
равномерно по t ∈ R1.

По аналогии с уравнением Шрëдингера дадим следующее определение ква-
зиклассической сосредоточенности для уравнения Дирака:

� Состояние Ψ назовем квазиклассически сосредоточенным на фазовой тра-
ектории z = Z(t) = (~P (t), ~X(t)) класса CSD(Z(t), N, ~), т.е. Ψ ∈ CSD(Z(t), N),
если выполняются следующие условия:
1) L̂DΨ = 0;
2) для волновой функции Ψ(~x, t, ~) в x-представлении и для волновой функции
Ψ̃(~p, t, ~) в p-представлении существуют обобщенные пределы

lim
~→0

|Ψ(~x, t, ~)|2 = δ(~x− ~X(t)), (1.3)

lim
~→0

|Ψ(~p, t, ~)|2 = δ(~p− ~P (t)); (1.4)

3) существуют при ~ ∈ [0, 1[ квантовые моменты ∆cl
α , 0 6 |α| 6 N , α ∈ Z6

+,

|α| =
6∑

k=1

αk, j = 1, 16.

Здесь
∆cl

α,j = 〈Ψ|Γj{∆ẑ}α|Ψ〉D, (1.5)

где {∆ẑ}α — оператор с вейлевским символом (∆z)α, ∆z = z − Z(t), 〈 | 〉D –
скалярное произведение:

〈Ψ1|Ψ2〉D =

∫

R3

d3xΨ+
1 (~x, t, ~)Ψ2(~x, t, ~), (1.6)

Γj – какой-либо базис в пространстве матриц Дирака.
Справедлива следующая теорема (сравни с теоремой I.19.1).

Теорема 1.1. Если Ψ(t) – квазиклассически сосредоточенное состояние клас-

са CSD(Z(t), N), то ~X(t) и ~P (t) являются решениями классической системы
Гамильтона {

~̇p = −λ(±)
~x (~p, ~x, t),

~̇x = λ
(±)
~p (~p, ~x, t).

(1.7)

с функцией Гамильтона λ(+)(~p, ~x, t) или λ(−)(~p, ~x, t), где

λ(±)(~p, ~x, t) = eΦ(~x, t) ± ε(~p, ~x, t), ε(~p, ~x, t) =

√
c2 ~P2 +m2

0c
4,

λ
(±)
~x = eΦ~x(~x, t) − 〈~β±, ~A~x(~x, t)〉, λ

(±)
~p = ±c

2 ~P
ε

= c~β±.

(1.8)

Доказательство. 1. Рассмотрим спектральные свойства главного символа га-
мильтониана ĤD – матрицы H0(~p, ~x, t) (1.2), ~p ∈ R3

p, ~x ∈ R3
x. Уравнение

det ‖H0(~p, ~x, t) − λI4×4‖ = 0
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имеет (см. свойство 2 Приложения Б) два собственных значения λ кратности,
равной двум, при всех ~p ∈ R3

p, ~x ∈ R3
x, t ∈ R1,

λ(±)(~p, ~x, t) = eΦ(~x, t) ± ε(~p, ~x, t),

ε(~p, ~x, t) =

√
c2 ~P2 +m2

0c
4, ~P = ~p− e

c
~A(~x, t).

(1.9)

Отвечающие λ(±)(~p, ~x, t) собственные векторы f±
j (~p, ~x, t), j = 1, 2, объединим в

4 × 2-матрицы Π±(~p, ~x, t):

H0(~p, ~x, t)Π±(~p, ~x, t) = λ(±)(~p, ~x, t)Π±(~p, ~x, t),

Π+(~p, ~x, t) =
1√

2ε(ε+m0c2)

(
ε+m0c

2

c〈~σ, ~P〉

)
, (1.10)

Π−(~p, ~x, t) =
1√

2ε(ε+m0c2)

(
c〈~σ, ~P〉

−m0c
2 − ε

)
.

2. Функцию Ψ разложим по собственным векторам главного символа га-
мильтониана, взятым на траектории z = Z(t) = (~P (t), ~X(t)):

Ψ(~x, t, ~) = N~

[
Π+(t)J (+)(~x, t, ~) + Π−(t)J (−)(~x, t, ~)

]
, (1.11)

где Π±(t) = Π±

(
~P (t), ~X(t), t

)
, N~ = const. Спиноры J (±) представим в виде

J (±)(~x, t, ~) =

(
Q

(±)
1 (~x, t, ~) exp[iΞ

(±)
1 (~x, t, ~)]

Q
(±)
2 (~x, t, ~) exp[iΞ

(±)
2 (~x, t, ~)]

)
, (1.12)

где Ξ
(±)
k , Q

(±)
k , k = 1, 2, – вещественные функции. Из условия (1.3), (1.4) следует,

что, не уменьшая общности, можно положить

Q
(±)
k (~x, t, ~) =

( 3∏

l=1

al(~)

)−1/2

ρ
(±)
k (~ξ, t, ~), ξj =

∆xj

aj(~)
, (1.13)

где aj(~) – некоторые неотрицательные функции ~, обладающие свойством

lim
~→0

aj(~) = lim
~→0

~

aj(~)
= 0. (1.14)

Из условия существования моментов ∆cl
0j следует, что

lim
~→0

(
Ξ

(±)
k (~ξ, t, ~) − Ξ

(±)
l (~ξ, t, ~)

)
= lim

~→0

(
Ξ

(∓)
k (~ξ, t, ~) − Ξ

(∓)
l (~ξ, t, ~)

)
= 0,

k, l = 1, 2. Поэтому

Ξ
(±)
k (~ξ, t, ~) = Φ0(~ξ, t, ~) + Φ

(±)
k (~ξ, t, ~), k = 1, 2, (1.15)

где Φ
(±)
k (~ξ, t, ~) зависят от ~ регулярно.

Аналогичные рассуждения для волновой функции в p-представлении при-
водят к

J̃ (±)(~p, t, ~) =

( 3∏

l=1

bl(~)

)−1/2(
ρ̃

(±)
1 (~η, t, ~) exp[−iΞ̃(±)

1 (~η, t, ~)]

ρ̃
(±)
2 (~η, t, ~) exp[−iΞ̃(±)

2 (~η, t, ~)]

)
, (1.16)
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ηj =
∆pj

bj(~)
, lim

~→0
bj(~) = lim

~→0

~

bj(~)
= 0, j = 1, 3,

и
Ξ̃

(±)
k (~η, t, ~) = Φ̃0(~η, t, ~) + Φ̃

(±)
k (~η, t, ~), k = 1, 2, (1.17)

где Φ
(±)
k (~η, t, ~) зависят от ~ регулярно.

Как и в нерелятивистском случае, из условия

‖∆xjΨ‖ = ‖∆x̂jΨ̃‖ ∼ aj(~),

‖∆p̂jΨ‖ = ‖∆pjΨ̃‖ ∼ bj(~),
j = 1, 2, 3, (1.18)

следует

0 6 lim
~→0

~

aj(~)bj(~)
<∞, j = 1, 2, 3, (1.19)

а также

Φ0(~ξ, t, ~) = Φ0(t, ~) +
〈~P (t),∆~x〉 + S(~ξ, t, ~)

~
,

Φ̃0(~η, t, ~) = Φ̃0(t, ~) +
〈 ~X(t),∆~p〉 + S̃(~η, t, ~)

~
,

(1.20)

и

S(~ξ, t, ~) ∼ S̃(~η, t, ~) ∼ C(~),

C(~) = min {a1(~)b1(~), a2(~)b2(~), a3(~)b3(~)}.

3. Найдем в пределе ~ → 0 среднее значение оператора L̂D по состоянию
(1.1). С учетом (1.8) и (1.10) получим

0 ≡
(

lim
~→0

~
dΦ0(t, ~)

dt
− 〈~P (t), ~̇X(t)〉 + λ(+)(t)

)
lim
~→0

‖J (+)(~x, t, ~)‖2+

+
(

lim
~→0

~
dΦ0(t, ~)

dt
− 〈~P (t), ~̇X(t)〉 + λ(−)(t)

)
lim
~→0

‖J (−)(~x, t, ~)‖2. (1.21)

Выражения в круглых скобках в (1.21) не могут быть равными нулю одновре-
менно, следовательно,

Φ0(t, ~) =
1

~
S0(t, ~),

S0(t, 0) =

t∫

0

[〈~P (t), ~̇X(t)〉 − λ(±)(t)]dt, (1.22)

lim
~→0

‖J (∓)(~x, t, ~)‖ = 0.

4. Положим для определенности

S0(t, 0) =

t∫

0

(
〈~P (t), ~̇X(t)〉 − λ(+)(t)

)
dt, lim

~→0
‖J (−)(~x, t, ~)‖ = 0. (1.23)

Из (1.3) следует, что lim
~→0

‖J (+)(~x, t, ~)‖ = 1. Тогда, усредняя оператор L̂D по

состоянию (1.9) с учетом (1.23) в старших порядках по ~, получим

0 ≡
(
dS(t, ~)

dt
+ λ(+)(t) − 〈 ~̇X(t), ~P (t)〉

)
(+)
(+)σ

cl(t, ~)+
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+
3∑

k=1

{
(+)
(+)σ

cl
ξk

(t, ~)ak(~)
[
Ṗk − eΦxk

− c2

ε(t)

〈
~P ,
(
−e
c
~A,xk

)〉]
+

+
(+)
(+)σ

cl
ηk

(t, ~)bk(~)

[
Ẋk −

c2

ε(t)
Pk

]}
+ . . . . (1.24)

Здесь

(+)
(+)σ

cl(t, ~) = ‖J (+)(~x, t, ~)‖2;

(+)
(+)σ

cl
ξk

(t, ~) =
1

ak(~)

∫ (
J (+)(~x, t, ~)

)+
∆xkJ

(+)(~x, t, ~)d3x; (1.25)

(+)
(+)σ

cl
ηk

(t, ~) =
1

bk(~)

∫ (
J (+)(~x, t, ~)

)+
∆p̂kJ

(+)(~x, t, ~)d3x.

Мы учли, что при выполнении условия (1.23) функции
(−)
(+)σ

cl,
(+)
(−)σ

cl и
(−)
(−)σ

cl

имеют более низкий порядок малости по ~, чем функции (1.25). В силу незави-

симости функций
(+)
(+)σ

cl
ξk

(t, ~) и
(+)
(+)σ

cl
ηk

(t, ~) из (1.24) следует, что

Ṗk − eΦxk
− c2

ε(t)

〈
~P ,
(
−e
c
~A,xk

)〉
= 0;

Ẋk −
c2

ε(t)
Pk = 0

для всех k = 1, 2, 3. Последние уравнения эквивалентны системе Гамильтона
(1.7) для λ(+)(~p, ~x, t). Если в (1.23) заменить (+) → (−) и (−) → (+), то в
выражении (1.7) λ(+) → λ(−). Таким образом, теорема доказана.

Теорема 1.2. Если Ψ(t) – квазиклассически сосредоточенное состояние класса
CSD(Z(t), N), то средние квантово-механические спинового оператора – псев-

довектора поляризации Баргманна Ŝµ [45] – в пределе при ~ → 0 являются
решениями классического релятивистского уравнения движения спина – урав-
нения Баргманна–Мишеля–Телегди [46].

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что ~X(t) и ~P (t)
удовлетворяют системе Гамильтона (1.7) и справедливо предположение (1.23).
Обозначим

~ζ(t) = lim
~→0

∫ (
J (+)(~x, t, ~)

)+
~σJ (+)(~x, t, ~)d~x, (1.26)

aµ(t) = lim
~→0

〈Ψ(~x, t, ~)|Ŝµ|Ψ(~x, t, ~)〉D, (1.27)

где

Ŝµ = (Ŝ0, ~̂S), Ŝ0 =
1

m0c
〈~Σ, ~̂P〉, ~̂S = ρ3

~Σ +
1

m0c
ρ1
~̂P . (1.28)

Тогда с учетом (1.23)

a0(t) = γ〈~ζ(t), ~β〉, ~a(t) = ~ζ(t) +
γ~β

1 + γ−1
〈~ζ(t), ~β〉, a0(t) = 〈~β,~a(t)〉. (1.29)
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Поведение средних aµ(t) во времени определяется уравнениями Гейзенберга

daµ

dt
= lim

~→0
〈Ψ|
{∂Ŝµ

∂t
+
i

~
[ĤD, Ŝ

µ]
}
|Ψ〉. (1.30)

Прокоммутировав оператор Ŝµ с ĤD, получим (см., например, [52] и прило-
жение Б)

∂Ŝ0

∂t
+
i

~
[ĤD, Ŝ0] =

e

m0c
〈~Σ, ~E〉−

− e0(g − 2)

2(m0c2)2
(ρ2〈~Σ, ~E × ~̂P〉 + ρ3〈~Σ, ~H × ~̂P〉) +O(~),

∂ ~̂S

∂t
+
i

~
[ĤD, ~̂S] =

e

m0c
(ρ1

~E + ~H × ~Σ)−

− e0(g − 2)

2m0c2
(ρ1

~E + ~H × ~Σ − ρ3〈~Σ, ~E〉
~̂P
m0c

+
~̂P
m0c

ρ3〈~Σ, ~H〉) +O(~).

(1.31)

Подставив (1.31) в (1.30), с учетом соотношений (Б.6)–(Б.14) получим (см. при-
ложение Б)

d~a

dt
=

ge

2m0cγ
( ~E〈~β,~a〉 + ~a× ~H)+

+
(g − 2)eγ

2m0c
~β(〈~β,~a× ~H〉 + 〈~a, ~β〉〈~β, ~E〉 − 〈~a, ~E〉). (1.32)

Переходя от (1.32) с учетом (1.29) к уравнению на aµ, получим

daµ

dτ
=

eg

2m0c
F µνaν +

(g − 2)e

2m0c3
ẋµẋνF

ναaα, (1.33)

где F µν – тензор напряженности электромагнитного поля, τ – собственное вре-
мя. Уравнение (1.33) – уравнение Баргманна–Мишеля–Телегди. Таким образом,
теорема доказана.

2. Переход к двухкомпонентной теории

Каждому собственному значению λ(±)(~p, ~x, t) отвечает своя система Гамиль-
тона (1.7). Поставим для нее задачу Коши

~x±(0, z0) = ~x0, ~p±(0, z0) = ~p0, z0 = (~p0, ~x0) ∈ R6
px. (2.1)

Всюду в дальнейшем ограничимся «положительно-частотными» (отвечаю-
щими собственному значению λ(+)(~p, ~x, t))) решениями, и там, где это не при-
водит к недоразумению, индекс + у функций ~x+, . . . , отвечающих λ(+), игнори-

руется, например ~X+(t, z0) = ~X(t, z0), λ
(+)(t) = λ(t).

В нерелятивистской теории (см. гл. «КСС уравнения Шрёдингера» части I)
каждой траектории системы Гамильтона (1.7) отвечал класс траекторно сосре-
доточенных функций P t

~

P t
~

= P t
~
(Z(t), S(t)) =

{
Φ|Φ(~x, t, ~) = ϕ

(∆~x√
~
, t, ~

)
exp

[ i
~
(S(t) + 〈~P (t),∆~x〉)

]}
,

(2.2)
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где функция ϕ(~ξ, t, ~) принадлежит пространству Шварца S по переменной ~ξ,

а ∆~x = ~x− ~X(t). Квазиклассические асимптотики уравнения Шредингера при-
надлежали классу P t

~
. Для их построения наряду с классом P t

~
использовался

класс Ct
~
⊂ P t

~
:

Ct
~
=Ct

~
(Z(t), S(t)) =

{
Φ|Φ(~x, t, ~) = ϕ

(∆~x√
~
, t
)

exp
[ i
~
(S(t) + 〈~P (t),∆~x〉)

]}
, (2.3)

в котором, в отличие от (2.2) функция ϕ(~ξ, t), не зависит от ~.
Как и для уравнения Шрёдингера, дадим следующее определение.

� Спинор U(~x, t, ~) называется траекторно сосредоточенным класса JP t
~

(J Ct
~
), если его можно представить в виде

U(~x, t, ~) = U(t)Φ(~x, t, ~), (2.4)

где U(t) – спинор, U+(t)U(t) = 1, а Φ(~x, t, ~) ∈ P t
~

(Φ(~x, t, ~) ∈ Ct
~
).

Каждой траектории системы Гамильтона (1.7) сопоставим систему в вариа-
циях {

~̇W± = −λ(±)
xp (t) ~W± − λ

(±)
xx (t)~Z±,

~̇Z± = λ
(±)
pp (t) ~W± + λ

(±)
px (t)~Z±.

(2.5)

Начальные условия для системы (2.5) выбираются так же, как и в скалярном
случае (см. (I.10.9)). Укажем явный вид матричных блоков 3 × 3 в (2.5)

λ(±)
xx (~p, ~x, t) =

∥∥(e(Φxkxj
− 〈~β±, ~Axkxj

〉) − e2

c2
〈 ~Axk

, λ(±)
pp

~Axj
〉
)∥∥,

λ(±)
px (~p, ~x, t) = (λ(±)

xp (~p, ~x, t))
ᵀ

= −e
c
λ(±)

pp (~p, ~x, t)‖Ak
xj

(~x, t)‖,

λ(±)
pp (~p, ~x, t) = ±c

2

ε
‖(δjk − β±

k β
±
j )‖,

которые вычислены в точках z = Z±(t, z0) фазовой траектории.
Проквантуем классическую систему (1.3) методом комплексного ростка так

же, как и для нерелятивистской классической системы (см. часть I), т.е. со-
поставим произвольной (но фиксированной) траектории классической частицы
z = Z(t, z0) полный набор функций вида

|ν, t〉 =
3∏

k=1

1√
νk!

(â+
k (t))νk |0, t〉, (2.6)

где

|0, t〉 =
N~√
J(t, z0)

exp
[ i
~
S(~x, t)

]
,

S(~x, t) =

t∫

0

[〈 ~̇X(t), ~P (t)〉 − λ(+)(t)] dt+ 〈~P (t),∆~x〉 +
1

2
〈∆~x,Q(t)∆~x〉,

N~, J(t), â+(t) определены в (I.11.4), (I.11.5), соответственно. Нетрудно устано-
вить, что функции (2.6) удовлетворяют уравнению типа Шрëдингера

{−i~∂t + λ̂(t)}Ψ = 0, (2.7)
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где

λ̂(t) = λ(t) − 〈 ~̇P (t),∆~x〉 + 〈 ~̇X(t),∆~̂p〉 +
1

2

[
〈∆~x, λ(+)

xx (t)∆~x〉 + 〈∆~x, λ(+)
xp (t)∆~̂p〉+

+〈∆~̂p, λ(+)
px (t)∆~x〉 + 〈∆~̂p, λ(+)

pp (t)∆~̂p〉
]

= λ(+)(t) + δ̂1λ(+)(t) +
1

2
δ̂2λ(+)(t). (2.8)

Система скалярных функций (2.6) полна в L2(R
3
x):

〈t, ν ′|ν, t〉 = δν′ν ;
∞∑

|ν|=0

|ν, t〉〈t, ν| = 1.

Следовательно, функции |ν, t〉 (2.6) образуют базис в пространстве траекторно
сосредоточенных функций, причем коэффициенты разложения любой функции
Φ ∈ Ct

~

Φ(~x, t, ~) =
∞∑

|ν|=0

Cν(t)|ν, t〉

не зависят от ~.
Так как собственные векторы (1.10) матрицы H0(~p, ~x, t) образуют ортонор-

мированный базис в C4 (см. Приложение Б):

Π+
±(~p, ~x, t)Π±(~p, ~x, t) = I2×2, Π+

±(~p, ~x, t)Π∓(~p, ~x, t) = 0, (2.9)∑

k=±

Πk(~p, ~x, t)Π
+
k (~p, ~x, t) = I4×4,

то решение уравнения (1.1) будем искать в виде

Ψ
(0)

ν+(~x, t, ~) = (Π+(t),Π−(t))

(
U(~x, t, ~)
V(~x, t, ~)

)
= Π+U + Π−V , U ,V ∈ JP t

~
, (2.10)

где матрицы (1.4) вычислены в точке z(t, z0), а неизвестные двухкомпонентные
спиноры U(~x, t, ~) и V(~x, t, ~) подлежат определению.

♦ В силу определения траекторно сосредоточенных спиноров (2.4) на клас-
се функций (2.10) относительно нормы, задаваемой скалярным произведением
(1.6), справедливы все оценки, полученные в разд. «Тракторно сосредоточен-
ные функции» части I.

Подставим функцию (2.10) в (1.1) и разложим полученные выражения по
собственным векторам (1.4) с учетом равенств (см. Приложение Б)

Π̇±(t) =
i

2
Π±(t)

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

∓ γ

2
Π∓(t)

(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~̇β〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~̇β〉

)
,

ρ1〈~σ, ~P〉Π±(t) = ±〈~β, ~P〉Π±(t) + Π∓(t)
(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

)
,

ρ2〈~Σ, ~E〉Π±(t) = −Π±(t)〈~σ, ~β × ~E〉 ∓ iΠ∓(t)
(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~E〉

)
,

ρ3〈~Σ, ~H〉Π±(t) = ∓Π±(t)
(
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~H〉
)

+ 〈~β, ~H〉Π∓(t).
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Здесь c~β = ~̇X(t, z0), γ
−1 =

√
1 − β2. В результате получим

(−i~∂t + ĤD)Ψν = Π+

{[
− i~∂t + λ(+)(t) + e∆Φ + c〈~β,∆~̂P〉 +

~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

−

−e(g − 2)~

4m0c

(
〈~σ, ~H〉 − 〈~σ, ~β × ~E〉 − 〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

)]
U(~x, t)+

+
[
− i~γ

2

(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~̇β〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~̇β〉

)
+ c
(
〈~σ, ~β〉〈

~β,∆~̂P〉
1 + γ−1

− 〈~σ,∆~̂P〉
)
−

−e(g − 2)~

4m0c

(
i〈~σ, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
+ iγ−1〈~σ, ~E〉 + 〈~β, ~H〉

)]
V(~x, t)

}
+

+Π−

{[
− i~∂t + λ(−)(t) + e∆Φ − c〈~β,∆~̂P〉 + +

~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

−

−e(g − 2)~

4m0c

(
− 〈~σ, ~β × ~E〉 − 〈~σ, ~H〉 + 〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

)]
V(~x, t)+

+
[i~γ

2

(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~̇β〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~̇β〉

)
+ c
(
〈~σ, ~β〉〈

~β,∆~̂P〉
1 + γ−1

− 〈~σ,∆~̂P〉
)
−

−e(g − 2)~

4m0c

(
− i〈~σ, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
− iγ−1〈~σ, ~E〉 + 〈~β, ~H〉

)]
U(~x, t)

}
, (2.11)

где ∆Φ = Φ(~x, t) − Φ( ~X(t, z0), t); ∆~̂P = ~̂P − ~P(t).
Преобразуем полученное уравнение, раскладывая стоящие в нем выражения

в ряд Тейлора по операторам ∆~x и ∆~̂p с учетом того, что при ~ → 0

∆~x = Ô(
√

~), ∆~̂p = Ô(
√

~), (−i~∂t + λ̂) = Ô(~),

на классе функций JP t
~
. Обозначим ~̂P1 = δ̂ ~P(t) = ∆~̂p− (e/c)d1 ~A(t),

R̂(N) =
i~γ

2

(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~̇β〉

1 + γ−1
+

〈~σ, ~̇β〉
γ

)
+ c
(
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~̂P1〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~̂P1〉
)
−

−
N+2∑

k=2

e

k!

(
〈~σ, ~β〉〈

~β, dk ~A〉
1 + γ−1

− 〈~σ, dk ~A〉
)
− e(g − 2)~

4m0c

N∑

k=0

1

k!

(
− i〈~σ, ~β〉〈

~β, dk ~E〉
1 + γ−1

−

− iγ−1〈~σ, dk ~E〉 + 〈~β, dk ~H〉
)

+ Ô(~(N+3)/2), (2.12)

M̂(N) = 2ε(t) − 2c〈~β, ~P1〉 + (−i~∂t + λ̂) − 1

2
〈~̂P1, λ

(+)
pp
~̂P1〉+

+
N+2∑

k=3

e

k!
(dkΦ + 〈~β, dk ~A〉) + e〈~β, d2 ~A〉 +

~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

−

− e(g − 2)~

4m0c

N∑

k=0

1

k!

(
− 〈~σ, ~β × dk ~E〉 − 〈~σ, dk ~H〉+

+ 〈~σ, ~β〉〈
~β, dk ~H〉
1 + γ−1

)
+ Ô(~(N+3)/2). (2.13)

Тогда уравнение (2.12) преобразуется к виду

(−i~∂t + ĤD)Ψν = Π+

{[
− i~∂t + λ̂− 1

2
〈~̂P1, λ

(+)
pp
~̂P1〉+
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+
~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

+
N+2∑

k=3

e

k!
(dkΦ − 〈~β, dk ~A〉)−

−e(g − 2)~

4m0c

N∑

k=0

(
〈~σ, dk ~H〉 − 〈~σ, ~β × dk ~E〉 − 〈~σ, ~β〉〈

~β, dk ~H〉
1 + γ−1

)]
U(~x, t)+

+(R̂(N))+V(~x, t)
}

+ Π−

[
M̂(N)V(~x, t) + R̂(N)U(~x, t)

]
+ Ô(~(N+3)/2).

Так как собственные векторы главного символа гамильтониана ĤD, определя-
ющие матрицы Π+(t) и Π−(t), линейно независимы в C4, то из (2.10) найдем

V(~x, t) = −{M̂(N)}−1R̂(N)U (N)(~x, t), (2.14)

(−i~∂t + F̂ (N))U (N)(~x, t) = 0, (2.15)

F̂ (N) = λ̂− 1

2
〈~̂P1, λ

(+)
pp
~̂P1〉 +

N+2∑

k=3

e

k!
(dkΦ − 〈~β, dk ~A〉)+

+
~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

− e(g − 2)~

4m0c

N∑

k=0

1

k!

(
〈~σ, dk ~H〉 − 〈~σ, ~β × dk ~E〉−

−〈~σ, ~β〉〈
~β, dk ~H〉
1 + γ−1

)
− {R̂(N)}+{M̂(N)}−1R̂(N) + Ô(~(N+3)/2). (2.16)

Оператор (M(N))−1, обратный оператору (2.13), найдем из тождества (I.16.7),

положив в нем B̂ = M̂ − 2ε, Â = 2ε. Тогда

1

2ε
Q̂(N) = −{M̂(N)}−1R̂(N) =

1

2ε

N+2∑

k=1

~k/2Q̂k + Ô(~(N+3)/2), (2.17)

где

√
~Q̂1 = c

(
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~̂P1〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~̂P1〉
)
, (2.18)

~Q̂2 = −e
2

(
〈~σ, ~β〉〈

~β, d2 ~A〉
1 + γ−1

− 〈~σ, d2 ~A〉
)

+
iγ~

2

(
γ−1〈~σ, ~̇β〉 + 〈~σ, ~β〉 〈~β, ~̇β〉

1 + γ−1

)
−

−e(g − 2)~

4m0c

[
i〈~σ, ~β〉〈

~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

+ iγ−1〈~σ, ~E(t)〉 − 〈~β, ~H(t)〉
]
− c

√
~

ε
〈~β, ~̂P1〉Q̂1

и при k > 2

~k/2Q̂k = − e

k!

(
〈~σ, ~β〉〈

~β, dk ~A〉
1 + γ−1

− 〈~σ, dk ~A〉
)
+

+
e(g − 2)~

4m0c

1

(k − 2)!

(
〈~β, dk ~H〉 − i〈~σ, ~β〉〈

~β, dk−2 ~E〉
1 + γ−1

− iγ−1〈~σ, dk−2 ~E〉
)
−

−c
ε
〈~β, ~̂P1〉Q̂k−1 +

[
e〈~β, d2 ~A〉 + (−i~∂t + λ̂)−

−1

2
〈~̂P1, λ

(+)
pp
~̂P1〉 +

~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

− e(g − 2)~

4m0c

(
〈~σ, ~H(t)〉−

−〈~σ, ~β〉 〈
~β, ~H〉

1 + γ−1
+ 〈~σ, ~β × ~E(t)〉

)]
~(k−2)/2

2ε
Q̂k−2+
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+
k−1∑

n=3

[ e
n!

(dnΦ + 〈~β, dn ~A〉) +
e(g − 2)~

4m0c

1

(n− 2)!

(
〈~σ, ~β × dn−2 ~E〉+

+〈~σ, dn−2 ~H〉 − 〈~σ, ~β〉〈
~β, dn−2 ~H〉
1 + γ−1

)]
~(k−n)/2

2ε
Q̂k−n.

С учетом (2.13)–(2.16) оператор F̂ (N) представим в виде

F̂ (N) = F̂0 +
√

~F̂
(N)
1 , F̂

(0)
1 = 0,

где

F̂0 = λ̂(t) +
~

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

− ~

2

ec

ε

(〈~σ, ~β × (~β × ~H(t))〉
1 + γ−1

+ 〈~σ, ~H(t)〉
)
+

+
e(g − 2)~

4m0c

(
〈~σ, ~H(t)〉 − 〈~σ, ~β × ~E(t)〉 − 〈~σ, ~β〉〈

~β, ~H(t)〉
1 + γ−1

)
, (2.19)

а старшая часть оператора F̂
(N)
1 = Ô(~), ~ → 0.

Таким образом, оператор

T̂ (N)(t) =
(
Π+(t) +

1

2ε
Π−(t)Q̂(N)(t)

)
, (2.20)

определенный на классе JP t
~
, сводит задачу построения асимптотических с точ-

ностью до O(~(N+1)/2) положительно-частотных решений Ψν+(~x, t, ~) уравнения
Дирака (1.1) к решению уравнения (2.15) относительно двухкомпонентного спи-
нора U (N)(~x, t). В результате

Ψν+(~x, t, ~) = T̂ (N)(t)U (N)(~x, t).

3. Квазиклассическое траекторно-когерентное
представление уравнения Дирака
с аномальным взаимодействием Паули

Рассмотрим теперь задачу о построении асимптотических при ~ → 0 реше-
ний уравнения двухкомпонентной теории (2.15)

(−i~∂t + F̂0 +
√

~F̂
(N)
1 )U (N)(~x, t, ~) = 0. (3.1)

В первом приближении по ~ → 0 (пренебрегая в (3.1) оператором
√

~F̂1 =

Ô(~3/2)) для спинора U (0)(~x, t, ~) получим уравнение

{−i~∂t + F̂0}U (0) = 0. (3.2)

С учетом явного вида оператора F̂0 (2.19) решение уравнения (3.2) будем искать
в виде

U (0)(~x, t, ~) = U(t)ψ(~x, t, ~), ψ ∈ P t
~
.

Тогда функция ψ(~x, t) удовлетворяет уравнению (2.7):

[−i~∂t + λ̂(t)]ϕ = 0,
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где оператор λ̂ определен в (2.8), а для спинора U(t) получим уравнение

{
i
d

dt
+
ec

2ε
〈~σ, ~D0(t, z0)〉

}
U = 0, (3.3)

~D0(t, z0) =
µ0

γ

[
(1 + g̃γ) ~H(t) −

( 1

1 + γ−1
+ g̃γ

)
~β × ~E(t)−

− g̃γ

1 + γ−1
~β〈~β, ~H(t)〉

]
, (3.4)

где µ0 = ~e0/(2m0c) — магнетон Бора и g̃ = (g− 2)/2. При выводе (3.3) исполь-
зовано равенство [53]

~̇β =
ec

ε
( ~E + ~β × ~H − ~β〈~β, ~E〉). (3.5)

Таким образом, спиновые свойства электрона в квазиклассическом пределе при
~ → 0 определяются комплексными решениями линейной системы (3.3). Под-
чиним спинор U(t) в начальный момент времени условию [54]

〈~σ, ~̀〉U(0, ζ) = ζU(0, ζ), ζ = ±1, (3.6)

фиксирующему проекцию спина частицы при t = 0 на произвольный единичный

вектор ~̀ ∈ R3. Тогда в любой момент времени решения U(t, ζ) задачи Коши
(3.3), (3.6) образуют ортонормированный базис в C2: U+(t, ζ ′)U(t, ζ) = δζζ′ и,
следовательно,

U(t, ζ)|ν, t〉 = |ν, ζ, t〉
есть полный ортонормированный набор решений уравнения (3.2)

〈t, ζ ′, ν ′|ν, ζ, t〉 = δν,ν′δζζ′ .

Построим следующие по ~ → 0 приближения для уравнения (3.1). В отли-

чие от нерелятивистского случая оператор «возмущения»
√

~F̂
(N)
1 не является

самосопряженным2 в L2(R
3,C2) и, следовательно, следующее приближение к

функции U (0)(~x, t, ~) — функция U (N)
ζ (~x, t, ~) не может быть интерпретирована

как волновая функция электрона. Однако для решения уравнения (3.1) в соот-
ветствии с теорией возмущений достаточно самосопряженности лишь оператора
F̂0. Воспользовавшись формулой (I.16.7), положив в ней

Â = ∂t +
i

~
F̂0, εB̂ =

i√
~
F̂

(N)
1

и учтя, что

Â−1ϕ(t) =
∞∑

|ν|=0

∑

ζ=±1

|ν, ζ, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ζ, ν|ϕ(τ)〉,

найдем решение уравнения (3.1) с точностью до O(~(N+1)/2):

U (N)
ζ (~x, t, ~)|ν, ζ, t〉 = F̂ (N)|ν, ζ, t〉 +O(~(N+1)/2),

2Аналогичная ситуация имеет место для высших порядков нерелятивистского приближе-
ния [55].
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F̂ (N) =
N∑

n=0

(
− i√

~

)n

(F̂ (N)
1 )n, (3.7)

F̂ (N)
1 ϕ(t) =

∑

|ν′|=0,ζ′=±1

|ν ′, ζ ′, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ζ ′, ν ′|F̂ (N)
1 |ϕ(τ)〉.

Построим теперь квазиклассическое ТК-представление для уравнения Ди-
рака (1.1), опираясь на схему построения ТК-представления для оператора
Шрëдингера (см. Приложение А). Введем гильбертово пространство вектор-
функций Lt

~
(R3,C2) со скалярным произведением

〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~

=

∫
d3xρz0

~
(~x, t)ϕ+

1 (~x, t, ~)ϕ2(~x, t, ~),

где плотность меры ρz0
~

(~x, t) определена в (A.3).

Определим оператор K̂(N)
D (t, ~): Lt

~
→ L2(R

3,C4),

K̂(N)
D (t, ~)ϕ = T̂ (N)F̂ (N)K̂(0)

D (t, ~)ϕ, ϕ ∈ Lt
~
(R3,C2), (3.8)

где оператор T̂ (N) определен в (2.20), а K̂(0)
D (t, ~) = K̂(N)

S (t, ~), K̂(N)
S (t, ~) опреде-

лен в (A.5), в котором H(~p, ~x, t) = λ(+)(~p, ~x, t).

Оператор K̂(N)
D (t, ~) унитарно (с точностью до O(~(N+1)/2)) отображает про-

странство Lt
~
(R3,C2) в пространство L2(R

3,C2) в следующем смысле:

〈K̂(N)
D (t, ~)ϕ1|K̂(N)

D (t, ~)ϕ2〉L2 = 〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~
+O(~(N+1)/2).

Непосредственным вычислением можно проверить, что уравнение Дирака (1.1)
в квазиклассическом ТК-представлении примет вид

(K̂(N)
D (t, ~))+(−i~∂t + ĤD)K̂(N)

D (t, ~)ϕ =
[
π̂0 + 〈~σ, ~D0(t, z0)〉

]
ϕ+ Ô(~(N+3)/2), (3.9)

где оператор π̂0 определяется формулой (A.8), в которой нерелятивистский сим-
вол H(~p, ~x, t) следует заменить релятивистской функцией Гамильтона λ(+)(~p, ~x, t)

(1.9), а вектор ~D0(t, z0) определен в (3.4).

Таким образом, с точностью до Ô(~(N+3)/2) уравнение Дирака в квазиклас-
сическом ТК-представлении принимает вид

(π̂0 + 〈~σ, ~D0(t, z0)〉)ϕ = 0. (3.10)

Аналогично (A.9), уравнение (3.10) допускает полный ортонормированный на-
бор решений вида

|Hν , ζ〉 = U(t, ζ)
3∏

k=1

1√
νk!

(Λ̂+)
νk · 1, (3.11)

где операторы рождения Λ̂+
k задаются формулами (A.10), в которых комплекс-

ные векторы ~Wj(t) и ~Zj(t) являются решениями системы в вариациях (2.5).
Возвращаясь в исходное (шрëдингеровское) представление уравнения Ди-

рака (1.1), (1.2) найдем с учетом (3.8) и (3.10) полный ортонормированный на-

бор квазиклассических (по mod Ô(~(N+1)/2)) траекторно-когерентных состояний
электрона

Ψ
(N)

ν+ (~x, t, ~) = K̂(N)
D (t, ~)|Hν , ζ〉. (3.12)
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♦ Отрицательно-частотные квазиклассические ТК-состояния Ψ
(N)

ν− опреде-
ляются той же формулой при соответствующей замене

λ(+) → λ(−), Π±(t) → Π∓(t), Z+(t, z0) → Z−(t, z0),

( ~W+(t), ~Z+(t)) → ( ~W−(t), ~Z−(t)).

♦ Соотношения (3.8)–(3.12)) позволяют получить функцию Грина уравне-
ния Дирака в квазиклассическом траекторно-когерентном приближении. Ана-
логично (I.17.4) для положительно-частотной части ядра оператора эволюции
уравнения (1.1) получим

G
(N)
D (~x, ~y, t, s) = T̂ (N)(t)F̂ (N)(t)G

(0)
D (~x, ~y, t, s)

(
F̂ (N)(s)

)+(
T̂ (N)(s)

)+
, (3.13)

где

G
(0)
D (~x, ~y, t, s) = G(0)(~x, ~y, t, s)

∑

ζ=±1

U(t, ζ)U+(s, ζ); (3.14)

U(t, ζ) – решение уравнения (3.3) с начальным условием (3.6); G(0)(~x, ~y, t, s)

определено в (I.14.20), где надо положить Ĥ0 = λ̂. Операторы T̂ (N) и F̂ (N)

определены в (2.20) и (3.7), соответственно. Как и в скалярном случае, функ-
ция Грина (3.13) позволяет найти решение задачи Коши для уравнения Дирака
(1.1) в классе положительно-частотных квазиклассически сосредоточенных со-
стояний.

4. Релятивистский аналог уравнения Паули

Квазиклассическое описание квантовой частицы с учетом спиновых свойств
позволяет исключить с любой степенью точности по ~ → 0 интерференцию
между положительно- и отрицательно-частотными состояниями («дрожание»
Шрëдингера [52]), т.е. перейти на подпространстве положительно-частотных
(отрицательно-частотных) состояний к одночастичной двухкомпонентной тео-
рии, гамильтониан которой является самосопряженным оператором в любом
порядке по ~ → 0.

Унитарный оператор ˆ̃T (N)( mod Ô(~(N+3)/2)) перехода к двухкомпонентной тео-
рии будем искать в виде

ˆ̃T (N) = T̂ (N)B̂(N) + Ô(~(N+3)/2), (4.1)

где оператор T̂ (N) определен формулой (2.20), а оператор B̂(N) определяется из

требования самосопряженности оператора (+) ˆ̃H(N)

(+) ˆ̃H(N) = (B̂(N))+(−i~∂t + F̂ (N))B̂(N) + i~∂t + Ô(~(N+3)/2). (4.2)

В этом случае спинор

Ũ (N) =
(
B̂(N)

)−1U (N)(~x, t)

можно рассматривать как волновую функцию одночастичной задачи

( ˆ̃T (N))−1(−i~∂t + ĤD) ˆ̃T (N)Ũ (N) = (−i~∂t + (+) ˆ̃H(N))Ũ (N) + Ô(~(N+3)/2). (4.3)

Рассмотрим подробнее конструкцию оператора B̂(N) для N = 2. Для этого пред-

ставим несамосопряженную часть оператора F̂
(2)
1 в виде

√
~

2ε
Q̂1(−i~∂t + F̂0)

√
~

2ε
Q̂1 =

~

2

{
(−i~∂t + F̂0)

( 1

2ε
Q̂1

)2

+
( 1

2ε
Q̂1

)2

(−i~∂t + F̂0)
}

+
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+
~

2

{[( 1

2ε
Q̂1

)
, (−i~∂t + F̂0)

]
−

1

2ε
Q̂1 +

1

2ε
Q̂1

[
(−i~∂t + F̂0),

( 1

2ε
Q̂1

)]
−

}
,

[Â, B̂]− = ÂB̂ − B̂Â.

Если в (4.1) оператор B̂(2) выбрать следующим образом:

B̂(2) = 1 − ~

2

( 1

2ε
Q̂1

)2

, (4.4)

то нетрудно проверить, что требования к оператору ˆ̃T (N) выполнены. Соответ-
ственно, в этом случае спинор Ũ (2) запишется в виде

Ũ (2)(~x, t, ~) = (B̂(2))−1U (2)(~x, t) =

= [1 − i
√

~
ˆ̃F1 − i~ ˆ̃F2 − ~

ˆ̃F2
1]U (0)(~x, t, ~) = ˆ̃F (2)U (0)(~x, t, ~), (4.5)

где U (0)(~x, t, ~) – решение уравнения (3.2), а

√
~

ˆ̃F1ϕ(t) =
1

~

∞∑

|ν′|=0,ζ′=±1

|ν ′, ζ ′, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ζ ′, ν ′|F̂ (1)
1 |ϕ(τ)〉,

~
ˆ̃F2ϕ(t) =

1

~

∞∑

|ν′|=0,ζ′=±1

|ν ′, ζ ′, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ζ ′, ν ′|
[
F̂

(2)
1 − F̂

(1)
1 −

− ~

2
(−i~∂τ + F̂0)

( 1

2ε
Q̂1

)2

− ~

2

( 1

2ε
Q̂1

)2

(−i~∂τ + F̂0)
]
|ϕ(τ)〉.

В частности, если U (0)(~x, t, ~) = |ν, t, ζ〉, то функции (4.5) образуют полный
ортонормированный набор решений уравнения (4.3):

〈Ũ (2)
ν′ζ′(~x, t, ~)|Ũ (2)

ν,ζ (~x, t, ~)〉 = δνν′δζζ′ +O(~3/2),

которое можно рассматривать как релятивистское (по mod O(~5/2)) обобщение

уравнения Паули. В случае N > 2 оператор B̂(N) (соответственно, ˆ̃H(N), ˆ̃T (N))
находится аналогично оператору (4.4).

Вычислим в явном виде оператор K̂(2)
D (t, ~), задающий переход к квазиклас-

сическому траекторно-когерентному представлению. С учетом (3.8), (4.4) най-
дем

K̂(2)
D (t, ~) =

{
Π+(t) +

1

2ε
Π−(t)[

√
~Q̂1 + ~Q̂2 + ~3/2Q̂3 + ~2Q̂4]

}
×

×
{[

1 − ~

2

( 1

2ε
Q̂1)

2
]
[1 − i

√
~

ˆ̃F1 − i~ ˆ̃F2 − ~
ˆ̃F2

1]
}
K̂(0)

D (t, ~), (4.6)

где K̂(0)
D (t, ~) определен в (3.8). Из унитарности оператора ˆ̃T (N) следует унитар-

ность оператора (4.6), т.е.

〈(K̂(2)
D (t, ~)|Hν′ζ ′〉)|(K̂(2)

D (t, ~)|Hνζ〉)〉L2 =

= 〈ζ ′Hν′|Hνζ〉Lt
~
+O(~3/2) = δνν′δζζ′ +O(~3/2).
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Пусть Â(t): L2(R
3,C4) → L2(R

3,C4) – самосопряженный оператор. Тогда
отвечающий ему оператор двухкомпонентной теории всегда можно представить
в виде

ˆ̃A+ = { ˆ̃T (2)}+Â(t) ˆ̃T (2) + Ô(~3/2) = â+ 〈~σ, ~̂A〉 + Ô(~3/2),

где â и ~̂A — самосопряженные в L2 операторы с символами a(~x, ~p, t) и ~A(~x, ~p, t),

соответственно. Найдем явный вид оператора ~A(t, ~) в квазиклассическом ТК-
представлении

Â′ = (K̂(2)
D (t, ~))+Â(t)K̂(2)

D (t, ~) = (K̂(0)
D (t, ~))(+)( ˆ̃F (2))(+) ˆ̃A+

ˆ̃F (2)K̂(0)
D (t, ~) =

=
(
1 + D̂1 +

1

2
D̂2
)(
a(t) + 〈~σ, ~A(t)〉

)
−

−i
√

~

[
D̂1
(
a(t) + 〈~σ, ~A(t)〉

)
π̂1 − π̂+

1 D̂
1
(
a(t) + 〈~σ, ~A(t)

)]
+

+~〈 ~A(t),
[
π̂+

1 ~σπ̂1 − i(~σπ̂2 − π̂+
2 ~σ) − ~σπ̂2

1 − (π̂+
1 )2~σ

]
〉−

−i
√

~〈 ~A(t), (~σπ̂1 − π̂+
1 ~σ)〉 + Ô(~3/2), (4.7)

где

π̂j =
(
K̂(0)

D (t, ~)
)−1 ˆ̃FjK̂(0)

D (t, ~), j = 1, 2,

а D̂jA(t) определены в (A.15).

В частности, операторы импульса ~̂p = −i~∇, координат ~x и спина3 ~̂S = ~~σ/2
в квазиклассическом ТК-представлении имеют вид

~̂X(t, ~) = {K̂(0)
D (t, ~)}−1{ ˆ̃F (2)}−1~x ˆ̃F (2)K̂(0)

D (t, ~) =

= ~X(t, z0) + ∆~x− i
√

~(∆~xπ̂1 − π̂+
1 ∆~x) + Ô(~3/2); (4.8)

~̂P (t, ~) = {K̂(2)
D (t, ~)}−1{ ˆ̃F (2)}−1~̂p ˆ̃F (2)K̂(0)

t =

= ~P (t, z0) + ∆~̂p− i
√

~(∆~̂pπ̂1 − π̂+
1 ∆~̂p) + Ô(~3/2); (4.9)

~̂S(t, ~) = {K̂(2)
D (t, ~)}−1{ ˆ̃F (2)}−1 ~

2
~σ ˆ̃F (2)K̂(0)

t (~) =
~

2
~σ + Ô(~3/2). (4.10)

Приведем явные выражения для гамильтониана двухкомпонентной теории Ĥ(N)

(4.2) с учетом операторов порядка Ô(~3/2) включительно и для квантовых сред-
них основных наблюдаемых теории — операторов координат, импульсов и спи-
на, рассчитанных по одночастичным квазиклассическим ТК-состояниям элек-
трона |Hν , ζ〉 (3.11):

ˆ̃H(1) =
(
1 + δ̂1 +

1

2!
δ̂2 +

1

3!
δ̂3
)
λ(+)(t)+

+
ec~

2ε

{[
(1 + g̃γ)〈~σ, ~H(t)〉 +

( 1

1 + γ−1
+ g̃γ

)
〈~σ, ~β × ~E(t)〉+

+
g̃γ

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉〈~β, ~H(t)〉

]
−

−c
ε

〈
~σ,
[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

− ~E(t)
]
×
[
~β
〈~β, ~̂P1〉
1 + γ−1

− ~̂P1

]〉
−
[
〈~σ, ~β〉〈

~β, d ~H〉
1 + γ−1

+ γ−1〈~σ, d ~H〉
]
−

3В исходном (шрëдингеровском) представлении оператору спина ~̂S = (~/2)~σ с точностью

до O(~3/2) отвечает трехмерный единичный вектор спина (~/2)~σ0 = (~/2){ρ3
~Σ + ρ1(c/ε)~̂P −

cρ3
~̂P〈~Σ, ~̂P〉/[ε(ε + m0c

2)]} (см. [56,57]).
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−c
ε

[
〈~σ, ~β〉〈

~β, ~H(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1〈~σ, ~H(t)〉
]
〈~β, ~̂P1〉+

+g̃γ
[
〈~σ, ~β × d ~E〉 − 〈~σ, d ~H〉 + 〈~σ, ~β〉〈

~β, d ~H〉
1 + γ−1

]
−

−c
ε
g̃γ〈~β, ~H(t)〉

[
〈~σ, ~β〉 〈

~̂P1, ~β〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~̂P1〉
]
−

−g̃γ c
ε

〈
~σ,
[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1 ~E(t)
]
×
[
~β
〈~β, ~̂P1〉
1 + γ−1

− ~̂P1

]〉}
=

=
(
1 + δ̂1 +

1

2!
δ̂2 +

1

3!
δ̂3
)
λ(+)(t) + 〈~σ, ~D0(t)〉 + 〈~σ, [Dx(t)∆~x+Dp(t)∆~̂p]〉; (4.11)

Dp(t)∆~̂p = −c
ε

[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

− ~E(t)
]
×
[
~β
〈~β,∆~̂p〉
1 + γ−1

− ∆~̂p
]
−

−c
ε

[
~β
〈~β, ~H(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1 ~H(t)
]
〈~β,∆~̂p〉 − c

ε
g̃γ〈~β, ~H(t)〉

[
~β
〈∆~̂p, ~β〉
1 + γ−1

− ∆~̂p
]
−

−g̃γ c
ε

[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1 ~E(t)
]
×
[
~β
〈~β,∆~̂p〉
1 + γ−1

− ∆~̂p
]
;

Dx(t)∆~̂x = −c
ε

[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

− ~E(t)
][
~β
〈~β,
(
− e

c
d1 ~A(t)

)
〉

1 + γ−1
−
(
− e

c
d1 ~A(t)

)]
−

−c
ε

[
~β
〈~β, ~H(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1 ~H(t)
]
〈~β,
(
− e

c
d1 ~A(t)

)
〉−

−c
ε
g̃γ〈~β, ~H(t)〉

[
~β
〈
(
− e

c
d1 ~A(t)

)
, ~β〉

1 + γ−1
−
(
− e

c
d1 ~A(t)

)]
−

−g̃γ c
ε

[
~β
〈~β, ~E(t)〉
1 + γ−1

+ γ−1 ~E(t)
][
~β
〈~β,
(
− e

c
d1 ~A(t)

)
〉

1 + γ−1
−
(
− e

c
d1 ~A(t)

)]
−

−
[
〈~σ, ~β〉〈

~β, d ~H〉
1 + γ−1

+ γ−1〈~σ, d ~H〉
]

+ g̃γ
[
〈~σ, ~β × d ~E〉 − 〈~σ, d ~H〉 + 〈~σ, ~β〉〈

~β, d ~H〉
1 + γ−1

]
;

~X(t, ζ, ζ ′) = 〈ζ ′, Hν | ~̂X(t, ~)|Hν , ζ〉 =

= ~x(t, z0)δζζ′ − i
√

~〈ζ ′, Hν |(∆~xπ̂1 − π̂+
1 ∆~x)|Hν , ζ〉 + Ô(~2); (4.12)

~P (t, ζ, ζ ′) = 〈ζ ′, Hν | ~̂P (t, ~)|Hν , ζ〉 =

= ~p(t, z0)δζζ′ − i
√

~〈ζ ′, Hν |(∆~p′π̂1 − π̂+
1 ∆~p′)|Hν , ζ〉 + Ô(~2); (4.13)

~S(t, ζ, ζ ′) = 〈ζ ′, Hν | ~̂S(t, ~)|Hν , ζ〉 =
~

2
~η(t, ζ, ζ ′). (4.14)

Здесь ∆~̂p′ = −i~∇ + Q(t)∆~x; g̃ = 1
2
(g − 2), а ~η(t, ζ, ζ ′) = U+(t, ζ ′)~σU(t, ζ) —

решение уравнения Баргманна–Мишеля–Телегди [46] в системе покоя

~̇η =
2

~
~η × ~D0(t, z0), (4.15)

где вектор ~D0(t, z0) определен в (3.4).
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Используя функции |Hν , ζ〉 (3.11), нетрудно вычислить (с той же точно-
стью O(~2), ~ → 0) корреляционную матрицу [58], характеризующую кван-
товые флуктуации динамических переменных x̂j(t, ~), p̂j(t, ~) относительно их
средних значений (4.12), (4.14) σxi,xj

, σpi,pj
и их корреляцию σpi,xj

, i, j = 1, 2, 3.
Здесь

σAB =
1

2
〈(ÂB̂ + B̂Â)〉 − 〈Â〉〈B̂〉.

Имеем

σxx =
~

4
[C(t)D−1

ν C+(t) + C∗(t)D−1
ν Cᵀ(t)],

σpp =
~

4
[B(t)D−1

ν B+(t) +B∗(t)D−1
ν Bt(t)], (4.16)

σpx =
~

4
[B(t)D−1

ν C+(t) +B∗(t)D−1
ν Ct(t)],

где C(t) и B(t) определены в (A.9) и (A.10), соответственно, а через D−1
ν обо-

значена матрица

D−1
ν =

∥∥∥∥
2νk + 1

Im bk
δjk

∥∥∥∥ .
Продифференцировав соотношения (4.12)–(4.16) по t и выразив правую часть

полученных уравнений через ~X, ~P , ~η и ∆2, с точностью до O(~3/2) получим



ż = Jλ
(+)
z (z, t) +

1

2
〈∂z,∆2∂z〉Jλ(+)

z (z, t) + JDz(z, t)~η,

∆̇2 = Jλ
(+)
zz (z, t)∆2 − ∆2λ

(+)
zz (z, t)J,

~̇η =
2

~
~η × ~D0(t, z0), ∆ᵀ

2 = ∆2,

(4.17)

где

z = (~P (t, ~), ~X(t, ~)), ∆2 =

(
σpp σpx

σxp σxx

)
;

Dz~η = (Dp~η,Dx~η), ~β =
1

c
λ~p(z, t);

вектор ~D0 определен в (3.4), 3 × 3-матрицы Dp, Dx – в (4.11). Система (4.16)
– замкнутая система обыкновенных дифференциальных уравнений для кван-
товых средних ~P (t, ~), ~X(t, ~), ~η и ∆2 в теории Дирака на подпространстве
положительно-частотных решений. Проблема соответствия полученной систе-
мы уравнений с хорошо известными системами уравнений для классической
частицы со спином (например, уравнениями Френкеля) [59,60] (см. также [61])
требует дальнейшего изучения. Начальные условия к системе (4.17) выберем
следующим образом:

z
∣∣
t=0

= z0, ∆2

∣∣
t=0

= ∆0
2,

~η
∣∣
t=0

=
1 + ζζ ′

2
ζ~̀+

1 − ζζ ′

2

~̀× (~k × ~̀) + iζ~̀× ~k√
1 − (~̀, ~k)2

, (4.18)

где ~k = (0, 0, 1); ~̀ определен в (3.6), а ∆2
0 — постоянная 2n× 2n матрица. Пред-

ставим систему (4.17) в виде (I.20.18):




ż = J∂zλ
(+)(z, t) +

1

2
〈∂z, A∆0

2A
+∂z〉J∂zλ

(+)(z, t) + JDz(z, t)U+~σU ,
Ȧ = J(λ(+))′′zz(z, t)A,[
i
d

dt
+

1

~
〈~σ, ~D0〉

]
U = 0.

(4.19)
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Матрица A удовлетворяет условию A|t=0 = I, а начальные условия для спинора
U заданы в (3.6).

В заключение отметим, что, на наш взгляд, с физической точки зрения «пе-
реход к классике» в квантовой механике неизбежно должен быть связан с вве-
дением понятия классической траектории, которое изначально (на уровне по-
стулатов) квантовой механике чуждо и должно быть привнесено извне. Весьма
существенно, что удается построить полный набор приближенных решений, об-
ладающих свойством: средние квантово-механические координат и импульсов
при ~ → 0 являются общими решениями классических уравнений Гамильтона.
Неочевидность такой возможности и трудности решения этой задачи неодно-
кратно отмечались в литературе [62]. Обычно (см., например, [56], стр. 69–70)
ограничиваются словесной формулировкой требований, предъявляемых к вол-
новой функции квазиклассического типа, неявно подразумевая, что выполнение
этих требований всегда возможно без особых трудностей. Однако такие состо-
яния, как правило, явно не предъявлялись. Как следует из сказанного выше,
явное построение такого типа состояний требует использования метода ком-
плексного ростка [31,32].

Таким образом, не только показана принципиальная возможность получе-
ния приближенных по ~ → 0 решений уравнения Дирака с точностью O(~N/2)
при любом фиксированном N , но и дан конструктивный способ построения со-
ответствующих высших приближений. Существенно, что разложение в асимп-
тотический ряд по ~ содержит полуцелые степени ~, т.е. проводится по

√
~ (в

отличие от приводимого во всех учебниках квантовой механики квазиклассиче-
ского разложения по ~, ~ → 0).

Возможность явного построения таких (названных траекторно-когерентны-
ми) состояний приводит к нетривиальным следствиям. Например, наиболее про-
зрачным и естественным образом удается получить «классические уравнения
движения» для средних значений тех величин, которые в точном смысле не
имеют корректного классического определения (спин, например). Представля-
ется естественным, что для классического вектора спина получаются уравне-
ния Баргманна–Мишеля–Телегди. Однако нетривиальным представляется тот
факт, что в случае произвольных (а не только однородных) электромагнит-
ных полей удается явно показать, что поля в этих уравнениях следует брать
на классической траектории. Раньше (см., например, [56]) это обосновывалось
лишь словесными аргументами.

5. Квазиклассически сосредоточенные состояния
уравнения Клейна–Гордона

Рассмотрим скалярную частицу, волновая функция которой удовлетворяет
уравнению Клейна–Гордона

L̂KGΨ = 0, L̂KG = P̂2
0 − c2 ~̂P2 −m2

0c
4, (5.1)

где P̂0 = −i~∂t+eΦ(~x, t), ~̂P = −i~∇−(e/c) ~A(~x, t), а электромагнитные потенци-

алы Φ(~x, t), ~A(~x, t) – произвольные гладкие функции, ~x ∈ R3, t ∈ R1, и растут
вместе со своими производными при |~x| → ∞ не быстрее некоторой степени |~x|
равномерно по t ∈ R1.

По аналогии с квазиклассически сосредоточенными состояниями уравнения
Шрëдингера дадим следующее определение:

� Состояние Ψ назовем квазиклассически сосредоточенным на фазовой тра-
ектории Z(t) =

(
~P (t), ~X(t)

)
класса CSKG(Z(t), N, ~), т.е. Ψ ∈ CSKG(Z(t), N, ~),
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если
1) L̂KGΨ = 0;
2) для волновой функции в x-представлении Ψ(~x, t, ~) и для волновой функции

в p-представлении Ψ̃(~p, t, ~) существуют обобщенные пределы

lim
~→0

1

‖Ψ‖2
L2

|Ψ(~x, t, ~)|2 = δ(~x− ~X(t)), (5.2)

lim
~→0

1

‖Ψ̃‖2
L2

|Ψ̃(~p, t, ~)|2 = δ(~p− ~P (t)); (5.3)

3) существуют для любых ~ ∈ [0, 1[ квантовые моменты ∆cl
α(t, ~) и (KG)∆

cl
α(t, ~),

0 6 |α| 6 N .

Здесь α ∈ Z6
+ — мультииндекс;

∆cl
α(t, ~) = 〈Ψ|{∆ẑ}α|Ψ〉L2 ; (5.4)

(KG)∆
cl
α(t, ~) = 〈Ψ|{∆ẑ}α|Ψ〉KG; (5.5)

{∆ẑ}α – оператор с вейлевским символом (∆z)α. В (5.4) и (5.5) обозначено

〈Ψ1|Ψ2〉L2 =

∫
d3xΨ∗

1(~x, t, ~)Ψ2(~x, t, ~), (5.6)

〈Ψ1|Ψ2〉KG =
1

2m0c

∫
d3x
[(
P̂0Ψ1(~x, t, ~)

)∗
Ψ2(~x, t, ~)+

+Ψ∗
1(~x, t, ~)P̂0Ψ2(~x, t, ~)

]
. (5.7)

Теорема 5.1. Если состояние Ψ – квазиклассически сосредоточенное класса
CSKG(z(t), N, ~) (Ψ ∈ CSKG(z(t), N, ~)), то ~X(t), ~P (t) являются решением клас-
сической системы Гамильтона (1.7) с гамильтонианом λ(+)(~p, ~x, t) = eΦ(~x, t)+

ε(~p, ~x, t) или λ(−)(~p, ~x, t) = eΦ(~x, t) − ε(~p, ~x, t), где ε(~p, ~x, t) =

√
c2 ~P2 +m2

0c
4,

~P = ~p− (e/c) ~A(~x, t).

Доказательство. 1. Дословно повторяя доказательство теоремы из разд. «Ква-
зиклассически сосредоточенные состояния» части I, приходим к следующим
асимптотическим оценкам:

∆cl
α(t, ~) =

(
~a(~)

)αp
(
~b(~)

)αx
∆cl

~ηαp ,~ζαx
(t, ~), k = 0, N ; (5.8)

∥∥∥
(
− i~∂t − ~

∂Φ0(t, ~)

∂t
− 〈 ~̇P (t),∆~x〉 + 〈 ~̇X(t),∆~p〉

)
Ψ
∥∥∥ ∼ C(~), (5.9)

где
C(~) = max{a1(~)b1(~), a2(~)b2(~), a3(~)b3(~)};

al(~) bl(~) – положительные последовательности ~, такие, что (см. (0.2), (I.19.26))

lim
~→0

al(~) = lim
~→0

bl(~) = 0, lim
~→0

~

al(~)bl(~)
<∞, l = 1, 2, 3,

а функции ∆
cl(k)

~ηαp ,~ζαx
(t, ~) зависят от ~ регулярно, Φ(t, ~) – фаза волновой функ-

ции при ∆~x = 0.
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Из (5.8), в частности, следует

‖∆xlΨ‖ = al(~)
[
σ

(2)
ζlζl

(t, ~)
]1/2

, ‖∆plΨ‖ = bl(~)
[
σ(2)

ηlηl
(t, ~)

]1/2
, l = 1, 2, 3. (5.10)

Функции σ
(2)
ζlζk

(t, ~) и σ
(2)
ηlηk(t, ~) регулярно зависят от ~ и определены в (I.19.19),

(I.19.20).

2. Найдем среднее значение оператора L̂KG по состоянию (I.19.13), считая,
что оно удовлетворяет уравнению (5.1). Это среднее значение очевидно равно
нулю. С другой стороны, в низших порядках по ~ получим

0 ≡
[
~
dΦ0(t, ~)

dt
−

3∑

k=1

Pk(t)Ẋk(t) + eΦ(t)
]2

− c2
(
~P (t) − e

c
~A(t)

)2

−

−m2
0c

4 + 2
3∑

k=1

[
− Ẋkbk(~)σcl(1)

ηk
(t, ~) +

(
Ṗk(t)−

−eΦxk
(t)
)
ak(~)σcl(1)

ηk
(t, ~)

][
~
dΦ0(t, ~)

dt
− 〈~P (t), ~̇X(t)〉 + eΦ(t)

]
−

−2c2
3∑

k=1

[
bk(t)σ

cl(1)
ηk

(t, ~) − e

c

3∑

k=1

Ak,l(t)σ
cl(1)
ζk

(t, ~)ak(~)

](
Pk(t) −

e

c
Ak(t)

)
+ . . . .

Отсюда немедленно следует необходимость выполнения следующих равенств:

dS(t)

dt
+ eΦ(t) − 〈~P (t), ~̇X(t)〉 ± ε(t) = 0, (5.11)

Ẋk = ± c2

ε(t)
Pk(t); Ṗk = eΦxk

± c2

ε(t)

〈
~P(t),

(
− e

c
~Axk

(t)
)〉
, (5.12)

ε(t) =

√
c2 ~P2(t) +m2

0c
4, ~P(t) = ~P (t) − e

c
~A(t),

где k = 1, 2, 3. Уравнение (5.11) связывает классическое действие с гамильтони-
аном λ(+) и λ(−), а уравнение (5.12) является классической системой Гамильтона
(1.7). Что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 5.1 останется справедливым, если вместо точных
решений уравнения (5.1) использовать его приближенные решения. Дадим сле-
дующее определение:

� Состояние Ψ назовем квазиклассически сосредоточенным на фазовой тра-

ектории Z(t) =
(
~P (t), ~X(t)

)
класса CS

(2M)
KG (Z(t), N, ~) (Ψ ∈ CS

(2M)
KG (Z(t), N, ~)),

если в определении 1 условие 1 заменить следующим условием:

(1′) L̂KGΨ = O(~M), ~ → 0.

Существование решений класса CS
(2M)
KG (Z(t), N, ~) доказывает существова-

ние решений класса CSKG(z(t), N, ~).

6. Квазиклассические ТКС уравнения Клейна–Гордона
и релятивистский аналог уравнения Шрëдингера
в классе положительно-частотных
квазиклассически сосредоточенных состояний

Вопрос построения решений уравнения Клейна–Гордона класса CS
(N+3)
KG (z(t),∞)

решается сравнительно просто (см. [63,64]). По аналогии с решением уравнения
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Шрëдингера решение уравнения (5.1) будем искать в виде

Ψ(N)(~x, t, ~) =
N∑

k=0

~k/2Ψ(k)(~x, t, ~), (6.1)

где функции Ψ(k)(~x, t, ~), k = 1, N , принадлежат пространству траекторно со-
средоточенных функций P t

~

P t
~

=
{
f, f = exp

[ i
~
(S(t) + 〈~P (t),∆~x〉)

]
Φ
(∆~x√

~
, t
)}
, (6.2)

Φ(~ξ, t) ∈ S, S(t) =

t∫

0

(
〈~P (t), ~̇X(t)〉 − λ(+)(t)

)
dt.

С учетом асимптотических оценок

1

‖Ψ‖‖{∆ẑ}
α(t, ~)Ψ‖ = O(~|α|/2) (6.3)

и
1

‖Ψ‖‖[−i~∂t + λ(+)(t) + δ̂λ(+)(t)]Ψ‖ = O(~), (6.4)

доказанных в разд. «Класс траекторно сосредоточенных функций» части I, опе-

раторы ~̂P можно представить в виде

~̂P = ~P(t) + ~̂P1 −
e

c

N+2∑

k=2

1

k!
dk ~A + Ô(~(N+3)/2),

~̂P1 = δ̂1P(t) = ∆~̂p− e

c
d1 ~A.

(6.5)

Здесь dnϕ(t) и δ̂nΦ(t) – n-ые члены разложения функций ϕ(~x, t) и Φ(~̂p, ~x, t) в

ряд по ∆~x и ∆~̂p, соответственно (см. (I.16.5)). Тогда

c2 ~̂P2 = c2
∞∑

k=0

1

k!
δ̂k ~̂P2(t) (6.6)

где δ̂0 ~P0(t) = ~P2(t); δ̂ ~P2(t) = 2 ~P(t)~̂P1;

δ̂2 ~P2(t) = P̂2
1 − e

c
〈 ~P(t), d2A(t)〉;

1

k!
δ̂k ~̂P2 = −2

e

c

1

k!
〈 ~P(t), dk ~A(t)〉 − e

c

1

(k − 1)!
[〈~̂P1, d

(k−1) ~A(t)〉]++

+
e2

c2

∞∑

l,n=2

δl+n,k

l!n!
〈dn ~A(t), dl ~A(t)〉, k > 2;

δlk – символ Кронекера. Аналогично

P̂0 =
(
− i~∂t + λ(+)(t) + δ1λ(+)(t)

)
− ε(t) − c〈~β, ~̂P1〉 + e

∞∑

k=2

1

k!
dkΦ(t) (6.7)
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и, следовательно,

P̂2
0 =

[
ε(t) − c〈~β, ~̂P1〉 + e

∞∑

k=2

1

k!
dkΦ(t)

]2

−

−
{

[−i~∂t + λ(+)(t) + δ̂1λ(+)(t)],

[
ε(t) + c〈~β, ~̂P1〉−

−
∞∑

k=2

1

k!
dkΦ(t) −

(
− i~∂t + λ(+)(t) + δ̂1λ(+)(t)

)]}

+

. (6.8)

Тогда оператор L̂KG можно представить в виде

L̂KG =
N∑

k=0

~k/2L̂k +O(~(N+3)/2), L̂k = Ô(~), (6.9)

где
L̂0 = −

[(
−i~∂t + λ̂(t)

)
, ε(t)

]
+
, (6.10)

а λ̂(t) определен в (2.8). При k > 0

~k/2L̂k = −c2δ̂k ~P2 − 2
eε(t)

k!
dkΦ(t) − ec

(k − 1)!
[〈~β, ~̂P1〉, dk−1Φ(t)]++

+e2
∞∑

l,n=2

δl+n,k

l!n!
dlΦ(t)dnΦ(t) −

[(
− i~∂t + λ(+)(t) + δ̂1λ(+)(t)

)
,
(
c〈~β, ~̂P1〉δk1−

−
(
− i~∂t + λ(+)(t) + δ̂λ(+)(t)

)
δk2 −

e

(k − 2)!
(1 − δk1)d

(k−2)Φ(t)
)]

+
. (6.11)

Подставив (6.1) и (6.9) в (5.1) и приравняв к нулю слагаемые, имеющие оди-
наковую оценку по степеням ~1/2, получим следующую реккурентную систему
уравнений:

L̂0Ψ(0)(~x, t, ~) = 0,

L̂0Ψ(1)(~x, t, ~) + L̂1Ψ(0)(~x, t, ~) = 0,

L̂0Ψ(2)(~x, t, ~) + L̂1Ψ(1)(~x, t, ~) + L̂2Ψ(0)(~x, t, ~) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6.12)

Полный набор решений уравнения L̂0Ψ = 0 имеет вид

Ψ(0)(~x, t, ~) =

√
m0c2

ε(t)
|ν, t〉, (6.13)

где функции |ν, t〉 определены выражением (2.6), в котором в качестве функ-
ции Гамильтона H(~p, ~x, t) надо положить H = λ(+)(~p, ~x, t). Решение оставшихся
уравнений системы (6.12) находится стандартным образом (см. (I.16.7)):

Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) =

√
m0c

2

ε(t)

N∑

k=0

[K̂1(t)]
k|ν, t〉 +O(~(N+1)/2), (6.14)

K̂1(t)ϕ(t) =
∞∑

|ν′|=0

|ν ′, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ν ′|(L̂KG − L̂0)|ϕ(τ)〉.
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Однако операторы L̂k не являются самосопряженными относительно нормы
в L2, что приводит к трудностям в интерпретации функций (6.14) как волновых
функций частицы. Поэтому рассмотрим следующую задачу [51]:

Найти в пространстве положительно-частотных квазиклассически сосредо-

точенных состояний Клейна–Гордона такие операторы T̂ и
̂̃H, что

Ψ(~x, t, ~) = T̂ (t, ~)Φ(~x, t, ~),
(
− i~∂t +

̂̃H(t, ~)
)
Φ(~x, t, ~) = 0, (6.15)

〈Ψ1|Ψ2〉KG = 〈Φ1|Φ2〉L2 ,

где оператор
̂̃H — самосопряженный оператор в L2. Развитый ранее аппарат

позволяет дать решение поставленной задачи в любом порядке по
√

~, т.е. для
любого N :

̂̃H =
̂̃H(N)(t, ~) + Ô(~(N+3)/2),

T̂ (t, ~) = T̂ (N)(t, ~) + Ô(~(N+1)/2).
(6.16)

Для простоты ниже мы ограничимся случаем N = 2. Приведем явный вид

операторов
̂̃H(2), T̂ (2) (T̂ (2))−1:

̂̃H(2) = λ̂(t) +
δ̂3

3!
λ(+)(t) +

δ̂4

4!
λ(+)(t)+

+~2

{
d

dt

( ε̇(t)
ε(t)

)
+

1

2~2

[[(c~β, ~̂P1)

2ε(t)
, L̂0

]
−
,
(c~β, ~̂P1)

2ε(t)

]
+

}
, (6.17)

где d/dt = ∂t + 〈 ~̇X, ~∇〉;

T̂ (2)(t, ~) =
{

1 − 1

2ε(t)
(c~β, ~̂P1) −

1

4ε(t)
[(~̂P1, λpp(t)~̂P1) − (c~β, d2 ~A) − 2L̂0] +

+
3

4ε(t)

(c~β, ~̂P1)
2

2ε(t)

}√m0c
2

ε(t)
; (6.18)

(
T̂ (2)(t, ~)

)−1
=
{

1 +
1

2ε(t)
(c~β, ~̂P1) +

1

4ε(t)
[(~̂P1, λpp(t)~̂P1) − (c~β, d2 ~A) − 2L̂0] −

− 1

4ε(t)

(c~β, ~̂P1)
2

2ε(t)

}√ ε(t)

m0c2
.

Таким образом, оператор
̂̃H(N) не совпадает с оператором

(+)Ĥ = eΦ(~x, t) +

√
c2 ~̂P2 +m2

0c
4, (6.19)

упорядоченным по Вейлю. Однако операторы
̂̃H (6.15) и (+)Ĥ (6.19) различают-

ся только во втором порядке по ~, что указывает на возможность их совпадения
пpи другом способе упорядочения.

В заключение заметим, что операторы ˆ̃A в представлении (6.15) связаны с

операторами Â в теории Клейна–Гордона соотношением

ˆ̃A = T̂ (t, ~)ÂT̂−1(t, ~). (6.20)
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Соотношение (6.20) позволяет, в частности, на пространстве положительно-
частотных квазиклассически-сосредоточенных состояний определить самосо-
пряженные относительно скалярного произведения (6.8) операторы координат

и импульсов (с любой степенью точности по
√

~)

~̂X =
(
T̂ (N)(t, ~)

)−1
~x T̂ (N)(t, ~) + Ô(~(N+1)/2),

~̂P =
(
T̂ (N)(t, ~)

)−1
~̂p T̂ (N)(t, ~) + Ô(~(N+1)/2).

(6.21)

♦ Вопросы, связанные с определением операторов координат и импульсов
для уравнения Клейна–Гордона, обсуждались ранее [1, 65,66].

Система уравнений Гамильтона–Эренфеста, отвечающая гамильтониану (6.17),
пpи N = 2 примет вид




ż = Jλ

(+)
z (z, t) +

1

2
〈∂z,∆2∂z〉Jλ(+)

z (z, t),

∆̇2 = Jλ
(+)
zz (z, t)∆2 − ∆2λ

(+)
zz (z, t)J, ∆ᵀ

2 = ∆2,
(6.22)

где

z = Z(t, ~) = (~P (t, ~), ~X(t, ~)), ∆2 =

(
σpp σpx

σxp σxx

)
.

Система (6.22) — замкнутая система обыкновенных дифференциальных урав-

нений для квантовых средних ~P (t, ~), ~X(t, ~) и ∆2 по теории Клейна–Гордона.

7. Квазиклассические ТКС бесспиновой релятивистской
частицы в произвольном электромагнитном поле

Для получения гарантированных квантовых поправок к характеристикам
спонтанного излучения бесспиновой релятивистской частицы удобно исполь-
зовать квазиклассическое траекторно-когерентное представление и достаточ-
но ограничиться точностью O(~5/2) (mod(~5/2)) для ТКС уравнения Клейна-
Гордона. Приведем явный вид соответствующих ТКС и оператора перехода в
ТК-представление в форме, удобной для расчета матричных элементов.

Квазиклассические ТКС, удовлетворяющие уравнению Клейна–Гордона (5.1),
с точностью до O(~5/2) можно представить в виде (см. также (A.12))

Ψ(2)
ν (~x, t, ~) = K̂2(t, ~)[1 − i~1/2F̂1 − i~F̂2 − ~F̂1F̂1]|Hν(t)〉. (7.1)

Здесь оператор K̂2 определяется следующим образом:

K̂2(t, ~) = Ψ0(~x, t, ~)

{
1 − 〈c~β, ~̂P ′

1〉
2ε

− 1

2ε

[
1

2
(δ̂2λ− ed2Φ)−

−(−i~∂t + λ̂0)

]
+

3

2

(〈c~β, ~̂P ′
1〉

2ε

)2}√
m0c2

ε
. (7.2)

Скалярная функция Ψ0(~x, t, ~) — функция типа ВКБ-решения с комплексной
фазой S(~x, t)

Ψ0(~x, t, ~) =
N~√

det C(t)
exp

(
i

~
S(~x, t)

)
,
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где S(~x, t) – действие на комплексном ростке [31] (см. также часть I) с неотри-
цательной мнимой частью (Im S(~x, t) > 0)

S(~x, t) =

t∫

0

(〈~P (t), ~̇X(t)〉 − λ(+)(t))dt+ 〈~P (t),∆~x〉 +

+
1

2
〈∆~x,B(t)C−1(t)∆~x〉, 〈~a,~b〉 =

3∑

k=1

akbk;

3×3 комплексные матрицыB(t) = [ ~W1(t), ~W2(t), ~W3(t)], C(t) = [~Z1(t), ~Z2(t), ~Z3(t)]
являются решениями системы в вариациях (det C(t) 6= 0, Im(B(t)C−1(t)) > 0)
(2.5)

(
Ḃ(t)
Ċ(t)

)
=

(
−λ(+)

xp (t) −λ(+)
xx (t)

λ
(+)
pp (t) λ

(+)
px (t)

)(
B(t)
C(t)

)
, (7.3)

B(0) = ‖biδij‖3×3, C(0) = ‖δij‖3×3,
Im bi > 0 (i, j = 1, 2, 3);

и4

λ(±) = eΦ(~p, ~x, t) ± ε(~p, ~x, t), ε(~p, ~x, t) =

√
c2 ~P2 +m2

0c
4,

λ
(+)
px (t), λ

(+)
xx (t), λ

(+)
pp (t), λ

(+)
px (t) – 3 × 3-матрицы, составленные из вторых произ-

водных функции λ(+)(~p, ~x, t), вычисленные в точке Z(t, z0) = ( ~X(t, z0), ~P (t, z0)),

z0 = (~p0, ~x0) ∈ R6
px, ~X(t), ~P (t) – решение классической системы Гамильто-

на (1.7) с начальными условиями (2.1). Через ~̂P ′
1 в (7.2) обозначен оператор

ˆ̃δ1 ~P(t) = ∆~̂p ′ − (e/c)d1 ~A(t). Здесь и дальнейшем используются обозначения

ˆ̃δkϕ(t) = (〈∆~x,∇z〉 + 〈∆~̂p ′,∇y〉)kϕ(~y, ~z, t)
∣∣
~y=~P (t)

~z= ~X(t)

,

dkϕ(t) = (〈∆~x,∇z〉)kϕ(~z, t)|~z= ~X(t), (7.4)

∆~p ′ = −i~∇ +B(t)C−1(t)∆~x.

Приведем явный вид операторов λ̂
(+)
0 , ˆ̃δ1λ(+)(t), ˆ̃δ2λ(+)(t), ˆ̃δ3λ(+)(t):

λ̂
(+)
0 =

(
1 + ˆ̃δ1 +

ˆ̃δ2

2

)
λ(+)(t) + (Ψ0)

−1(−i~∂tΨ0),

ˆ̃δ1λ(+)(t) = ed1Φ + e〈~β, ~̂P ′
1〉,

ˆ̃δ2λ(+)(t) = e(d2Φ − 〈~β, d2 ~A〉) + 〈~̂P ′
1, λ

(+)
pp
~̂P ′

1〉, (7.5)
1

3!
ˆ̃δ3λ(+)(t) =

e

3!
(d3Φ − 〈~β, d3 ~A〉) − e

4c
[〈d2 ~A, λ(+)

pp
~̂P ′

1〉]+ +

+
c

4ε
[〈~β, ~̂P ′

1〉〈~̂P ′
1, λ

(+)
pp
~̂P ′

1〉]+.

4Здесь приведены «положительно-частотные» ТКС уравнения (5.1), порождаемые фазо-
вой траекторией системы Гамильтона (1.7) с функцией Гамильтона λ(+). «Отрицательно-
частотные» ТКС строятся по той же схеме при замене λ(+) на λ(−).
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Здесь обозначено [Â, B̂]± = ÂB̂ ± B̂Â. Определим также оператор F̂1 в (7.1)

F̂1|ϕ(t)〉 =
1

~

∞∑

|ν′|=0

|Hν′(t)〉
t∫

0

dτ〈Hν′(τ)| 1
3!

ˆ̃δ3λ(+)(τ)|ϕ(τ)〉Lt
~
. (7.6)

Поскольку оператор F̂2 в (7.1) не окажет влияния на первую квантовую
поправку к мощности спонтанного излучения, мы не приводим его явного вида.
Функции |Hν(t)〉 в (7.1) имеют вид

|Hν(t)〉 =
3∏

l=1

1√
νl!

(Λ̂+
l )νl · 1, ν = (ν1, ν2, ν3), νl = 0,∞, (7.7)

где Λ̂+
l , Λ̂l – «обобщенные» операторы «рождения» и «уничтожения»: ~̂Λ =

(Λ̂1, Λ̂2, Λ̂3); ~̂Λ
+ = (Λ̂+

1 , Λ̂
+
2 , Λ̂

+
3 );

Λ̂+
l =

1√
2~ Im bl

(〈~Z∗
l ,∆~p

′〉 − 〈 ~W ∗
l ,∆~x〉),

Λ̂l =
1√

2~ Im bl
(〈~Zl,∆~̂p

′〉 − 〈 ~Wl,∆~x〉), (7.8)

∆~x = ~x− ~X(t), ∆~̂p ′ = −i~∇ +B(t)C−1(t)∆~x (l = 1, 2, 3)

со стандартными (бозевскими) коммутационными соотношениями

[Λ̂j, Λ̂k]− = [Λ̂+
j , Λ̂

+
k ]− = 0, [Λ̂j, Λ̂

+
k ]− = δkj.

В дальнейшем нам потребуются соотношения, выражающие операторы ∆~̂x и

∆~̂p ′ через операторы ~̂Λ+ и ~̂Λ:

(
∆~̂x

∆~̂p ′

)
= T

(
~̂Λ

~̂Λ+

)
,

T = i

√
~

2

(
B∗(t)D

1/2
0 −B(t)D

1/2
0

C∗(t)D
1/2
0 −C(t)D

1/2
0

)
, (7.9)

D
1/2
0 = ‖(Im bi)

−1/2δik‖3×3, (i, k = 1, 2, 3).

Через 〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~
обозначим скалярное произведение в гильбертовом простран-

стве Lt
~

состояний, локализованных при ~ → 0 в окрестности классической тра-
ектории (A.2):

〈ϕ1(~x, t, ~)|ϕ2(~x, t, ~)〉Lt
~

=

∫
d3x ρ~(~x, t)ϕ

∗
1(~x, t, ~)ϕ2(~x, t, ~),

ρ~(~x, t) = N2
~
| detC(t)|−1 exp((−2 ImS(~x, t))/~).

(7.10)

Заметим, что операторы ∆~̂x, ∆~̂p′, F̂1 являются самосопряженными в Lt
~
, а

функции |Hν(t)〉 образуют в Lt
~

полный ортонормированный набор

〈Hν′(t)|Hν(t)〉Lt
~

= δνν′ . (7.11)
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Кроме того, справедливы равенства

Λ̂l|Hν(t)〉 =
√
νl|Hν1,...,νl−1,...,ν3〉,

Λ̂+
l |Hν(t)〉 =

√
νl + 1|Hν1,...,νl+1,...,ν3〉.

(7.12)

Соотношения (7.9), (7.11) и (7.12) позволяют вычислить матричные элемен-

ты произвольного оператора Â(t) = A(~̂p, ~̂x, t, ~) по функциям Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) с точ-

ностью до O(~(N+1)/2), если символ оператора Â(t) удовлетворяет предположе-

нию 1. Для этого разложим оператор Â~(t) в окрестности положения z(t, z0)
классической частицы на фазовой траектории в ряд Тейлора по степеням опе-

раторов ∆~̂x, ∆~̂p

Â~(t) = A(~̂p, ~̂x, t, ~) =
N∑

k=0

1

k!
ˆ̃δkA(t) + Ô(~(N+1)/2), (7.13)

где ˆ̃δkA(t) определено в (7.4). В качестве иллюстрации указанной схемы в главе
III мы вычислим матричные элементы тока перехода с точностью до O(~3/2).

8. Нерасплывающиеся квазиклассические волновые паке-
ты для аксиально-симметричных квантовых систем

Представление о волновом пакете как о волновой функции, локализован-
ной в ограниченной области конфигурационного пространства, возникшее еще
в работах Шрëдингера и Эренфеста [11, 67–69], является одним из фундамен-
тальных понятий квантовой механики. Многие проблемы квантовой теории,
например, проблема предельного перехода из квантовой механики в классиче-
скую или проблема спонтанного излучения в ультрарелятивистском прибли-
жении [6, 56] имеют конструктивное решение в предположении, что существу-
ют квантово-механические состояния рассматриваемых систем в виде волновых
пакетов, остающихся «узкими» (локализованными) неограниченно долго, в то
время как форма пакета оказывается несущественной.

Сформулируем постановку задачи о построении локализованных в окрест-
ности классической траектории волновых пакетов, не расплывающихся с тече-
нием времени, на примере многомерной нерелятивистской квантовой системы,
а потом перейдем к рассмотрению уравнения Клейна–Гордона.

Рассмотрим квантовую систему, динамика которой задается гамильтониа-
ном Ĥ(t), имеющим классический аналог — функцию Гамильтона H(~p, ~x, t),

равную H(~p, ~x, t, 0), где H(~p, ~x, t, ~) — полный символ оператора Ĥ(t). Пусть
Ψ(t) — динамическое состояние уравнения типа Шрëдингера

i~∂tΨ(t) = Ĥ(t)Ψ(t), Ψ(0) = Ψ0. (8.1)

Условие нерасплывания квазиклассически сосредоточенного состояния урав-
нения (8.1) (волнового пакета) Ψ(t) естественно сформулировано как ограничен-
ность во времени дисперсий координат и импульсов частицы

max
06t<∞

|σxi,xj
(t, ~)| <∞, i, j = 1, n,

max
06t<∞

|σpi,pj
(t, ~)| <∞, ~ ∈]0, 1[.

(8.2)
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Точные решения уравнения (8.1) в форме нерасплывающихся волновых па-
кетов удается построить лишь в исключительных случаях. (По существу, все
эти случаи исчерпываются квадратичными по ~x и ~p гамильтонианами [70].
Вопрос построения нерасплывающихся волновых пакетов для релятивистских
и неквадратичных систем обсуждался в [70, 71].) Для гамильтонианов обще-
го вида естественна задача о построении волновых пакетов, локализованных
в окрестности классической траектории, в квазиклассическом приближении.
Подчеркнем, что приближенные квазиклассически сосредоточенные состояния
аппроксимируют при ~ → 0 точное решение уравнения (8.1) с начальными усло-
виями Ψν(~x, 0, ~) лишь для конечных интервалов времени t ∈ [0, T ], где T > 0 не
зависят от ~. Поэтому оценка нерасплывающегося квазиклассического пакета
на всех временах требует дополнительных исследований.

Приведем выражения для первых и вторых моментов, вычисленных по ква-
зиклассическим ТКС, которые являются базисом в пространстве квазикласси-

чески сосредоточенных состояний CS
(3)
S (Z(t),∞):

〈xj〉 = Xj(t) +O(~), 〈pj〉 = Pj(t) +O(~), j = 1, n;

σxx(t, ~) =
~

4
[C(t)D−1

ν C+(t) + C∗(t)D−1
ν Ct(t)] +O(~2), (8.3)

σpp(t, ~) =
~

4
[B(t)D−1

ν B+(t) +B∗(t)D−1
ν Bt(t)] +O(~2);

D−1
ν =

∥∥∥2νl + 1

Im bl
δkl

∥∥∥
n×n

, ν = (ν1, . . . , νn).

Матрицы B(t) и C(t) — решения системы в вариациях

Ḃ = −Hxp(t)B −Hxx(t)C, B(0) = ‖bkδkj‖,
Ċ = Hpp(t)B + Hpx(t)C, C(0) = ‖δkj‖, Im bk > 0.

(8.4)

Здесь Hpp, Hxx, Hxp, Hpx — матрицы, составленные из соответствующих вто-
рых производных функции H(~p, ~x, t) = H(~p, ~x, t, 0), вычисленных в точке Z =

(~P (t), ~X(t)), где ~P (t), ~X(t) — решения классической системы Гамильтона.
Заметим, что приведенные выражения остаются справедливыми и для ре-

лятивистских квантовых систем.
Сформулируем условие, обеспечивающее нерасплывание (в смысле (8.2))

квазиклассических ТКС: для того чтобы волновой пакет Ψν(~x, t, ~), представ-
ляющий собой главный член квазиклассической асимптотики, не расплывался,
необходимо и достаточно (см. (8.3)), чтобы все решения системы в вариациях
(8.4) были ограничены во времени t ∈ [0,∞[.5

Если классическая система допускает одну циклическую переменную ϕ ( mod
2π), условие ограниченности решений системы в вариациях для семейства рав-
новесных окружностей можно записать в более простой форме.

В этом случае 2n линейно независимых решений систем в вариациях (8.4)
имеют вид

a1 = ( ~̇P (t), ~̇X(t)), a2 =
(∂ ~P (t)

∂E
,
∂ ~X(t)

∂E

)
,

ak(t+ T ) = eΩkTak(t), k = 3, 2n,
(8.5)

где Ωk, ak(0) — собственные векторы и собственные значения матрицы моно-
дромии системы (8.4). Требование существования комплексного ростка эквива-
лентно устойчивости классической траектории, т.е. условию Re Ωk = 0. Решения

5Это условие, разумеется, не является достаточным условием нерасплывания точного ре-
шения, которое в начальный момент времени совпадает с квазиклассическим ТКС, поскольку,
как мы уже отмечали, асимптотические оценки справедливы только для конечных временных
интервалов [0, T ].
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системы в вариациях (8.4) имеют наиболее простой вид в системе координат,
где x̃n = ϕ — циклическая координата. Тогда гамильтониан имеет вид H(~p, I, ~x),
где I — импульс, сопряженный координате ϕ. Уравнение семейства равновесных
окружностей примет вид

Λ1(I) = {pk = pk
0, p

n = I, xk = xk
0, ϕ = ω(I)t+ ϕ0, k = 1, . . . , n− 1},

а решение соответствующей системы в вариациях

ã1 = (~0, 0,~0, ω(I)), ã2 =

(
∂~p0

∂E
,
∂I

∂E
,
∂~x0

∂E
,
∂ω

∂E
t

)
, ãk(t) = eΩ̃ktak(0), (8.6)

где Ω̃k, ãk — собственные векторы и собственные значения матрицы в вариациях

Hvar =

(−Hxp −Hxx

Hpp Hpx

)
.

Как следует из теории систем обыкновенных дифференциальных уравнений,
условие (8.2) будет выполняться, если ∂ω/∂E = 0 и отсутствуют присоединен-
ные векторы.

Рассмотрим нерелятивистскую заряженную частицу, движение которой опи-
сывается гамильтонианом

H =
~P2

2m
+ eΦ, ~P = ~p+

e

c
~A,

~A = H(r)(−y, x), Φ = A0r
µ, r =

√
x2 + y2.

(8.7)

Система Гамильтона при заданной энергии E допускает решения вида

~X(t) = R(cosωt, sinωt), ~P (t) = m ~̇X − e

c
~A, (8.8)

где R удовлетворяет условию

m
ω2R2

2
+ A0R = E,

а

ω =
ω1

2
+

√
ω2

1

4
+ ω2

2, (8.9)

ω1 =
e

mc
[RH ′(R) + 2H], ω2 =

√
eA0

m
µRµ−2, H ′ =

∂H

∂R
=
dH

dR

∣∣∣
r=R

.

Определим H(r) и µ, для которых траектория (8.8) устойчива. Коэффициенты
системы в вариациях (8.4) примут вид

Hpp = e−iωσ2t
[ 1

m
I

]
eiωσ2t,

Hpx = Hᵀ
xp = e−iωσ2t

[
− i

ω1

2
σ2 +

eRH ′

2mc
σ1

]
eiωσ2t,

Hxx = e−iωσ2t
{
m
[
µ
ω2

2

2
+ ωR

ω′
1

2
+
(eH
mc

)2

+
eRω1H

′

2mc

]
I

}
+ (8.10)

+
m

2

[
(µ− 2)ω2

2 + ω1R
eH ′

mc
+
eRω

mc
(H ′ +RH ′′)σ3

]
eiωσ2t.
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Здесь I — единичная матрица, ~σ = (σ1, σ2, σ3) — матрица Паули. Решения си-
стемы в вариациях (8.4) будем искать в виде

B(t) = e−iωσ2tA, C(t) = e−iωσ2tD. (8.11)

Тогда, исключив матрицу A из полученной системы уравнений при помощи
соотношения

A = m
{
Ḋ − i

[(
ω − ω1

2

)
σ2 − i

eRH ′

2m
σ1

]
D
}
, (8.12)

найдем

D̈ − 2i
(
ω − ω1

2

)
σ2Ḋ +

[
(µ− 2)

ω2
2

2
+ ωR

ω′
1

2

]
(1 + σ3)D = 0. (8.13)

Матрицу D будем искать в виде

D = ekt(~U (1)(k), ~U (2)(k)), ~U (1,2) = c(1,2)~V (k).

В результате вектор ~V будет решением задачи на собственные значения

{
k2 − 2i

(
ω − ω1

2

)
kσ2 +

[
(µ− 2)

ω2
2

2
+ ωR

ω′
1

2

]
(1 + σ3)

}
~V = 0. (8.14)

Уравнение (8.14) имеет нетривиальное решение, если

det
{
k2 − 2i

(
ω − ω1

2

)
kσ2 +

[
(µ− 2)

ω2
2

2
+ ωR

ω′
1

2

]
(1 + σ3)

}
= 0.

Следовательно,

k1 = k2 = 0, k3 = −k4 = i
√

(µ+ 2)ω2
2 + ωRω′

1 + ω2
1. (8.15)

Корни k1 и k2 кратные, следовательно, уравнение (8.14) при k = 0 будет иметь
два линейно независимых решения, если ранг матрицы системы равен нулю,
т.е. [

(µ− 2)
ω2

2

2
+ ωR

ω′
1

2

]
= 0. (8.16)

Домножив соотношение (8.16) на (2R(ω − ω1/2))−1, получим

∂ω

∂R
= 0. (8.17)

Условие (8.2) тогда примет вид

(µ+ 2)ω2
2 + ωRω′

1 + ω2
1 > 0,

что эквивалентно условию ∂ω/∂E = 0.
Рассматривая соотношение (8.17) как уравнение для неизвестной функции

H(r), получим
ω(R) = C1, (8.18)

где C1 — произвольная константа.
Подставив (8.2) в (8.18), найдем

ω2
2 = C2

1 − ω1C1.
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Полученное соотношение можно рассматривать как уравнение для H(r)

H ′ +
2H

R
=
mc

eR

(
C1 − µ

eA0

mC1

rµ−2
)
.

Следовательно,

H(r) =
C2

r2
+
mc

2e
C1 −

µcA0

(µ+ 2)C1

rµ. (8.19)

Таким образом, во внешнем поле (8.7), (8.19)

Φ = A0r
µ, ~A(~x) = H(r)(−y, x)

волновой пакет (квазиклассические ТКС Ψν(~x, t, ~)) не расплываются (на тра-
екториях (8.8)).

Выпишем в заключение решение системы в вариациях (матрицу C) в явном
виде

C(t) =
4∑

l=2

e−i(ωσ2−Ωl)tGl, (8.20)

где

Ω2 = 0, Ω3 = −Ω4 = Ω, Ω =
√

4ω2
2 + ω2

1,

G2 =




1

2
− α

Ω

( b2
mΩ

)

− b1
mΩ

1

2
+
α

Ω


 , α =

RH ′

2m
,

G3 =
1

2




1

2
+
α

Ω
− ib1
mΩ

−i
(1

2
− α

Ω
− ib2
mΩ

)

i
(1

2
+
α

Ω
− ib1
mΩ

) 1

2
− α

Ω
− ib2
mΩ


 , (8.21)

G4 =
1

2




1

2
+
α

Ω
+

ib1
mΩ

i
(1

2
− α

Ω
+

ib2
mΩ

)

−i
(1

2
+
α

Ω
+

ib1
mΩ

) 1

2
− α

Ω
+

ib2
mΩ


 .

Рассмотрим теперь классическую заряженную частицу, описываемую га-
мильтонианом

H = ε+ eΦ(r), ε =

√
c2p2

r +
c2

r2
P2

ϕ + c2p2
z +m2c4, (8.22)

где Pϕ = pϕ + e
c
Aϕ, Aϕ = r2H(r) + α(r)z2. Классическая система Гамильтона,

отвечающая (8.22), имеет вид

ṗr = −Hr = −c
2

ε

[
− P2

ϕ

r3
+
e

c

Pϕ

r2
∂rAϕ

]
− e∂rΦ,

ṙ = Hpr =
c2

ε
pr, ϕ̇ = Hpϕ =

c2

r2ε
Pϕ, ṗϕ = −Hϕ = 0, (8.23)

ż = Hpz =
c2

ε
pz, ṗz = −Hz = −c

2

ε

[e
c

Pϕ

r2
∂zAϕ

]
.



8. Нерасплывающиеся квазиклассические волновые пакеты 41

Циклическая переменная ϕ отделяется:

Pϕ = I, ϕ = c2
t∫

0

Pϕ

r2(t)ε
dt+ ϕ0, (8.24)

где

Pϕ = I +
e

c
Aϕ(R(t), Z(t)); ε = ε(Pr(t), I, Pz(t), Z(t)),

а R(t), Z(t), Pr(t), Pz(t) — решения приведенной системы Гамильтона с гамиль-
тонианом

H(I) =

√
c2p2

r +
c2

r2

(
I +

e

c
Aϕ

)2

+ p2
z +m2c4 + eΦ(r). (8.25)

Точка покоя приведенной системы Гамильтона определяется условиями ṗr =
ṗz = ṙ = ż = 0. В этом случае фазовая кривая имеет вид

Λ1(I) =

{
r = R,ϕ = ωt+ ϕ0, z = 0, pr = 0, pϕ = I, pz = 0

}
. (8.26)

где ω = ∂H/∂pϕ = c2Pϕ/εR
2, а R определяется уравнением H(R, I) = E0.

Из условия ṗr = 0 следует, что

ω =
ω1

2
+

√
ω2

1

4
+ ω2

2, ω1 =
ecF ′

εR
, ω2 =

√
ec2Φ′

εR
,

F = R2H(R), Φ′ = Φ′(r)
∣∣
r=R

, F ′ = F ′(r)
∣∣
r=R

(8.27)

Система в вариациях, отвечающая траектории (8.27), примет вид

~̇W = −Hpϕr

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
~W −

(Hrr 0 0
0 0 0
0 0 Hzz

)
~Z,

~̇Z =

(
c2/ε 0 0
0 Hpϕpϕ 0
0 0 c2/ε

)
~W −

(
0 0 0

Hpϕr 0 0
0 0 0

)
~Z.

(8.28)

Здесь

Hpϕr = − 2

R

(
ω − ω1

2

)
+
Rω2(ω − ω1)

c2
, Hpϕpϕ =

c2

εR2

(
1 − ω2R2

c2

)
,

Hzz = 2
e

c
α(R)ω, Hrr =

ε

c2

[
3ω2− 4ωω1+ ω2

1+
ec

ε
F ′′+

ec2Φ′′

ε
− R2ω2

c2
(ω− ω1)

2
]
.

Найдем собственные векторы и собственные значения матрицы Hvar

Hvarfk = kfk, Hvar =

(
−Hxp −Hxx

−Hpp −Hpx

)
. (8.29)

После несложных вычислений получим

k1 = k2 = 0, k3 = k4 = iΩ1, k5 = −k6 = iΩ2, (8.30)

где

Ω1 =

√
c2

ε
Hrr, Ω2 =

√
c2

ε
Hzz,
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f(k1) = N1(0, 0, 0, 0, ω, 0), f(k3,4) = N3,4

(
k3,4, 0, 0,

c2

ε
,
c2

εk3,4

Hpϕr, 0
)
,

f(k5,6) = N5,6

(
0, 0, k5,6, 0, 0,

c2

ε

)
, Nj = const, j = 1, 6.

Если выполнены условия
detHvar = 0, (8.31)

то существует собственный вектор

k1 = 0 : f(k2) = N2(0,Hpϕr, 0,−Hpϕpϕ , 0, 0),

отвечающий собственному значению k1 = 0 и линейно независимый с вектором
f(k1). Общее решение системы в вариациях в этом случае имеет вид

a(t) =
6∑

j=1

cjf(kj)e
kjt, Re kj > 0

и содержит только периодические функции, если Hrr > 0, Hzz > 0.
Нетрудно показать, что решения системы в вариациях в декартовой системе

координат также ограничены.



ГЛАВА 2

Квазиклассически сосредоточенные состояния
релятивистских волновых уравнений в
искривленном пространстве-времени

9. О приближении Эренфеста для квантово-механических
уравнений в римановом пространстве

Данная глава посвящена дальнейшему развитию метода квазиклассически
сосредоточенных состояний.

Проблема нахождения решений волновых уравнений занимает важное место
при исследовании квантовых явлений в искривленном пространстве-времени.
В терминах полного набора решений этих уравнений можно построить один из
центральных объектов теории – пропагатор во внешнем гравитационном поле,
провести вычисление амплитуд квантовых процессов в искривленном простран-
стве-времени, изучить структуру средних значений (см., например, [72–75]).

Простейшим волновым уравнением в искривленном пространстве-времени
является уравнение для скалярного поля Ψ(x), которое получается общекова-
риантным обобщением уравнения Клейна–Гордона с возможным добавлением
членов, описывающих неминимальную связь с гравитационным полем (обсуж-
дение роли неминимальной связи проведено в работе [76]). Мы будем записы-
вать это уравнение в виде

ĤKGΨ =

{
1√−g P̂µ(

√−ggµνP̂ν) − U(x) −m2c2
}

Ψ = 0. (9.1)

Здесь gµν(x) – метрика риманова пространства с сигнатурой (+,−,−,−), g =

det(gµν); m – масса частицы; c – скорость света; P̂µ = −i~∂µ− (e/c)Aµ(x), Aµ(x)
– потенциалы внешнего электромагнитного поля. Функция U(x) играет роль
внешнего скалярного поля. Например, при U = ~2R/6, где R – скалярная кри-
визна, уравнение (9.1) в безмассовом случае инвариантно относительно кон-
формных преобразований [77,78]. При U = ~2ξR, где ξ – параметр, в уравнение
скалярного поля включена произвольная неминимальная связь с гравитацион-
ным полем (см., например, [76]). Уравнение (9.1) можно рассматривать так-
же как уравнение для малых возмущений в теории скалярного поля с взаимо-
действием λϕ4/4 при наличии фонового скалярного поля Φ(x). В этом случае
U(x) = λΦ3(x). В целом мы видим, что уравнение (9.1) представляет достаточ-
но общее описание скалярного поля в искривленном пространстве-времени при
наличии внешнего электромагнитного и фонового скалярного полей.

Хорошо известно, что в линейном пространстве решений уравнения (9.1)
можно определить инвариантное скалярное произведение. Пусть Ψ1 и Ψ2 – два
(вообще говоря) комплексных решения уравнения (9.1), тогда скалярное про-
изведение этих решений можно записать в виде

〈Ψ1|Ψ2〉 =
A2

2mc

∫

Σ

dΣµ[(P̂µΨ2)
∗Ψ1 + Ψ∗

2(P̂µΨ1)]. (9.2)

Здесь A – произвольная постоянная, введенная из соображений удобства, Σ
– пространственноподобная гиперповерхность в римановом пространстве. При
этом можно показать, что если Ψ1 и Ψ2 – решения уравнения (9.1), то скалярное
произведение 〈Ψ2|Ψ1〉 не зависит от выбора гиперповерхности Σ.
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В качестве другого примера волнового уравнения к искривленном простран-
стве рассмотрим уравнение Прока

Ĥα
σV

σ = −DβW
αβ +

m2c2

~2
V α + i

e(g − 1)

c~
F µαVµ−

−2SµνρS
µναV ρ + SµναWµν + 2Dβ(SαβσVσ) = 0, (9.3)

где Wµν = DµVν −DνVµ, Dµ = ∇µ − ie
c~
Aµ – удлиненная ковариантная производ-

ная, Aµ – потенциал внешнего электромагнитного поля, Fµν = ∂µAν−∂νAµ, Sµνα

– тензор кручения. Скалярное произведение для двух произвольных решений
уравнения (9.3) Uµ и V ν можно определить в виде

〈U |V 〉P = −
∫

Σ

dΣα{
∗

U
µ(Ĵα

µνV
ν) + (Ĵα

νµU
µ)∗V ν}, (9.4)

где

Ĵβ
µν =

i~

2mc
(Dµδ

β
ν −Dβgµν + 2Sβ

.µν),

а Σ – пространственно подобная гиперповерхность.
Уравнение Прока описывает массивное комплексное векторное поле V µ(x),

которому соответствует заряженная частица с ненулевой массой и тремя воз-
можными состояниями поляризации. Это уравнение в научной литературе пред-
ставлено главным образом в контексте теории электрослабых взаимодействий,
описываемых моделью Вайнберга–Салама. Следует отметить также работы, в
которых изучались свойства интегрируемости уравнения Прока во внешних
полях. Так, например, исследовалась динамика массивного векторного поля
в окрестности черной дыры, описываемой метрикой Рейснера–Нордстрема–де
Ситтера, и была показана возможность построения квазистационарных состо-
яний [79]. Кроме того, в серии работ [80, 81] проведен анализ взаимодействия
массивной частицы спина-1 с магнитным монополем и построены связанные
состояния.

Сейц [82] и Спиноза [83] провели квазиклассическое исследование уравне-
ния Прока с помощью стандартного метода ВКБ с вещественной фазой. Они,
используя метод, предложенный Аудричем [84], построили квазиклассические
уравнения движения векторной частицы со спином в пространстве Римана–
Картана. В частности, было построено спиновое уравнение движения и кон-
статирован факт взаимодействия вектора спина векторной частицы со всеми
неприводимыми частями тензора кручения. Последнее обстоятельство являет-
ся важным, поскольку, например, дираковская частица взаимодействует лишь с
одной их трех неприводимых частей тензора кручения – с его псевдоследом (см.,
например, [85]). Этим подтверждается предположение Хейла [86], что частицы
высших спинов могут оказаться более чувствительными индикаторами полей
кручения. Заметим, что квазиклассический предел уравнения Прока изучался
также Румпфом [87].

Однако, на наш взгляд, подход, основанный на ВКБ -приближении с веще-
ственной фазой для получения квазиклассических уравнений движения, требу-
ет дополнительного обоснования. В частности, весь анализ строится, по суще-
ству, на одном единственном квантово-механическом состоянии, которое к тому
же может не принадлежать пространству L2. Кроме того, этот метод оставля-
ет открытым вопрос, почему внешние поля в квазиклассических уравнениях
следует брать на той или иной классической траектории.

Уравнение Дирака во внешнем электромагнитном поле в пространстве Рима-
на–Картана может быть записано в следующем виде:

ĤDφ =
{
γµ
(
− i~Dµ +

e

c
Aµ

)
+mc+

3i~

2

∗
γ νSν

}
φ = 0. (9.5)
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Здесь и далее индексы µ, ν, α, β пробегают значения 1, 3 и нумеруют координаты
qµ риманова пространства с метрикой gµν и сигнатурой (+,−,−,−), Dµ = ∇µ−
Γµ, ∇µ – оператор ковариантной производной вдоль координаты qµ, Γµ – спино-
вая связность, Aµ – электромагнитный потенциал, а Sµ – псевдовектор круче-
ния. Матрицы Дирака γµ определяются соотношением γµγν + γνγµ = 2gµν . Мы

также используем матрицы
∗
γ ν = −γγν , где γ = −iγ5 и γ5 = − i

4!
eµναβγ

µγνγαγβ.
Скалярное произведение двух решений уравнения (9.5) можно определить

соотношением

〈φ|ψ〉D = −
∫

Σ

√−gdΣαφ̄γ
αψ, (9.6)

где Σ — пространственноподобная гиперповерхность.
В настоящей главе найдены приближенные решения уравнений Клейна–

Гордона, Дирака и Прока, локализованные в окрестности мировой линии заря-
женной частицы во внешних гравитационном и электромагнитном полях, кото-
рые по-прежнему называются квазиклассическими траекторно-когерентными
состояниями. Развита техника сведения уравнения Клейна–Гордона к уравне-
нию типа Шрëдингера для ТКС, а уравнений Дирака и Прока – к уравне-
нию типа Паули и получены соответствующие гамильтонианы. При этом по-
строение ведется в геометрических терминах. Установлено, что с точностью до
O(~3/2), ~ → 0, скалярное Ψ(x), спинорное φ(x) и векторное V ν(x) поля, удо-
влетворяющие уравнениям (9.1), (9.3) и (9.5) в классе положительно-частотных
квазиклассически-сосредоточенных состояний, допускают стандартную кванто-
вомеханическую интерпретацию.

Квантово-механическая интерпретация полей Ψ(x), φ(x) и V µ(x) как волно-
вых функций частицы сталкивается с известными трудностями [88–97]. Соглас-
но общим принципам квантовой механики, волновая функция частицы является
координатным представлением вектора гильбертова пространства (с положи-
тельно определенным скалярным произведением). Динамика волновой функ-
ции определяется уравнением Шрёдингера. Локальный характер физического
времени в случае искривленного пространства-времени не позволяет в общем
случае придать уравнению Дирака, Клейна–Гордона или Прока шрёдингеровс-
кую форму с эрмитовым квантовым гамильтонианом. В то же время скалярные
произведения (9.2), (9.4) и (9.6) не имеют определенного знака. При этом вообще
не ясно, как следует понимать координатное представление в общекоординатно
инвариантной теории.

Известно, что координатное представление в квантовой механике вводит-
ся с помощью оператора положения. В нерелятивистском случае оператор по-
ложения определяется как оператор (трехмерных) координат. Для уравнения
Клейна–Гордона определение оператора положения встречает трудности уже
в пространстве Минковского, хотя в некоторых случаях их можно преодолеть
(см., например, [1]). Однако при наличии общекоординатной инвариантности
введение оператора положения в общем случае невозможно. Тем самым ста-
новится неясным и статус координатного представления в общекоординатно
инвариантной теории.

Представляется естественным попытаться найти приближенную схему, в
рамках которой можно придать стандартный квантово-механический смысл
уравнениям (9.1), (9.3) и (9.5). Будем рассуждать следующим образом. Рас-
смотрим мировую линию классической частицы в римановом пространстве. По-
пытаемся найти приближенное решение этих уравнений, квазиклассически со-
средоточенное в окрестности этой мировой линии. Тогда такое решение можно
приближенно считать волновой функцией в координатном представлении, ес-
ли будут выполняться два условия: а) эволюция данного решения приближенно
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описывается уравнением шредингеровского типа; б) скалярное произведение на
таких приближенных решениях является положительно определенным. С фи-
зической точки зрения эти два условия могут рассматриваться как попытка
разрешить известное противоречие между нелокальным характером квантово-
механической волновой функции частицы и локальностью, в общем случае, фи-
зического времени в искривленном пространстве-времени (см., например, [89]).

Отметим два интересных свойства построенных решений. Во-первых, со-
вокупность этих состояний образует базис в пространстве квазиклассически
сосредоточенных решений уравнений Клейна–Гордона, Дирака и Прока. Во-
вторых, квазиклассические ТКС допускают классификацию на положительно
и отрицательно частотные состояния. Последнее обстоятельство заслуживает
особого внимания. Дело в том, что в произвольном римановом пространстве
отсутствует естественное разделение решений волновых уравнений на положи-
тельно и отрицательно частотные (см., например, [88]). В то же время такое
разделение совершенно необходимо для интерпретации квантового поля в тер-
минах частиц и античастиц и, следовательно, для корректной постановки задач
и расчетах квантовых процессов. Поскольку ТКС допускают классификацию на
положительно и отрицательно частотные, они могут найти широкое применение
в задачах квантовой теории в искривленном пространстве-времени.

На основе полученных результатов приведен вывод общековариантного урав-
нения движения для спина частицы, движущейся во внешних электромагнит-
ном, гравитационном и торсионном полях, непосредственно из уравнения Ди-
рака и Прока.

При получении уравнения движения для спина массивной заряженной ча-
стицы, движущейся во внешних полях, как правило, используются следующие
способы:
• рассматривается модель спиновой частицы, описываемой лагранжианом, со-

держащим вектор (тензор) спина изначально в качестве независимой дина-
мической переменной (см., например, [59,60,98,99]);

• суперсимметричные модели спиновых частиц, содержащие наряду с бозон-
ными степенями свободы (которые описываются координатами qµ(τ) конфи-
гурационного пространства) также фермионные степени свободы, характе-
ризуемые в терминах антикоммутирующих грассмановых переменных ψa(τ)
(см., например, [100]);

• определение действия спиновой частицы посредством представления при-
чинной функции Грина спинорного поля (взаимодействующего с внешним
полем) в форме интеграла по траекториям, как, например в [101–104]);

• с помощью стандартного ВКБ метода с вещественной фазой [94, 95]);
• подход Эренфеста [11], в рамках которого проблема вывода классических

уравнений движения для квантово-механических средних (в пределе ~ →
0) связана с существованием специального класса динамических состояний
квантовой системы в форме волновых пакетов, сосредоточенных в окрестно-
сти положения классической частицы.
В настоящей главе предложен вывод спинового уравнения, основанный имен-

но на последнем из перечисленных выше подходов. Для этих целей использу-
ется теория комплексного ростка Маслова [31]. Полученные с помощью это-
го метода волновые функции (так называемые квазиклассические траекторно-
когерентные состояния) являются асимптотическими по modO(~3/2) решения-
ми исходного уравнения Дирака и Прока.

Принято считать, что движение классической спиновой частицы во внеш-
них гравитационном и электромагнитном полях описывается уравнениями Па-
папетру [105, 106]. Однако связь этих уравнений с общековариантными волно-
выми уравнениями была установлена лишь частично [88]. В настоящей главе
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доказывается, что в рамках ТК-приближения скалярные, дираковские и век-
торные частицы движутся по геодезической, а спиновое уравнение дираков-
ской и векторной частиц совпадает с общековариантным обобщением уравнения
Баргманна–Мишеля–Телегди на случай внешних полей кручения [42,108].

Глава организована следующим образом. В разд. 10 дано определение квази-
классически сосредоточенных состояний в искривленном пространстве-времени
и исследованы их свойства. В разд. 11 для уравнения Клейна–Гордона предло-
жена схема построения квазиклассических ТКС, удовлетворяющих этому урав-
нению с точностью до O(~3/2) при ~ → 0. Они одновременно являются точными
решениями некоторого редуцированного уравнения Шрëдингера с квадратич-
ным гамильтонианом в форме уравнения Томонага–Швингера. Этот гамиль-
тониан является эрмитовым до O(~1/2) относительно некоторого скалярного
произведения. Квазиклассические ТК-состояния локализованы в окрестности
классической траектории, которая, в свою очередь, определяет систему отсче-
та одиночного наблюдателя. В разд. 12 показано, что построенные ТКС реа-
лизуют гильбертово пространство с положительно определенным скалярным
произведением.

В разд. 13 проведено построение специального класса решений типа вол-
новых пакетов Эренфеста, локализованных в окрестности мировой линии за-
ряженной частицы. Они являются асимптотическими при ~ → 0 квазиклас-
сическими траекторно-когерентными состояниями (ТКС), удовлетворяющими
исходному уравнению Прока с точностью до O(~3/2). Принципиальным момен-
том является техника «γ-перестройки» [31] с помощью которой удается пока-
зать, что проблема построения ТКС сводится к решению линейного эволюци-
онного уравнения типа Паули на компоненты вектора поляризации. В разд.
14 мы доказываем, что обычное скалярное произведение, определенное на ре-
шениях уравнения Прока, задает на множестве ТКС гильбертову структуру.
Таким образом, на основе метода квазиклассически сосредоточенных состоя-
ний удается решить проблему квантово-механической интерпретации решения
общековариантного уравнения Прока как волновой функции частицы. В разд.
15 дан вывод общековариантного спинового уравнения движения для вектор-
ной частицы во внешних электромагнитных и торсионных полях. В разд. 16 на
классе квазиклассически-сосредоточенных состояний получена квазиклассиче-
ская асимптотика ядра Швингера–де Вита для уравнений Клейна–Гордона и
Прока в пространстве Римана–Картана.

В разд. 17–21 для уравнения Дирака в искривленном пространстве-времени
при наличии внешних электромагнитного и торсионного полей, используя метод
комплексного ростка Маслова, построены специальные классы приближенных
решений типа волновых пакетов Эренфеста. Они образуют полный ортонор-
мированный набор одночастичных квазиклассических траекторно-когерентных
состояний (ТКС), локализованных в окрестности мировой линии заряженной
частицы. С помощью рассмотренной ранее операции «перестройки фазы» про-
блему построения ТКС удается свести к решению обыкновенного дифференци-
ального уравнения на двухкомпонентный спинор.

Часть расчетов вынесена в приложения.

10. Квазиклассически сосредоточенные
состояния заряженной частицы
в искривленном пространстве-времени

По аналогии с плоским случаем дадим следующее определение квазиклас-
сической сосредоточенности скалярной частицы в искривленном пространстве-
времени:
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� Состояния Ψ квантовой системы

{(
− i~Dµ +

e

c
Aµ

)2

+ U(x) −m2c4
}

Ψ = 0 (10.1)

назовем квазиклассически сосредоточенным на фазовой траектории z(s) =(
pµ(s), qν(s)

)
класса CSKG

(
z(s), τ(x)

)
, если

1) кривая qµ(s) времениподобна, и существует семейство гиперповерхно-
стей τ(x) = s (где s – параметр семейства), определяемых уравнением

gµν(τ)q(τ)q̇
µ(τ)

(
xν − qν(τ)

)
= 0; (10.2)

2) для любого оператора Â с символом A(p, x, ~), регулярно зависящим от
~, справедливо

lim
~→0

〈Ψ|Â|Ψ〉KG = lim
~→0

1

‖Ψ‖s

〈Ψ|Â|Ψ〉s = A
(
p(s), q(s), 0

)
. (10.3)

Здесь и далее индексы µ, ν, α, β пробегают значения 1, 3 и нумеруют коор-
динаты qµ риманова пространства с метрикой gµν и сигнатурой (+,−,−,−),
Dµ = ∇µ−Γµ, ∇µ – оператор ковариантной производной вдоль координаты qµ,
Γµ – спиновая связность, Aµ – электромагнитный потенциал и обозначено

〈Ψ1|Ψ2〉s =

∫

τ(x)=s

dΣµ q̇
µΨ∗

1Ψ2, ‖Ψ‖2
s = 〈Ψ|Ψ〉s. (10.4)

Теорема 10.1. Если состояние Ψ — квазиклассически сосредоточенное клас-
са CSKG

(
z(s), τ(x)

)
, то z(s) – решение классической системы Гамильтона с

гамильтонианом H(cl)(p, x) = c2PµPµ −m2
0c

4 − U(x).

Лемма 10.1. Если Ψ ∈ CS
(
z(s), τ(x)

)
, то справедливо соотношение

D

ds
〈Ψ|Â|Ψ〉KG =

1

i~
〈Ψ|[ĤÂ]−|Ψ〉s. (10.5)

Доказательство. Среднее значение оператора Â представим в виде

〈Ψ|Â|Ψ〉KG =

∫

τ(x)=s

dΣµG
µ,

где

Gµ =
N2

2mc
gµν [(P̂νΨ)∗ÂΨ + Ψ∗P̂νÂΨ].

Тогда
d〈Â〉
ds

= lim
∆s→0

1

∆s

[ ∫

τ(x)=s+∆s

dΣµG
µ −

∫

τ(x)=s

dΣµG
µ

]
,

так как в силу условия (10.3) Gµ → 0 пpи удалении от классической траектории
по гиперповерхности τ(x) = s. Поэтому в числитель можно добавить интеграл
по цилиндрической поверхности σ(R), заключенной между гиперповерхностями
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τ(x) = s и τ(x) = s+ ∆s. Считая, что поверхность σ(R) бесконечно удалена от
x(s), получим

d〈Â〉
ds

= lim
∆s→0

1

∆s

[( ∫

τ(x)=s+∆s

−
∫

τ(x)=s

+

∫

σ(∞)

)
dΣµG

µ

]
= lim

∆s→0

1

∆s

∫

V

d4x ∂µ(
√−g Gµ).

Здесь мы воспользовались теоремой Гаусса, а V – объем, ограниченный поверх-
ностями τ(x) = s, τ(x) = s+ ∆s и σ. Следовательно,

d〈A〉
ds

= lim
∆s→0

1

∆s

s+∆s∫

s

ds

∫

τ(x)=s

d4x

ds

√−gGµ
;ν =

∫

τ(x)=s

dΣν q̇
νGµ

;µ.

Учтем, что

Gµ
;µ =

A2

2mc

1

i~

(
Ψ∗ĤÂΨ − (ĤΨ)∗ÂΨ

)
,

поскольку ĤΨ = 0. Следовательно, утверждение леммы справедливо.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 10.1.
Доказательство теоремы 10.1. Хорошо известно, что вейлевский символ
коммутатора упорядоченных по Вейлю операторов имеет вид

C(p, x, ~) = 2i sin
{

~

2

( ∂

∂xν

∂

∂πν

− ∂

∂pµ

∂

∂qµ

)}
a(p, x)b(π, q)

∣∣∣π=p
q=x

. (10.6)

Перейдем в (10.5) к пределу ~ → 0 с учетом (10.6) и (10.3) и получим

dA

ds
= {H(cl), A}px, (10.7)

где фигурные скобки обозначают скобку Пуассона. В силу произвольности опе-
ратора A теорема доказана.

Аналогично для векторной частицы в пространстве Римана–Картана имеем
следующее определение.

� Состояния V квантовой системы Ĥα
σV

σ = 0 (9.3) назовем квазикласси-
чески сосредоточенными на фазовой траектории z(s) =

(
pµ(s), qν(s)

)
класса

CSP

(
z(s), τ(x)

)
, если

1) кривая qµ(s) времениподобна, и существует семейство гиперповерхно-
стей τ(x) = s, определяемое уравнением

gµν(q(τ))q̇
µ(τ)

(
xν − qν(τ)

)
= 0; (10.8)

2) для произвольного скалярного оператора Â с символом A(p, x, ~), регу-
лярно зависящим от ~ на гиперповерхности τ(x) = s, справедливо

lim
~→0

〈V |Â|V 〉P = lim
~→0

〈V |Â|V 〉s = A
(
p(s), q(s), 0

)
; (10.9)

3) для произвольной 4 × 4-матрицы Γ при всех значениях ~ ∈ [0, 1[ суще-
ствуют квантово-механические средние

〈V |ΓA|V 〉P 〈V |ΓA|V 〉s.
Здесь обозначено

〈U |V 〉s =

∫

τ(x)=s

dΣµ q̇
µU+V. (10.10)



50 Глава 2. КСС в искривленном пространстве-времени

Теорема 10.2. Если состояние V µ(~x, t, ~) квантовой системы (9.3) является
квазиклассически сосредоточенным класса CSP

(
z(s), τ(x)

)
, то z(s) – решение

классической системы Гамильтона с гамильтонианом H(cl)(p, x) = c2PµPµ −
m2

0c
4.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующее соотношение:

Лемма 10.2. Если V ∈ CSP

(
z(s), τ(x)

)
, то

D

ds
〈V |Â|V 〉P =

1

i~
〈V |[

0

HP Â]−|V 〉s. (10.11)

Доказательство дословно повторяет доказательство предыдущей леммы.

Доказательство теоремы. Решение уравнения Прока разложим по собствен-
ным векторам главного символа гамильтониана, вычисленного в точках фазо-
вой траектории z(s):

V µ(~x, t, ~) = eµ
j(s)Φ

j(~x, t, ~), (10.12)
0

Hµ
σ(s)eσ

j(s) = λj(s)e
µ

j(s), (10.13)

где

0

Hµ
σ =

1

2mc
[(PαPα −m2c2)δµ

σ − PσPµ];

λ0 = −mc
2
, λa =

1

2mc
(PαPα −m2c2), a = 1, 2, 3; (10.14)

e0
µ = NPµ, Pµe

µ
a = 0.

Тогда, как и для дираковской частицы, заключаем, что скалярные части функ-
ций Φj(~x, t, ~) совпадают и что

lim
~→0

Φ0(~x, t, ~) = 0. (10.15)

Тогда для средних значений скалярного оператора Â получим

lim
~→0

D

ds
〈V |Â|V 〉P = lim

~→0
〈V |{[ĤKG, Â]−δ

β
α − P̂β[P̂α, Â] − [P̂β, Â]−P̂α}|V 〉s.

С учетом соотношений (10.14) и (10.15) получим

Ȧ = {H(cl)(p, x), A(p, x, 0)}px.

В силу произвольности оператора Â теорема доказана.

11. Конструкция квазиклассических ТКС
для уравнения Клейна–Гордона

Перепишем уравнение (9.1) в эквивалентной форме

ĤΨ = 0, (11.1)
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где

Ĥ =
1

2mc
{gµνP̂µP̂ν + i~gµνΓα

µνP̂α − U(x) −m2c2}. (11.2)

Здесь

P̂µ = p̂µ − e

c
Aµ, p̂µ = −i~∂µ,

а Γα
µν – символы Кристофеля для метрики gµν . Вейлевская нормальная форма

оператора (11.2) имеет вид

Ĥ =
0̂

H + ~
1̂

H + ~2
2̂

H, (11.3)

где

0̂

H=
0

H(p̂µ, x
ν)=

1

2mc

{1

3

(
P̂µg

µνP̂ν + gµνP̂µP̂ν + P̂µP̂νg
µν
)
−U(x) −m2c2

}
, (11.4)

1̂

H =
1

H(p̂µ, x
ν) = − i

8mc

{
P̂µ

(
gµν∂ν ln(−g)

)
+
(
gµν∂ν ln(−g)

)
P̂µ

}
, (11.5)

2̂

H =
2

H(xν) =
1

2mc

{1

3

(
∂µ∂νg

µν
)

+
1

4
∂µ

(
gµν∂ν ln(−g)

)}
. (11.6)

Оператору (11.2) сопоставим главный символ [16], который определяется соот-
ветствием

H(p̂µ, x
ν , ~) → H(pµ, x

ν , 0) =
0

H(pµ, x
ν), (11.7)

где
0

H(pµ, x
ν) =

1

2mc
{gµνPµPν −m2c2 − U(x)} (11.8)

и Pµ = pµ − (e/c)Aµ. Функция
0

H(pµ, x
ν) рассматривается как классический

гамильтониан и вводится классическая фазовая траектория z(s) = (pα(s), qα(s))
как решение системы Гамильтона

q̇α =
0

Hpα =
1

mc
gανPν , (11.9)

ṗα = −
0

Hxα = − 1

2mc

∂gµν

∂xα
PµPν +

e

mc2
gµνPµAν,α +

1

2mc
U,α (11.10)

с начальными условиями qα(0) =
0

q α, pα(0) =
0

pα и
0

H(
0

q α,
0

pα) = 0.
Уравнение траектории в лагранжевой форме имеет вид

q̈µ + Γµ
αβ q̇

αq̇β =
e

mc2
gµαFαν q̇

ν +
1

2m2c2
gµαU,α, (11.11)

где Fαν = ∂αAν−∂νAα – тензор электромагнитного поля, и, очевидно, совпадает
при U = 0 с уравнением Лоренца в римановом пространстве. Система (11.10)
допускает первый интеграл движения

gµν(q(s))q̇
µ(s)q̇ν(s) = 1 +

1

m2c2
U(q(s)). (11.12)

Ниже мы ограничимся рассмотрением таких траекторий z(s), для которых
выполняется условие gµν(q(s))q̇

µ(s)q̇ν(s) > 0 (случай gµν(q(s))q̇
µ(s)q̇ν(s) < 0 мо-

жет быть рассмотрен по аналогии).
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Для построения траекторно-когерентных состояний (ТКС), т.е. решений,
удовлетворяющих уравнению (11.1) с точностью до O(~3/2),

H(p̂µ, x
ν , ~)Ψ = O(~3/2) (11.13)

проведем квантование классической системы Гамильтона (11.10) в окрестно-
сти классической траектории z(s) (11.11) методом комплексного ростка [31].
Принципиальным моментом этого способа квантования является построение
комплексных решений системы в вариациях линейной гамильтоновой системы,
которая есть результат линеаризации системы Гамильтона (11.10) в окрестно-
сти фазовой траектории z(s). Эта система имеет вид

d

ds
Wµ

ā(s) = −
0

Hxµpα(s)Wα
ā −

0

Hxµxα(s)Zαā,

d

ds
Zµā(s) =

0

Hpµpν (s)Wα
ā +

0

Hpµxα(s)Zαā.
(11.14)

Индексы ā, b̄ и c̄ нумеруют решения системы (11.14), а под выражением типа
0

Hxµpν (s) здесь и далее понимается соответствующая функция, взятая на клас-
сической траектории z(s), например,

0

Hxµpν (s) =
0

Hxµpν (p(s), q(s)).

Пусть fā = (Wµ
ā(s), Zµā(s)), ā = 0, 1, 2, 3 – комплексные решения системы

(11.14), для которых введем симплектическую структуру, задаваемую кососка-
лярным произведением

{fā, fb̄} = Wµ
āZµb̄ − ZµāWµ

b̄, {fā,
∗

f b̄} = Wµ
ā

∗

Z
µb̄ − Zµā

∗

W µ
b̄. (11.15)

Здесь знак ∗ означает комплексное сопряжение. Нетрудно проверить (см. разд.
«Система в вариациях» части I), что для любых двух решений fā и fb̄ вдоль
траектории сохраняются следующие выражения:

{fā, fb̄}(s) = const, {fā,
∗

f b̄}(s) = const. (11.16)

Выберем в качестве одного из решений системы в вариациях (11.14) следующее
вещественное решение:

f0 = (W 0
µ , Z

µ0) = (ṗµ(s), q̇µ(s)), (11.17)

которое, очевидно, совпадает с вектором фазовой скорости на траектории z(s).
Три других линейно независимых комплексных решения fa = {Wµ

a, Zµa}, a, b =
1, 2, 3, системы (11.14) подчиним условиям

{f0, fa} = {fb, fa} = 0, {fb,
∗

fa} = 2ib̃aδba, (11.18)

где {b̃a, a = 1, 2, 3} – произвольный набор трех положительных чисел. Другими
словами, решения f0, f1, f2, f3 задают симплектический базис в C4. Из этих
решений построим 4 × 4 комплексную матрицу C(s) с элементами Cµā = Zµā.
Матрица C является невырожденной, если выполнено условие

rank ‖q̇µ(s)‖ 6= 0. (11.19)
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Определим комплексную 4 × 4 матрицу Q(s)

Qµν(s) = Wµ
ā(C−1)āν . (11.20)

Для мнимой части матрицы Q с учетом соотношений (11.17) и (11.18) имеем

Im Qµν =
3∑

k=1

b̃a(C
−1)aν , (11.21)

И, следовательно, матрица Im Q положительно определена:

Im Q > 0. (11.22)

Ниже нам потребуются следующие свойства матрицыQ, которые являются пря-
мым следствием соотношений (11.14)–(11.18) (см. разд. «Система в вариациях»
части I):

1) Q(s) – симметричная матрица, (11.23)

2) Q̇µν +Qµα

0

Hpαxν (s) +
0

Hxµpα(s)Qαν +Qµα

0

Hpαpβ
(s)Qβν +

0

Hxµxν (s) = 0, (11.24)

3) J̇ = J{
0

Hpαpβ
(s)Qαβ(s) +

0

Hpαxα(s)}, (11.25)

где J(s) = det C(s).
Сопоставим каждой траектории z(s) системы Гамильтона (11.14) функцию

типа ВКБ-решения

|0, s〉 =
N~√
J(s)

exp
[ i
~
S(x, s)

]
, (11.26)

где фаза S(x, s), в отличие от стандартного ВКБ метода, является комплексно-
значной и имеет вид

S(x, s) =

s∫

0

ds q̇µ(s)pµ(s) + pµ(s)∆xµ +
1

2
Qµν(s)∆x

µ∆xν . (11.27)

При записи (11.27) учтено, что
0

H(s) ≡ 0. Здесь и далее приняты следующие
обозначения:

∆xµ = xµ − qµ(s), ∆ˆ̃pν = −i~∂ν − pν(s), (11.28)

N~ – нормировочный множитель, который будет определен ниже. Функция
(11.26) обладает интересным свойством: в силу (11.22) для фазы S(x, s) имеем
Im S > 0 и, таким образом, при каждом фиксированном значении параметра s
функция |0, a〉 экспоненциально убывает при удалении от классической траек-
тории z(s).

Сопоставим комплексным решениям fā системы в вариациях (11.14) опера-
торы рождения и уничтожения по формулам

â0 = q̇µ(s)∆ˆ̃pµ − ṗµ(s)∆xµ,

â+
c =

1√
2~bc

( ∗

Z
µc(s)∆ˆ̃pµ−

∗

W µ
c(s)∆xµ

)
, (11.29)

âc =
1√
2~bc

(
Zµc(s)∆ˆ̃pµ −Wµ

c(s)∆xµ
)
,



54 Глава 2. КСС в искривленном пространстве-времени

Воспользовавшись (11.18), нетрудно убедиться, что операторы â+
c и âc удовле-

творяют обычным бозевским перестановочным соотношениям для операторов
рождения и уничтожения:

[â0, âc] = [â0, â
+
c ] = 0, [âb, âc] = [â+

b , â
+
c ] = 0,

[âb, â
+
c ] = δbc, b, c = 1, 2, 3.

(11.30)

Кроме того, из (11.23) и (11.27) следует, что функция |0, s〉 является вакуумным
состоянием для операторов âb̄, (b̄ = 0, 1, 2, 3),

â0|0, s〉 = 0, âc|0, s〉 = 0. (11.31)

Действуя последовательно операторами рождения â+
c на вакуумное состояние

|0, s〉, построим для заданной классической траектории z(s) «представление чи-
сел заполнения», т.е. счетный набор состояний вида

|ν, s〉 =
3∏

c=1

1√
νc!

(â+
c )νc|0, s〉. (11.32)

Введем в рассмотрение функциональное пространство, определяемое как

ΥS
~
[x, s] =

{
exp

[ i
~
S(x, s)

] N∑

|κ|=0

Cκ(s)
(∆xµ

√
~

)κ

,κ ∈ Z3
+, N = 0,∞

}
. (11.33)

Нетрудно видеть, что все функции |ν, s〉 (11.32) принадлежат этому про-
странству. Тогда для любой функции Ψ ∈ ΥS

~
[x, s] в пределе ~ → 0 справедлива

оценка
∆xµΨ = O(~1/2), ∆ˆ̃pµΨ = O(~1/2), ~ → 0. (11.34)

В справедливости соотношений (11.34) нетрудно убедиться, если воспользовать-
ся известной асимптотической оценкой

fσe−f/~ = O(~σ), f ≥ 0, σ > 0, ~ → 0. (11.35)

Таким образом, операторы ∆xµ и ∆ˆ̃pν можно рассматривать как операторы
малых при ~ → 0 квантовых флуктуаций волнового пакета Ψ около классиче-
ской траектории z(s). Во избежание путаницы заметим, что построение ТКС
ведётся в фиксированной системе координат xν , определяемой метрикой gµν(x).

Вернёмся к оператору
0̂

H (11.4) и проведём разложение его в окрестности

траектории z(s) в ряд Тейлора по степеням операторов ∆xµ и ∆ˆ̃pν с точностью
до O(~3/2), учитывая при этом оценки (11.34). Таким образом, на пространстве
функций (11.33) имеем

0̂

H =
0

H
(
pµ(s) + ∆ˆ̃pµ, q

ν(s) + ∆xν
)

= q̇µ(s)∆ˆ̃pµ − ṗµ∆xµ +
1

2

[ 0

Hxµxν (s)∆xµ∆xν+

+
0

Hpµxν (s)∆ˆ̃pµ∆xν +
0

Hxµpν (x)∆x
µ∆ˆ̃pν +

0

Hpµpν (s)∆ˆ̃pµ∆ˆ̃pν

]
+ Ô(~3/2) =

= λ̂0 + Ô(~3/2). (11.36)

Нетривиальным является следующее утверждение: функции (11.32) являются
(точными!) решениями уравнения Шрëдингера с квадратичным гамильтониа-
ном π̂0

(−i~∂s + λ̂0)|ν, s〉 = 0, (11.37)
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причем для любой функции Ψ ∈ ΥS
~
[x, s] имеет место оценка (−i~∂s + λ̂0)Ψ =

O(~).
Справедливость (11.37) следует из того, что операторы (11.29) являются

точными операторами симметрии уравнения Шрëдингера (11.37):

[(−i~∂s + λ̂0), â
+
b̄
] = 0,

[(−i~∂s + λ̂0), âb̄] = 0,
b̄ = 0, 1, 2, 3, (11.38)

а вакуумное состояние |0, s〉 (11.32) – точным его решением. При доказатель-
стве соотношений (11.38) используются формулы (11.24) и (11.25). Используя
предыдущие конструкции, перейдем к построению квазиклассических решений
исходного уравнения (11.1). Следуя общей теории [31], в окрестности класси-
ческой траектории qµ(s) порядка O(~1/2) зададим семейство гиперплоскостей,
определяемых уравнением6

gµν(q(s))q̇
µ(s)(xν − qν(s)) = 0. (11.39)

Разрешив в этой окрестности уравнение (11.39) относительно параметра s, по-
лучим некоторую гиперповерхность

τ(x) = s, (11.40)

сечениями которой служат гиперплоскости (11.40). По построению функция
τ(x) удовлетворяет, в частности, соотношению

τ(q(s)) = s, (11.41)

продифференцировав которое вдоль классической траектории qµ(s), получим

q̇µ(s)τ,µ(q(s)) = 1. (11.42)

Далее в силу уравнения (11.39) имеем

τ,µ(x) =
gµν(q(τ))q̇

ν(τ)

gαβ(q(τ))q̇α(τ)q̇β(τ)
+O(~1/2). (11.43)

Отсюда непосредственно следует выполнение в окрестности порядка O(~1/2)
классической траектории qµ(s) следующих полезных соотношений:

q̇µ(τ)τ,µ(x) = 1 +O(~1/2), (11.44)

gµν(x)τ,µ(x)τ,ν(x) = 1 +
1

m2c2
U(q(τ)) +O(~1/2). (11.45)

Равенство (11.45) означает, что в указанной выше окрестности траектории ги-
перплоскости τ(x) являются пространственно подобными и, таким образом, с
учетом (11.41) задают систему отсчета одиночного наблюдателя, движущегося
вдоль классической траектории qµ(s).

Основной целью настоящего раздела является утверждение: функции вида7

Ψ(ν)(x, τ(x)) =
{ N~

4
√
−g(q(s))

|ν, s〉
}∣∣∣

s=τ(x)
,

6Уравнение (11.39) в общей теории комплексного ростка связано с так называемой γ-
перестройкой [31].

7Во избежание путаницы квантовые числа, нумерующие состояние Ψ, будем писать в круг-
лых скобках.
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где |ν, s〉 определены в (11.32), удовлетворяют уравнению (9.1) с точностью до
O(~3/2). Для этого, используя построенное выше, введем в рассмотрение функ-
циональное пространство

QS
~

= ΥS
~
[x, s]

∣∣
s=τ(x)

,

где теперь

ΥS
~
[x, s]|s=τ(x) =

{
exp

( i
~
S(x, τ(x))

) N∑

|κ|=0

Cκ(τ(x))×

×
(xµ − qµ(τ(x))√

~

)κ

, N = 0, 1, . . .
}
, (11.46)

а S определяется выражением

S(x, τ(x)) =

τ(x)∫

0

pµ(τ)dqµ(τ) + pµ(τ(x)){xµ − qµ(τ(x))}+

+
1

2
Qµν(τ(x)){xµ − qµ(τ(x))}{xν − qν(τ(x))}. (11.47)

Далее мы работаем в функциональном пространстве (11.46) и ищем решения
уравнения (11.13) в виде Ψ(x, τ(x), ~). На множестве (11.46) оператор p̂µ =
−i~∂µ действует по правилу

p̂µ = −i~
(
∂µ

∣∣
τ=const

+ τ,µ(x)
∂

∂τ

)
. (11.48)

По аналогии с (11.28) введем обозначения

∆xµ = xµ − qµ(τ(x)), ∆ˆ̃pµ = −i~∂µ|τ=const − pµ(τ(x)). (11.49)

Тогда для операторов (11.49) на элементах из QS
~

(11.34) справедливы оценки,
аналогичные (11.34):

∆xµΨ = O(~1/2), ∆ˆ̃pµΨ = O(~1/2). (11.50)

В силу этих оценок описанная выше процедура построения локализованных со-
стояний (11.32) переносится на построение локализованных решений исходного
уравнения (9.1) в пространстве QS

~
(11.46) при замене параметра s функцией

s = τ(x), определяемой уравнением (11.40).
Для построения квазиклассических ТК-состояний Ψ ∈ QS

~
, удовлетворяю-

щих условию (11.13), проведем разложение оператора Ĥ (11.3) в ряд Тейлора
по степеням операторов (11.49) с точностью до O(~3/2), учитывая при этом
оценки (11.50). Тогда, принимая во внимание формулу (11.44), после продол-
жительных, но несложных вычислений получим

Ĥ = −i~ ∂

∂τ
+ Ĥ(x, τ(x), ~) +O(~3/2),

Ĥ(x, τ(x), ~) = π̂0 + ~
1

H(τ) − τ,µ(x)
(ˆ̃δ

0

Hpµ(τ)
)
â0 +

1

2

0

Hpµpν (τ)τ,µ(x)τ,ν(x)â
2
0. (11.51)
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Здесь â0 и λ̂0 определяются, соответственно, выражениями (11.29) и (11.36), в

которых следует провести формальную замену (11.40). Выражение для
1

H(τ),
согласно (11.5), имеет вид

1

H(τ) = − i

4
q̇µ(τ)∂µ ln{−g(q(τ))}, (11.52)

а оператор ˆ̃δ есть

ˆ̃δ =
(
∆ˆ̃pµ

∂

∂pµ

+ ∆xµ ∂

∂xµ

)∣∣∣τ=const. (11.53)

Таким образом, квазиклассические траекторно-когерентные состояния Ψ, опре-
деляемые как приближенные решения уравнения (9.1) с точностью до O(~3/2), в
то же время удовлетворяют эволюционному уравнению шрёдингеровского типа

i~
∂

∂τ
Ψ = Ĥ(x, τ(x), ~)Ψ (11.54)

с оператором Гамильтона Ĥ, определяемым формулой (11.51).
Заметим, что уравнение (11.54) совпадает по форме с уравнением Томонага–

Швингера (см., например, [1]).
Перейдем к построению точных решений уравнения (11.54). Это нетрудно

сделать, если воспользоваться формулами (11.30), (11.31) и (11.37), из которых
непосредственно следует â0|ν, τ(x)〉 = 0, где

|ν, τ(x)〉 = |ν, s〉|s=τ(x). (11.55)

В итоге имеем

Ψ(ν)(x, τ(x)) =
{ N~

4
√
−g(q(s))

|ν, s〉
}∣∣∣

s=τ(x)
, (11.56)

Отметим, что построенная выше функция является асимптотическим при ~ → 0
решением задачи о распространении волны (см. подробнее [31], стр. 32) для ги-
перболического уравнения 2-го порядка (10.1). Начальные данные Коши в этой
задаче задаются на начальной гиперповерхности τ(x) = s0, где s0 – начальное
значение параметра s. Начальная функция есть

Ψ|τ(x)=s0 = Ψν(x
µ(ξ1, ξ2, ξ3, s0), τ(x) = s0),

где
xµ = xµ(ξ1, ξ2, ξ3, s0)

– уравнение гиперповерхности τ(x) = s0 в локальных координатах в окрестно-
сти точки qµ(s0) = qµ(0), а производная по координате s, трансверсальной к
этой поверхности, есть

∂Ψ(ν)

∂s

∣∣∣
τ(x)=s0

= Â(+)Ψ(ν)(x
µ(~ξ), s0).

Здесь главный символ оператора Â(+) – функция A(+) = A(+)(~ξ, ~pξ, s) – является

положительным корнем уравнения
0

H(~pξ, ps, ~ξ, s) = 0 относительно ps.
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12. Уравнение Клейна-Гордона в кривом пространстве.
Основные свойства квазиклассических ТКС Ψν

Пусть τ(x) = s – некоторая гиперплоскость, определяемая уравнением (11.37).
Покажем, что с точностью до O(~1/2) ТКС (11.56) образуют ортонормирован-
ную систему функций относительно скалярного произведения (9.2), т.е.

〈Ψ(ν′)|Ψ(ν)〉KG = δ(ν),(ν′) +O(~1/2). (12.1)

Таким образом, можно сказать, что с точностью до O(~1/2) скалярное произ-
ведение (9.2) задает на пространстве решений уравнения (9.1) Ψ(ν) гильберто-
ву структуру с положительно определенной нормой. В самом деле, согласно
(11.48)–(11.50), имеем

P̂µ = Pµ(τ) +O(~1/2) = mcgµν q̇
ν(τ) +O(~1/2). (12.2)

Тогда скалярное произведение (9.2) принимает вид

〈Ψ(ν′)|Ψ(ν)〉KG = A2

∫

τ(x)=s

dΣµ q̇
µ(τ)Ψ(ν)Ψ

∗
(ν′) +O(~1/2). (12.3)

Представим векторный элемент площади гиперплоскости τ(x) = s в виде

dΣµ = dΣ τ,µ(x) (12.4)

и, учитывая соотношение (11.44), имеем

〈Ψ(ν′)|Ψ(ν)〉KG = A2

∫

τ(x)=s

dΣ Ψ(ν)Ψ
∗
(ν′) +O(~1/2). (12.5)

Отсюда непосредственно следует положительная определенность скалярного
произведения (9.2) на функциональном пространстве (11.46). Независимость
значения скалярного произведения (9.2) от выбора пространственно подобной
гиперплоскости τ(x) = s с учетом формул (11.54) и (11.5) приводит к эрмито-

вости оператора Гамильтона Ĥ (11.51)

Ĥ+ = Ĥ (12.6)

относительно скалярного произведения (12.5).
Кроме того, из определения операторов рождения â+

c и уничтожения âc

(11.29) следует их эрмитова сопряженность относительно скалярного произве-
дения (12.5)

〈Ψ(ν′)|â+
c |Ψ(ν)〉KG = 〈âcΨ(ν′)|Ψ(ν)〉KG. (12.7)

Рассмотрим далее выражение (12.3) «вакуумного» ТКС Ψ(0) = Ψ0, определяе-
мого формулой (11.56), и покажем, что состояние Ψ0 может быть нормировано
на единицу при подходящем выборе нормировочной константы N~, т.е.

〈Ψ0|Ψ0〉KG = 1. (12.8)

В этом случае справедливость условия ортонормированности (12.1) следует
непосредственно из формул (11.30), (12.7) и (12.8). Для доказательства равен-
ства (12.8) представим векторный элемент площади гиперплоскости τ(x) = s в
виде

dΣµ =
√
−g(x)d

4x

dxµ
.
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Далее нам потребуется следующий факт из теории комплексного ростка.

Пусть известно общее решение классической системы (12.9) q = Q(τ,
0

z), p =

P (τ,
0

z), зависящее от 2n (в нашем случае n = 4) начальных параметров
0

z= (
0

p,
0

q),

иными словами,
0

q= q(0,
0

z),
0

p= p(0,
0

z). Тогда матрица C(τ,
0

z) равна

Cµā(τ,
0

z) =
∂Qµ(τ,

0

z)

∂
0

q α
Cαā(0,

0

z) +
∂Qµ(τ,

0

z)

∂
0

p α
Bα

ā(0,
0

z). (12.9)

Покажем, что при преобразовании от одной системы координат в другую q̃µ =
q̃µ(q) матрица (12.9) преобразуется по закону

C̃(τ,
0

z̃) = A(τ)C(τ,
0

z), Aµ
ν (τ) =

∂q̃µ

∂qν

∣∣∣∣
q=q(τ,

0
z)

. (12.10)

Заметим, что начальные параметры
0

z̃= (
0

p̃,
0

q̃) и
0

z= (
0

p,
0

q) связаны между собой

соотношениями
0

p̃=
0

p и
0

q̃= q̃(q(0,
0

z)) = q̃(
0

q). Тогда, согласно (12.9), имеем

Cµā(τ,
0

z) =
∂qµ

∂q̃α
(τ)

∂q̃α(τ)

∂
0

q̃ σ

∂
0

q̃ σ

∂
0

q β
Cβā(0,

0

z) +
∂qµ

∂q̃α
(τ)

∂q̃α(τ)

∂
0

p̃σ

∂
0

p̃σ

∂
0

pβ

Bβ
ā(0,

0

z) =

=
∂qµ

∂q̃α
(τ)
(∂Q̃α(τ)

∂
0

q̃ σ

C̃σā(0,
0

z̃) +
∂Q̃α(τ)

∂
0

p̃σ

B̃ā
σ(0,

0

z̃)
)

=
∂qµ

∂q̃α
(τ)C̃αā(τ,

0

z̃), (12.11)

где

C̃σā(0,
0

z̃) =
∂

0

q̃ σ

∂
0

q β
Cβā(0,

0

z), B̃ā
σ(0,

0

z̃) =
∂

0

p̃σ

∂
0

pβ

Bβ
ā(0,

0

z). (12.12)

Тем самым соотношение (12.10) доказано.
Предположим теперь, что существует набор из трех вещественных векторов

lc(τ) = (lµc (τ)), c = 1, 3, таких, что

〈q̇(τ), lc(τ)〉 = 0, 〈lc(τ), lb(τ)〉 = δcb, c, b = 1, 3. (12.13)

Введем квадратную 4 × 4-матрицу

L(τ) =



Nq̇(τ)
l1(τ)
. . . . . .
l3(τ)


 . (12.14)

где N =
(
〈q̇(τ), q̇(τ)〉

)−1
. Очевидно, что в силу условий (12.13) матрица L(τ)

ортогональна, т.е.
L−1(τ) =

(
q̇(τ), l1(τ), l2(τ), l3(τ)

)
. (12.15)

Проведем в интеграле замену переменных (xµ) → (x̃µ) = (τ, ~ξ), где

τ = τ(q), ξ = L(τ)∆q, ξ = (0, ~ξ), ∆q = L−1ξ. (12.16)
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Таким образом, компоненты вектора ~ξ = (ξc), c = 1, 3, равны ξc = 〈lc(τ),∆q〉.
Матрица, составленная из производных ∂x̃µ/∂xν , в этом случае равна

∂x̃µ

∂xν
=




∇τ
l1(τ) + ∇τ(〈l̇1(τ),∆x〉 − 〈l1(τ), q̇(τ)〉)
l2(τ) + ∇τ(〈l̇2(τ),∆x〉 − 〈l2(τ), q̇(τ)〉)
l3(τ) + ∇τ(〈l̇3(τ),∆x〉 − 〈l3(τ), q̇(τ)〉)


 . (12.17)

Отсюда для матрицы A(τ) (12.10) в силу соотношений (11.43) и (12.13) получим

A(τ) = L(τ). (12.18)

Учитывая это, нетрудно найти матрицу C̃(τ) (12.10):

C̃(τ) = L(τ)C(τ) =




1 a1 a2 a3

0
0 C̃3×3(τ)
0


 . (12.19)

Отсюда следует, что

C̃−1(τ) = C−1(τ)L−1(τ) =




ã1 0 0 0
ã2

ã3 C̃−1
3×3(τ)

ã4


 . (12.20)

Рассмотрим теперь квадратичную форму 〈∆x, Im Q∆x〉 в новой системе коор-
динат. Согласно (12.20), имеем

〈∆x, Im Q∆x〉 = 〈ξ, (C−1L−1)+D(C−1L−1)ξ〉 =

= 〈ξ, (C̃−1)+DC̃−1ξ〉 = 〈~ξ, (C̃−1
3×3)

+(D3×3)(C̃
−1
3×3)

~ξ〉, (12.21)

где D3×3 = diag(b1, b2, b3). Положим

Im Q̃3×3 = (C̃−1
3×3)

+(D3×3)(C̃
−1
3×3). (12.22)

Тогда равенство (12.21) принимает вид

〈∆q, Im Q∆q〉 = 〈~ξ, Im Q̃3×3
~ξ〉. (12.23)

В координатах q̃µ = (τ, ~ξ) векторный элемент
√−gdΣα гиперповерхности τ =

τ(q) равен (

√
−g̃(τ, ~ξ)d3ξ, 0, 0, 0). Отсюда и из (11.43) получаем выражение для

элемента площади гиперповерхности τ = τ(g)

dΣ = d3ξ
√

−g̃(τ, 0) +O(~1/2). (12.24)

Здесь мы учли, что в системе координат (τ, ~ξ) классическая траектория x =

q(τ) описывается уравнениями τ = s, ~ξ = 0. Из (12.17) следует, что якобиан
преобразования J при замене координат (12.16) равен

J = det

∥∥∥∥
∂q̃µ

∂qν

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣∣∣∣

∇τ
l1(τ)
l2(τ)
l3(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − Q̈µ(τ)∆qµ)−1 det L(τ), (12.25)
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и, следовательно, в точках классической траектории x = q(τ)

J(τ) = det L(τ) = 1. (12.26)

Согласно общим правилам преобразования величины
√

−g̃(x̃) =
√

−g(q)/J ,
отсюда следует, что

√
−g̃(τ, 0) =

√
−g(τ)
J

=
√

−g(τ). (12.27)

Возвращаясь к интегралу (12.5), с учетом соотношений (12.24), (12.27) и явного
вида (11.56) функций Ψ(ν) получим

〈Ψ(ν′)|Ψ(ν)〉KG = 〈s, ν ′|ν, s〉s +O(~1/2), (12.28)

где

〈s, ν ′|ν, s〉s =

∫

τ(x)=s

d3ξ |ν ′, τ〉∗|ν, τ〉. (12.29)

В силу эрмитовой сопряженности операторов âc и â+
c , c = 1, 3, по отношению к

скалярному произведению (12.29) последний интеграл равен

〈s, ν ′|ν, s〉s = 〈s, 0|0, s〉sδ(ν),(ν′). (12.30)

Таким образом, задача сводится к определению величины

〈s, 0|0, s〉s =
1

| det C(τ)|

∫

τ(x)=s

d3ξ exp
(
−1

~
〈~ξ, Im Q̃3×3(τ)~ξ〉

)
. (12.31)

Из соотношений (12.10), (12.18), (12.20) и (12.27) следует, что

det C(τ) = det C̃(τ) = det C̃3×3(τ). (12.32)

Поступая аналогично тому, как это было сделано при вычислении интеграла
(I.11.11), в итоге получим

〈s, 0|0, s〉s =

[( 3∏

c=1

bc

)
(π~)−3

]−1/2

. (12.33)

Из соотношений (12.28), (12.20) и (12.33) заключаем, что

N~ =

[
A

( 3∏

c=1

bc

)
(π~)−3

]1/4

. (12.34)

Наконец, отметим еще одно важное свойство построенных выше ТКС Ψ(ν):

среднее значение любой квантовой наблюдаемой Â = A(p̂µ, x
ν) с точностью до

O(~1/2) лежит на классической траектории, т.е.

〈Ψ(ν′)|Â|Ψ(ν)〉 = A(s)δ(ν),(ν′) +O(~1/2). (12.35)
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В качестве лагранжиана векторного поля V µ возьмем лагранжиан (Г.4) (см.
Приложение Г) и соответствующее уравнение Прока запишем в удобном для нас
виде

Ĥα
σV

σ = − ~2

2mc

{
−DβW

αβ +
m2c2

~2
V α +

ie(g − 1)

c~
F µαVµ−

−2SµνρS
µναV ρ + SµναWµν + 2Dβ(SαβσVσ)

}
= 0. (13.1)

Проведем упорядочение по Вейлю оператора Ĥα
σ в (13.1). В результате он при-

мет вид

Ĥα
σ =

0̂

Hα
σ + i~

1̂

Hα
σ + ~2

2̂

Hα
σ , (13.2)

где

0̂

Hα
σ = − 1

2mc

{
− 2

3

(
Gα(βµ)

σP̂βP̂µ + P̂βG
α(βµ)

σP̂µ+

+P̂βP̂µG
α(βµ)

σ

)
+ δα

σm
2c2
}

; (13.3)

1̂

Hα
σ = − 1

2mc

{
[P̂µ, S

µ.α
σ ]+ + [P̂µ, S

αµ.
σ ]+ − [P̂µ, G

αβτ.
σ Γµ

βτ ]+ −

−[P̂µ, G
αβµνΓτ

βνgτσ]+ +
e(g − 1)

c
Fσ

α − e

c
Gαµβ.

σFµβ

}
; (13.4)

2̂

Hν
µ = 2SαβµS

αβν + Sαβν
,αgµβ − Sαβνgβµ,α + Sναβ

,αgβµ −
−2Sναβ

;αgβµ + SναβΓαβµ + Sναβgβµ,α −
−gαβ

(
Γν

αγΓ
γ

βµ − Γγ
αβΓν

γµ

)
− 1

3
gαβ

,αβδ
ν
µ +

+gνα
(
Γβ

βγΓ
γ

αµ − Γγ
βαΓβ

γµ

)
+ gνα

,αµ +

+
1

2

(
gαβ

,αΓν
βµ − gαβΓν

αµ,β − gαβ
,γΓ

γ
βαδ

ν
µ + gαβ

,αΓν
βµ +

+gαβΓν
αµ,β + gαβΓγ

αβ,γδ
ν
µ − gαν

,βΓβ
αµ + gανΓβ

αµ,β −
−gαν

,αΓβ
βµ − gανΓβ

βµ,α + gνα
,βΓβ

µα − gανΓβ
µα,β

)
.

В формулах (13.3) и (13.4) P̂µ = p̂µ − eAµ/c, где p̂µ = −i~∂µ, Gαβµν = 1
2
(gανgβµ −

gαµgβν), [B̂, Ĉ]± = B̂Ĉ± ĈB̂. Оператору Ĥα
σ в (13.2) сопоставим главный символ

Ĥα
σ = Hα

σ(p̂µ, x
µ, ~) → Hα

σ(pµ, x
µ, 0) =

0

Hα
σ(pµ, x

µ). (13.5)

Тогда, согласно (13.3), имеем

0

Hα
σ =

1

2mc
{δα

σ (gµνPµPν −m2c2) − PσPα}, (13.6)

где Pµ = pµ − eAµ/c. Для симметричной матрицы
0

Hα
σ рассмотрим задачу на

собственные векторы и собственные значения

0

Hα
σei

σ = λiei
α. (13.7)
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Нетрудно показать, что одним из собственных векторов является вектор e0
σ =

Pσ, которому соответствует собственное значение λ0 = −mc/2. Три других соб-
ственных вектора ea

σ, a = 1, 2, 3, удовлетворяют уравнению

ea
σPσ = 0 (13.8)

и отвечают одному и тому же собственному значению

λ =
1

2mc
(gµνPµPν −m2c2). (13.9)

Объявим λ классическим гамильтонианом и введем в рассмотрение классиче-
скую фазовую траекторию z(s) =

(
pα(s), qα(s)

)
как решение соответствующей

системы Гамильтона

q̇α = λpα =
1

mc
gανPν ,

ṗα = −λqα = − 1

mc

∂gµν

∂qα
PµPν +

e

mc2
gµνPµAν,α.

(13.10)

Тогда, очевидно, траектория z(s) описывается классическим уравнением Ло-
ренца D

ds
q̇µ = e

mc2
F µ

ν q̇
ν с начальными условиями

qα(0) =
0

q α, pα(0) =
0

pα, λ(
0

q α,
0

pα) = 0. (13.11)

Специализируем теперь выбор собственных векторов ei
σ (13.7) таким образом,

чтобы вдоль классической траектории qµ(s) (13.11) выполнялись следующие
условия:

e0
µ(q(s)) = q̇µ(s), (13.12)

D

ds
ea

µ =
e

mc2
F µ

νea
ν , (13.13)

gµνei
µ(s)ej

ν(s) = ηij, ηijeµ
i (s)eν

j (s) = gµν . (13.14)

где ηij = diag(1,−1,−1,−1), а индексы i, j = 0, 1, 2, 3 нумеруют векторы тетра-
ды ei

σ. (Во избежание путаницы там, где это потребуется, тетрадные индексы
также будем обозначать (i), (j).) В результате условия (13.11)–(13.14) задают
ортонормированную тетраду, переносимую вдоль мировой линии qµ(s).

Конструкции разд. 11 позволяют перейти к процедуре построения ТКС для
уравнения (13.1). Для этого прежде всего необходимо проквантовать класси-

ческую систему Гамильтона (13.11) в окрестности фазовой траектории z(s,
0

p)
методом комплексного ростка [31]. Этот этап подробно изложен в разд. 11 (см.
также [42,43,107,108]). В итоге мы получим ортонормированный набор состоя-
ний |ν, s〉, каждое из которых локализовано в окрестности порядка O(~1/2) фа-

зовой траектории z(s,
0

z) и является точным решением уравнения Шрëдингера

с квадратичным гамильтонианом λ̂:

(−i~∂s + λ̂)|ν, s〉 = 0, (13.15)

где λ̂ = ˆ̃δλ+ 1
2

ˆ̃δ2λ.
На следующем этапе квантования методом комплексного ростка необходимо

провести «γ-перестройку», смысл которой заключается в задании в окрестности
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классической траектории qµ(s) порядка O(~1/2) семейства пространственно по-
добных гиперплоскостей τ(x) = s, параметризованных аффинным параметром
s и определяемых уравнением

gµν(s)q̇
µ(s)

(
xν − qν(s)

)
= 0. (13.16)

Тогда нетрудно убедиться в справедливости следующих соотношений:

τ,µ(x) = q̇µ(τ) +O(~1/2), (13.17)

gµν(x)τ,µ(x)τ,ν(x) = 1 +O(~1/2). (13.18)

Здесь и ниже запись A(τ) означает A(s)|s=τ(x).
Введем в рассмотрение набор состояний

|ν, τ(x)〉 = |ν, s〉|s=τ(x). (13.19)

Тогда очевидно, что на множестве функций |ν, τ(x)〉 оператор p̂µ = −i~∂µ дей-
ствует по правилу

p̂µ = −i~
(
∂µ|τ=const + τ,µ

∂

∂τ

)
, (13.20)

а для операторов

∆xµ = xµ − qµ(x), (13.21)

∆ˆ̃pµ = −i~∂µ|τ=const − pµ(τ) (13.22)

в пределе ~ → 0 справедливы оценки

∆xµ|ν, τ(x)〉 = O(~1/2), ∆ˆ̃pµ|ν, τ(x)〉 = O(~1/2). (13.23)

Кроме того, имеют место следующие соотношения:

â0|ν, τ(x)〉 = 0, (13.24)

(−i~∂τ + λ̂)|ν, τ(x)〉 = 0, (13.25)

где â0 = q̇µ(τ)ˆ̃pµ − ṗµ(τ)∆xµ. По определению, ТКС представляют собой асимп-
тотические решения, удовлетворяющие исходному уравнению (13.1) с точно-
стью до O(~3/2)

Ĥα
σV

σ = O(~3/2). (13.26)

Решения уравнения (13.26) будем искать в виде

V µ(x) = V µ(x, τ(x)) = ei
µ(τ)ui(τ)Ψ(ν)(x, τ(x)). (13.27)

Здесь функции Ψ(ν) имеют вид

Ψ(ν)(x, τ(x)) =
N~

4
√

−g(q(τ))
|ν, τ〉 (13.28)

и являются, соответственно, ТКС уравнения Клейна–Гордона (11.1), тетрада
ei

µ определяется условиями (13.11)–(13.14), а вектор-функция ui определяется
ниже и имеет смысл вектора поляризации векторной частицы [1]. Теперь нам
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потребуется ряд дополнительных соотношений. Согласно (13.20)–(13.22), дей-
ствие оператора p̂µ на функции (13.27) можно переписать в виде

p̂µ = pµ(τ) + ∆p̂µ(τ) = pµ(τ) + ∆ˆ̃pµ + τ,µ(−i~∂τ + λ̂) − τ,µ(â0 +
1

2
ˆ̃δ2λ). (13.29)

Пусть A = A(pµ, x
ν) – произвольная функция указанных аргументов. Опре-

делим действие операторов δ̂l, l = 0,∞, следующим образом:

δ̂lA(pµ, x
ν) = N̂

[(
∆p̂µ

∂

∂pµ

+ ∆xµ ∂

∂xµ

)l

A(pµ, x
ν)
∣∣∣pµ=pµ(τ)
xν=qν(τ)

]
, (13.30)

где оператор N̂ проводит вейлевское упорядочение выражения, стоящего справа
от него. Тогда нетрудно убедиться в справедливости формул

δ̂A(pµ, x
ν) = ˆ̃δApµ(τ)

{
τ,µ(−i~∂t + π̂) − τ,µ

(
â0 +

1

2
ˆ̃δ2λ)

}
−

−i~
2
τ,µ

∂

∂τ
Apµ(τ) + Ô(~3/2), (13.31)

1

2
δ̂2A(pµ, x

ν) =
1

2
ˆ̃δ2A(pµ, x

ν) − τ,µ
ˆ̃δApµ(τ)â0+

−1

2
Apµpν (τ)τ,µτ,ν â

2
0 +

i~

2
τ,µ

∂

∂τ
Apµ(τ) + Ô(~3/2). (13.32)

В формулах (13.31) и (13.32) действие оператора ˆ̃δl определяется так же, как и

в (13.30), с формальной заменой ∆p̂µ → ∆ˆ̃pµ (13.22). Вернемся теперь к урав-
нению (13.26) и с учетом (13.27) и оценок (13.23) перепишем его следующим
образом:

Ĥα
σV

σ
(ν) = ej

α

{
0

Hj
i +

1

2
δ̂2

0

Hj
i + i~

1

Hj
i

}
uiΨ(ν) +O(~3/2), (13.33)

где в фигурных скобках стоят тетрадные компоненты величин, определенных
в (13.3) и (13.4). Если теперь воспользоваться формулами (13.31), (13.32) и
асимптотической оценкой

eα
µτ,µ = O(~1/2), (13.34)

справедливость которой следует из (13.14) и (13.17), то уравнение (13.33) с уче-
том (13.24) приводит к системе уравнений

{
λ0 + ˆ̃δ

0

H(0)
(0) +

1

2
ˆ̃δ2

0

H(0)
(0) +

1

4mc
(â0

ˆ̃δP(0) + â0
ˆ̃δP(0)) + i~

1

H(0)
(0)
}
u(0)Ψ(ν)+

+
{

ˆ̃δ
0

Ha
(0) +

1

2
ˆ̃δ2

0

Ha
(0) +

â0
ˆ̃δPa

4mc
+ i~

1

Ha
(0)
}
uaΨ(ν) +O(~3/2) = 0, (13.35)

{
− i~∂τδa

b − i~e

mc2
F a

b + i~Γ(0)
a
b + ˆ̃δ

0

Hb
a +

1

2
δ̂2

0

Hb
a + i~

1

Hb
a
}
ubΨ(ν)+

+

{
i~e

mc2
F a

(0) + i~Γ0
a
(0)

ˆ̃δ
0

H(0)
a +

1

2
ˆ̃δ2

0

H(0)
a +

+
1

4mc
â0

ˆ̃δPa + i~
1

H(0)
a

}
u(0)Ψ(ν) +O(~3/2) = 0. (13.36)

Представим теперь компоненты вектора поляризации ui в виде разложения по
степеням ~1/2

ui =
0

u i +
√

~
1

u i + ~
2

u i +O(~3/2). (13.37)
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Подставив (13.37) в (13.35) и приравняв слагаемые при одинаковых степенях ~,
получим

0

u (0) = 0,
√

~
1

u (0)Ψ(ν) = Q̂
(1)
a

0

uaΨ(ν), (13.38)

~
2

u (0)Ψ(ν) = Q̂
(2)
a

0

ua +
√

~Q̂
(1)
a

1

uaΨ(ν), (13.39)

где операторы Q̂
(1)
a и Q̂

(2)
a определены выражениями

Q̂
(1)
a = − 1

mc
ea

σ(ˆ̃δPσ), (13.40)

Q̂
(2)
a =

2

mc
ˆ̃δ

0

H(0)
(0)Q̂(1)

a +
2

mc

{
ˆ̃δ2

0

Ha
(0) +

1

4mc
â0

ˆ̃δPa + i~
1

Ha
(0)
}
. (13.41)

Подставим теперь выражения (13.38) в уравнение (13.36), после чего оно примет
вид

{
(−i~∂τ + π̂)δa

b − i~e

mc2
Fb

a + i~Γ(0)b
a − 1

4mc

(
ˆ̃δPb

ˆ̃δPa + ˆ̃δPa ˆ̃δPb

)
+

+ i~
1

Hb
a + ˆ̃δ

0

H(0)
a
}

0

u bΨ(ν) +O(~3/2) = 0. (13.42)

Наконец, подставим в уравнение (13.42) выражение (13.28) для функции Ψ(ν)

и, принимая во внимание (13.25), получим уравнение для
0

u b:

{
∂τδb

a − e(g − 2)

2mc2
Fb

a + S(0)
b
a + Sa(0)

b

}
0

u b(τ) = 0. (13.43)

Таким образом, проблема построения траекторно-когерентных состояний ис-
ходного уравнения Прока (13.1) сводится к решению линейного эволюционного

уравнения типа Паули (13.43) на компоненты вектора поляризации
0

u b в нулевом
приближении.

В заключение этого раздела выпишем в явном виде выражение для вектор-
ной функции (13.27):

V σ
(ν) = {laσ(τ) + q̇σ(τ)(Q̂(1)

a + Q̂(2)
a )} 0

uaΨ(ν) +O(~1/2). (13.44)

Следует заметить, что, несмотря на то, что решения (13.44) удовлетворяют ис-
ходному уравнению (13.1) с точностью до O(~3/2), сами они могут быть опреде-
лены лишь с точностью до O(~1/2) (что отражено в (13.44)). Оставшиеся функ-

ции
1

u i и
2

u i, входящие в разложение (13.37), могут быть найдены из высших
приближений для векторного поля Прока V σ. Из этого замечания, в частно-
сти, следует, что среднее значение любой квантовой наблюдаемой в состоянии
(13.44) корректно вычисляется лишь с точностью до O(~1/2).

Наконец, отметим, что аналогичная проблема построения локализованных
вблизи фазовой траектории решений для случая эллиптической системы урав-
нений исследовалась [109] с использованием подхода, близкого к методу квази-
классических ТКС.

14. Гильбертова структура на множестве
квазиклассических ТКС уравнения Прока

Скалярное произведение для решений уравнения Прока (13.1) можно опре-
делить, если известно выражение для сохраняющего 4-тока векторного поля
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V µ, взаимодействующего с внешним электромагнитным и торсионным полями.
Его нетрудно построить из лагранжиана (Г.4), откуда получаем

Jβ =
i~

2mc
{

∗

V
αWα

β − V α
∗

W α
β + 4Sβ[αν]

∗

V α Vν}, (14.1)

∇βJ
β = 0. (14.2)

Если ввести оператор

Ĵαν
β =

i~

2mc
Dαδν

β −Dβgαν + 2Sβ
αν , (14.3)

то выражение для тока (14.1) можно переписать в более удобном для нас виде

Jβ =
∗

V
α(Ĵαν

βV ν) + (Ĵνα
βV α)∗V ν . (14.4)

Скалярное произведение для двух произвольных решений уравнения (13.1) Uµ

и V ν определим в виде

〈U |V 〉P = −
∫

τ(x)=s

dΣα{
∗

U
µ(Ĵµν

αV ν) + (Ĵµν
αUµ)∗V ν}, (14.5)

где dΣα = τ,αdΣ – векторный элемент площади гиперповерхности τ(x) = s. Как
и для уравнения Клейна–Гордона, скалярное произведение (14.5) не является
положительно определенным и поэтому квантово-механическая интерпретация
решений уравнения Прока (13.1) в общем случае сталкивается с трудностями.
Покажем, что на множестве ТКС V µ (13.44) скалярное произведение (14.5) с
точностью до O(~1/2) допускает гильбертову структуру. Для доказательства
этого утверждения используем явный вид функции V µ (13.44)

V µ
(ν,ζ) = ea

µ 0

u a
ζΨ(ν) +O(~1/2), (14.6)

где индекс ζ нумерует решения уравнения (13.43). Тогда имеем

〈V(ν′,ζ′)|V(ν,ζ)〉P = −
∫

τ(x)=s

dΣα

{ ∗

V
µ
(ν′,ζ′)(Ĵ

α
µνV

ν
(ν,η)) + (Ĵα

νµV
µ
(ν′,ζ′))

∗V ν
(ν,ζ)

}
=

= −
∫

τ(x)=s

dΣ τ,αq̇
α(gµνea

µeb
ν)

∗
0

ua
ζ′

0

u b
ζ

∗

Ψ(ν′) Ψ(ν) =

= −ηab

∗
0

u a
ζ′(s)

0

u b
ζ(s)

∫

τ(x)=s

dΣ
∗

Ψ(ν′) Ψ(ν) = −ηab

∗
0

ua
ζ′(s)

0

u b
ζ(s)δ(ν),(ν′) +O(~1/2). (14.7)

При выводе выражения (14.7) мы использовали асимптотическую оценку −i~Dµ =
mcq̇µ +O(~1/2) и результаты предыдущего раздела.

Осталось показать, что вдоль классической траектории qµ(s) всегда можно
добиться выполнения условия

ηab

∗
0

ua
ζ′(s)

0

u b
ζ(s) = −δζζ′ . (14.8)
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Прежде всего заметим, что если
0

uζ
a и

0

uζ′
a два произвольных решения уравнения

(13.43), то нетрудно убедиться, что величина

∗
0

ua
ζ′(s)

0

uaζ (s) сохраняется вдоль
классической траектории qµ(s). Отсюда имеем

∗
0

ua
ζ′(s)

0

uaζ (s) =

∗
0

ua
ζ′(0)

0

uaζ (0). (14.9)

Это обстоятельство позволяет провести классификацию решений уравнения
(13.43) по направлению вектора поляризации. Для этого подчиним компоненты

вектора поляризации
0

ua(s) в начальный момент времени (s = 0) условию

〈~Σa
b, ~n〉 0

ua
ζ(0) = ζ

0

u b
ζ(0), (14.10)

где вектор-матрица ~Σ = (Σ1,Σ2,Σ3) имеет своими компонентами матрицы спина
векторного поля [?]

Σ1 =

(
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
, Σ2 =

(
0 0 i
0 0 0
i 0 0

)
, Σ3 =

(
0 −i 0
−i 0 0
0 0 0

)
. (14.11)

Условие (14.10) фиксирует направление вектора поляризации при s = 0 от-
носительно произвольного единичного вектора ~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).
Уравнение (14.10) допускает следующий ортонормированный набор решений:

0

ua
ζ0

(0) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),
0

ua
ζ+

(0) =
1√
2
(− cos θ cosϕ+ i sinϕ,− cos θ sinϕ− i cos θ, sin θ), (14.12)

0

ua
ζ−

(0) =
1√
2
(− cos θ cosϕ− i sinϕ,− cos θ sinϕ+ i cos θ, sin θ),

ζ0 = 0, ζ+ = 1, ζ− = −1.

Решения (14.12) описывают три возможных состояния поляризации векторной
частицы и удовлетворяют условию (14.8). В итоге с учетом (14.8) выражение
(14.7) принимает вид

〈V(ν′,ζ′)|V(ν,ζ)〉P = δ(ν),(ν′)δζζ′ +O(~1/2). (14.13)

15. Уравнение движения спина векторной частицы

В предыдущих разделах мы показали, что в траекторно-когерентном при-
ближении уравнение Прока (13.1) допускает стандартную квантово-механическую
интерпретацию. Это позволяет, в частности, определить среднее значение про-
извольного квантово-механического оператора Â в ТКС V σ (13.44) с точностью
до O(~1/2) при ~ → 0 в виде

〈Â〉 = −
∫

τ(x)=s

dΣα

[ ∗

V
µĴµν

α(ÂV µ) + (Ĵµν
αV µ)∗(ÂV ν)

]
+O(~1/2). (15.1)

Выберем в качестве оператора спина тензор T̂µν с компонентами

(T̂µν)
ρ
σ = (Σµν)

ρ
σ = i(gµσδ

ρ
ν − gνσδ

ρ
µ). (15.2)



16. Квазиклассическая асимптотика ядpа Швингера–Де Витта 69

Определим классический тензор спина T
(ζ)
µν (s) как квантово-механическое сред-

нее оператора (15.2) в состоянии (14.6) с поляризацией ζ. Тогда, согласно фор-
муле (15.1), имеем

T (ζ)
µν (s) = −

∫

τ(x)=s

dΣα

{ ∗

V
β
(ν,ζ)Ĵ

α
βρ(T̂µν)

ρ
σV

σ
(ν,ζ) + (Ĵα

ρβV
β
(ν,ζ))

∗(T̂µν)
ρ
σV

σ
(ν,ζ)

}
. (15.3)

Отсюда получим

T
(ζ)
µν (s) = i(

∗
0

u(ζ)µ
0

u(ζ)ν −
∗
0

u(ζ)ν
0

u(ζ)µ)(s),
0

u(ζ)µ= eaµ
0

u a
ζ . (15.4)

С помощью тензора спина (15.3) можно определить псевдовектор спина aα
(ζ)(s)

в состоянии с поляризацией ζ

aα
(ζ)(s) =

1

2
eαµνβTµν

(ζ)(s)q̇β. (15.5)

Тогда очевидно

aα
(ζ)(s) = ieαµνβ

∗
0

u(ζ)µ
0

u(ζ)ν q̇β. (15.6)

Отсюда следует выполнение условия Тамма [59]

aα
(ζ)q̇α = 0. (15.7)

Кроме того, из (15.6) и классификации (14.12) решений уравнения (11.14) сле-
дует

aα
(ζ0) = 0, aα

(ζ±)a(ζ±)α = −1. (15.8)

Таким образом, в состоянии с поляризацией ζ = 0 векторная частица обладает
нулевым спином.

Для построения уравнения, которому удовлетворяет тензор спина Tµν (15.4),
воспользуемся уравнением (13.43), в котором положим τ(x) = s. В этом случае
выражение (13.43) описывает эволюцию вектора поляризации вдоль классиче-
ской траектории q(s) (13.11). Действуя ковариантной производной вдоль кривой
q(s) на обе части уравнения (15.4), после несложных вычислений находим

D

ds
T µν =

µ
~

c~
(F µ

βT
βν) − F ν

βT
βµ − (Sµκ

β − Sβ
κµ)q̇κT

βν +

+(Sνκ
β − Sβ

κν)q̇κT
βµ + (q̇µT βν − q̇νT βν)

{e(g − 2)

2mc2
Fβα − Sβσαq̇

σ
}
q̇α, (15.9)

где µ
~

= ge~/(2mc) – магнитный момент векторной частицы. Полагая в (15.9)
Sµνα = 0, приходим к спиновому уравнению в форме Найборга [110] без учета
градиентных членов (см. также [59,61]). Заметим, кроме того, что в отсутствие
электромагнитного поля уравнение (15.9) отличается от уравнения, полученно-
го в [82, 83], наличием дополнительного слагаемого в фигурных скобках. На-
конец, с помощью соотношения (14.6) можно построить уравнение, которому
удовлетворяет псевдовектор спина aα(s)

D

ds
aα =

µ~

c~
Fαβaβ +

e(g − 2)

2mc2
q̇αaβF

βγ q̇γ + 2Sγ[αβ]q̇γaβ − q̇αSβ(γσ)aβ q̇γ q̇σ. (15.10)

Уравнение (15.10) является ковариантным обобщением уравнения Баргманна–
Мишеля–Телегди (см., например, [59]) для векторной частицы с аномальным
магнитным моментом на случай внешних полей кручения и при Fµν = 0 сов-
падает с полученным в [82, 83]. Уравнение (15.10) также может быть получено
другим способом (см. Приложение Д).
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16. Квазиклассическая асимптотика
ядpа Швингера–Де Витта

Для оператора Гамильтона Ĥ (9.1) и Ĥν
µ (9.3) рассмотрим следующую за-

дачу8:

{−i~∂t + Ĥ}K = 0, (16.1)

lim
t→s

K(x, y, t, s) =
1√

−g(x)
δ(x− y) (16.2)

и

{−i~∂tδ
µ

ν + Ĥµ
ν}Kν

α = 0, (16.3)

lim
t→s

Kα
β(x, y, t, s) =

1√
−g(x)

(
δα

β − q̇α(s)q̇β(s)
)
δ(x− y). (16.4)

Здесь δ-функция понимается относительно стандартной нормы в L2(R
4).

Нетрудно заметить, что решение задачи (16.1), (16.2) в классе CS
(N+3)
s (z(t),∞)

получается из (I.17.4) формальной заменой |ν, t〉 → (−g(t))−1/4|ν, t〉 и Ĥ1 →
0̂

H + ~
1̂

H + ~2
2̂

H − λ̂0, где операторы
k̂

H, k = 0, 1, 2, определены в (11.4)–(11.6), а

оператор λ̂0 — в (11.36).
Рассмотрим теперь задачу (16.3), (16.4). Для ее решения построим асимпто-

тически полный в CS
(N+3)
p (z(t),∞) набор состояний V

(N)
(ν) (x, t, ~). Решение урав-

нения
{−i~∂tδ

µ
ν + Ĥµ

ν}V ν = 0 (16.5)

будем искать в виде, аналогичном (13.27)

V ν(x, t, ~) = eν
jΦ

j(x, t, ~) (16.6)

где Φj(x, t, ~) ∈ CS
(N+3)
S (z(t),∞), а eν

j(t) определено в (13.12)–(13.14). Подста-
вив (16.6) в (16.5), получим следующую систему уравнений для определения
функций Φj(x, t, ~):

{−i~∂tδ
a
b − i~ea

ν(t)ė
ν
b (t) + Ĥa

b}Φa + {−i~ea
ν(t)ė

ν
0(t) + Ĥa

0}Φ0 = 0, (16.7)

{−i~∂t − i~e0ν(t)ė
ν
0(t) + Ĥ0

0}Φ0 + {−i~e0ν(t)ė
ν
a(t) + Ĥ0

0}Φa = 0. (16.8)

В силу оценок

∆p̂µ = Ô(
√

~), ∆x̂µ = Ô(
√

~), −i~∂t + λ̂0 = Ô(~), (16.9)

где λ0 = (1+δ̂+δ̂2/2)λ, λ = 1
2mc

(c2PµPµ+m2
0c

4), справедливых в классе функций

CS
(N+3)
S (z(t),∞), уравнение (16.8) можно разрешить относительно Φ0:

Φ0 = Q̂aΦ
a. (16.10)

Здесь

Q̂a =
{
− i~∂t − ė0ν(t)ė

ν
0(t) + Ĥ0

0

}−1{
i~e0ν(t)ė

ν
a + Ĥ0

a

}
=

8О физическом смысле уравнений (16.1)–(16.3) см., например, в [73,111].
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=
N+2∑

k=0

~k/2Q̂(k)
a +O(~(N+3)/2), (16.11)

где Q̂(0)
a = 0, операторы Q̂

(1)
a и Q̂

(2)
a определены в (13.40) и (13.41), а опера-

торы Q̂(k)
a, k > 2, определяются аналогично спинорному случаю (см. гл. 1).

Подставив (16.10) в (16.7), для определения Φb получим уравнение типа Паули

{
− i~∂tδ

a
b − i~ea

ν(t)ė
ν
b (t) + Ĥa

b +
(
i~ea

ν(t)ė
ν
0(t) + Ĥa

0

)
Q̂b

}
Φb = 0. (16.12)

Решение уравнения (16.12) ищем в виде

Φb(x, t, ~) =
N∑

k=0

~k/2
k

Φ
b(x, t, ~), (16.13)

где
k

Φ b(x, t, ~) ∈ P~

t . Тогда главный член квазиклассических ТКС имеет вид

0

Φ
b
(ν,η)(x, t, ~) =

0

u b
(η)(t)

1
4
√
−g(t)

|ν, t〉, ν ∈ Z4
+, η = −1, 0, 1, (16.14)

0

u b
(η)(t) — решение уравнения (13.43) с начальным условием (14.12), а |ν, t〉 —

полный набор квазиклассических ТКС, отвечающих гамильтониану (13.9) (см.
часть I). Тогда

Φa
(ν,η)(x, t, ~) = T̂ a

b (t, ~)
0

Φ
b
(ν,η)(x, t, ~) +O(~(N+1)/2), (16.15)

где оператор T̂ a
b определяется аналогично соответствующему оператору главы

1. Тогда

V µ
(ν,η)(x, t, ~) =

(
eµ

a(t) + q̇µ(t)Q̂a

)[
T̂ a

b (t, ~)
0

Φ
b
(ν,η)(x, t, ~) +O(~(N+1)/2)

]
. (16.16)

Следовательно,

Kµ
ν(x, y, t, s) =

[
eµ

a(t) + q̇µ(t)Q̂a(t, ~)]Ka
b(x, y, t, s) ×

× [eb
ν(t) + q̇ν(t)

(
Q̂b(t, ~)

)+]
+O(~(N+1)/2), (16.17)

где Ka
b — фундаментальное решение задачи Коши уравнения (16.12), которое,

согласно (16.16), имеет вид

Ka
b(x, y, t, s) =

1
4
√
g(t)g(s)

=

=
1∑

η=−1

T̂ a
c(t, ~)

0

u c
(η)(t)G

(0)(x, y, t, s)
0

u d
(η)(t)T̂

+
db(s, ~) +O(~(N+1)/2), (16.18)

а G(0)(x, y, t, s) определена в (I.14.20). В частности, для главного члена асимп-
тотики получим

0

K µ
ν(x, y, t, s) =

1∑

η=−1

eµ
a(t)

0

u a
(η)(t)eνb(s)

0

u b
(η)(s)G

(0)(x, y, t, s). (16.19)
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17. Вспомогательные факты
из теории комплексного ростка

Упорядочивая по Вейлю оператор Ĥ0, получим

ĤD = Ĥ0 + i~Ĥ1, (17.1)

где

Ĥ0 =
1

2
(γµP̂µ+ = P̂µγ

µ) +mc, (17.2)

Ĥ1 = −1

2
Γµν

µγν +
(1

4
ωµ +

3

2
Sµ

)
∗
γ µ. (17.3)

Здесь P̂µ = p̂µ + e
c
Aµ, p̂µ = −i~∂µ, Γµα

ν – символы Кристофеля, а псевдовектор

ωµ равен ωµ = eµναβωναβ, где ωναβ – коэффициенты вращения Риччи, которые в
терминах вещественной тетрады eα

j (определяемой соотношением gµν = eµ
i η

ijeν
j ,

i, j, k, l = 1, 3, где ηij = diag(1,−1,−1,−1)) имеют вид ωµνα = ei
αeiν;µ. Главный

символ оператора (17.1) определяется по правилу

ĤD = HD(p̂, q, ~) → HD(p, q, 0) =
0

H (p, q) (17.4)

и в нашем случае равен

0

H (p, q) = γµPµ +mc, Pµ = pµ +
e

c
Aµ. (17.5)

(Здесь и ниже для удобства записи используем обозначения p̂ = (p̂µ), q = (qµ).)
Рассмотрим спектральную задачу для эрмитовой матрицы (17.5)

0

H Π± = λ(±)Π±. (17.6)

Обозначив через Pi = eµ
i Pµ = (P0,− ~P) тетрадные компоненты кинетического

импульса, получим

λ(±)(p, q) = mc± ε(p, q) ε(p, q) =
√
qµνPµPν (17.7)

и

Π+(p, q) =
1√

2ε(ε+ P0)

(P0 + ε

〈~σ, ~P〉

)
, Π−(p, q) =

1√
2ε(ε+ P0)

(
〈~σ, ~P〉
P0 + ε

)
, (17.8)

где ~σ = (σ1, σ2, σ3) – 2 × 2 матрицы Паули.
Введем в рассмотрение классическую фазовую траекторию rτ =

(
p = P (τ),

q = Q(τ)
)
, параметризованную натуральным параметром τ , как решение га-

мильтоновой системы с гамильтонианом λ(−)(p, q):

Q̇α = λ
(−)
pα = − 1

mc
gανPν ,

Ṗα = −λ(−)
qα =

1

2mc

∂gµν

∂qα
PµPν +

e

mc2
gµνFµAν,α.

(17.9)

Отсюда для траектории q = Q(τ) получаем хорошо известное уравнение Ло-
ренца в римановом пространстве

Q̈µ + Γµ
αβQ̇

αQ̇β =
e

mc2
gµαFαβQ̇

β. (17.10)
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Здесь и ниже точкой обозначается производная по собственному времени τ .
Заметим, что вдоль классической траектории ε = mc.

Для построения траекторно-когерентных состояний уравнения (9.5) требу-
ется проквантовать систему Гамильтона (17.9) в окрестности классической тра-
ектории rτ методом комплексного ростка Маслова [31]. Перечислим основные
этапы процедуры построения комплексного ростка, отвечающего заданной тра-
ектории rτ .

Линеаризуем систему Гамильтона (17.9) в окрестности траектории rτ . В ито-
ге получим систему в вариациях

Ẇ α
µ (τ) = −λ(−)

qµpα
(τ)Wα

a − λ
(−)
qµqα(τ)Zαa,

Żµα(τ) = −λ(−)
pµpα(τ)Wα

a + λ
(−)
pµqα(τ)Zαa.

(17.11)

На пространстве решений fa(τ) = (Wµ
a(τ), Zµa(τ)) системы (17.11) зададим

симплектическую структуру

{fa, fb} = Wµ
aZµb − ZµaWµ

b,

{fa,
∗

f b} = Wµ
a

∗

Z µb − Zµa
∗

W µ
b.

(17.a)

Легко видеть, что для любых двух решений fa и fb системы (17.11) справедливо
свойство

{fa, fb}(τ) = const {fa,
∗

f b}(τ) = const. (17.б )
Одним из очевидных решений уравнения (17.11) является касательный вектор
в фазовой кривой rτ

f0(τ) = (Wµ
0(τ), Zµ0(τ) =

(
ṗµ(τ), q̇µ(τ)

)
. (17.12)

Три другие линейно независимые комплексные решения fn = {Wµ
n, Zµn}, n,m =

1, 2, 3, выберем таким образом, чтобы выполнялись условия

{f0, fn} = {fn, fm} = const, {fn,
∗

fm} = 2ibnδnm, (17.13)

где bn > 0, n = 1, 2, 3, – набор из трех вещественных положительных чисел.
Из векторов fa(τ), a = 0, 3, (образующих, по определению, комплексный росток
[31]) построим две комплексные 4 × 4-матрицы

B(τ) =
(
Ṗ (τ),W 1(τ),W 2(τ),W 3(τ)

)
,

C(τ) =
(
Q̇(τ), Z1(τ), Z2(τ), Z3(τ)

)
,

(17.14)

иными словами, Bµ
a(τ) = Wµ

a, Cµa = Zµa. Докажем, что матрица C(τ) невы-
рождена

det C(τ) 6= 0. (17.15)
В самом деле, если det C(τ1)=0 при некотором значении τ1, то существует такой

вектор ~k ∈ C4, |~k| 6= 0, что C(τ1)~k = 0. Рассмотрим матрицу (C+B−B+C)(τ).

Легко видеть, что ее компоненты равны (C+B−B+C)b
a(τ)={fb,

∗

f a}(τ) = 2ibaδab.
Отсюда получим

~k+(C+B −B+C)(τ1)~k = 2i
3∑

n=1

bn|kn|2 = 0.

В силу условия bn > 0 отсюда следует, что kn = 0, n = 1, 2, 3. Но тогда из

C(τ1)~k = 0 следует, что k0Q̇(τ1) = 0. Поскольку rank‖Q̇(τ)‖ 6= 0, то k0 = 0.
Таким образом, приходим к противоречию.

Введем матрицу G(τ) = B(τ)C−1(τ). Ее мнимая часть является неотрица-
тельной матрицей вида
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Im G(τ) = (C−1(τ))+DC−1(τ), D = diag(0, b1, b2, b3). (17.16)

Каждой фазовой траектории rτ системы Гамильтона (17.9) сопоставим функ-
цию типа ВКБ-решения следующего вида:

|ν, τ〉 =
1√

det C(τ)
exp

( i
~
S(q, τ)

)
. (17.17)

Здесь комплекснозначная фазовая функция S(q, τ) имеет вид

S(q, τ) =

τ∫

0

dt
[
q̇µ(t)pµ(t) + Pµ(τ)∆qµ +

1

2
∆qµGµν(τ)∆q

ν
]
, (17.18)

где ∆qµ = qµ−Qµ(τ). Отсюда в силу равенства (17.16) следует, что при каждом
фиксированном значении параметра τ функция (17.17) экспоненциально убыва-
ет при удалении от классической траектории qµ = Qµ(τ). Сопоставим векторам
комплексного fa(τ) операторы «рождения» и «уничтожения»

â0(τ) = q̇µ(τ)∆p̂µ − ṗµ(τ)∆qµ,

â+
n (τ) =

1√
2~bn

( ∗

Z
µν(τ)∆p̂µ−

∗

W µ
n(τ)∆qµ

)
, (17.19)

ân(τ) =
1√
2~bn

(
Zµν(τ)∆p̂µ −Wµ

n(τ)∆qµ
)
, n = 1, 2, 3,

где ∆p̂µ = −i~∂µ −Πµ(τ). Легко видеть, что введенные операторы удовлетворя-
ют следующим коммутационным соотношениям:

[â0, ân] = [â0, â
+
n ] = [â+

n , â
+
m] = 0, [â+

n , â
+
m] = δnm, (17.20)

n,m = 1, 2, 3.

С помощью операторов «рождения» â+
n построим набор состояний вида

|ν, τ〉 =
3∏

n=1

1√
ν!

(â+
n )νn|0, τ〉. (17.21)

Тогда для функций (17.17) и (17.21) следует, что

ân|0, τ〉 = 0, â0|ν, τ〉 = 0. (17.22)

Классическому гамильтониану λ(−)(p, q) сопоставим упорядоченный по Вейлю
квадратичный оператор

λ̂
(−)
0 = λ(−)(τ) + â0(τ) +

1

2

{
〈∆q, λ(−)

qq (τ)∆q〉+
+〈∆q, λ(−)

qp (τ)∆p̂〉 + 〈∆p̂, λ(−)
pq (τ)∆q〉 + 〈∆p̂, λ(−)

pp (τ)∆p̂〉
}
, (17.23)

где скобки 〈 , 〉 обозначают скалярное произведение векторов, например

〈∆p̂, λ(−)
pq (τ)∆q̂〉 = ∆pµλ

(−)
pµqν (τ)∆qν

и т.д. Заметим, что в нашем случае λ(−)(τ) = 0, поскольку Q̇µ(τ)Q̇µ(τ) = 1.
Нетрудно показать, что функции |ν, τ〉 вида (17.21) являются точными решени-
ями уравнения Шрёдингера

(−i~∂τ − λ̂
(−)
0 )|ν, τ〉 = 0. (17.24)
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Справедливость этого утверждения следует, в частности, из того факта, что
операторы â+

n являются точными симметриями уравнения (17.21).
Следуя общей процедуре построения комплексной функции действия S(q, τ(q)),

отвечающей лагранжеву многообразию с комплексным ростком (так называе-
мая операция перестройки фазы [31]), рассмотрим в окрестности классической
траектории q = Q(τ) уравнение

Q̇µ(τ)
(
qµ −Qµ(τ)

)
= 0. (17.25)

Это уравнение имеет вид F (τ, q) = 0 и задает в неявном виде функцию τ = τ(q).
Иными словами, получаем параметризованное по τ семейство гиперплоскостей,
пересекающих кривую q = Q(τ). Условие однозначной разрешимости уравнения
(17.25) в окрестности кривой q = Q(τ) имеет вид F,τ (τ, q)|q=Q(τ) 6= 0 и выполня-
ется автоматически, поскольку

F,τ (τ, q)|q=Q(τ) = −Q̇µ(τ)Q̇µ(τ) = −1. (17.26)

Продифференцировав далее уравнение (17.25) по qα, получим

τ,α =
Q̇(τ(q))

1 − Q̈β(τ(q))∆qβ
= Q̇α(τ(q)) +O(|∆q|). (17.27)

Здесь и ниже ∆q = q −Q(τ(q)). Из (17.27), в частности, следует, что

τ,α∆qα = 0, (17.28)

τ,µq
µν(Q(τ))τ,ν = 1 +O(|∆q|). (17.29)

Равенство (17.29) означает, что при каждом фиксированном значении парамет-
ра τ в достаточно малой окрестности точки кривой q = Q(τ) соответствующая
гиперплоскость является пространственно-подобной.

Определим класс функций вида

F s
~

=
{

exp
[ i
~
S(q, τ)

] N∑

|κ|=0

Cκ(τ)
( ∆q

~1/2

)κ

, N = 0, 1, 2, . . .
}∣∣∣

τ=τ(q)
, (17.30)

где комплексная фаза S(q, τ) определена в (17.18), а Cκ(τ) – гладкие двух-
компонентные вектор-функции со значениями в C2. В дальнейшем (с целью
упрощения формул), если в некоторой функции, зависящей от q, p, проведена
подстановка q = Q(τ(q)), p = P (τ(q)), то эту функцию будем обозначать той же
буквой с аргументом τ , например A(τ) = A(p, q)|p=P (τ(q))

q=Q(τ(q))

. Аналогично для функ-

ций типа L(τ), которые с самого начала имеют своим аргументом параметр τ ,
следует понимать L(τ) = L(τ(q)).

Покажем, что величина 〈∆q, Im G∆q〉 = 0 обращается в нуль только на
кривой q = Q(τ). В самом деле, предположим противное, т.е. 〈∆q, Im G∆q〉 =
0 вне кривой q = Q(τ). Заметим, что в силу невырожденности матрицы G
существует n-вектор ζ 6= 0 такой, что ∆q = Cζ (здесь мы воспользовались
тем, что ∆q 6= 0 при q 6= Q(τ) ). Из условия 〈∆q, Im G∆q〉 = 0 и равенства
(17.16) следует, что (C−1

nν ∆qν = 0 → (C−1)nνC
νaζa → ξn = 0, n = 1, 2, 3. Таким

образом, ∆qµ = Cµ0ζ0 = Q̇µζ0. Но в силу ортогональности (17.25) векторов
∆qµ и Q̇µ отсюда следует, что ζ0 = 0. Полученное противоречие доказывает
сформулированное утверждение.

Отметим теперь, что для любой функции ϕ ∈ F s
~

при ~ → 0 справедливы
следующие асимптотические оценки:
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∆qµϕ = O(~1/2), ∆p̂µϕ = O(~1/2), (17.31)

где ∆p̂µ – оператор, который на класс функций F s
~

действует по правилу

∆p̂µ = −i~ ∂

∂qµ

∣∣∣
τ=const

− Pµ(τ(q)). (17.32)

Справедливость соотношений (17.31) вытекает из хорошо известной оценки

ξfe−ξ/~ = O(~f ), ξ > 0, f > 0, ~ → 0. (17.33)

В дальнейшем нам потребуется также асимптотическая оценка

(−i~∂τ + â0)ϕ = O(~). (17.34)

18. Конструкция квазиклассических ТКС
для уравнения Дирака

Перейдем теперь к построению асимптотических по modO(~3/2) решений
уравнения (9.5), т.е. решений, удовлетворяющих исходному уравнению с точно-
стью до O(~3/2)

ĤDφ(q, ~) = O(~3/2). (18.1)

Остановимся прежде всего на некоторых свойствах матриц Π±(p, q) (17.8),
которые в точках классической траектории rτ имеют вид

Π+(τ) =
1√

2(1 − q̇)

(
1 − q̇0
−〈~σ, ~̇q〉

)
, Π−(τ) =

1√
2(1 − q̇)

(
−〈~σ, ~̇q〉
1 − q̇0

)
, (18.2)

где q̇i = eα
i (τ)Q̇α = 〈q̇0,−~q〉.

1) Матрицы (18.2) удовлетворяют условиям ортогональности и полноты

Π̄ζ′(τ)Πζ(τ) = ζδζζ′ , ζ = ±1, (18.3)

Π+(τ)Π̄+(τ) − Π−(τ)Π̄−(τ) = 1, (18.4)

где Π̄ζ =
+

Πζ ρ3 – лагранжево сопряжение.
2) Для произвольного 4-вектора aµ(τ) с тетрадными компонентами ai(τ) =

eµ
i (τ)aµ(τ) = 〈a0(τ),−~a(τ)〉 справедливы тождества

γµ(τ)aµ(τ)Π±(τ) = ∓Π±(τ)(Q̇µaµ(τ))±

±Π∓(τ)
〈
~σ,
(
~̇qa0(τ) + ~a(τ) + 〈~̇q,~a(τ)〉 ~̇q

1 − q̇0

)〉
, (18.5)

+
γ µ(τ)aµ(τ)Π±(τ) = ±Π∓(τ)(Q̇µaµ(τ))∓

∓iΠ±(τ)
〈
~σ,
(
~̇qa0(τ) + ~a(τ) + 〈~̇q,~a(τ)〉 ~̇q

1 − q̇0

)〉
, (18.6)

d

dτ
Π±(τ) = − i

2
Π±(τ)

〈~σ, ~̇q × ~̈q〉
1 − q̇0

− 1 − q̇0
2

Π∓(τ)
d

dτ

〈~σ, ~̇q〉
1 − q̇0

, (18.7)

где ~̈q = d
dτ
~̇q. В частности, из (18.5) следует равенство

γµ(τ)Q̇µΠ±(τ) = ∓Π±(τ). (18.8)
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Волновую функцию φ, удовлетворяющую уравнению (18.1), будем искать в
виде

φ(q, ~) = φ(q, τ(q), ~) = Π+(τ)J (+)(q, ~) + Π−(τ)J (−)(q, ~) =

=
2∑

n=0

~n/2
(
Π+(τ)

n

J
(+)(q, ~) + Π−(τ)

n

J
(−)(q, ~)

)
, (18.9)

где τ(q) – гладкая функция, удовлетворяющая уравнению (17.25), а двухком-

понентные спиноры
n

J (±)(q, ~) ∈ F s
~
. Рассмотрим оператор ∆ˆ̃pµ = −i~∂/∂qµ −

Πµ(τ(q)), действие которого в классе функций F s
~

удобно записать в следующем
виде:

∆ˆ̃pµ = ∆p̂µ + τ,µ(−i~∂τ + â0) − τ,µâ0. (18.10)

Это позволит с учетом асимптотических оценок (17.31) и (17.34) дать асимпто-

тическую оценку и для оператора ∆ˆ̃pµ на множестве F s
~
. Разложив оператор ĤD

(17.1)–(17.3) в окрестности кривой rτ =
(
P (τ), Q(τ)

)
в ряд Тейлора по степеням

операторов ∆ˆ̃p = (∆ˆ̃pµ) и ∆q = (∆qµ), получим с точностью до O(~3/2):

ĤD = HD(p̂, q, ~) = HD

(
p(τ) + ∆ˆ̃p, q(τ) + ∆q, ~

)
=

=
0

H (τ) +
1

2

[
〈

0

Hp (τ), {∆p̂+ ∇τ(−i~∂τ + â0) −∇τ â0}〉
]
+
+

+〈
0

Hq (τ),∆q〉 +
1

2

(
〈∆q,

0

Hqq (τ)∆q〉 +
[
q,

0

Hqp (∆p̂+ ∇τ â0)〉
]
+
+

+〈(∆p̂−∇τ â0),
0

Hpp (τ)(∆p̂−∇τ â0)〉
)

+ ~HD(τ) + Ô(~3/2). (18.11)

Воспользуемся соотношениями

â0∆q = ∆qâ0 − i~Q̇(τ),
â0∆p̂ = ∆pâ0 − i~Ṗ (τ),

(18.12)

Тогда уравнение (18.1) можно переписать в виде

[
〈

0

Hp (τ),∇τ〉(−i~∂τ + â0 − â0) + (
0

H (τ) +
(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)

0

H (τ))−

−
(
〈∆q,

0

Hqp (τ)∇τ〉 − 〈∆p̂,
0

Hpp (τ)∇τ〉
)
â0+

+
1

2
〈∇τ,

0

Hpp (τ)∇τ〉â2
0 + ~H1(τ)

]
φ = O(~3/2). (18.13)

Уравнение (18.13) в силу асимптотической оценки (17.24) очевидно эквивалент-
но системе условий

[γµ(τ)τ,µ(−i~∂τ + â0 − â0)+
0

H (τ)+

+
(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)

0

H (τ) + ~H1(τ)]φ = O(~3/2), (18.14)

â0φ = O(~). (18.15)

Подставив (18.9) в (18.14) и использовав формулы (18.5)– (18.8), а также соот-
ношение

γµ(τ)τ,µΠ̇±(τ) = ∓Π±(τ) +O(~1/2), (18.16)

которое является прямым следствием формул (17.27) и (18.8), получим

Π+

[{
(i~∂τ − λ̂

(−)
0 ) + 2mc+

(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
λ(−) − Q̇µ

[(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
Pµ

]
+
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+
~

2

〈~σ, ~̇q × ~̈q〉
1 − q̇0

+ i~Π̄+H1Π+

}
J (+)+

+
{
−
〈
~σ,
[(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
P0~̇q +

(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
~P + 〈∆̂ ~P , ~̇q〉 ~̇q

1 − q̇0

]〉
−

−i~
2

(1 − q̇0)
d

dt

〈~σ, ~̇q〉
1 − q̇0

+ i~Π̄+H1Π−

}
J (−)

]
−

−Π+

[{
(i~∂τ − λ̂

(−)
0 ) + ∆̂λ(−) − Q̇µ

[(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
Pµ

]
+

+
~

2
〈~σ, ~̇q × ~̈q〉 + i~Π̄−H1Π−

}
J (−)+

+
{
−
〈
~σ,
[(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
P0~̇q +

(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
~P +

〈(
δ̂ +

1

2
δ̂2
)
~P , ~̇q
〉 ~̇q

1 − q̇0

]〉
−

−i~
2

(1 − q̇0)
d

dτ

〈~σ, ~̇q〉
1 − q̇0

+ i~Π̄−H1Π+

}
J (−)

]
= O(~3/2). (18.17)

Затем следует воспользоваться тождеством δ̂1λ(−) = Q̇µδ̂1Pµ. Собрав слагаемые
одного порядка по ~1/2 в первой квадратной скобке, получим

0

J
(+) = 0,

1

J
(+) =

1

2mc
Q̂1

0

J
(−),

2

J
(+) =

1

2mc

(
Q̂2

0

J
(−) + Q̂1

0

J
(−)
)
, (18.18)

где операторы Q̂1 и Q̂2 имеют вид

~1/2Q̂1 =
〈
~σ,
(
δ̂1P0~̇q + δ̂1 ~P + 〈δ̂1 ~P , ~̇q〉 ~̇q

1 − q̇0

)〉
, (18.19)

~Q̇2 =
1

2

〈
~σ,
(
δ̂2P0~̇q + δ̂2 ~P + 〈δ̂2 ~P , ~̇q〉 ~̇q

1 − q̇0

)〉
+

+
i~

2
(1 − q̇0)

d

dt

〈~σ, ~̇q〉
1 − q̇0

− i~Π+H̄1Π+. (18.20)

Приняв во внимание соотношения (18.18), получим из второй квадратной скоб-

ки в (18.17) единственное уравнение на двухкомпонентный спинор
0

J (−)(q, ~)

[
(−i~∂τ + λ̂

(−)
0 − 1

2
δ̂1λ(−) +

1

2
q̇µδ̂2Pµ − ~

2

〈~σ, ~̇q × ~̈q〉
1 − q̇0

−

−i~Π̄−H1Π− +
~

2mc
Q̂2

1

)
0

J
(−) = 0. (18.21)

Уравнение (18.21) может быть преобразовано к виду

[
(−i~∂τ + λ̂

(−)
0 ) − i~

d

dτ
ln 4
√
−g(τ) + ~〈~σ, ~B(τ)〉

]
0

J
(−) = 0, (18.22)

где вектор-функция ~B(τ) равна

~B =
e

2mc2

{
(~eµ × ~̇q)

eβ
0

1 − q̇0
+

1

2
(~eµ × ~eβ)

}
Fµβ−

−1

2

{
(~eµ × ~eν

;µ) +
1

1 − q̇0
~̇q × (~eν

;µe
µ
0 − ~eµ~eν

0;µ)
}
q̇ν−
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−
{(1

4
ω0 +

3

2
S0

)
~̇q +

(1

4
ω +

3

2
~S
)

+

〈
~̇q,
(

1
4
~ω + 3

2
~S
)〉

1 − q̇0
~̇q
}
. (18.23)

Здесь ωi = eµ
i ωµ = (ω0,−~ω) и Si = eµ

i Sµ = (S0,−~S), а g(τ) = det ‖δµν(τ)‖.
Положим далее

0

J (−)(q, ~) = v(τ(q))Ψν(q, ~),

Ψν(q, ~) =
1

4
√
−g(τ(q))

|ν, τ(q)〉, (18.24)

где v(τ) – двухкомпонентный спинор, подлежащий определению. Подставив
(18.24) в (18.22) и приняв во внимание тождество (17.20), получим

(
− i

d

dτ
+ 〈~σ, ~B(τ)〉

)
v(τ) = 0. (18.25)

Таким образом, проблема построения ТКС для уравнения Дирака (18.1)
сводится к решению обыкновенного линейного дифференциального уравнения
(18.25) относительно переменной τ с последующей подстановкой в решение
функции τ = τ(q). Задав для уравнения (18.25) те же начальные условия, что
и в случае плоского пространства:

v0ζ(τ0) =

√
1

2
eiα

(
ζ
√

1 + ζ cos θ exp(−iϕ/2)√
1 − ζ cos θ exp(iϕ/2)

)
, ζ = ±1, (18.26)

где
+
v0ζ′ (τ0)v0ζ(τ0) = δζζ′ ,

∑
ζ

v0ζ(τ0)
+
v0ζ′ (τ0) = 1, получим при каждом фиксиро-

ванном значении параметра τ набор двухкомпонентных спиноров vζ(τ), ζ = ±1,
удовлетворяющих условиям полноты и ортогональности.

Выпишем теперь явный вид функции φ(q, ~) (18.9). С учетом соотношений
(18.18) и равенства (18.24) имеем

φν,ζ(q, ~) = N~

([
Π−(τ) +

1

2mc
Π+

2∑

k=1

~k/2Q̂k(τ)
]
Ψν(q, ~)vζ(τ)+

+
√

~

[
Π−(τ) +

√
~

2mc
Π+Q̂1

]
1

J
(−)(q, ~) + ~Π−

2

J
(−)(q, ~)

)∣∣∣
τ=τ(q)

, (18.27)

где N~ – константа, смысл которой будет придан ниже.
В заключение этого раздела покажем, что при подходящем выборе констан-

ты N~ решения (18.6) образуют с точностью до O(~1/2) ортонормированный
набор функций относительно дираковского скалярного произведения

〈φν′,ζ′|φν,ζ〉D = −
∫

τ(q)=s

√−gdΣαφ̄ν′,ζ′γ
αφν,ζ = δνν′δζζ′ +O(~1/2), (18.28)

где dΣα – векторный элемент поверхности τ(q) = s. Заметим, что выбор гипер-
плоскости τ(q) = s в качестве поверхности интегрирования физически обосно-
ван, поскольку, согласно выражению (17.29), в малой окрестности классической
траектории q = Q(τ) гиперплоскость τ = τ(q) является пространственноподоб-
ной. Подставив функцию (18.27) в явном виде в (18.28), получим

〈φν′,ζ′|φν,ζ〉D =−N2
~

+
vζ′ (τ)

∫

τ(q)=τ

√
−g(τ)dΣαΠ̄−(τ)γα(τ)Π−(τ)vζ(τ)

∗

Ψν′ Ψν +O(~1/2).
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Поскольку ∫

τ(q)=τ

√−gdΣα · · · =

∫

τ(q)=τ

dΣ
τ,α√

gµντ,µτ,ν
· · · , (18.29)

то в пределах рассматриваемой точности по ~1/2 имеет место равенство

∫

τ(q)=τ

√−gdΣα · · · =

∫

τ(q)=τ

dΣ Q̇α · · · +O(~1/2). (18.30)

Отсюда с учетом соотношений (17.27) и (17.29) найдем

〈φν′,ζ′ |φν,ζ〉D = −N2
~

+
vζ′ (τ)Π̄−(τ)Q̇α(τ)γα(τ)Π−(τ)×

×vζ(τ)

∫

τ(q)=τ

dΣ
∗

Ψν′ Ψν +O(~1/2). (18.31)

Воспользуемся теперь тождеством

Π̄−(τ)Q̇αγ
α(τ) = Π−(τ). (18.32)

Действительно, взяв эрмитово сопряжение от (18.5) и учтя, что
+
γ α = ρ3γ

αρ3,
получим (домножив справа на ρ3) уравнение (18.32). Отсюда в силу (18.3) и
ортогональности спиноров vζ(τ), ζ = ±1, следует

〈φν′,ζ′|φν,ζ〉D = −N2
~
〈Ψν′|Ψν〉δζζ′ +O(~1/2). (18.33)

Согласно (12.28), справедливо следующее условие ортогональности:

∫

τ(q)=τ

dΣ
∗

Ψν′ Ψν = δνν′ +O(~1/2). (18.34)

Отсюда для нормировочной постоянной N~ в (18.27) с учетом (12.34) при A = 1
получим

N~ =

[( 3∏

n=1

bn

)
1

(π~)3

]1/4

. (18.35)

19. Уравнение движения спина электрона во внешних
гравитационном и электромагнитном полях

Для вывода уравнения движения спина обобщим оператор псевдовектора
спина (Д.2) во внешнем электромагнитом поле на случай внешних гравитаци-
онного и торсионного полей:

T̂ µ = γ5(mcγµ − Π̂µ) +
3

2
~(γµνSν + Sµ), (19.1)

где Π̂µ = i~Dµ − (e/c)Aµ. Оператор T̂ µ можно также определить как

ˆ̃T µ = T̂ µ − γ5γµĤD. (19.2)
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Очевидно, что на решениях уравнения Дирака (9.5) операторы (19.1) и (19.2)
совпадают

ˆ̃T µφ = T µφ. (19.3)

Однако во втором случае оператор спина имеет более простой вид

ˆ̃T µ = iγγµνΠ̂ν . (19.4)

Определим классический псевдовектор спина aµ
ζ как квантово-механическое

среднее оператора (19.2) в состоянии (18.27) с точностью до O(~1/2), т.е.

aµ
ζ (τ) +O(~1/2)

def
= 〈 ˆ̃T µ〉D(τ) = −

∫

τ(q)=τ

√−gdΣαφ̄ν,ζγ
α ˆ̃T µφν,ζ . (19.5)

Подставив в (19.5) выражения (18.27), (19.4) и приняв во внимание соотношения
(18.5), (18.6), получим

aµ
ζ (τ) = mc〈~ηζ(τ), ~d

µ(τ)〉, (19.6)

где

~ηζ(τ) =
+
vζ (τ)~σvζ(τ), ~dµ = eµ

0 ~̇q + ~eµ +
〈~eµ, ~̇q〉
1 − q̇

~̇q (19.7)

и eµ
i = (eµ

0 ,−~eµ). Далее нам потребуется следующий факт. Покажем, что в
траекторно-когерентном приближении эволюция квантово-механического сред-
него для произвольного оператора Q̂ описывается уравнением

D

dτ
〈Q̂〉D(τ) =

i

~
〈[ĤD, Q̂]−〉D(τ) +O(~1/2). (19.8)

В самом деле, расписав левую часть (19.8), имеем

〈Q̂〉D(τ) = −
∫

τ(q)=τ

√−gdΣαφ̄ν,ζγ
αQ̂φν,ζ = −

∫

τ(q)=τ

√−gdΣαG
α,

где Gα = φ̄ν,ζγ
αQ̂φν,ζ . Тогда

D〈Q̂〉D(τ)

dτ
= − lim

∆τ→0

( ∫

τ(q)=τ+∆τ

−
∫

τ(q)=τ

)√−gdΣαG
α. (19.9)

Дополним выражение, стоящее в числителе дроби (19.9), до интеграла по за-
мкнутой гиперповерхности, добавив интеграл

∫
σ(∞)

√−gdΣαG
α. Здесь σ(∞) –

цилиндрическая поверхность, достаточно удаленная от классической траекто-
рии q = q(τ) и соединяющая гиперплоскости τ(q) = τ + ∆τ и τ(q) = τ . Это не
меняет значение интеграла (19.9), поскольку Gα экспоненциально убывает при
удалении от траектории q = q(τ). Тогда, воспользовавшись теоремой Гаусса,
перепишем выражение (19.9) в виде

D〈Q̂〉D(τ)

dτ
= − lim

∆τ→0

1

∆τ

∫
d4q

√−gGα
;α. (19.10)



82 Глава 2. КСС в искривленном пространстве-времени

Нетрудно убедиться в справедливости соотношения

Gα
;α = − 1

i~
φ̄ν,ζ [ĤD, Q̂]−φν,ζ . (19.11)

Отсюда и из (19.10) следует, что

D〈Q̂〉D(τ)

dτ
=

1

i~
lim

∆τ→0

1

∆τ

∫
d4q

√−gφ̄ν,ζ [ĤD, Q̂]−φν,ζ . (19.12)

В интеграле (19.12) выполним замену переменных (18.29):

lim
∆τ→0

1

∆τ

∫
d4q

√−g · · · =

= lim
∆τ→0

1

∆τ

τ+∆τ∫

τ

dt

∫
d3ξ

√
−g̃(τ, ~ξ) · · · =

∫
d3ξ

√
−g̃(τ, ~ξ) · · · (19.13)

Здесь мы воспользовались тем, что
τ+∆τ∫

τ

f(t)dt = 0+f(τ)+∆τ +O(∆τ 2). Таким

образом,
D〈Q̂〉D(τ)

dτ
=

1

i~

∫

τ=const

d3ξ

√
−g̃(τ, ~ξ)φ̄ν,ζ [ĤD, Q̂]−φν,ζ . (19.14)

С другой стороны, в пределах заданной точности (modO(~1/2)) справедлива
следующая цепочка равенств:

∫

τ(q)=τ

√−gdΣαφ̄ν,ζγ
α · · · =

∫

τ(q)=τ

dΣ
τ,α√

qµντ,µτ,ν
φ̄ν,ζγ

α · · · =

=

∫

τ(q)=τ

dΣφ̄ν,ζQ̇αγ
α · · · +O(~1/2) =

∫

τ(q)=τ

dΣφ̄ν,ζ · · · +O(~1/2). (19.15)

Последнее соотношение следует из тождества (18.32). Из (19.15) следует, что
∫

τ(q)=τ

√−gdΣαφν,ζγ
α · · · =

∫

τ=const

d3ξ
√

−g̃(τ, 0)φ̄ν,ζ · · · +O(~1/2). (19.16)

Таким образом, для правой части равенства (19.14) с точностью до O(~1/2),
согласно (19.16), имеем

D〈Q̂〉D(τ)

dτ
= − i

~

∫

τ(q)=τ

√−gdΣαφ̄ν,ζγ
α[ĤD, Q̂]−φν,ζ +O(~1/2) =

=
i

~
〈[ĤD, Q̂]−〉D +O(~1/2), (19.17)

что доказывает справедливость соотношения (19.8).
С помощью (19.8) теперь не составит труда получить уравнение

Daµ

dτ
=

e

mc2
F µν(τ)aν + 3eµναβSν(τ)aαq̇β. (19.18)
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которому удовлетворяет вектор спина (19.6). Легко видеть, что уравнение (19.18)
в случае плоского пространства-времени совпадает со спиновым уравнением,
полученным ранее [43] из уравнения Дирака в пространстве Минковского–Картана.
В отсутствие полей кручения (Sν = 0) уравнение (19.18) совпадает с уравнением
Баргманна–Мишеля–Телегди (1.33) при g = 2. Заметим, наконец, что, положив
Fµν = 0 в уравнении (19.18), мы приходим к спиновому уравнению (см., напри-
мер, [85,112]).

Отметим в заключение ряд следствий, вытекающих из предыдущих постро-
ений. Во-первых, имеет место равенство

aµ
ζ (τ)q̇µ = 0, (19.19)

которое очевидным образом следует из (19.6) и (19.7). Во-вторых,

aµ
ζ (τ)aζµ(τ) = −1. (19.20)

Для доказательства последнего равенства заметим, что из уравнения (19.18)
следует сохранение квадрата вектора вдоль классической траектории:
aµ

ζ (τ)aζµ(τ) = const. С другой стороны, в силу (19.6) и (19.7) имеем

aµ
ζ (τ)aζµ(τ) = −〈~ηζ(τ), ~ηζ(τ)〉 = const. (19.21)

Если теперь в начальный момент времени τ = 0 задать двухкомпонентные
спиноры vζ(0), ζ = ±1, в виде (18.26), то получим (19.20). Подчеркнем, что со-
отношения (19.19) и (19.20) следуют из описанной выше процедуры построения
спинового уравнения движения, а не возникают как дополнительные требова-
ния.

20. Квантово-механическая интерпретация
общековариантного уравнения Дирака

Выше мы показали, что при вычислении асимптотического по modO(~1/2)
решения (18.27) уравнения Дирака в него вошли два произвольных двухком-

понентных спинора
1,2

J (−)(q, ~), для определения которых необходимо знать сле-
дующее (по mod O(~5/2)) приближение. Если мы хотим ограничиться асимпто-

тическими modO(~1/2) решениями, можно положить
1,2

J (−) = 0. В этом случае
асимптотика (18.27) имеет вид

φν,ζ(q, ~) = K̂
(0)
τ(q)(~)

0

J
(−)
ν,ζ (q, ~), (20.1)

где двухкомпонентный спинор
0

J
(−)
ν,ζ определен в (19.21), а оператор K̂

(0)
τ(q)(~)

равен

K̂
(0)
τ(q)(~) =

[
Π−(τ) +

1

2mc
Π+(τ)

2∑

k=1

~k/2Q̂k(τ)
]∣∣∣

τ=τ(q)
. (20.2)

Таким образом, оператор (20.2) сводит задачу построения траекторно-когерентных
состояний (по mod O(~3/2)) уравнения Дирака (18.1) к решению уравнения (19.19)

относительно двухкомпонентного спинора
0

J (−).



84 Глава 2. КСС в искривленном пространстве-времени

Более того, как следует из результатов разд. 18, оператор K̂
(0)
τ(q)(~) унитар-

ным образом (с точностью до O(~1/2)) осуществляет переход к двухкомпонент-
ной теории в классе функций F s

~
. Действительно, для любых двух функций

ϕ1, ϕ2 ∈ F s
~

со скалярным произведением

〈ϕ1|ϕ2〉 =

∫

τ(q)=τ

dΣ
+
ϕ1 ϕ2 (20.3)

имеем
〈φ1|φ2〉D = 〈K̂(0)

τ(q)(~)ϕ1, K̂
(0)
τ(q)(~)ϕ2〉D = 〈ϕ1|ϕ2〉 +O(~1/2). (20.4)

В полной аналогии со случаем уравнения Дирака в плоском пространстве-

времени (см. главу 1) будем говорить, что оператор K̂
(0)
τ(q)(~) задает переход

к квазиклассическому (по modO(~1/2)) ТК- представлению. Нетрудно прове-

рить также то, что оператор Дирака ĤD в квазиклассическом ТК-представлении
равен

(K̂
(0)
τ(q)(~))ĤDK̂

(0)
τ(q)(~)ϕ = (−i~∂τ + Ĥ)ϕ+O(~3/2), ϕ ∈ F s

~
. (20.5)

Здесь черта сверху означает дираково сопряжение, а оператор Ĥ определяется
выражением

Ĥ = λ̂
(−)
0 − i~

d

dτ
ln(−g(τ))1/4 + ~〈~σ, ~B(τ)〉. (20.6)

Таким образом, с точностью до O(~3/2), общековариантное уравнение Дира-
ка (9.5) в квазиклассическом ТК-представлении принимает вид эволюционного
уравнения типа Паули на двухкомпонентный спинор

(−i~∂τ + Ĥ)ϕ = 0, ϕ ∈ F s
~
. (20.7)

При этом гамильтониан Ĥ одночастичной двухкомпонентной теории является
эрмитовым оператором по отношению к скалярному произведению (20.3). Это
утверждение является очевидным в силу эрмитовой сопряженности операторов
∆p̂ и q̂ по отношению к тому же скалярному произведению.

Из приведенных выше результатов следует, что конструктивный и с физи-
ческой точки зрения, по-видимому, наиболее оправданный переход к квантово-
механическому описанию в искривленном пространстве-времени должен вклю-
чать в себя понятие классической траектории. Математически в рамках тео-
рии комплексного ростка процедура построения квантовой механики из обще-
ковариантного уравнения Дирака основывается, во-первых, на операции «пе-
рестройки фазы» [31] (смысл которой заключается во введении семейства про-
странственно-подобных гиперповерхностей Коши, ортогональных данной клас-
сической траектории и играющих роль локального физического времени), и,
во-вторых, на переходе к квазиклассическому ТК-представлению, в котором
уравнение Дирака принимает вид уравнения Паули и описывает динамику двух-
компонентного спинора.

Первый основной вывод, связанный с физическим содержанием получен-
ных в настоящей главе результатов, состоит, по нашему мнению, в том, что из-
ложенная здесь схема квазиклассического траекторно-когерентного приближе-
ния позволяет дать естественную квантово-механическую интерпретацию вол-
новой функции уравнения Клейна–Гордона, Дирака и Прока в искривленном
пространстве-времени. Она основана в первую очередь на конструкции полно-
го набора ортонормированных состояний Ψ(ν), φ(ν, ζ) и V µ

(ν,ζ), локализованных в
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пределе при ~ → 0 в окрестности положения частицы на классической траекто-
рии z(s), – квазиклассических ТКС, являющихся приближенными (с точностью
до O(~3/2) при ~ → 0) асимптотическими решениями исходного уравнения (9.1),
(9.3) и (9.5).

Подчеркнем два принципиальных момента, связанных с возможностью по-
строения квазиклассических траекторно-когерентных состояний для реляти-
вистского волнового уравнения скалярной квантовой частицы.

Во-первых, существенным условием справедливости изложенной здесь схе-
мы построения таких состояний является условие rank ‖q̇µ(s)‖ 6= 0 на фазо-
вой траектории z(s) =

(
pα(s), qα(s)

)
системы Гамильтона (11.10) и (13.10). Это

условие приводит к невырожденности матрицы C(s), det C(s) 6= 0, в формуле
(11.20). Когда это условие не выполнено, для построения локализованных состо-
яний уравнений (9.1), (13.1) в окрестности тех точек классической траектории,
где rank ‖q̇µ(s)‖ = 0, требуется использовать общую конструкцию каноническо-
го оператора Маслова с комплексной фазой в той ее версии, которая изложена
в работе [32].

Во-вторых, для плоского пространства Минковского хорошо известен метод
собственного времени s для интегрирования уравнений Клейна–Гордона, Дира-
ка, Прока (метод Фока–Швингера). Для произвольного внешнего поля основная
трудность использования этого метода состоит в отсутствии регулярной проце-
дуры выбора контура в комплексной плоскости s, интегрирование вдоль кото-
рого переводит решение Ψ̃(xµ, s) уравнения типа Шрëдингера «в собственном

времени» i~∂Ψ̃
∂s

= ĤΨ̃ в решение Ψ(xµ) исходного уравнения ĤΨ = 0. Требова-
ние аналитичности коэффициентов уравнения в методе собственного времени
представляет дополнительную трудность в возможности его непосредственно-
го обобщения на случай искривленного пространства-времени. С этой точки
зрения, метод квазиклассических ТКС, основанный на теории комплексного
ростка, позволяет обойти указанные трудности, если вести речь не о точных,
а о приближенных по ~ → 0 локализованных решениях исходного уравнения.
Вместо условия аналитичности достаточно потребовать (при заданной точно-
сти решения ∼ O(~3/2)) существования ограниченных производных третьего
порядка по переменным xµ. При этом переход от решения |ν, s〉 эволюционного
уравнения (11.37) к решению Ψν(x

µ) исходного уравнения осуществляется на
основе уравнения «γ-перестройки» (11.37), определяющего функцию τ(xµ) при
замене параметра s на τ(xµ) в формуле (11.55).

С этим же уравнением связан второй основной вывод, касающийся физиче-
ского содержания настоящей работы: в рамках квазиклассического траекторно-
когерентного приближения наш метод приводит к следующей (возможной) кон-
цепции локального времени для квантовой скалярной и векторной частиц в
искривленном пространстве-времени. Эволюционный параметр τ в квантовых
уравнениях (11.54), (13.43) и (18.22) играет роль физического времени, а его
зависимость от точки наблюдения (xµ), лежащей в малой окрестности класси-
ческой траектории qµ = qµ(s) (11.10), определяется ковариантным уравнением
«γ-перестройки» (11.39). При этом в точке xµ на самой классической траек-
тории это локальное время совпадает с локальным временем s классического
наблюдателя τ(xµ)

∣∣
xµ=qµ(s)

= s.

В заключение отметим, что уравнение Прока (9.3) и Дирака (9.5) в квази-
классическом пределе приводит к правильному уравнению движения на тензор
(вектор) спина. Последнее утверждение следует, например, из результатов ра-
боты [112], где показано, что вид спинового уравнения (15.9) (при Sµνα = 0)
следует из самых общих физических предположений на классический тензор
(вектор) спина. В свою очередь, эти выводы могут служить косвенным доказа-
тельством корректности и самого уравнения Прока (9.3).



ГЛАВА 3

Квазиклассически сосредоточенные состояния
уравнений квантовой механики

в калибровочных полях

21. Вводные замечания

Метод вывода классических уравнений движения из квантово-механических
имеет общий характер. Он применим для эволюционных квантово-механических
уравнений с произвольным матричным гамильтонианом Ĥ~(t), имеющим клас-
сический аналог

L̂Ψ = 0, L̂ =
(
− i~

∂

∂t
+ Ĥ~(t)

)
, Ψ ∈ L(k) = L2(R

n
x) ⊗ Ck, k ≥ 2, (21.1)

где Ĥ~(t) = H(−i~
1

∇,
2

~x, t, ~), H(~p, ~x, t, ~) – k × k-матрица, гладко зависящая от
(p, x) ∈ Rn

x × Rn
x, t ∈ R1, ~ ∈ (0, 1] (значки 1, 2 указывают порядок действия

некоммутирующих операторов −~∇, x).
Суть метода состоит в следующем:
1) для уравнения (21.1) комплексным методом ВКБ строятся с любой степе-

нью точности по степеням ~n, ~ → 0, одночастичные квазиклассические ТКС

Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) mod ~N : (LΨ

(N)
ν = O(~N/2)), сосредоточенные в окрестности фазо-

вой траектории «затравочной» гамильтоновой системы: функция Гамильтона
этой системы – одно из возможных собственных значений λ(~p, ~x, t) матричной
функции Гамильтона – эрмитовой матрицы H(~p, ~x, t, 0);

2) по волновым функциям Ψ
(N)
ν (~x, t, ~) вычисляются с гарантированной по

~ → 0 точностью ( mod ~N/2−1) средние значений āj(t, z0, ~) наблюдаемых из вы-

бранного набора операторов Â = {Âj
k(t) : L(k) → L(k), j = 1,m};

3) далее производные по времени от средних значений āj(t, z0, ~) операто-

ров Âj
k(t), j = 1,m, выражаются через средние значения этих же операторов,

причем с той же точностью по ~ → 0, с которой вычислены все эти средние.
Важно подчеркнуть, что поскольку точность построения приближенных ква-

зиклассических ТС согласована с точностью вычисления средних значений, то
тем самым гарантирована справедливость получаемых «классических» уравне-
ний движения. Это приводит, в свою очередь, к возникновению иерархии «клас-
сических» систем, градуированной точностью приближения по ~N/2, N > 3, с
которой строятся квазиклассические ТКС, и соответствующей точностью, с ко-
торой вычисляются квантовые средние: а именно, «классика» нулевого порядка
(mod~1/2), если использованы ТКС (mod~1/2) и уравнения для средних полу-
чены с гарантированной по ~ → 0 точностью O(~3/2); классика «первого» по-
рядка (mod~3/2), если квазиклассические ТКС строились с точностью O(~5/2)
и т.д. Оказывается, что в этом смысле «нулевая» классика – замкнутая систе-
ма обыкновенных дифференциальных уравнений относительно средних набора
наблюдаемых, явно не зависящая от ν и от выбора состояния из полного набора

ТКС Ψ
(N)
ν (~x, t, ~), по которым производится усреднение.

В рамках такого подхода в главе 1 показано, например, что для оператор
Дирака–Паули во внешнем электромагнитном поле «нулевая» классика есть
расщепленная система уравнения Лоренца и уравнения Баргманна–Мишеля–
Телегди, в которой поля вычислены на траекториях уравнения Лоренца (в ка-

честве соответствующего набора операторов Â использовались операторы x̂,
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p̂ = −i~∇, Ŝµ, где Ŝµ – псевдовектор поляризации Баргманна (В.1) [46]). Дру-
гие примеры вывода классических уравнений движения из уравнений Дирака
в полях кручения, уравнения Дирака с внешним электромагнитным полем в
пространстве Римана–Картана и из уравнения Прока приведены в главе 2.

Основной результат разд. 23 заключается в выводе классических уравнений
движения относительно квантовых средних, рассчитанных по квазиклассиче-
ским ТКС (mod~N/2, N = 3, 5) операторов Шрёдингера и Дирака в хромоэлек-
тромагнитном поле, для набора наблюдаемых: координат, импульсов и изоспина
частицы. При этом оказывается, что в нулевом приближении по ~ → 0 клас-
сические уравнения движения (mod~1/2) описывают свободно движущуюся то-
чечную частицу, средний изоспин которой эволюционирует в силу уравнения

İa = gεabc(cAb
0 − 〈~̇x, ~Ab〉)Ic,

где потенциалы хромоэлектромагнитного поля Aµ
a(x) вычислены в точках тра-

ектории свободного движения неабелева заряда x = cβ0t+x0, β0 = const. Иными
словами, в классической механике нулевого порядка изоспин частицы не влияет
на траекторию точечного заряда. Это влияние проявляется в следующих поряд-
ках по ~ и описывается выведенной в разд. 23 системой классических уравне-
ний движения (mod~3/2). Полученная система, вырожденная по спиновой пе-
ременной, является гамильтоновой в фазовом пространстве, представляющем
собой прямое произведение стандартного фазового пространства и простран-
ства, дуального к алгебре Ли группы SU(2). Она оказывается эквивалентной
(в релятивистском случае после перехода к собственному времени) известным
уравнениям Вонга [7, 113,114].

22. Конструкция квазиклассических
траекторно-когерентных состояний во внешнем
калибровочном поле с группой симметрии SU(2)

22.1. Оператор Шрёдингера

Рассмотрим уравнение Шрёдингера в произвольном хромоэлектромагнит-
ном поле с калибровочной группой SU(2) [114]

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ, Ψ ∈ L(2) = L2(R

3
x) ⊗ C2

I , (22.1)

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− g~

3∑

a=1

~Aaτa

)2

+ gc~

3∑

a=1

~A0
aτa, (22.2)

~̂p = −i~∇, Aµ
a ≡ Aµ

a(~x, t) = (A0
a, ~Aa), µ = 0, 1, 2, 3, a = 1, 2, 3,

где g – заряд, m – масса частицы; Aµ
a – векторный потенциал калибровочно-

го поля; τa = σa/2, a = 1, 2, 3, – генераторы группы SU(2). Напряженности
хромоэлектрического и хромомагнитного полей определяются выражениями

~Ea = −∇A0
a − 1

c

∂ ~Aa

∂t
− gεabc ~AbA0

c, ~Ba = ∇× ~Aa +
g

2
εabc ~Ab × ~Ac, (22.3)

Полный символ гамильтониана (22.2) имеет вид

H(~p, ~x, t, ~) = H0(~p) + c~g
3∑

a=1

τaDa(~p, ~x)+
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+~2

[
g2c

8m

3∑

a=1

3∑

j=1

(Aj
a(~x, t))2 − i

2mc
divAa(~x, t)

]
, (22.4)

Здесь обозначено

H0 = I · λ(~p), λ(~p) =
p2

2m
, I = ‖δij‖2×2,

Da(~x, ~p) = A0
a(~x, t) − 1

mc

3∑

j=1

Aj
a(~x, t)pj.

Квазиклассические ТКС возникают в результате квантования движения «за-
травочной» классической системы комплексным методом ВКБ–Маслова (мето-
дом комплексного ростка [31]). Для символа (22.4) функция Гамильтона такой
системы есть λ(~p) и определяет свободное движение частицы по фазовой тра-
ектории

lτ = {Z(t, z0) = (~P (t, z0), ~X(t, z0)), t ∈ [0, T ]},
~P (t, z0) = p0, ~X(t, z0) =

~p0

m
t+ ~x0, z0 = (p0, x0).

(22.5)

Сопоставим фазовой траектории (22.5) волновой пакет с центром в точке rn(z0)

Ψ0(~x, t, ~) =
N~√
J(t, z0)

exp
{ i

~
S(~x, t, z0)

}
,

где комплексная фазовая функция (комплексное действие)

S(~x, t, z0) =
(p0)2

2m
t+

3∑

j=1

[
p0

j(xj − xj(t, z0)) +
1

2

bjm

bjt+m
(xj − xj(t, z0))

2
]
,

амплитуда J(t) =
3∏

j=1

(bjt/m− 1) и нормировочный множитель

N~ =

[
(π~)−3

3∏

j=1

Im bj

]1/4

. (22.6)

Параметры bj, j = 1, 2, 3, подчинены условию Im bj > 0 (что обеспечивает неот-
рицательность мнимой части фазовой функции: Im bj ≥ 0). Тогда главный член
квазиклассических ТКС (mod~3/2) определяется формулой

Ψν
z0 = Ψ0

z0u0
νζ(~x, t, ~),

где функция u0
νζ(~x, t, ~) – решение дифференциального уравнения

d

dt
uνz0

0 = −iF̂0u
vz0
0 (22.7)

с начальными данными

u0
νζ |t=0 = |ν, 0〉vζ(0), ν = (ν1, ν2, ν3), νj = 0,∞.
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Здесь

F̂0 = −
3∑

j=1

[ bjm

bjt+m
∆xj

∂

∂xj

− ~

2m

∂2

∂xj
2

]
+ gc

3∑

j=1

τaDa(Z(t, z0));

|ν, t〉 =
3∏

k=0

1√
νk!

( i√
2

)νk

Hνk

(√Im bk
~

(x− x0
k)
)
;

Hνk
(ηk) – полиномы Эрмита; d

dt
= ∂

∂t
+〈 ~̇X(t),∇〉 – оператор дифференцирования

вдоль проекции фазовой траектории lz0
T (22.5) на конфигурационное простран-

ство. Нетрудно проинтегрировать уравнение (22.7), если заметить, что скаляр-
ные операторы

Λ̂+
j (t, z0) =

i√
2

exp{−i arg cj(t)}
(
2ηk −

d

dηk

)
,

ηj =

√
Im bk

~

(xj − xj(t, z0))

|cj(t)|
, cj(t) =

bjt

m
+ 1,

являются точными динамическими симметриями этого уравнения. Поэтому ор-
битальные и изоспиновые переменные «разделяются» и решение представимо
в виде

u0
νz0(~x, t, ~) = |ν, t〉vζ(t, z0).

Скалярная часть функции u0
νζ(~x, t, ~) равна

|ν, t〉 = Ψ0(~x, t, ~)
3∏

j=0

1√
|νj!|

(Λ̂+
j (t, z0))

νj · 1 =

= Ψ0(~x, t, ~)
3∏

j=0

2νj

√
|νj!|

exp
{
i
(π

2
− arg cj(t)

)
νj

}
Hνj

(ηj).

Векторная часть vζ(t, z0) функции u0
νζ(~x, t, ~), связанная с дискретной (изоспи-

новой) степенью свободы, определяется как решение линейной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений

i
dvζ

dt
+ cg

( 3∑

a=1

τaDa(Z(t))

)
vζ = 0 (22.8)

с начальным условием vζ(0)

2

( 3∑

a=1

τaIa
0

)
vζ(0) = ζvζ(0), ζ = ±1,

где произвольный единичный вектор I0 ∈ R3 фиксирует проекцию изоспина в
начальный момент времени. Пусть функции uk/2(~x, t, z0), k = 1,∞, являются
решениями системы уравнений

d

dt
uk/2 = −i

3∑

j=1

F̂j/2u(k−j)/2,
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F̂j/2 = gc

3∑

a=1

τaδ̂kDa(Z(t)), (22.9)

δ̂kf(~p, ~x, t) =

[ 3∑

j=1

{
∆xj

∂

∂yj

+
(
pj +

bjm

bjt+m
∆xj

) ∂

∂xj

}]k

f(~z, ~y, t)
∣∣∣~z=~p0,

~y= ~X(t,z0)

с нулевыми начальными данными uk/2, k = 1,∞. Определим квазиклассические

ТКС (mod ~N/2) оператора (22.2) формулой

Ψ
(N)
νζ (~x, t, ~) =

(
u0

νζ +
N−1∑

k=1

~k/2uk/2

)
. (22.10)

Теорема 22.1. Пусть потенциалы хромоэлектромагнитного поля Aµ
a(~x, t) ∈

C∞(R3
x×R1

x) и растут при |~x| → ∞ со всеми своими производными не быстрее
некоторой степени |~x| равномерно по t ∈ [0, T ], причем оператор (22.2) в суще-
ственном самосопряжен. Тогда функция (22.10) является асимптотическим
решением (mod ~N/2) уравнения (22.1) с начальными данными

Ψ
(N)
νζ (~x, 0, ~) = |ν, 0〉vζ(0). (22.11)

(Функция (22.10) удовлетворяет уравнению (22.1) с точностью до функций,
L2-норма которых имеет порядок ~N/2 при ~ → 0 равномерно по t ∈ [0, T ].)

Отметим следующие свойства:
1) построенные решения (22.10) являются истинными асимптотиками задачи

Коши (22.1), (22.11), т.е. приближают точное решение задачи (22.1), (22.11) с
точностью до O(~N/2−1), а именно, имеет место оценка

‖Û~(t)Ψ
(N)
νζ (~x, 0, ~) − Ψ

(N)
νζ (~x, t, ~)‖L(2)

< Cν(T )~N/2−1,

где Û~(t) – унитарный оператор эволюции уравнения (22.1), Cν(T ) – постоянная,
не зависящая от ~ (наличие такой оценки существенно для вывода классических
уравнений относительно средних с гарантированной по ~ → 0 точностью);

2) решения (22.10) образуют при каждом фиксированном t ∈ R1 и z0 ∈ R6
px

полный ортонормированный с точностью до O(~N/2−1) набор в пространстве
состояний квантовой системы

〈Ψ(N)
νζ ,Ψ

(N)
νζ 〉 = δν′νδζ′ζ +O(~N/2−1);

3) состояния Ψ
(N)
νζ (~x, t, ~) сосредоточены в пределе при ~ → 0 в окрестности

положения частицы на фазовой траектории как в x-представлении:

|Ψ(N)
νζ |2 −→

~→0
δ(x−X(t, z0)),

так и в p-представлении:

|Ψνζ(~p, t, ~)|2 −→
~→0

δ(p− p0).
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22.2. Оператор Дирака

Рассмотрим уравнение Дирака в произвольном хромоэлектромагнитном по-
ле (22.3)

i~
∂Ψ

∂t
= ĤDΨ, Ψ ∈ L(8) = L2(R

3
x) ⊗ C4 ⊗ C4

I ,

ĤD = H0(~̂p) + (−i~)H1(~x, t), p̂ = −i~∇, H0 = [c〈~α, ~̂p〉 + ρ3mc
2] ⊗ I,(22.12)

H1 = icg

[ 3∑

a=1

(I ⊗ τa)Aa
0(~x, t) −

3∑

a=1

3∑

j=1

αj ⊗ τaAa
0(~x, t)

]
.

Здесь ~α = (α1, α2, α3); ρ3 – матрицы Дирака, I = ‖δij‖4×4 – единичный оператор
в изоспиновом пространстве C2

I .
Для главного символа оператора Дирака в (22.12) – эрмитовой матрицы

H0(~p); ~p ∈ R3
p – два ее четырехкратных собственных значения λ(±)(~p) и матрицы

4×8, составленные из соответствующих собственных векторов Π±(~p), имеют вид

λ(±)(p) = ±ε(p), ε(p) =
√
c2~p2 +m2c4,

Π+ =
1√

2(1 + γ−1)

(
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉

)
, Π+ =

1√
2(1 + γ−1)

(
−〈~σ, ~β〉
1 + γ−1

)
, (22.13)

γ−1 = mc2/ε =
√

1 − β2, β = cp/ε.

Для уравнения (22.12) поставим задачу Коши

Ψ|t=0 = Ψν(~x, 0, ~)Π+f0,

Ψν(~x, 0, ~) = Nν exp

{
i

~

3∑

j=1

(
p0

j(xj − x0
j) +

bj(xj − x0
j)

2

2

)}
×

×
3∏

j=1

iνjHνj

(√Im bj
~

(xj − x0
j)
)
, Nν = N~

[ 3∏

j=1

|νj!|2νj

]−1/2

, (22.14)

где ν ∈ Z3
+; произвольный вектор f0 ∈ C4⊗C4

I нормирован условием ‖Π+f0‖L(8) =
1; Hνj

– полиномы Эрмита, а комплексные числа bj, j = 1, 2, 3, подчинены усло-
вию Im bj > 0, а N~ определен в (22.6). Такой выбор начальных данных дикту-
ется физической постановкой задачи. Волновые пакеты (22.14) локализованы
при ~ → 0 в окрестности точки z0 = (~p0, ~x0) фазового пространства R6

xp:

〈Ψζ
ν |~x|Ψζ

ν〉 → ~x0, 〈Ψζ
ν |~̂p|Ψζ

ν〉 → ~p0

при ~ → 0, причем для ν = 0 и Re b = 0 они минимизируют соотношение неопре-
деленностей Гейзенберга, а при Re b 6= 0 – Шрёдингера (см. об этом подробнее
в части I).

Обозначим через точку на фазовой траектории свободно движущейся реля-
тивистской частицы с энергией9 λ+(p).

Определим скалярную функцию |ν, t〉 вида

|ν, t〉 =
3∏

j=1

1√
|νj!|

[(â+
j )νjΨ0(~x, t, ~), Ψ0 =

Nt√
J(t, z0)

exp
{ i

~
S+(~x, t)

}
. (22.15)

9Здесь, как и в главе 1, мы ограничимся построением «положительно-частотных» (т.е. от-
вечающими собственному значению λ+(~p)) решений. «Отрицательно-частотные» ТКС опре-
деляются теми же формулами с заменой всюду λ+(p) на λ−(p) и Π± на Π∓.
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Здесь комплексная фаза S+(x, t) – действие на комплексном ростке [18] (Im S+ >
0):

S+(t, z0) =

t∫

0

(
〈~P (t, z0), ~X(t, z0)〉 − λ(+)(t)

)
dτ + 〈~p0,∆~x〉 +

1

2
〈∆~x,Q(t, z0)∆~x〉,

а обобщенные операторы «рождения»

â+
j (t, z0) =

1√
2 Im bj~

[
〈~Z∗

j , (~̂p− ~p0)〉 − 〈 ~W ∗
j , (~x− ~X(t, z0))〉

]
, (22.16)

где ~Wj, ~Zj (знак ∗ при ~Wj, ~Zj означает комплексное сопряжение) – вектор-
столбцы с номером j ∈ {1, 2, 3} комплексных 3 × 3-матриц B(t, z0) и C(t, z0),
соответственно,

B(t, z0) = B(0) = diag (b1, b2, b3), C(t, z0) = I + tλ
(+)
pp (~p0)B(0),

λ
(+)
pp =

c2

ε
‖δij − βiβj‖3×3.

(22.16′)

Якобиан J(t, z0) = detC 6= 0, и под J−1/2 понимается непрерывная ветвь корня.
Нетрудно установить (см. часть I), что функции |ν, t〉 образуют полный в

L2(R
3
x) и ортонормированный набор решений уравнения типа Шредингера

(−i~∂t + λ̂(+))|ν, t〉 = 0,

λ̂(+) = λ(+)(t) + (~̇x,∆~̂p) +
1

2
〈∆~̂p, λ(+)

pp (t)∆~̂p〉, (22.17)

∆̂~p = ~̂p− ~p0.

Определим гильбертово пространство Lt
~

(см. Приложение А) функций, зави-
сящих от x, t со скалярным произведением

〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~

=

∫

R3

ϕ̄1ϕ2ρ
z0
~

(~x, t)d3x,

где плотность меры

ρz0
~

=
N2

0

J(t, z0)
exp

{
− 2

~
Im S(~x, t)

}
−→
~→0

δ(~x− ~X(t)).

Тогда решение задачи Коши (22.12), (22.14) ищем в виде

Ψνζ(~x, t, ~) =
[
Π+(t)uνζ(~x, t, ~) + Π−(t)vνζ(~x, t, ~)

]
, (22.18)

ζ = (ζ1, ζ2), ζ1,2 = ±1,

где подлежащие определению вектор-функции uνζ , vνζ лежат в пространстве
траекторно сосредоточенных спиноров, локализованных в окрестности положе-
ния классической частицы на фазовой траектории.

Подставим функцию (22.18) в уравнение (22.12) и разложим полученные
выражения по собственным векторам Π±(~p0) (22.13) и в ряды Тейлора по опе-

раторам ∆~̂p = ~̂p−~p 0, ∆~x = ~x− ~X(t, z0) с учетом того, что при ~ → 0 справедливы

оценки ∆~̂p = Ô(~1/2), ∆~̂x = Ô(~1/2) на классе функций Ps
~

(см. часть I).
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Затем, приравняв к нулю множители при Π+(~p0) и Π−(~p0) по отдельности,
найдем выражение для uνζ через vνζ и уравнение относительно искомого векто-

ра uνζ =
∞∑

k=0

~uk/2~
k/2. Решив это уравнение по теории возмущений по степеням

~1/2, ~ → 0, получим

Ψ
(N)
νζ =

N−1∑

k=0

Ψk/2~
k/2 +O(~N/2−1)(Π+(~p0) + Π−(~p0)D(N))uνζ +O(~N/2−1),(22.19)

Ψk/2 = O(1), k = 0, (N − 1).

Здесь функции u
(N)
νζ =

N−3∑
j=0

uj/2~
j/2 определяются из уравнения

k∑

j=0

Φ̂j/2u(k−j)/2 = 0, k = 1, (N − 3),

с начальными условиями

u0(0) = |ν, 0〉Vζ(0), uk/2(0) = 0, k = 0, (N − 3),

〈~σ, ~S0〉 ⊗ (~σ, I0)Vζ(0) = Vζ(0), S0, I0 ∈ R3, ‖S‖ = ‖I‖ = 1,

операторы Φ̂j/2 имеют вид (j = 0, 1, . . . , N − 3)

Φj/2

{ 2

(2ε)j+1

[ j+2∑

j=2

(2ε)j+2−iY j+2
i

]
+R

(j+2)/2
1

}
,

Y j+2
i =

∑

(y0,...,ui):
P

m=0
ym∈N

ym=j+2

[
R

y0/2
2

( i−2∏

l=1

R
yl/2
3

)
R

yi/2
2

]
,

где

R1
1 = −i~∂t + λ̂(+) − 1

2
〈∆~̂p, λ(+)

pp (p0)∆~̂p〉 + c~g
3∑

a=1

(I2 ⊗ τ 2)Da,

R
a/2
1 = c~g

3∑

a=1

(I2 ⊗ τ2)δ̂
(a−2)Da, k > 3,

Da(~p, ~x, t) = A0
0(~x, t) − 〈~β, ~A0(~x, t)〉,

R
1/2
2 = −c〈~σ ⊗ II ,M∆~̂p〉, M =

∥∥∥ βi
0βj

0

1 + γ−1
− δij

∥∥∥
3×3

,

R
a/2
1 = c~g

3∑

a=1

〈~σ ⊗ τ 0,Mδ̂(a−2) ~Aa(~x, t)〉, k > 3, (22.20)

R
1/2
3 = −2c〈~β, ∆̂~p〉,

R1
3 ≡ R1

1 + 2c~g
3∑

a=1

(I2 ⊗ τ 2)〈~β, ~Aa〉, I2 = ‖δij‖2×2,
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R
k/2
3 = R

k/2
1 + 2c~g

3∑

a=1

(I2 ⊗ τ 2)〈~β, δ̂(k−2) ~Aa〉, k > 3,

δ̂(k−2)f(~p, ~x, t) =

( 3∑

j=1

[(~xj − ~Xj(t, z0))∂/∂yj + (~pj − ~p0
j)∂/∂zj]

)k−2

f(~z, ~y, t)
∣∣
~z=~p0

~y= ~X(t,z0)

,

В частности, уравнения для u0, u1/2 имеют вид

∂u0

∂t
= −iF̂0u0, F̂0 =

λ̂(+)

~
+ cg

3∑

a=1

(I2 ⊗ τa)Da(t), (22.21)

∂u1/2

∂t
= −i(F̂0u1/2 + F̂1/2u0),

F̂1/2 = cg
3∑

a=1

(I2 ⊗ τa)δ̂(1)Da(t)(~p, ~x, t) +
1

3!

∑

ijk

∂3λ(+)(~p)

∂pi∂pj∂pk

∆p̂i∆p̂j∆p̂k.
(22.22)

Отсюда с учетом (22.17) находим

u0
νζ ≡ u0 = |ν, ζ, t〉 = |ν, t〉|ζ, t〉,

|ζ, t〉 = exp
{
− icg

t∫

0

3∑

a=1

(I ⊗ τa)Da(t)dt
}
~Vζ(0).

(22.23)

Заметим, что функции u0
νζ образуют полный ортонормированный набор реше-

ний уравнения (22.21) и, следовательно,

u = −i
∑

ν′ζ′

∫ t

0

〈ν ′, ζ ′, τ |F̂1/2(τ)|dτ |ν ′, ζ ′, t〉. (22.24)

Оператор D(N) =
N−3∑
j=1

Dj/2/p
j/2, где Dj/2 вычисляются рекуррентно:

Dj/2 =
1

2ε

(R̂1/2
2

~1/2
+

j−1∑

l=1

R̂
l/2
3

~l/2
D(j−1)/2

)
.

Отметим, что для построенных решений Ψ
z0(N)
νζ (22.19) справедлива теорема и

свойства 1, 2, 3, аналогичные нерелятивистскому случаю и доказанные в преды-
дущем разделе.

22.3. Пример. Постоянное хромомагнитное поле

Построенные квазиклассические ТКС для операторов Шрёдингера (22.10) и
Дирака (22.19) выражаются через элементарные функции в случае постоянных
неабелевых потенциалов. Например, для однородного хромомагнитного поля,
направленного по третьей оси в изотопическом пространстве (см. также [114])

B3
3 = gA1

1A2
2, Bj

k = 0, j = 1, 2, k = 1, 2, (22.25)

решение системы (22.8) имеет вид

vζ(t) = (cosωt+ i〈~σ, ~n〉 sinωt)vζ(0), ζ = ±1,
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ω = gκ/(2mc), κ =
( 2∑

i=1

(Ai
0pi)

2
)
, ~n =

(A1
1p1

κ
,
A2

2p2

κ
, 0
)
. (22.26)

Отсюда легко получить явный вид главного члена ТКС (mod~3/2) для опера-
тора Шрёдингера (22.1)

Ψ
(3)
νζ =

( 3∏

j=1

Im bj
(π~)3

)1/4
3∏

j=1

[(bjt
m

+ 1
)
2νjνj!

]−1/2

×

× exp
{ i

~

[
S(~x, t, z0) + ~

(π
2
− arg cj(t)

)
νj

]}
×

×Hνj
(cosωt+ i〈~σ, ~n〉 sinωt)v±1(0), (22.27)

v±1(0) ≡ v
~k
±1(0), ~k = ~I0 = (I0

1, I0
2, I0

3),

v
~k
+1(0) = [2(k3 + 1)]−1/2

(
k3 + 1
k1 + ik2

)
,

v
~k
−1(0) = [2(1 − k3)]−1/2

(
k3 − 1
k1 + ik2

)

~k = (k1, k2, k3) ∈ R3, ‖~k‖ = 1.

Для оператора Дирака найдем |ζ, t〉 (22.21)

|ζ, t〉 = (I cos θt+ i〈~σ, ~n〉 sin θt)~Vζ(0), ζ = (ζ1, ζ2),

θ =
gκ

2[(p0)2 +m2c2]
, ~Vζ(0) = vζ1

s0(0) ⊗ vζ2
I0(0),

ζ1 = ±1, ζ2 = ±1,

где векторы ~n, vζ
~k, ~k ∈ {~s0, ~I0} определены в (22.26), (22.27), соответственно.

Следовательно, главный член ТКС (mod~3/2) оператора Дирака в постоянном
поле имеет вид

Ψ
z0(3)
νζ = Π+(p0)u0

νζ , u0
νζ = |ν, t〉|ζ, t〉,

где функция |ν, t〉 определена в (22.15), а матрица Π+(~p) – в (22.13).
Используя формулы коммутации

∆~̂pΨ0
z0 = Ψ0

z0∆ˆ̃p, ∆ˆ̃p = −i~∇ +Q(t, z0)∆~x,

|ν, t〉 = Ψ0
z0ϕν , ϕν =

3∏

j=1

1√
νj!

(Λ̂+
j )νj1, (22.28)

Λ̂+
j =

1√
2 Im bj~

[〈~Zj, ~̂p〉 − 〈 ~W ∗
j −Q(t, z0)~Z

∗
j ,∆~x〉],

получим

Ψ
z0(3)
ζν = Ψ0

z0Π+(p0)|ζ, t〉,
где функции ϕν(t) выражаются через полиномы Эрмита, поскольку

Λ̂+
j =

3∑

m=1

Γm
j
{

2ηm
j − d

dηm
j

}
,

Γm
j =

√
αm

jβm
j, ηm

j = ∆xm

√
αm

j/βm
j,

αm
j =

( 3∑

l=1

QmlC̄
∗
lj

)/
(2
√

2 Im bj~),

βm
j = i

√
~/(2 Im bj)C̄mj,

(22.29)
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где B(t, z0), C(t, z0) – матрицы из (22.16). Следующий член Ψ1/2 разложения
(22.19) имеет вид

Ψ1/2 = ~1/2
(
Π+(~p0)u1/2 − Π−

C

2ε(p0)
〈~σ ⊗ II ,Mδ̂~p〉u0

)
.

Здесь Π±(p), ε(p), M определены в (22.13), (22.19′), а выражение для функции
u1/2 находим по формуле (22.24), где оператор F1/2 в постоянном поле (22.25)

запишется в виде (λ(~p) ≡ λ(+)(~p) = +ε(~p) (22.13))

F1/2 = −g
3∑

a=1

(I ⊗ τa)Ga +
1

3!

∑

ijk

λijk∆p̂i∆p̂j∆p̂k,

Ga = δ̂(1) =
∑

ij

λijAi
a∆pjδi

a,

λij =
( ∂2λ

∂pi∂pj

)
(p0) =

c2

ε(p0)
‖δij − βi

aβj
a‖, λijk =

( ∂3λ

∂pi∂pj∂pk

)
(~p0) = −βk

0λij.

С учетом соотношений

〈~σ,~a〉〈~σ,~b〉 − 〈~σ,~b〉〈~σ,~a〉 = 2i〈~σ,~a×~b〉,
〈~σ,~a〉〈~σ,~b〉〈~σ,~a〉 = 2〈~a,~b〉〈~σ,~a〉 − 〈~σ,~b〉〈~a2〉,

справедливых для матриц Паули ~σ = (σ1, σ2, σ3), получим

u1/2 = −i
∑

ν′ζ′

[
− g
{ t∫

0

cos 2θτ〈εGν′ν , ~Iζ′ζ〈+ sin θτ〈~n, ~Gν′ν , ~Iζ′ζ〉 +

+2 sin2 θτ〈~n, ~Gν′ν〉〈~n, ~Iζ′ζ〉dτ
}]
ν ′ζ ′〉 +

+
1

3!

∑

ijk

λijk

t∫

0

〈ν ′|∆p̂i∆p̂j∆p̂k|ν〉dτ |ν ′ζ ′〉,

~Gν′ν = (G1
ν′ν , G

2
ν′ν , G

3
ν′ν), ~Gj

ν′ν =
3∑

i=1

λij〈ν ′|∆̂pi|ν〉Aj
j,

Ia
ζ′ζ = 〈~Vζ′(0)|I ⊗ τa|~Vζ(0)〉 =

1

2
〈vI0

ζ2
(0)|σa|vI0

ζ2
(0)〉 =





±I0a, ζ2 = ζ ′2 = ±1,

Ĩ0, ζ ′2 = −1, ζ2 = +1,
¯̃I0, ζ ′2 = +1, ζ2 = −1,

Ĩ0 =
1

1 − (I0
3)2



I0

3I0
1 − iI0

2

I0
3I0

2 + iI0
1

(I0
3)2 − 1


 .

Далее введем обозначения

rj = ∆p̂j|νj〉 = i

√
~

2 Im bj
(b̄j

√
νj|νj − 1〉 − bj

√
νj + 1|νj + 1〉),

rj
ν =

∑

ν′

〈ν ′|∆p̂j|ν〉 = rj|νi〉|νk〉,
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~dν =
∑

ν′

~Gν′ν |ν ′〉 =
( 3∑

k=1

λ1krν
kA1

1,

3∑

k=1

λ2krν
kA2

2, 0
)
,

r123
ν =

∑

ν′

〈ν ′|∆p̂1∆p̂2∆p̂3|ν ′〉|ν ′〉 =
3∏

j=1

rj,

rijk
ν

∑

ν′

〈ν ′|∆p̂i
2∆p̂j〉 =

[
− ~

2 Im bi
(b̄i

2
√
νi(νi − 1)|νi − 2〉 −

−bib̄i(2νi + 1)|νi〉 + bi
2
√

(νi + 1)(νi + 2)|νi + 2〉)
]
rj|νk〉,

rjjj =
∑

ν′

〈ν ′|∆p̂j
3|ν〉 =

(
i

√
~

2 Im bj

)3

[b̄j
3
√
νj(νj − 1)(νj − 2)|νj − 3〉 −

−3bj b̄j
2(νj)

3/2|νj − 1〉 + 3b̄jbj
2(νj + 1)3/2|νj + 1〉 −

−bj3
√

(νj + 1)(νj + 2)(νj + 3)|νj + 3〉]|νk〉, i 6= j 6= k,

~Iζ =
∑

ζ′

~Iζ′ζ |ζ ′t〉.

Вычислив интегралы, окончательно имеем

u1/2 = ig
{sin 2θt

2θ
〈~dν , ~I

ζ〉 +
1

2θ
(1 − cos 2θt)(~n× ~dν , ~I

ζ) +

+
(
t− sin 2θt

2θ

)
〈~n, ~dnu〉〈~n, ~Iζ〉 +

1

3!

[ 18cp1
0p2

0p3
0

[(p0)2 + c2m2]3/2
r123 +

+3
3∑

i=1

cpi
0

[(p0)2 + c2m2]3/2

( pi
0

(p0)2 + c2m2
− 1
)
riii +

+3
3∑

i=1

∑

j 6=i

cpi
0

[(p0)2 + c2m2]3/2

( 3pi
0

(p0)2 + c2m2
− 1
)
riij
]
.

В заключение отметим, что формулы коммутации (22.28) позволяют записать
выражение для функции u1/2 через полиномы Эрмита аргументов ηm

j (22.29).
Следующие приближения Ψk/2, k > 2, асимптотического решения (22.19) стро-
ятся аналогично.

23. Классические уравнения движения mod ~3/2

неабелевой частицы с изоспином 1/2
во внешнем калибровочном поле

23.1. Нерелятивистский случай

Определим классические динамические переменные ~x, ~p, ~I как средние зна-

чения набора операторов координат ~x, импульса ~̂p и изоспина Îa = ~τa, a =
1, 2, 3, по функциям (22.10). С учетом свойств функции (22.10) имеем

〈Â〉 = 〈Ψ(N)
νζ |Â|Ψ(N)

νζ 〉, Â ∈ {~̂x, ~̂p, ~̂I},

〈~̂x〉 = ~X(t, z0) + 2~Re 〈u0|
∆~x√

~
|u1/2〉 +O(~1/2),
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〈~̂p〉 = ~P (t, z0) + 2~Re 〈u0|
∆~̂p√

~
|u1/2〉 +O(~1/2),

〈~I〉 =
~

2
〈u0|~σ|u0〉 +O(~3/2),

(23.1)

∆~x = ~x− ~X(t, z0), ∆
ˆ̃
~p = ~̂p+Q(t)∆~x,

Q(t) = diag
( bjm

bjt+m

)
, j = 1, 2, 3,

Здесь функции u0, u1/2 определены в (22.7), (22.9). Дифференцируя равенство

(23.1) по времени с учетом уравнений (22.7), (22.9), находим (mod ~1/2)

d

dt
〈~x〉 =

∂λ

∂p
(~p0) + i~

{
〈u0|

[
F̂0,

∆~x√
~

]
|u1/2〉−

−〈u1/2|
[
F̂0,

∆~x√
~

]
|u0〉 + 〈u0|

[
F̂0,

∆~x√
~

]
|u0〉

}
,

d

dt
〈~p〉 = i~

{
〈u0|

[
F̂0,

∆̂~̃p√
~

]
− iQ(t)∆~x√

~
|u1/2〉 − (23.2)

−〈u1/2|
[
F̂0,

∆̂~̃p√
~

]
− iQ(t)∆~x√

~
|u0〉 − 〈u0|

[
F̂1/2,

∆̂~̃p√
~

]
|u0〉,

d

dt
〈~I〉 =

i~

2
〈u0|[F0, ~σ]|u0〉.

Используя тот факт, что матрица Q(t) удовлетворяет матричному уравнению

Рикатти Q̇(t) =
∥∥∥ ∂2λ

∂pi∂pj

∥∥∥Q(t), и вычислив коммутаторы операторов F̂0, F̂1/2, ∆~x,

∆
ˆ̃
~p, ~σ:

i
[
F̂0,

∆~x√
~

]
= λpp(p0)

∆̂~̃p√
~
, i

[
F̂0,

∆̂~̃x√
~

]
+
Q(t)∆~x√

~
= 0,

i
[
F̂0,

σa

2

]
= gcεabcDb(t)

σc

2
, i

[
F̂1/2,

∆~x√
~

]
= −g

3∑

a=1

τaλpp(p0) ~A
a(t),

i
[
F̂1/2,

∆̂~̃x√
~

]
= −cg

3∑

a=1

τa∂D
a

∂x
(t), λpp =

∂2λ

∂pi∂pj

=
1

m
,

(23.3)

получим систему дифференциальных уравнений (mod ~3/2) для средних значе-
ний

d

dt
~p = −cg∇x

( 3∑

a=1

IaDa
)
(~x, ~p, t),

d

dt
~x =

~p

m
− g

m

3∑

a=1

IaAa(~x, t), (23.4)

d

dt
Ia = gcεabcDb(~x, ~p, t)Ic.

Система (23.4) гамильтонова с функцией Гамильтона H = ~p2/2m+gc
3∑

a=1

IaDa(~x, ~p, t)

на фазовом пространстве Φ = R6
px × SU∗(2), симплектическая структура кото-

рого определяется (см. [115]) скобкой Пуассона { , }Φ = { , }+{ , }SU∗(2), где { , }
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– стандартные скобки Пуассона, а {ϕ1, ϕ2}SU∗(2) =
(
d,
[

∂ϕ1

∂q
× ∂ϕ2

∂q

])∣∣∣
q=~I

. Преоб-

разуя уравнения (23.2) к лагранжевой форме, получим систему классических
(mod~3/2) уравнений движения нерелятивистской изоспиновой частицы, сов-
падающую с нерелятивистскими уравнениями Вонга [113,114]

m~̈x = gFλ
aIa, İa = gεabc[cA0

b(~x, t) − (~̇x, Ab(~̇x, t))Ic],

где Fλ
a – аналог силы Лоренца в неабелевом случае

Fλ
a = cEa(~x, t) + ~̇x× ~Ba(~x, t), (23.5)

23.2. Релятивистский случай

Определим классические динамические переменные x̄, p̄, Ī как средние зна-

чения операторов ~̂x, ~̂p, Îa = ~(I2 ⊗ τa), a = 1, 2, 3, по функциям (22.19).
Для них справедливы соотношения, аналогичные (23.1) в силу свойства ор-

тогональности матриц Π+(~p) и Π−(~p) (22.13). Функции u0, u1/2 определяются
из уравнений (22.21), (22.21′), которые с учетом формул коммутации (22.5), а
также

(−i~∂t + λ̂(+))Ψz0
0 = Ψz0

0 (−i~)
[ d
dt

+ 〈λ(+)
pp (~p0)Q(t, z0)∆x,∇〉 +

−(−i~)

2
〈λ(+)

pp (~p0)∇,∇〉
]

преобразуются к виду

d

dt
u0 = −i ˆ̃F0u0,

d

dt
u1/2 = −i( ˆ̃F0u1/2 + ˆ̃F1/2u0),

ˆ̃F0 = −i
(
λ(+)

pp (p0)Q(t, z0)∆x,∇
)
− ~

2
λ(+)

pp ∇.∇) + gc
3∑

a=1

(I2 ⊗ τa)Da(t),

ˆ̃F1/2 = cg
3∑

a=1

(I2 ⊗ τa)
(∂Da

∂x
(t)∆x+

∂Da

∂p
(t)∆̂p̃

)
+

+
1

3!

3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

∂3λ(+)

∂pi∂pj∂pk

∆ˆ̃pi∆ˆ̃pj∆ˆ̃pk.

В результате выкладок, аналогичных нерелятивистскому случаю (23.2), (23.3),
(23.4), получим гамильтонову систему уравнений (mod~3/2) относительно пе-

ременных ~x, ~p, ~I (вырожденную по спину) с функцией Гамильтона вида

H = λ(+)(~p) + gc

3∑

a=1

IaDa(~x, ~p, t) +
1

3!
Sp (λ(+)

pp (~p)σpp),

d

dt
~p = −gcVx

( 3∑

a=1

IaDa
)
(~x, ~p, t),

d

dt
~x =

∂λ(+)

∂p
+ gc

( ∂
∂p

3∑

a=1

IaDa
)
(~x, ~p, t) +

1

3!

( ∂
∂p

Sp (λ(+)
pp σpp)

)
(~p).

d

dt
Ia = gcεabcDb(~x, ~p, t)Ic.

(23.6)
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Здесь σpp – матрица дисперсий операторов импульса, вычисленная по функциям
(22.19)

(σpp)ij = 〈Ψ(N)
νζ |∆ˆ̃pi∆ˆ̃pj|Ψ(N)

νζ 〉.

В лагранжевых переменных система имеет вид (~̇x = d~x/dt)

d2~x

dt2
= gλ(+)

pp

3∑

a=1

Fλ
a(~x, ~p, t)Ia,

dIa

dt
= gεabc[cA0

b(~x, t) − 〈~̇x, ~Ab(~x, t)〉]Ic, (23.7)

λ(+)
pp =

√
1 − β2

m
‖δij − βiβj‖,

где Fλ
a определено в (23.5). При переходе от гамильтоновых уравнений движе-

ния к лагранжевым использован тот факт, что в пределах заданной точности
mod ~3/2 слагаемым

d

dt
(Sp (λ(+)

pp (p̄)σpp)) ∼ ~

можно пренебречь.
Система уравнений (23.7) после перехода к собственному времени dτ =√

1 − β2dt совпадает с релятивистски-инвариантными уравнениями Вонга

m
d2xµ

dτ
= gFa

µνIadxν

dτ
,

dIa

dτ
= gεabcdxµ

dτ
AµbIc,

где Fa
µν – тензор хромоэлектромагнитного поля [114], а 4-векторы xµ и Aµb,

µ = 0, 1, 2, 3, имеют компоненты (ct, ~x(τ)) и (A0
b(~x, τ), Ab(~x, τ)), соответственно.

Замечание. Предложенный в работе алгоритм построения квазиклассиче-

ских ТКС Ψ
(N)
νζ (22.10) и вывода систем уравнений относительно квантовых

средних набора наблюдаемых позволяет провести вычисления с любой степе-
нью точности по ~1/2, ~ → 0, что дает возможность получить новые «классиче-
ские» уравнения mod ~N/2. Так, при N = 5 в уравнениях движения неабелевой
частицы в хромоэлектромагнитном поле возникают члены, описывающие взаи-
модействие спина с изоспином, но получение этих уравнений выходит за рамки
настоящей работы.



ГЛАВА 4

Теория спонтанного излучения в
квазиклассическом траекторно-когерентном

приближении

Характерное свойство квазиклассических траекторно-когерентных состоя-
ний быть локализованными в окрестности классической траектории, а также
тот факт, что они образуют (в любом порядке по степеням ~1/2, ~ → 0) полный
набор состояний, делают их удобным базисом для расчета сечений широкого
круга квантовых процессов при взаимодействии заряженных частиц с внеш-
ними полями, особенно тех из них, которые в соответствующей области пара-
метров допускают описание на классическом языке, т.е. на языке классических
уравнений движения.

В настоящей главе мы рассматриваем одну из таких задач – расчет харак-
теристик спонтанного излучения электромагнитных волн бозоном и электро-
ном, движущимися в произвольном внешнем поле. Эта задача имеет последо-
вательное решение в квантовой электродинамике [52]. Однако получить теоре-
тические результаты в удобном для физического анализа виде удается сравни-
тельно редко, что стимулирует разработку приближенных методов расчета. Мы
будем использовать новый приближенный метод расчета основных характери-
стик спонтанного излучения релятивистской частицы – метод квазиклассиче-
ских траекторно-когерентных состояний (ТКС), развитый для релятивистских
уравнений Дирака и Клейна–Гордона в главе I.

Основной результат состоит в следующем: используя одночастичные квази-
классические ТКС уравнения Клейна–Гордона и Дирака для релятивистской
частицы, движущейся в произвольном внешнем электромагнитном поле, мы
получили спектрально-угловое распределение излучений энергии в виде кон-
кретного функционала от классической траектории частицы. Под классической
траекторией здесь понимается решение соответствующей системы уравнений
Гамильтона–Эренфеста для N = 2. (Заметим, что в разложении по малому па-
раметру ~ → 0 решение системы Гамильтона–Эренфеста сводится к решению
системы Гамильтона, системы в вариациях и уравнения Баргманна–Мишеля–
Телегди.) Полученное выражение позволяет найти все характеристики излуче-
ния бозона и электрона в произвольном внешнем поле с учетом первой кван-
товой поправки включительно в той области инвариантных параметров про-
цесса излучения, где выполняются следующие условия: отдача фотона мала
(~ω/E � 1) и его движение квазиклассично (λ/a � 1, где λ – де-бройлевская
длина волны, a – характерный размер системы (в случае магнитного поля
λ/a ∼ ~ω0/E, ω0 – частота вращения)). Кроме того, показано, что с точно-
стью до O(~2), ~ → 0, мощность излучения бозона совпадает с усредненной по
спиновым состояниям мощностью излучения электрона.

Особо подчеркнем, что в методе квазиклассических ТКС нет ограничений
снизу на энергию частицы. Выражения для первой квантовой поправки спра-
ведливы при всех энергиях электрона (при которой поправка мала по сравне-
нию с классической частью) и учитывают как квантовую отдачу излучения,
так и флуктуационные члены, характеризующие квантование движения бозо-
на. Это обстоятельство позволяет в полученных выражениях для характери-
стик излучения рассмотреть предельные случаи. В частности, получены общие
формулы для полной излученной энергии в нерелятивистском приближении и
в приосевом приближении (при квазипериодическом движении). На их основе
удалось получить выражение для мощности спонтанного излучения нереляти-
вистской частицы в произвольном аксиально-симметричном магнитном поле.
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Кроме того, они проиллюстрированы примерами гармонического осциллятора
и постоянного однородного магнитного поля. Результаты вычислений в этих
случаях хорошо согласуются с ранее известными [116–118].

24. Спектрально-угловое распределение энергии
спонтанного излучения бозона

Найдем матричные элементы тока перехода [55] по состоянию Ψν (6.13),
удовлетворяющему уравнению Клейна–Гордона (5.1) с точностью до O(~5/2):

~M(ν, ν ′, t) =
1

2m0c

∫

R3

exp
[
− i
(
ωt− ω

c
〈~n, ~x〉

)]
[(~̂PΨν′)∗Ψν + Ψ∗

ν′
~̂PΨν ]d

3x, (24.1)

где единичный вектор ~n = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) характеризует направле-
ние вылета фотона.

Используя оценки (6.3), (6.4) и явный вид функций (6.13) с точностью до
O(~3/2), для матричных элементов (24.1) при N = 2 имеем

~M(ν, ν ′, t) = exp

[
− iω

(
t− 1

c
〈~n, ~X(t)〉

)]
×

×〈t, ν|
{(

~β(t) +
~ω~n

2ε

)
+

1

c
[λ(+)

pp
~̂P1 + iω~β〈~n,∆~x〉] +

+

{
− 1

2

e

ε
d2 ~A− ω2

2c2
〈~n,∆~x〉2 +

+i
ω

ε
〈~n,∆~x〉~̂P1 −

[〈c~β, ~̂P1〉
2ε

,

(
c~̂P1

ε
+
iω

c
~β〈~n,∆~x〉

)]

+

+

+4~β

(〈c~β, ~̂P1〉
2ε

)2

−
~β

c

(
δ̂2λ

2
− ed2Φ

2

)}
+

+i

√
~

c

{
[F̂+

1 , (λ
(+)
pp
~̂P1 + iω~β〈~n,∆~x〉)]−

}}
|ν, t〉 +O(~3/2),

〈χ(t)|F̂+
1 |ϕ(t)〉 = 〈ϕ(t)|F̂1|χ(t)〉.

С учетом соотношений (I.11.8) и (6.21) получим окончательное выражение для
матричных элементов тока перехода в следующем виде:

~M(ν, ν ′, t) = exp

{
− iωt+ i

ω

c
〈~n, ~X(t, ~)〉

}
×

×
{

1

c
~̇X(t, ~)δνν′ − i

√
~

2c2
[Ċ(t)~µ+ + iω~β〈~n, C(t)~µ+〉]+

+i

√
~

2c2
[Ċ∗(t)~µ− + iω~β〈~n, C∗(t)~µ−〉]−

−δνν′

1

c2

[
ω2

2
~β〈~n, σxx(t)~n〉 − iωλ(+)

pp (t)σpx(t)~n+

+iωλ
(+)
px (t)σxx(t)~n

]
+ ~ ~L(t, ν, ν ′)δ|ν|,|ν′|+2

}
+O(~3/2). (24.2)

Мы не приводим явного вида вектора ~L(t, ν, ν ′), так как можно показать,
что в пределах рассматриваемой по ~ → 0 точности квантовая поправка в мат-
ричном элементе, пропорциональная символу Кронекера δ|ν|,|ν′|+2, не влияет на
характеристики излучения.



24. Распределение энергии спонтанного излучения бозона 103

В формуле (24.2) мы используем следующие обозначения:

~̂X = ~X(t) + ∆~x− i
√

~(∆~xĜ− Ĝ+∆~x) + Ô(~3/2),√
~Ĝ =

√
~F̂1 −

e

3!c~
〈∆~x, d2 ~A〉,

〈χ(t)|Ĝ+|ϕ(t)〉 = 〈ϕ(t)|Ĝ+|χ(t)〉,
~X(t, ~) = 〈 ~̂X〉 = 〈t, ν| ~̂X|ν, t〉 = ~X(t) + ~ ~X1

Φ(t) +O(~2), (24.3)

~̇X(t, ~) = 〈 ˆ̇
~X〉 = 〈t, ν| ˆ̇

~X|ν, t〉 =
d

dt
〈t, ν| ~̂X|ν, t〉 =

= c~β − ~

4
c~β

3∑

k=1

2νk + 1

c2 Im bk
(| ~̇Zk|2 + γ2|〈~β, ~̇Zk〉|2)−

−~

2

3∑

k=1

2νk + 1

c Im bk
γ2 Re[ ~̇Zk〈~β, ~̇Z∗

k〉] −
~

2

e

3c

3∑

l=1

(2νl + 1)

Im bl
×

×Re{〈~Zl, ~∇〉λ(+)
pp (t)(~Z∗

l × ~H(~x, t))}|~x= ~X(t) + ~ ~̇X1
Φ(t) +O(~2), (24.4)

где последние слагаемые в (24.3) и (24.4) представляются в следующем виде:

~

(
~̇X1

Φ(t)
~X1

Φ(t)

)
= −i

√
~〈t, ν|

[(
λ

(+)
pp
~̂P1

∆~x

)
Ĝ− Ĝ+

(
λ

(+)
pp
~̂P1

∆~x

)]
|ν, t〉 =

=
~

4

3∑

k,j=1

2νj + 1

Im bk Im bj
Im

{(
~̇Zk

~Zk

)
[F (~Z∗

k ,
~Z∗

j ,
~Zj)+

+F (~Z∗
k , ~Zj, ~Z

∗
j ) + F (~Z∗

j , ~Z
∗
k , ~Zj) + F (~Zj, ~Z

∗
k , ~Z

∗
j )+

+F (~Z∗
j ,
~Zj, ~Z

∗
k) + F (~Zj, ~Z

∗
j ,
~Z∗

k)]

}
, (24.5)

где

F (~Zj, ~Zk, ~Zm) = − 1

3!2

t∫

0

dτ

{
e

3!
〈~Zj,∇〉〈~Zk,∇〉〈~Zm, ( ~E(~x, τ) + ~β(τ) × ~H(~x, τ))〉 −

− e

3!c
[〈~Zj,∇〉〈(~Zk × ~H(~x, τ)), ~̇Zm〉 + 〈~Zm,∇〉〈 ~̇Zj, (~Zk × ~H(~x, τ))〉] +

+
εγ2

2c2
[〈~β, ~̇Zj〉(〈 ~̇Zk, ~̇Zm〉 + γ2〈~β, ~̇Zk〉〈~β, ~̇Zm〉) +

+(〈 ~̇Zj, ~̇Zk〉 + γ2〈~β, ~̇Zj〉〈~β, ~̇Zk〉)〈~β, ~̇Zm〉]
}∣∣∣

~x= ~X(τ)
.

Заметим, что вектор ~X(t, ~) является решением системы Гамильтона–Эренфеста
(6.22). Соотношение (24.5) получено непосредственным вычислением интегра-
ла. Также в (24.2) обозначено

~µ± =

{(√
2ν1 + 1 ± 1

2 Im b1
δν′

1,ν1±1δν′
2,ν2

δν′
3,ν3

)
,

(√
2ν2 + 1 ± 1

2 Im b2
δν′

1,ν1
δν′

2,ν2±1δν′
3,ν3

)
,

(√
2ν3 + 1 ± 1

Im b3
δν′

1,ν1
δν′

2,ν2
δν′

3,ν3±1

)}
, (24.6)
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Матричные элементы тока перехода (24.2) зависят от 3×3-матриц дисперсий
координат и корреляций координат и импульсов, рассчитанных (с точностью до
O(~2), ~ → 0) по квазиклассическим ТКС (7.1). Здесь

σAB =
1

2
〈(ÂB̂ + B̂Â)〉 − 〈Â〉〈B̂〉.

Тогда имеем

σxx(t) =
~

4
[C(t)DνC

+(t) + C∗(t)DνC
t(t)],

σpx(t) =
~

4
[B(t)DνC

+(t) +B∗(t)DνC
t(t)],

(24.7)

где

Dν =

∥∥∥∥(2νk + 1)
δkj

Im bk

∥∥∥∥
3×3

.

Теперь найдем спектрально-угловое распределение энергии излучения [52]

dE (λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

ω2 dω
∞∑

|ν′|=0

I(λ)(ν, ν ′),

I(λ)(ν, ν ′) =

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2〈~eλ, ~M(t1, ν, ν
′)〉〈~eλ, ~M(t2, ν, ν

′)〉∗,
(24.8)

где разложение по векторам ~eλ, λ = 1, 2, характеризует поляризационные свой-
ства излучения

~e1 = ~eπ = (cosϕ cos θ, sinϕ sin θ,− sin θ),
~e2 = ~eσ = (sinϕ,− cosϕ, 0).

(24.9)

После суммирования квадрата матричного элемента по конечным состояни-
ям частицы ν ′1, ν

′
2 и ν ′3 получим

∞∑

|ν′|=0

I(λ)(ν, ν ′) =

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2×

× exp

{
− iω(t1 − t2) + i

ω

c
〈~n, ~X(t1, ~)〉 − i

ω

c
〈~n, ~X(t2, ~)〉

}
×

×
{

1

c2
〈~eλ, ~̇X(t1, ~)〉〈~eλ, ~̇X(t2, ~)〉 + ~B

(λ)
R (t1, t2) + ~B

(λ)
Φ (t1, t2)

}
+O(~2),(24.10)

где

B
(λ)
R (t1, t2) =

i

2c2
[Im(〈~eλ, Ċ(t1)D0Ċ

+(t2)~eλ〉)−
−iω〈~eλ, ~β(t2)〉 Im(〈~eλ, Ċ(t1)D0C

+(t2)~n〉) +

+iω〈~eλ, ~β(t1)〉 Im(〈~n, C(t1)D0Ċ
+(t2)~eλ〉)+

+ω2〈~eλ, ~β(t1)〉〈~eλ, ~β(t2)〉 Im(〈~n, C(t1)D0C
+(t2)~n〉)];

B
(λ)
Φ (t1, t2) =

1

2

{
ω2

c2

2∑

k,j=1

(−1)k+j+1〈~eλ, ~β(t1)〉〈~eλ, ~β(t2)〉×

×Re[〈~n, C(tk)DνC
+(tj)~n〉] +
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+
iω

c2

2∑

k=1

(−1)k+1〈~eλ, ~β(t1)〉Re[〈~n, C(t1)DνĊ
+(tk)~eλ〉] −

−iω
c2

2∑

k=1

(−1)k+1〈~eλ, ~β(t2)〉Re[〈~eλ, Ċ(tk)DνC
+(t2)~n〉] +

+
1

c2
Re[〈~eλ, Ċ(t1)DνĊ

+(t2)~eλ〉]
}
. (24.11)

Из формул (24.10) и (24.11) следует, что спектрально-угловое распределение
энергии излучения (24.8) бесспиновой релятивистской частицы с учетом первых
квантовых поправок включительно представлено в виде конкретного функцио-
нала от классической траектории (решений уравнений Лоренца ~r(t) и системы
в вариациях B(t) C(t)).

Анализируя характер квантовых поправок, отметим следующее: квантовая

поправка B
(λ)
R определяется классической траекторией частицы, а B

(λ)
Φ – пара-

метрами волнового пакета Ψν(~x, t, ~) (7.1), νj bj (j = 1, 2, 3) и связана с кванто-
выми флуктуациями основных динамических переменных ~x и ~p. Поэтому по-

правку B
(λ)
R , зависящую от параметров ~x0 и ~p0, можно интерпретировать как

квантовую поправку, связанную с отдачей фотона, а B
(λ)
Φ , зависящую от νi, bi, ~x0

и ~p0, естественно считать флуктуационной квантовой поправкой к излучению,
учитывающей квантование движения частицы.

Проинтегрируем (24.8) и (24.10) по частоте, используя соотношение [119]

∞∫

0

dω exp(iωξ) = πδ(ξ) + iP
1

ξ
. (24.12)

Тогда для углового распределения излученной энергии найдем [120]

dE (λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c

[
π

∞∫

−∞

dt
A(λ)(t, ~)

〈~n, ~β〉
−

− ~

2c

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2
A

(λ)
R (t1, t2)

ct1 − ct2 − 〈~n, ~X(t1)〉 + 〈~n, ~X(t2)〉

]
+O(~2), (24.13)

где

A(λ)(t, ~) = A
(λ)
cl (t) + ~A

(λ)
Φ (t);

A
(λ)
cl (t) = (Dt〈~eλ, ~β〉)2; (24.14)
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(λ)
Φ (t) =

2

c
(Dt〈~eλ, ~β〉)

(
Dt〈~eλ, ( ~̇X(t, ~) − c~β)〉

)
+

+
2

c
(Dt〈~eλ, ~β〉)

[
D2

t 〈~eλ, ~β〉〈~n,
(
~X(t, ~) − ~X(t)

)
〉
]
+

+
~

2c2
Re{(Dt〈~eλ, ~β〉)[D3

t (〈~eλ, ~β〉〈~n, C(t)DνC
+(t)~n〉] +

+|D2
t (〈~eλ, ~β〉D1/2

ν C+~n)|2 + 2[〈~eλ, (DtĊ(t))Dν(DtĊ
+(t))~eλ〉 +

+〈~eλ, (Dt
~β〉)(D2

t 〈~eλ, Ċ(t)DνC
+(t)~n〉)] +

+2[〈~eλ, (DtĊ(t))Dν(D2
t 〈~eλ, ~β〉C+(t))~n〉]}; (24.15)

A
(λ)
R (t1, t2) = Im{(D2

t1
D2

t2
(〈~eλ, ~β(t1)〉)×
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×〈~eλ, ~β(t2)〉〈~n, C(t1)D0C
+(t2)~n〉) +

+ Dt1D2
t2
(〈~eλ, ~β(t2)〉)〈~eλ, Ċ(t1)D0C

+(t2)~n〉) +

+ D2
t1
Dt2(〈~eλ, ~β(t1)〉)〈~n, C(t1)D0Ċ

+(t2)~eλ〉) +

+ Dt1Dt2(〈~eλ, Ċ(t1)D0Ċ
+(t2)~eλ〉)}. (24.16)

Здесь через Dt обозначен оператор

Dt =
d

dt

1

1 − 〈~n, ~β〉
.

Таким образом, мы видим, что в угловом распределении энергии излучения
(24.13) существуют два типа квантовых поправок, определяемых слагаемыми

A
(λ)
Φ (t) и A

(λ)
R (t), соответственно. Поправка, связанная с A

(λ)
Φ (t), зависит от пара-

метров ν, b, ~x0, ~p0 начального состояния квантовой частицы – волнового пакета
(6.14) и поэтому ее естественно называть флуктуационной частью квантовых
поправок к излучению, учитывающей квантование движения электрона, в то

время как A
(λ)
R (t) зависит лишь от начальных координат ~x0, ~p0 классической

частицы и определяет квантовые поправки к характеристикам излучения, свя-
занные с отдачей излучаемого фотона.

♦ Наличие двух типов квантовых поправок к излучению электрона отра-
жает «двухмасштабный» характер квазиклассических асимптотик волновых
функций (6.14), использованных в расчете характеристик излучения. При кван-
товании классической системы Гамильтона (7.1) методом комплексного ростка
(см. гл. 1) возникают два малых безразмерных параметра (формально про-

порциональных ~ и
√

~, ~ → 0). Первый из них – отношение де-бройлевской
длины волны к характерным размерам системы – определяет быстрые (с ча-
стотой ∼ 1/~) осцилляции волновой функции, второй характеризует квантовые

флуктуации частицы около классической траектории с частотой 1/
√

~.

Рассмотрим подробнее спектрально-угловое распределение излученной энер-
гии без учета квантовых флуктуаций (т.е. без члена ~AΦ(t) (24.16)). Если извест-

но общее решение системы Гамильтона ~P (t, z0) и ~X(t, z0), зависящее от шести
параметров z0 = (~p0, ~x0) ∈ R6

px, задача интегрирования системы в вариаци-
ях (7.3) решается дифференцированием этих решений по параметрам ~p0 и ~x0.
Матрицы B(t) и C(t) равны, соответственно, (см. (I.10.34))

B(t) =

∥∥∥∥
∂Pi(t, z0)

∂p0j

∥∥∥∥B(0) +

∥∥∥∥
∂Pi(t, z0)

∂x0j

∥∥∥∥ ,

C(t) =

∥∥∥∥
∂Xi(t, z0)

∂p0j

∥∥∥∥B(0) +

∥∥∥∥
∂Xi(t, z0)

∂x0j

∥∥∥∥ ,
(24.17)

а матрица B(0) определена в (7.3). Подставив (24.17) в выражение

2i Im(〈~n, C(t1)D0C
+(t2)~n〉),

найдем, что

〈~n, [C(t1)D0C
+(t2)]~n〉 = i{〈~n, ~x(t1)〉, 〈~n, ~X(t2)〉}x0p0 , (24.18)

где через {a, b}x0p0 обозначены скобки Пуассона

{a, b}x0p0 =

〈
∂a

∂~p0

,
∂b

∂~x0

〉
−
〈
∂a

∂~x0

,
∂b

∂~p0

〉
. (24.19)
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С учетом (24.18) найдем спектрально-угловое распределение излученной энер-
гии без учета квантовых флуктуаций

dE (λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

ω2dω

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2

{
〈~eλ, ~β(t1)〉〈~eλ, ~β(t2)〉 +

+
i~

c2
[iω〈~eλ, ~β(t1)〉{〈~n, ~X(t1)〉, 〈~eλ, ~̇X(t2)〉}x0p0 +

+iω〈~eλ, ~β(t2)〉{〈~n, ~X(t2)〉, 〈~eλ, ~̇X(t1)〉}x0p0−
−{〈~eλ, ~̇X(t1)〉, 〈~eλ, ~̇X(t2)〉}x0p0

}
exp
{
iω
[
t1 − t2 −

1

c
〈~n, ~X(t1)〉 +

+
1

c
〈~n, ~X(t2)〉 +

~ω

c2
{〈~n, ~X(t1)〉, 〈~n, ~X(t2)〉}x0p0

]}
+O(~2). (24.20)

После суммирования по поляризациям фотона и интегрирования по частоте
окончательно найдем

dErad

dΩ
=

e2

4π2c

{
π

∞∫

−∞

[(Dt
~β)2 − 〈~n,Dt

~β〉2]
1 − 〈~n, ~β〉

dt+

+
~

4c

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2
1

c(t1 − t2) − 〈~n, ( ~X(t1) − ~X(t2))〉
×

×D2
t1
D2

t2

[
(〈~β(t1), ~β(t2)〉 − 1)〈~n, { ~X(t1), ~X(t2)}p0,x0(t1, t2)~n〉 +

+(1 − 〈~n, ~β(t1)〉)(1 − 〈~n, ~β(t2)〉) Sp { ~X(t1), ~X(t2)}p0,x0(t1, t2) +

+(1 − 〈~n, ~β(t2)〉)〈~n, { ~X(t1), ~X(t2)}p0,x0(t1, t2)
~β(t1)〉 +

+(1 − 〈~n, ~β(t1)〉)〈~β(t2), { ~X(t1), ~X(t2)}p0,x0(t1, t2)~n〉
]}
. (24.21)

Отметим, что в случае нестационарного электрического поля

~E = ~E(t) = −1

c

∂ ~A

∂t
−∇Φ

формула (24.21) принимает достаточно простой вид. Действительно, из (24.17)
для этого случая найдем

∥∥∥∥
∂Pk(t, z0)

∂p0j

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∂Xk(t, z0)

∂x0j

∥∥∥∥ = ‖δkj‖,
∥∥∥∥
∂Pk(t, z0)

∂x0j

∥∥∥∥ = 0,

∥∥∥∥
∂Xk(t, z0)

∂p0j

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥

t∫

0

c2dt

ε(t)
(δkj − βj(t)βk(t))

∥∥∥∥,

и, следовательно,

{〈 ~̇X(t1), ~eλ〉, 〈 ~̇X(t2), ~eλ〉}x0p0 = 0,

{〈~n, ~x(t1)〉, 〈~eλ, ~̇X(t2)〉}x0p0 = −〈~n, λ(+)
pp (t2)~eλ〉,

{〈~n, ~X(t1)〉, 〈~n, ~X(t2)〉}x0p0 =

t1∫

t2

c2dt

ε(t)
(1 − 〈~n, ~β(t)〉2).
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В результате выражение (24.20) преобразуется к виду

dErad

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

dω ω2|〈~eλ, ~B(ω)〉|2,

где

~B(ω) =

∞∫

−∞

dt ~β(t)

(
1 − ~ω

2ε(t)
〈~n, ~β(t)〉

)
exp

{ t∫

0

dt

[
1 − 〈~n, ~β(t)〉 +

+
~ω

2ε(t)

(
1 − 〈~n, ~β(t)〉2

)]}
+O(~2).

25. Спектрально-угловое распределение энергии
спонтанного излучения электрона

Оператор K̂(2)
D (t, ~) (4.6) задает по modO(~3/2) переход к квазиклассическо-

му ТК-представлению

ϕ = (K̂(2)
D (t, ~))−1Ψ +O(~3/2),

Â+ = (K̂(2)
D (t, ~))−1Â~K̂(2)

D (t, ~) + Ô(~3/2).

Вычислим в этом представлении оператор тока перехода:

~̂+ = ~α exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]
,

~n = (n1, n2, n3) = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ).
(25.1)

С учетом формулы (Б.6) получим

~̂+ = (K̂(2)
D (t, ~))−1~α exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]
K̂(2)

D (t, ~) + Ô(~3/2) =

=
[
1 + i

√
~π̂+

1 + i~π̂+
2 − ~(π̂+

1 )2
]{[

1 − ~

2

(
1

2ε
Q̂+

1

)2]
~β exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]
×

×
[
1 − ~

2

(
1

2ε
Q̂1

)2]
−

√
~

2ε
Q̂+

1
~β exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]√
~

2ε
Q̂1 +

+

( ~β

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉 − ~σ

)
exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]√
~

2ε
(Q̂1 +

√
~Q̂2) +

+

√
~

2ε
(Q̂+

1 +
√

~Q̂+
2 )

( ~β

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉 − ~σ

)
exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]}
×

×
(
1 − i

√
~π̂1 − (iπ̂2 + π̂2

1)~
)

+ Ô(~3/2). (25.2)

Здесь мы воспользовались тождеством (В.5). В результате найдем оператор ~̂+
(25.2) с точностью до Ô(~3/2)

~̂+ = exp
[
iω
(
t− 1

c
〈~n, ~x〉

)]{
~β
(
1 − i

ω

c
〈~n,∆~x〉 − ω2

2c2
〈~n,∆~x〉2

)
+

1

c
λ(+)

pp
~̂P1 −
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− iω

2c2

(
λ(+)

pp
~̂P1〈∆~x, ~n〉 + 〈~n,∆~x〉λ(+)

pp
~̂P1

)
− e

c2
λ(+)

pp d2 ~A− ~β
1

2ε
〈 ~̂P1, λ

(+)
pp

~̂P1〉 +

+
−i

√
~

c

[(
λ(+)

pp
~̂P1 − iω~β〈~n,∆~x〉

)
π̂1 − π̂+

1

(
λ(+)

pp
~̂P1 − iω~β〈~n,∆~x〉

)]
+

+
ec~

2ε2
~β
[
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

+ γ−1〈~σ, ~H〉
]
−

− ~

2ε

[
~σ × ~̇β +

~β

1 + γ−1
〈~σ, ~β × ~̇β〉 +

γ〈~β, ~̇β〉
1 + γ−1

~σ × ~β
]

+

+
ec~

2ε2

[ ~β

1 + γ−1
〈~σ, ~β × (~β × ~H)〉 + ~σ × (~β × ~H)

]
−

− 1

2ε
[〈~β, ~̂P1〉λ(+)

pp
~̂P1 + λ(+)

pp
~̂P1〈~β, ~̂P1〉] +

+
−iω~

2ε

[
~σ × ~n−

~β

1 + γ−1
〈~σ, ~n× ~β〉 − ~σ × ~β

〈~β, ~n〉
1 + γ−1

]}
+ Ô(~3/2). (25.3)

Здесь ~̂P1 = −i~∇ +B(t)C−1(t)∆~x− e
c
d1 ~A.

Аналогичные вычисления дают следующие выражения для операторов ко-
ординат и скорости в ТК-представлении (см. также (Б.8)):

~̂X(t, ~) = (K̂(2)
D (t, ~))−1~xK(2)

D (t, ~) =

= ~x(t) + ∆~x− i
√

~(∆~xπ̂1 − π̂+
1 ∆~x) +O(~3/2); (25.4)

ˆ̇
~X(t, ~) = (K̂(2)

D (t, ~))−1c~αK̂(2)
D (t, ~) =

= ~̇x

(
1 − 1

2ε
〈 ~̂P1, λ

(+)
pp

~̂P1〉
)

+ λ(+)
pp

~̂P1 −

−e
c
λ(+)

pp d2 ~A− 1

2ε
(〈~̇x, ~̂P1〉λ(+)

pp
~̂P1 + λ(+)

pp
~̂P1〈~̇x, ~̂P1〉)−

−i
√

~[λ
(+)
pp

~̂P1π̂1 − π̂+
1 λ

(+)
pp

~̂P1] +

+
ec~

2ε2

[
~̇x

(
γ−1〈~σ, ~H〉 + 〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

)
−

−c
( ~β

1 + γ−1
〈~σ, ~β × ~E〉 + 〈~σ × ~E〉 + ~σ × ~β

γ〈~β, ~E〉
1 + γ−1

)]
+ Ô(~3/2). (25.5)

Подставив эти выражения в (25.3), для оператора тока перехода в ТК-представлении
(modO(~3/2)) получим

~̂+ =
1

2c
[
ˆ̇
~X(t, ~) exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~̂X+〉

)]
+ exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~̂X+〉

)]
ˆ̇
~X(t, ~)] +

+
iω~

2ε

[
~σ × ~n−

~β

1 + γ−1
〈~σ, ~n× ~β〉 − ~σ × ~β

〈~β, ~n〉
1 + γ−1

]
×

× exp

[
iω

(
t− 1

c
〈~n, ~x(t)〉

)]
+ Ô(~3/2). (25.6)

Найдем матричный элемент тока перехода ~̂+ (25.6). С учетом (7.12), (7.12)
и (I.16.12)

~M(t, ν, ζ, ν ′, ζ ′) = 〈ζ ′, Hν′ |~̂+|Hν , ζ〉 =
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= exp
{
iωt− iω

c
〈~n, ~X(t, ζ, ζ ′, ~)〉

}{1

c
~̇X(t, ζ, ζ ′, ~)δνν′ −

−i
√

~

2c2
[Ċ(t)~µ+ + iω~β(t)〈~n, C(t)~µ+〉]δζζ′ +

+ i

√
~

2c2
[Ċ∗(t)~µ− + iω~β(t)〈~n, C∗(t)~µ−〉]δζζ′−

−δνν′δζζ′
1

c2

[
ω2

2
~β(t)〈~n, σxx(t)~n〉+

+iωλ
(+)
pp (t)σpx(t)~n+ iωλ

(+)
px (t)σxx(t)~n

]
+

+
i~ω

2ε(t)

[
~η(t, ζ, ζ ′) × ~n−

~β(t)

1 + γ−1(t)
〈~η(t, ζ, ζ ′), ~n× ~β(t)〉 −

− ~η(t, ζ, ζ ′) × ~β(t)
〈~n, ~β(t)〉

1 + γ−1(t)

]
δνν′ + ~ ~L(t, ν, ζ, ζ ′)δ|ν|,|ν′|+2

}
+O(~3/2). (25.7)

Здесь ~µ± определен в (24.6). Мы не приводим явного вида вектора ~L(t, ν, ζ, ζ ′),
так как можно показать, что квантовая поправка δ|ν|,|ν′|+2 в матричном эле-
менте, пропорциональная символу Кронекера, не влияет в пределах рассмат-
риваемой точности по ~ → 0 на характеристики излучения. Средние значения

операторов ~̂X((t, ~) и
ˆ̇
~X(t, ~) по функциям (4.11) в (25.7) имеют вид

〈 ~̂X(t, ~)〉 = ~X(t, ζ, ζ ′, ~) =

= ~X(t, ~)δζζ′ + ~ ~XS(t, ζ, ζ ′) +O(~2); (25.8)

〈 ˆ̇
~X(t, ~)〉 = ~̇X(t, ζ, ζ ′, ~) =

= ~̇X(t, ~)δζζ′ +
ec2~

2ε2(t)

{
〈~η(t, ζ, ζ ′), ~E(t) × ~β(t)〉

~β(t)

1 + γ−1(t)
−

−~η(t, ζ, ζ ′) × ~E(t) − ~η(t, ζ, ζ ′) × ~β(t)
γ(t)〈~β(t), ~E(t)〉

1 + γ−1(t)
+

+~β(t)

[
γ−1(t)〈~η(t, ζ, ζ ′), ~H(t)〉 +

〈~β(t), ~η(t, ζ, ζ ′)〉〈~β(t), ~H(t)〉
1 + γ−1(t)

]}
+

+~ ~̇XS(t, ζ, ζ ′) +O(~2). (25.9)

Здесь ~̇X(t, ~) и ~X(t, ~) определены в (24.3) и (24.4), а ~̇XS(t, ζ, ζ ′) и ~̇XS(t, ζ, ζ ′)
могут быть записаны в следующем виде:

(
~̇XS(t, ζ, ζ ′)
~XS(t, ζ, ζ ′)

)
=

1

2

3∑

k=1

1

Im bk
Im

{( ~̇Zk(t)
~Zk(t)

) t∫

0

dτ×

×
{ e

ε(τ)

〈
~η(τ, ζ, ζ ′),

[
~E(τ) − ~β(τ)

〈~β(τ), ~E(τ)〉
1 + γ−1(τ)

][
~β(τ)

γ(τ)〈~β(τ), ~̇Zk
∗(τ)〉

1 + γ−1(τ)
+ ~̇Zk(τ)

]〉
−

− ce

2ε(τ)γ(τ)
〈~Z∗

k(τ), ~∇〉
〈
~η(τ, ζ, ζ ′),

(
~β(τ)

γ(τ)〈~β(τ), ~H(~x, τ)〉
1 + γ−1(τ)

+ ~H(~x, τ)
)〉∣∣∣

~x=~x(τ)
+

+
eγ(τ)

ε(τ)
〈~β(τ), ~̇Zk

∗(τ)〉
〈
~η(τ, ζ, ζ ′),

(
~β(τ)

γ(τ)〈~β(τ), ~H(τ)〉
1 + γ−1(τ)

+ ~H(τ)
)〉}

. (25.10)



25. Распределение энергии излучения электрона 111

Найдя обычными методами квантовой электродинамики [52] спектрально-
угловое распределение энергии и вероятности излучения, получим [64,120,125–
127]

dE (λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

ω2 dω(F�
λ δζζ′ + F ↑↓

λ δζ−ζ′), (25.11)

dω
(λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2~c

∫
ω dω(F�

λ δζζ′ + F ↑↓
λ δζ−ζ′), (25.12)

F�
λ =

∞∑

|ν′|=0

∞∫

∞

dt1

∞∫

∞

dt2 〈~eλ, ~M
�(t1)〉〈~eλ, ~M

�(t2)〉∗,

F ↑↓
λ =

∞∑

|ν′|=0

∞∫

∞

dt1

∞∫

∞

dt2 〈~eλ, ~M
↑↓(t1)〉〈~eλ, ~M

↑↓(t2)〉∗.

Здесь в матричных элементах выделены слагаемые, соответствующие излуче-
нию с переворотом спина и без него:

~M(t, ζ, ζ ′, ~) = (δζζ′ + δζ,−ζ′) ~M(t, ζ, ζ ′, ~) = δζζ′
~M�(t, ~) + δζ,−ζ′

~M↑↓(t, ~),

где δζζ′ — символ Кронекера.
Просуммируем квадрат матричного элемента по конечным состояниям элек-

трона ν ′1, ν
′
2, ν

′
3 и представим его в следующем виде:

F�
λ (ω, ~) =

∞∫

∞

dt1

∞∫

∞

dt2 exp

{
iω(t1 − t2)−

−iω
c
〈~n, ~X(t1, ζ, ζ, ~)〉 + i

ω

c
〈~n, ~X(t2, ζ, ζ, ~)〉

}
×

×
{

1

c2
〈~eλ, ~̇X(t1, ζ, ζ, ~)〉〈~eλ, ~̇X(t2, ζ, ζ, ~)〉 + ~B

(λ)
R (t1, t2, ω) +

+ ~BΦ(t1, t2, ω) + ~B
(λ)
S (t1, t2, ω)

}
+O(~2), (25.13)

где B
(λ)
R (t1, t2, ω) и B

(λ)
Φ (t1, t2, ω) определены в (24.10), а

B
(λ)
S (t1, t2, ω) =

iω

2ε(t1)
〈~eλ, ~β(t2)〉×

×
[
〈~eλ, ~η(t1, ζ, ζ) × ~β(t1)〉

〈~n, ~β(t1)〉
1 + γ−1(t1)

−

−〈~eλ, ~η(t1, ζ, ζ) × ~n〉 + 〈~η(t1, ζ, ζ), ~n× ~β(t1)〉
〈~eλ, ~β(t1)〉
1 + γ−1(t1)

]
−

− iω

2ε(t2)
〈~eλ, ~β(t1)〉

[
〈~eλ, ~η(t2, ζ, ζ) × ~β(t2)〉

〈~n, ~β(t2)〉
1 + γ−1(t2)

−

−〈~eλ, ~η(t2, ζ, ζ) × ~n〉 + 〈~η(t2, ζ, ζ), ~n× ~β(t2)〉
〈~eλ, ~β(t2)〉
1 + γ−1(t2)

]
. (25.14)
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Для случая с переворотом спина аналогичные вычисления дают

F ↑↓
λ (t, ~) =

∣∣∣∣

∞∫

−∞

dt ei(ωt−(ω/c)〈~n, ~X(t)〉)
{1

c
〈~eλ, ~̇X(t, ζ,−ζ, ~)〉 +

+
(
−iω
c

)
〈~eλ, ~β(t)〉〈~n, ~X(t, ζ,−ζ, ~)〉 + i

~ω

2ε

〈
~η(t, ζ,−ζ),

[
~n× ~eλ−

−~n× ~β(t)
〈~eλ, ~β(t)〉
1 + γ−1(t)

+ ~eλ × ~β(t)
〈~n, ~β(t)〉

1 + γ−1(t)

]〉}∣∣∣∣
2

+O(~3). (25.15)

Таким образом, с учетом первых квантовых поправок можно представить
энергию излучения (25.11) в виде функционала от классической траектории.

Рассмотрим коротко характеристики квантовых поправок в формуле (25.13).

Слагаемое B
(λ)
R описывает влияние спина на излучение и определяется только

классической траекторией, т.е. решениями уравнений Лоренца и Баргманна–

Мишеля–Телегди. Как показано ниже, слагаемое B
(λ)
Φ также определяется клас-

сической траекторией, точнее, только решениями уравнений Лоренца, тогда как

слагаемое B
(λ)
Φ связано с «квантовым характером траектории», а именно, с кван-

товыми флуктуациями основных динамических переменных ~x and ~̂p. Точнее,

B
(λ)
Φ явно зависит от параметров начального состояния квантовой частицы, т.е.

от параметров волнового пакета Ψν,ζ(~x, t, ~) (4.11), сосредоточенного при ~ → 0
в окрестности классической траектории: от числа ν, которое определяет осцил-
ляции волнового пакета, и от действительной и мнимой частей комплексных
параметров bj, j = 1, 2, 3, которые, согласно (24.7), определяют ширину пакета
и отклонения координат и моментов от их значений в состоянии равновесия.

Как будет показано в следующем разделе, этим слагаемым можно прене-
бречь в ультрарелятивистском случае, так же как и «флуктуационной» частью

средних значений ~X(t, ζ, ζ ′, ~), ~̇X(t, ζ, ζ ′, ~) операторов и скоростей в экспоненте
и в первом слагаемом формулы (25.13).

Полученные выражения (25.11)–(25.15) позволяют, в принципе, учесть вклад
всех квантовых поправок первого порядка по ~ → 0 в характеристики спон-
танного излучения электрона в произвольном внешнем электромагнитном поле
(равномерно по релятивизму) и исследовать процесс радиационной самополя-
ризации электронов.

♦ Поскольку выражения (25.11)–(25.13) получены для функций, образую-

щих базис в пространстве CS
(3)
D (Z(t),∞), то ~X(t, ζ, ζ ′, ~), C(t) и U(t, ζ) можно

находить непосредственно из системы Гамильтона–Эpенфеста (4.19).

26. Ультрарелятивистское приближение

Рассмотрим излученную энергию (24.7), (25.11) и вероятность излучения
с переворотом спина (25.12) в ультрарелятивистском приближении [6, 56], ко-

гда параметр γ = (1 − ~β2)−1/2 → ∞. Ограничимся случаем, когда излуче-
ние в заданном направлении формируется участком траектории длины ∆l,
∆l ∼ O(γ−1) [121] (например, синхротронное излучение [52]). При этом, как
известно, излучаются в основном высокие частоты

ω = O(γ3), γ → ∞. (26.1)
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В выражении для спектрально-углового распределения излученной энергии (24.7)
введем аналогично [56] новые переменные

t1 = t+
1

2
τ, t2 = t− 1

2
τ. (26.2)

Подынтегральное выражение в интеграле по t будем рассматривать как спектрально-
угловое распределение мощности излучения и учтем, что основной вклад в ин-
теграл дает область малых значений τ [56, 122]

τ = Oγ(γ
−1), γ → ∞. (26.3)

С учетом (26.1) и (26.3) разложим выражения (24.2)–(24.4) и (24.9) в ряд по
γ−1 → 0:

~X(t, ~) − ~X(t) = Oγ(1), ~̇X(t, ~) − c~β(t) = Oγ(1),

ω(t1 − t2) −
ω

c
〈~n, ( ~X(t1) − ~X(t2))〉 =

= ωτ

(
1 − 〈~n, ~β〉 − 〈~n, ~̈β〉τ

2

24

)
+Oγ(γ

−1),

Re[2〈~n, C(t1)DνC
+(t2)~n〉 − 〈~n, C(t1)DνC

+(t1)~n〉 −
−〈~n, C(t2)DνC

+(t2)~n〉] = Oγ(γ
−1),

Re[〈~n, C(t1)DνĊ
+(t1)~eπ〉−

−〈~n, C(t1)DνĊ
+(t2)~eπ〉] = Oγ(γ

−1); (26.4)

〈~n, [C(t1)D0C
+(t2) − C∗(t1)D0C

ᵀ(t2)]~n〉 =
= τ〈~n, [Ċ(t)D0C

+(t) − Ċ∗(t)D0C
ᵀ(t)]~n〉 +

+

(
τ

2

)3[ 1

3!
〈~n, [

...

C (t)D0C
+(t)−

...

C
∗(t)D0C

ᵀ(t)]~n〉 −

− 〈~n, [C̈(t)D0Ċ
+(t) − C̈∗(t)D0Ċ

ᵀ(t)]~n〉
]

+Oγ(γ
−4).

Поскольку спpаведлива оценка

Ċᵀ~n = (Bᵀλ
(+)
pp + Cᵀλ

(+)
px )~n =

=
[
Bᵀ + Cᵀ‖

(
−e
c
Ak,j

)
‖
]c2
ε

(~n− ~β〈~n, ~β〉) = Oγ(γ
−1),

то

1

2
〈~n, [C(t1)D0C

+(t2) − C∗(t1)D0C
t(t2)]~n〉 =

= iτ
(
1 − τ 2

24

d2

dt2

)
Im[〈~n, Ċ(t)D0C

+(t)~n〉] +Oγ(γ
−1).

Используя тождества (I.10.22), (I.10.23) и формулу Ċ = λ
(+)
pp (t)B + λ

(+)
px (t)C,

найдем, что

Im[〈~n, Ċ(t)D0C
+(t)~n〉] = 〈~n, λ(+)

pp (t)~n〉 = 1 − 〈~n, ~β〉2,
Im[〈~n, C(t1)D0Ċ

+(t2)~eλ〉] = 〈~n, λ(+)
pp (t2)~eλ〉 +Oγ(γ

−2) =

= 〈~eλ, ~β(t2)〉〈~n, ~β(t2)〉 +Oγ(γ
−2).
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Для мощности излучения из (24.7) окончательно получим

dW (λ)

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

ω2dω

∞∫

−∞

dτ×

× exp
{
iωτ
[
1 − 〈~n, ~β(t)〉 +

τ ~̇β2(t)

24

]}
〈~eλ, ~β(t+ τ/2)〉〈~eλ, ~β(t− τ/2)〉×

×
{

1 +
~ω

ε(t)
[1 + iωτ [1 − 〈~n, ~β(t)〉 +

τ 2 ~̇β2(t)

24
]
}

+O(~2). (26.5)

Здесь мы воспользовались тем, что 〈~n, ~̈β〉 = −~̇β2 + Oγ(γ
−1). Очевидно, что вы-

ражение (26.5) (с точностью до O(~2)) можно записать в виде

dW
(λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c

∞∫

0

ω2 dω

∞∫

−∞

dτ 〈~eλ, ~β(t+ τ/2)〉〈~eλ, ~β(t− τ/2)〉×

× ε

ε− ~ω
exp

[
iωε

ε− ~ω
τ

(
1 − 〈~n, ~β(t)〉 +

τ 2 ~̇β2(t)

24

)]
+O(~2). (26.6)

Формула (26.6) совпадает (с точностью доO(~2)) с выражением для спектрально-

углового распределения мощности излучения dW
(λ)
rad/dΩ [56].

♦ Поскольку квантовые флуктуации не влияют на излучение в ультрареля-
тивистском приближении, то формулу (26.6) можно было бы получить непо-
средственно из (24.19).

Вычислим теперь вероятность перехода с переворотом спина. Воспользовав-
шись оценками (26.1)–(26.3), найдем, что

~η(t1,2, ζ,−ζ) = ~η(t, ζ,−ζ) +Oγ(γ
−1), 〈~eλ, ~β〉 = Oγ(γ

−1)

и

〈~eλ, ~β(t)〉〈~n, ~X(t, ζ,−ζ)〉 = Oγ(γ
−2),

~n× ~β = Oγ(γ
−1), 〈~n, ~β〉 = 1 +Oγ(γ

−2).

В результате (25.15) преобразуется к виду

F ↑↓
λ =

∞∫

−∞

dt

∞∫

−∞

dτ eiωτ(1−〈~n,~β〉+τ2 ~̇β2/24) ×

×~2ω2

4ε2
〈~η(t, ζ,−ζ), ~eλ × ~q1〉〈~η(t, ζ,−ζ), ~eλ × ~q2〉∗ +Oγ(γ

5).

Здесь ~q1,2 = (1 − γ−1(t± τ/2))−1~β(t± τ/2) − ~n. Используя соотношения

~η∗(t, ζ,−ζ ′) = ~η(t, ζ ′, ζ),

〈~a, ~η(t, ζ,−ζ)〉〈~b, ~η(t,−ζ, ζ)〉 =

= 〈~a,~b〉 − 〈~η(t, ζ, ζ),~a〉〈~η(t, ζ, ζ),~b〉 + i〈~η(t, ζ, ζ),~a×~b〉
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и просуммировав по состояниям поляризации с помощью тождества

2∑

λ=1

ei
λe

k
λ = δik − nink,

получим для вероятности перехода с переворотом спина

dwrad

dΩ
=
e20~

4π2

∞∫

0

ω3 dω

∞∫

−∞

dt
1

4ε2(t)

∞∫

−∞

dτ{〈~q1, ~q2〉(1 − 〈~η(t, ζ, ζ), ~n〉2) +

+〈~n, ~η(t, ζ, ζ)〉[〈~n, ~q1〉〈~η(t, ζ, ζ), ~q2〉 − 〈~n, ~q2〉〈~η(t, ζ, ζ), ~q1〉] −
−i〈[~η(t, ζ, ζ) − 〈~n, ~η(t, ζ, ζ)〉~n], ~q1 × ~q2〉}, (26.7)

Формула (26.7) (с точностью до O(~2)) совпадает с формулой (14.4) из [56].

27. Нерелятивистское приближение

Рассмотрим выражение для спектрально-углового распределения излучения
в нерелятивистском приближении, когда параметр γ = (1−β2)−1/2 → 1 (β → 0).
В этом случае проведем формальное разложение выражений (24.2) и (24.3) в
ряд по степеням c−1 → 0 ограничившись старшим (по c−1) членом разложения,
т.е. фактически рассматривая дипольное приближение. Тогда из (24.9) получим

∞∑

|ν′|=0

Iλ(ν, ν
′) =

1

c2

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2×

× exp[−iω(t1 − t2)]

{
〈~eλ, ~̇X(t1, ~)〉〈~eλ, ~̇X(t2, ~)〉 +

+
~

2
Re[〈~eλ, Ċ(t1)DνĊ

+(t2)~eλ〉]+

+
i~

2
Im[〈~eλ, Ċ(t1)D0Ċ

+(t2)~eλ〉]
}

+O(~2) +Oc(c
−3), (27.1)

где

~̇X(t, ~) = c~β − e~

72

3∑

k,j=1

2νj + 1

Im bk Im bj
Im

{
~̇Zk(t)·

·
t∫

0

dτ{Re[〈~Zj(τ),∇〉〈~Z∗
j (τ),∇〉]〈~Z∗

k(τ), ~E(~x, τ)〉 +

+ 2〈~Z∗
k(τ),∇〉Re[〈~Zj(τ),∇〉〈~Z∗

j (τ), ~E(~x, τ)〉]}|~x= ~X(τ)

}
+O(~2). (27.2)

Аналогично для (25.15) получим

F ↑↓ =

∣∣∣∣

∞∫

−∞

dt exp{iωt}
[
− i

~ω

2mc2
〈~η(t, ζ,−ζ)~n× ~eλ〉 +

+
(−i~)e

2mc2
〈~eλ,~a(t, ζ,−ζ)〉 +O(~2) +Oc(c

−3)

]∣∣∣∣
2

, (27.3)
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где ~a(t, ζ,−ζ) обозначает

~a(t, ζ,−ζ) =
3∑

k=1

t∫

0

dτ

Im bk
[ ~̇Zk(t)〈~Z∗

k(τ),∇〉〈~η(τ, ζ,−ζ), ~H(~x, τ)〉 −

− ~̇Z∗
k(t)〈~Zk(τ),∇〉〈~η(τ, ζ,−ζ), ~H(~x, τ)]

∣∣
~x= ~X(τ)

. (27.4)

Чтобы найти полную энергию излучения в нерелятивистском приближении,
проинтегрируем (27.1) по углам, используя следующие соотношения [52]:

1

2π

∮
dΩ

2∑

λ=1

〈~eλ,~a〉〈~eλ,~b〉 =
4

3
〈~a,~b〉;

1

2π

∮
dΩ

2∑

λ=1

〈~eλ,~a〉〈~b,~eλ〉〈~c, ~n〉 = 0,

1

2π

∮
dΩ

2∑

λ=1

〈~eλ,~a〉〈~eλ,~b〉〈~n,~c〉〈~n,~a〉 =
2

15
[4〈~a,~b〉〈~c, ~d〉 − 〈~a,~c〉〈~b, ~d〉 − 〈~a, ~d〉〈~b,~c〉].

С учетом соотношения (24.11) для полной энергии из (24.7) получим

Erad(~x0, ~p0, ν, b) =
2

3

e2

c3

{ ∞∫

−∞

[
〈 ~̈X(t, ~), ~̈X(t, ~)〉 +

~

2
Re[Sp (C̈(t)DνC̈

+(t))]

]
dt+

+
~

2π

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2
1

t1 − t2
Im[Sp (C̈(t1)D0C̈

+(t2))]

}
+O(~2) +Oc(c

−4),(27.5)

где

~̈X(t, ~) =
d

dt
~̇X(t, ~) =

d2

dt2
〈~x〉,

а ~̇X(t, ~) в дипольном приближении определен в (27.2).
Аналогично, используя (25.15), для вероятности излучения с переворотом

спина получим

w↑↓
rad =

e2~

6πm2c5

∞∫

0

ω dω

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2 exp{iω(t1 − t2)}×

×
{
ω2〈~η(t1, ζ,−ζ), ~η∗(t2, ζ,−ζ)〉 +

+〈~a(t1, ζ,−ζ),~a∗(t2, ζ,−ζ)〉
}

+O(~2) +Oc(c
−6) (27.6)

или

w↑↓
rad =

e2~

6πm2c5

∞∫

0

ω dω{ω2|~η(ω, ζ,−ζ)|2 + |~a(ω, ζ,−ζ)|2}+O(~2)+Oc(c
−6), (27.7)

где

~a(ω, ζ − ζ) =

∞∫

−∞

dt exp{iωt}~a(t, ζ,−ζ), ~η(ω, ζ,−ζ) =

∞∫

−∞

dt exp{iωt}~η(t, ζ,−ζ)

– фурье-образы функций ~a(t) и η(t).
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28. Приосевое приближение
при квазипериодическом движении

Рассмотрим релятивистскую заряженную частицу, совершающую квазипе-
риодическое движение

~x(t) = c~β‖t+ ~x1(t), (28.1)

где c~β‖ – средняя скорость движения, а ~x1(t) – периодическая (~x1(t+T ) = ~x1(t))
или почти периодическая функция [123]. Такое движение может быть реали-
зовано в ряде практических важных случаев: внутри ондуляторов, в каналах
монокристаллов и в поле плоской электромагнитной волны. В частности, при
аксиальном каналировании релятивистских частиц возможно движение типа
«розетки» [124], когда ~x1(t) – квазипериодическая функция. Ограничим наше
рассмотрение случаем, когда

1) κ� 1, κ = max
t∈R1

γ|~β⊥|, (28.2)

где ~β⊥ – поперечная составляющая скорости.
2) будем считать, что движение (28.1) устойчиво в линейном приближении.
Первое предположение соответствует «ондуляторному» режиму работы он-

дулятора. Второе существенно при рассмотрении бесконечного ондулятора.
Если вектор ~X1(t) – периодическая функция, будем считать, что система в

вариациях (2.5) допускает решения Флоке

ȧk = Jλ
(+)
zz (t)ak, ak(t+ T ) = exp(iΩkT )ak(t).

Im Ωk = 0, k = 1, 2, 3,
(28.3)

a система (3.2) имеет решение Флоке вида

[
d

dt
+ 〈~σ, ~B(t)〉

]
uζ = 0, uζ(t+ T ) = eiΩζTuζ(t), (28.4)

Im Ωζ = 0, ζ = ±1.

Условие (28.3) эквивалентно тому, что траектория (28.1) устойчива в линейном
приближении. Среднее значение оператоpа ~x в этом случае можно представить
в виде

〈~x〉 = ~X(t, ζ, ζ, ~) = c~βq
‖t+ ~X1(t, ζ, ζ, ~), (28.5)

где ~X1(t+T, ζ, ζ, ~) = ~X1(t, ζ, ζ, ~), а lim
~→0

~βq
‖ = ~β‖. Проведем в выражениях (25.10)

разложение по малому параметру κ (28.2). Тогда для полной излученной энер-
гии получим

dE (λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2c3

∞∫

0

Ĩ�
λ (ω)

(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)2

dω, (28.6)

где

Ĩ�
λ =

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2 exp{−iω(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)(t1 − t2)} ×

×
{
B̃

(λ)
0 (t1, t2, ~) + ~B̃

(λ)
R (t1, t2) + B̃

(λ)
Φ (t1, t2)

}
+O(~2); (28.7)
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B̃
(λ)
0 (t1, t2, ~) = 〈~qλ, ~̈X1(t1, ζ, ζ, ~)〉〈~qλ, ~̈X1(t2, ζ, ζ, ~)〉;

B̃
(λ)
R (t1, t2) =

i

2
Im〈~qλ, C̈(t1)D0C̈

+(t2)~qλ〉;

B̃
(λ)
Φ (t1, t2) =

1

2
Re〈~qλ, C̈(t1)DνC̈

+(t2)~qλ〉;

~qλ = ~eλ +
〈~eλ, ~β

q
‖〉

1 − 〈~n, ~βq
‖〉
~n.

В каждом порядке по ~ мы ограничились старшими слагаемыми по κ и в неко-
торых выражениях провели интегрирование по частям. Векторы ~X1(t, ζ, ζ, ~) и
~βq
‖ определяются соотношениями

c~βq
‖ =

1

T

{
~X(T, ζ, ζ, ~) − ~X(0, ζ, ζ, ~)

}∣∣
k=0

,

~̇X1(t+ T, ζ, ζ ′, ~) = ~̇x1(t) + ~̇X(t, ζ, ζ ′, ~)
∣∣
k=0

− c~βq
‖ ,

где ~X(t, ζ, ζ ′, ~)|k=0 определяется из соотношения (25.8) с заменой ~β(t) → ~β‖.
Аналогично для вероятности излучения с переворотом спина запишем

dw
(λ)
rad

dΩ
=

e2

4π2~c3

∞∫

0

ωĨ↑↓λ (ω)dω, (28.8)

где

Ĩ↑↓λ (ω) =

∣∣∣∣

∞∫

−∞

dt exp{−iω(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)(t1 − t2)} ×

×
{
〈~qλ, ~̇X1(t, ζ,−ζ, ~)〉 + i

~ω

2m0c2γ‖
〈~η(t, ζ,−ζ), ~pλ〉

}∣∣∣∣
2

; (28.9)

~pλ = ~n× ~eλ − ~n× ~β‖
〈~eλ, ~β‖〉
1 + γ−1

‖

+ ~eλ × ~β‖
〈~n, ~β‖〉
1 + γ−1

‖

.

γ‖ =
1√

1 − β2
‖

.

Здесь ~X ′
1(t, ζ,−ζ, ~) — решение системы (3.2) с начальным условием ~η|t=0 =

~η(0, ζ,−ζ) (4.18).
Проинтегрируем (28.6) по частоте. С учетом соотношения (24.11) найдем

dEλ
rad

dΩ
=

e2

4πc3(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)3

{ ∞∫

−∞

dt
[
B̃

(λ)
0 (t, t, ~) +

+~B̃
(λ)
Φ (t, t, ~)

]
− i

~

π

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2
B̃

(λ)
R (t1, t2)

t1 − t2

}
+O(~2). (28.10)

В полученном выражении проведем суммирование по поляризации и интегри-
рование по углам. С учетом соотношения

∑

λ

〈~eλ,~a〉〈~eλ,~b〉 = 〈~a,~b〉 − 〈~n,~a〉〈~n,~b〉,
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где ~a и ~b — произвольные векторы, получим

∑

λ

B̃
(λ)
0 (t1, t2, ~) = 〈 ~̈X1(t1, ζ, ζ, ~), G(~n, ~βq

‖)
~̈X1(t1, ζ, ζ, ~)〉,

∑

λ

B̃
(λ)
R (t1, t2, ) =

i

4
Sp
{
G(~n, ~βq

‖)
[
C̈(t1)D0C̈

+(t2) − C̈∗(t1)D0C̈
t(t2)

]}
, (28.11)

∑

λ

B̃
(λ)
Φ (t1, t2, )

i

4
Sp
{
G(~n, ~βq

‖)
[
C̈(t1)DνC̈

+(t2) + C̈∗(t1)DνC̈
t(t2)

]}
,

где

G(~n, ~βq
‖) =

∥∥∥∥
(
δjk +

njnk

(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)2

)(
2 − 2〈~n, ~βq

‖〉 −
(
1 − (~βq

‖)
2
))∥∥∥∥

3×3

.

Подставив (28.11) в (28.10), с учетом [56]

1

4π

∫
dΩ

(1 − 〈~n, ~β〉)3
=

1

(1 − β2)2
,

1

4π

∫
njnk

(1 − 〈~n, ~β〉)4
dΩ =

4

3

βjβk

(1 − β2)3
, (28.12)

1

4π

∫
njnk

(1 − 〈~n, ~β〉)5
dΩ =

1

3

(1 − β2)δjk + 6βjβk

(1 − β2)4
,

получим

Erad =
2e2

3c3(1 − (~βq
‖)

2)3

{ ∞∫

−∞

dt [A0(t, ~) + ~AΦ(t)] +

+
~

π

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2
AR(t1, t2)

t1 − t2

}
+O(~2); (28.13)

A0(t, ~) = 〈 ~̈X1(t, ζ, ζ, ~), R(βq
‖)
~̈X1(t, ζ, ζ, ~)〉;

AΦ(t) =
1

2
Re
[
Sp
(
R(βq

‖)C̈(t)DνC̈
+(t)

)]
;

AR(t1, t2) =
1

2
Im
[
Sp
(
R(βq

‖)C̈(t1)DνC̈
+(t2)

)]
;

R(βq
‖) =

∥∥(1 − (~βq
‖)

2)δjk + (~βq
‖)j(~β

q
‖)k

∥∥
3×3

.

До сих пор мы использовали только условие малости параметра κ. Если
мы будем считать, что матрица C(t) составлена из решений Флоке (28.3), то,
переходя стандартным образом к мощности излучения, из (28.6) получим

dW
(λ)
rad

dΩ
=

e2

(1 − 〈~n, ~βq
‖〉)c3

∞∑

n=0

[
R

(λ)
0 (n, ~) + ~R

(λ)
Φ (n) + ~R

(λ)
R (n)

]
, (28.14)

где

R
(λ)
0 (n) = ω2

cl(n)

∣∣∣∣
1

T

T∫

0

eiωcl(n)(1−〈~n,~βq
‖
〉)t〈~qλ, ~̇X1(t, ζ, ζ, ~)〉dt

∣∣∣∣
2

,
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R
(λ)
Φ (n) =

3∑

k=1

(2νk + 1)ω4
k(n)

4 Im bk
×

[∣∣∣∣
1

T

T∫

0

eiωk(n)(1−〈~n,~βq
‖
〉)t〈~qλ, ~Zk(t)〉dt

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
1

T

T∫

0

eiωk(n)(1−〈~n,~βq
‖
〉)t〈~qλ, ~Z∗(t)〉dt

∣∣∣∣
2]
,

R
(λ)
R (n) = i

3∑

k=1

ω4
k(n)

4 Im bk

[∣∣∣∣
1

T

T∫

0

eiωk(n)(1−〈~n,~βq
‖
〉)t〈~qλ, ~Zk(t)〉dt

∣∣∣∣
2

−

−
∣∣∣∣
1

T

T∫

0

eiωk(n)(1−〈~n,~βq
‖
〉)t〈~qλ, ~Z∗(t)〉dt

∣∣∣∣
2]
,

где

ωcl(n) =
ω0n

1 − 〈~n, ~βq
‖〉
, ωk(n) =

ω0n+ Ωk

1 − 〈~n, ~βq
‖〉
,

а Ωk определено в (28.3).

29. Излучение заряженной частицы
в электромагнитных полях специального вида

Рассмотрим ряд примеров, иллюстрирующих полученные выше результаты
для конкретных физических систем.

29.1. Мощность спонтанного излучения
нерелятивистского гармонического осциллятора
в траекторно-когерентном состоянии

Для функции Гамильтона

H(p, x) =
~p 2

2m
+
mω2x2

1

2
, ~p = (p1, p2, p3) (29.1)

соответствующие решения системы Гамильтона (6.21) и системы в вариациях
(7.3) имеют вид

X1(t) = x10 cosωt+
p10

mω
sinωt, Xj =

pj0t

m
+ xj0;

P1(t) = −mωx10 sinωt+ p10 cosωt; Pj(t) = pj0, j = 2, 3;

C(t) = diag
( b1
mω

sinωt+ cosωt, 1 +
b2t

m
, 1 +

b3t

m

)
;

B(t) = diag( b1 cosωt−mω sinωt, b2, b3 ), (29.2)

xl(0) = xl0, pl(0) = pl0, l = 1, 3;
C(0) = ‖δki‖3×3, B(0) = ‖bkδki‖3×3, Im bk > 0.

При этом среднее значение оператора скорости ~̇X(t, ~) совпадает с классиче-
ским и, следовательно,

~̈X(t, ~) = ~̈X(t) = −ω2(x10 cosωt+
p10

mω
sinωt, 0, 0). (29.3)
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Подставив (29.2) и (29.3) в (27.2), после стандартного перехода к мощности
излучения [122] найдем

W (~x0, ~p0, ν, b) =
e2ω2

3m2c3
[(mωx10)

2 + (p10)
2] +

+
e2~

6c3
2ν1 + 1

Im b1

[
ω4 + |b1|2

ω2

m2

]
− e2~ω3

3c3m
+O(~2). (29.4)

Положим в полученном выражении ν1 = 0. Тогда начальное состояние Ψν(~x, 0, ~)
излучающей системы совпадает с коррелированным когерентным состоянием
[118]. Переходя к обозначениям [118]

Reα =
x10 Im b1√
2~ Im b1

; Imα =
p10 − x10 Re b1√

2~ Im b1
,

r =
σx1p1√
σx1x1σp1p1

=
Re b1
|b1|

, ξ =
2σx1x1mω

~
=

mω

Im b1
, (29.5)

σx1x1 =
~

2 Im b1
; σp1p1 =

~|b1|2
2 Im b1

, σx1p1 =
~ Re b1
2 Im b1

,

где r – коэффициенты корреляции координат и импульсов, ξ – коэффициент
«сжатия» начального коррелированного состояния, α = Reα + i Imα – соб-
ственные числа обобщенных операторов симметрии [118], а σx1x1 , σp1p1 и σx1p1 –
соответствующие элементы матриц (26.4) в поле (29.1). Тогда выражение (29.4)
в обозначениях (29.5) примет вид

W (α, r, ξ) =
2

3

e2ω3~

mc3

{[
ξ(Reα)2 +

+
1

ξ

(
Imα+

r√
1 − r2

Reα

)2]
+

1

4

[
ξ +

1

ξ(1 − r2)
− 2

]}
. (29.6)

Выражение (29.6) совпадает с результатом работы [118] (формула (4.15) на
стр. 215) для мощности спонтанного излучения заряженного гармонического
осциллятора, находящегося в начальный момент времени в коррелированном
когерентном состоянии.

29.2. Мощность спонтанного излучения нерелятивистской частицы,
движущейся в постоянном и однородном магнитном поле
и находящейся в начальный момент времени
в траекторно-когерентном состоянии

Рассмотрим нерелятивистскую частицу, движущуюся в постоянном и одно-
родном магнитном поле с потенциалом вида

~A =
(
−Hx2

2
,
Hx1

2
, 0
)
, Φ = 0, H = const. (29.7)

Квазиклассические ТКС такой частицы построены в (6.14). Решения соответ-
ствующей системы Гамильтона (24.6) и системы в вариациях (24.4) имеют вид

~x(t) = U1~x0 + U2~p0, ~p(t) = U1~p0 + U3~x0,

B(t) = U1B(0) + U3C(0), C(t) = U1C(0) + U2B(0),
(29.8)
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где

U1 =
1

2

(
1 + exp(−iσ2ωt)

0
0

0 0 2

)
, ω0 =

eH

mc
, λ =

eH

2c
,

U2 =
1

2

(
−iσ2(1 − exp(−iσ2ωt))

0
0

0 0 2λt/m

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
,

U3 = −iλ
2

(
(1 − exp(−iσ2ωt))σ2

0
0

0 0 0

)
,

B(0) = ‖bkδkj‖3×3, C(0) = ‖δkj‖3×3, Im bk > 0.

Подставив (29.8) в (27.1) и перейдя в полученных выражениях к мощности
излучения, найдем

W (~x0, ~p0, ν, b) =
2

3

e2ω2

c3

[(
ωx20

2
+
p10

m

)2

+

(
ωx10

2
− p20

m

)2]
+

+
e2ω2~

3c3

2∑

j=1

(2νj + 1)

Im bj

( |bj|2
m2

+
ω2

4

)
− 2

3

e2ω3~

mc3
+O(~2). (29.9)

При стандартном выборе траектории ~X(t) = R(cosωt, sinωt, 0) из (29.9)
получим

W = Wcl(1 + ~Q1 + ~Q2) +O(~2), (29.10)

где

Wcl =
2

3

e2

c3
R2ω4, Q2 = − 1

mωR2
, Q1 =

1

2R2

2∑

j=1

(2νj + 1)

Im bj

( |bj|2
m2ω2

+
1

4

)
.

Квантовые поправки в (29.10) к мощности классического излучения допускают
следующую интерпретацию: ~Q2Wcl – квантовая поправка, учитывающая отда-
чу фотона, а ~Q1Wcl – квантовая поправка, учитывающая квантовые флук-
туации координат и импульсов в начальном квазиклассическом траекторно-
когерентном состоянии.

При ν1 = ν2 = 0, когда ТК-состояние Ψν (24.2) совпадает с коррелированным
когерентным состоянием, формула (29.9) переходит в выражение для мощности
излучения, приведенное в работе [118] (формула (5.10), стр. 217).

Заметим, что при условиях

Im bj =
mω

2
, Re bj = 0, νj = 0, j = 1, 3, (29.11)

соотношение (29.10) преобразуется к следующему виду:

W = Wcl +O(~2),

тождественно совпадающему с выражением для средней за период мощности
классической частицы, движущейся в постоянном и однородном магнитном по-
ле. Это представляется естественным, так как условия (29.11) эквивалентны
переходу к когерентным состояниям [70].
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29.3. Мощность спонтанного излучения нерелятивистской частицы
в аксиально-симметричном магнитном поле,
находящейся в начальный момент времени
в траекторно-когерентном состоянии

Рассмотрим нерелятивистскую частицу в аксиально-симметричном магнит-
ном поле с потенциалом вида

Φ = 0, ~A = H(r)
(
− x2

2
,
x1

2
, 0
)
,

~x = (x1, x2, x3), r =
√
x2

1 + x2
2.

(29.12)

Найдем характеристики излучения частицы в поле (29.12). Для этого рас-
смотрим систему, описываемую гамильтонианом

H =
1

2m

(
~p− e

c
~A
)2

+ eA0Φ(r), (29.13)

где ~A(~x) определено в (29.12). Наличие в (29.13) отличного от нуля скаляр-
ного потенциала A0Φ(r) позволяет провести физически корректную регуляри-
зацию интегралов в (27.2) (см. разд. «Нерасплывающиеся квазиклассические
волновые пакеты для аксиально-симметричных квантовых систем»). При Φ(r),
удовлетворяющем условию

A0
∂Φ(r)

∂r
=
mr

e

[
σ2 − σ

e

c
(rH ′ + 2H)

]
, σ = const, H ′ =

∂H

∂r
,

подынтегральные выражения в (27.2) будут содержать только периодические
функции, и переход от полной излученной энергии к мощности излучения осу-
ществляется стандартным образом [122]. Положив в полученных выражениях
A0 = 0, получим решение задачи (29.12).

Расчет характеристик излучения проведем для классических траекторий ви-
да ~X(t) = R(cosωt, sinωt, 0). В этом случае матрица C(t) имеет вид

C(t) =

(
C2×2(t)

0
0

0 0 1 + b3t/m

)
, (29.14)

C2×2 =
4∑

l=2

exp[−i(ωσ2 − Ωl)t]Gl,

где

Ω2 = 0, Ω3 = −Ω4 = Ω =
√

4ω2
2 + ω2

1,

ω =
ω1

2
+

√
ω2

1

4
+ ω2

2, ω1 =
e

c
(RH ′(R) − 2H(R)),

ω2
2 =

eA0

mR
Φ′(R), Φ′(R) =

∂Φ

∂R
,

а матрицы Gl (l = 2, 3, 4) определены в (8.21).
Подставив (29.14) в (27.2) и положив A0 = 0, для мощности спонтанного из-

лучения нерелятивистской частицы в произвольном аксиально-симметричном
магнитном поле получим

W (~x0, ~p0, ν, b) =
2

3

e2ω4R2

c3
− 2

3

e2~ω3

mc3
+
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+
e2ω4~

3c3

2∑

l=1

2νl + 1

Im bl

[(
α

ω
− 1

2

)2

+

∣∣∣∣
bl
mω

∣∣∣∣
2]

+O(~2). (29.15)

В случае постоянного и однородного магнитного поля α = 0 и выражение (29.15)
совпадает с (29.10).

Таким образом, методом квазиклассических траекторно-когерентных состо-
яний удалось получить выражение для мощности спонтанного излучения нере-
лятивистской частицы в произвольном аксиально-симметричном магнитном по-
ле с точностью до O(~2). В выражении (29.15) выделены классический член и
квантовая поправка, учитывающая как отдачу излучения, так и флуктуацион-
ные члены, характеризующие квантование движения частицы. Кроме того, в
(29.15) явно выделена зависимость мощности излучения от характера кванто-
вых состояний – квантовых чисел νj и параметров bj (j = 1, 2), определяющих
начальные дисперсии координат и импульсов в этих состояниях.

29.4. Вероятность излучения с переворотом спина
(в нерелятивистском приближении) для электрона,
движущегося в постоянном и однородном магнитном поле

В однородном магнитном поле ~H = (0, 0, H) уравнение движения спина
(4.15) для нерелятивистского случая ε = mc2

~̇η =
e

mc
~η × ~H (29.16)

с начальными условиями (4.19) при ζ ′ = −ζ легко интегрируется:

~η(t) = (C1e
iω0t + C2e

−iω0t, iC1e
iω0t − iC2e

−iω0t, C3)
t, (29.17)

ω0 =
eH

mc
, C1 =

1

2
e−iϕ(cos θ + ζ),

C2 =
1

2
eiϕ(cos θ − ζ), C3 = sin θ.

Подставив (29.17) в (27.6), для вероятности излучения с переворотом спина за
все время процесса найдем

w↑↓
rad =

e2~

6πm2c5

∞∫

0

ω3I(ω, ζ,−ζ) dω, (29.18)

где

I(ω, ζ,−ζ) =

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2e
iω(t1−t2)〈~η(t1, ζ,−ζ), ~η∗(t2, ζ,−ζ)〉 =

= 8π2|C1|2δ2(ω + ω0) + 4π2|C3|2δ2(ω) + 8π2|C2|2δ2(ω − ω0). (29.19)

Понимая квадрат δ-функции как lim
T→∞

1
2π
δ(τ)T (см., например, [122]) и учитывая,

что вклады первых двух слагаемых в (29.19) в вероятность w↑↓
rad (29.18) равны

нулю, из (29.16) найдем вероятность излучения с переворотом спина в единицу
времени

w̄↑↓
rad = lim

T→∞

w↑↓
rad

T
=

e2~

6πm2c5
4πω3

0|C2|2.
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Подставив сюда значение постоянной C2 из (29.17), окончательно получим

w̄↑↓
rad =

~e20ω
3
0

6m2c5
(cos θ − ζ)2, ζ = ±1, (29.20)

где угол θ задает начальную ориентацию спина электрона относительно направ-

ления вектора ~̀= (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) (см. (4.19)). Умножим (29.20) на
энергию фотона ~ω0 и просуммируем по состояниям поляризации начального
спина электрона (ζ = ±1). В результате найдем полную мощность излучения с
переворотом спина электрона (в однородном магнитном поле)

p↑↓rad =
1

6

~2e2ω4
0

m2c5
(1 + cos2 θ). (29.21)

При θ = 0 отсюда следует результат работы [117]

p↑↓rad =
4

3
µ2

0ω
4
0c

−3, µ0 =
e~

2mc
.

29.5. Вероятность излучения с переворотом спина
(в нерелятивистском приближении) для электрона,
движущегося в произвольном фокусирующем
аксиально-симметричном электрическом поле

Рассмотрим движение электрона в электрическом поле с потенциалом

~A(~x, t) = 0, Φ(~x, t) = Φ(r), r =
√
x2 + y2. (29.22)

Классическая траектория в поле (29.22) определяется системой Гамильтона

~̇x = H~x, ~̇p = −H~p, H(~p, ~x) =
~p 2

2m
+ eΦ(r). (29.23)

Система (29.23) допускает движение электрона в плоскости z = 0 по равновес-
ной окружности

~x(t) = R(cosω0t, sinω0t, 0), ~p(t) = m~̇x(t), ω0 =

√
e

mR

∂Φ(R)

∂R
, (29.24)

а R определяется из условия H
(
~P (t), ~X(t)

)
= E, где E – энергия электрона.

Уравнения движения спина (4.15) для заданной траектории электрона (29.24)
имеют вид

~̇η = − e

2mc2
~η × ( ~̇X(t) × ~E(t)), (29.25)

где напряженность электрического поля E(t) вычислена на траектории элек-
трона

~E(t) = −∂Φ(R)

∂R
(cosω0t, sinω0t, 0).

Система (29.25) с начальным условием (4.19) при ζ ′ = −ζ интегрируется ана-
логично предыдущему примеру

~η(t) = (C1e
iΩt + C2e

−iΩt, −iC1e
iΩt + iC2e

−iΩt, C3)
ᵀ,
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где C1 = 1
2
eiϕ(ζ − cos θ), C2 = −1

2
e−iϕ(ζ + cos θ), C3 = sin θ, θ – угол, задающий

начальную ориентацию спина электрона относительно направления вектора ~̀=
(cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) и

Ω =
eω0

mc2
∂Φ(R)

∂R
(29.26)

– частота прецессии спина электрона. Вычисления вероятности переходов с пе-
реворотом спина в единицу времени по формулам (27.6) аналогичны таковым
в предыдущем примере. Приведем окончательный результат

w̄↑↓
rad =

~e2|Ω|3
6πm2c5

(ζ − cos θ)2. (29.27)

Эффект радиационной самополяризации для релятивистских электрон-позитронных
пучков в аксиально-симметричном электрическом поле рассмотрен в [128,129].

29.6. Излучение релятивистской заряженной частицы,
находящейся в начальный момент времени
в траекторно-когерентном состоянии,
в отсутствие внешнего поля

Хорошо известно, что в отсутствие внешнего поля электрон не излучает.
Покажем, что полученные нами результаты не противоречат этому факту.

Система Гамильтона в этом случае имеет вид

~̇x = λ
(+)
~p (~p, ~x, t), ~̇p = −λ(+)

~x (~p, ~x, t), (29.28)

λ(+)(~p, ~x, t) =
√
c2~p2 +m2

0c
4, ~p(0) = ~p0, ~x(0) = ~x0.

Тогда
~X(t) = λ

(+)
~p (~p0)t+ ~x0, ~P (t) = ~p0. (29.29)

Система в вариациях, отвечающая траектории (29.29), имеет вид

Ḃ = 0, Ċ = λ(+)
pp (~p0)B, B(0) = B0, C(0) = C0. (29.30)

Следовательно,

B(t) = B0, C(t) = λ(+)
pp (~p0)B0t+ C0. (29.31)

Средние значения операторов ~̂x и ~̂p удобно найти из системы уравнений для
квантовых средних (4.16), которая примет вид

~̇p = 0, ~̇x = λ
(+)
~p (~p) +

1

2
∂~p Sp (λ(+)

pp (~p)σpp), (29.32)

σ̇xx = λ
(+)
pp (~p)σpx + σxpλ

(+)
pp (~p),

σ̇xp = λ
(+)
pp (~p), σ̇pp = 0, ~̇η = 0

(29.33)

с начальными условиями

~p(0) = ~p0, ~x(0) = ~x0, σxx(0) = σ0
xx, σxp(0) = σ0

xp,

σpp(0) = σ0
pp, ~η(0) = ~η0(ζ, ζ

′),
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где ~p0 и ~x0 определены в (29.28), ~η0(ζ, ζ
′) – в (4.18), а σ0

xx, σ
0
xp и σ0

pp удовлетворя-
ют соотношению неопределенностей Шрëдингера–Робертсона (I.11.23). Система
уравнений (29.33) легко интегрируется:

~P (t, ~) = ~p0, σpp(t) = σ0
pp, ~η(t) = ~η0(ζ, ζ

′),

~X(t, ~) =
[
λ

(+)
~p0

(~p0) +
1

2
∂~p0(λ

(+)
pp (~p0)σ

0
pp)
]
t+ ~x0,

σxp(t) = λ
(+)
pp (~p0)σ

0
ppt+ σ0

xp, (29.34)

σxx(t) = λ
(+)
pp (~p0)σ

0
ppλ

(+)
pp (~p0)t

2 +
[
(λ

(+)
pp (~p0)σ

0
px + σ0

xpλ
(+)
pp (~p0)

]
t+ σ0

xx.

Спектрально-угловое распределение полной излученной энергии (25.7) име-
ет вид

dE (λ)
rad

dΩ
=

e20
4π2c

∞∫

0

ω2I(λ)(ω)dω, (29.35)

где

I(λ)(ω) =

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2 exp
{
iω(t1 − t2) −

iω

c
〈~n, ~X(t1, ~)〉 +

iω

c
〈~n, ~X(t2, ~)〉

}
×

×
{ 1

c2
B

(λ)
0 (t1, t2, ~) + ~B

(λ)
R (t1, t2, ω) +

+ ~B
(λ)
Φ (t1, t2, ω) + ~B

(λ)
S (t1, t2, ω)

}
+O(~2), (29.36)

Обозначим

~π =
1

c
λ

(+)
~p (~p0) +

1

2c
∂p0 Sp (λ(+)

pp (~p0)σ
0
pp). (29.37)

Тогда

1

4π2

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
0 (t1, t2, ~)eiω(1−〈~n,~π〉)(t1−t2) =

=

∣∣∣∣
1

2π

∞∫

−∞

dt〈~eλ, ~̇X(t, ζ, ζ, ~)〉eiω(1−〈~n,~π〉)t

∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣
1

2π

∞∫

−∞

dt exp
{
iω(1 − 〈~n, ~π〉)t− iω

c
〈~n, ~x0〉

}
〈~eλ, ~π〉

∣∣∣∣
2

=

=

∣∣∣∣
〈~eλ, ~π〉

1 − 〈~n, ~π〉 exp
{
− iω

c
〈~n, ~x0〉

}
δ(ω)

∣∣∣∣
2

= B̃
(λ)
0 (ω, ~)δ2(ω). (29.38)

Аналогично находим

1

4π2

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
R (t1, t2, ω)eiω(1−〈~n,~π〉)(t1−t2) = B̃

(λ)
R (ω)δ2(ω),

1

4π2

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
Φ (t1, t2, ω)eiω(1−〈~n,~π〉)(t1−t2) = B̃

(λ)
Φ (ω)δ2(ω), (29.39)
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1

4π2

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
Φ (t1, t2, ω)eiω(1−〈~n,~π〉)(t1−t2) = B̃

(λ)
S (ω)δ2(ω),

где функции B̃
(λ)
Φ (ω), B̃

(λ)
R (ω) и B̃

(λ)
S (ω) регулярно зависят от ω, и мы не при-

водим их явного вида, поскольку для наших целей он несуществен. Подставив
(29.38) и (29.39) в (29.35), получим

dE (λ)
rad

dΩ
= 0. (29.40)

29.7. Мощность спонтанного излучения релятивистского
гармонического осциллятора, находящегося
в траекторно-когерентном состоянии
и движущегося равномерно и прямолинейно

Рассмотрим релятивистскую частицу в поле с потенциалами

~A(~x, t) = 0, Φ(~x, t) =
1

2

(
ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3(z − cβ‖t)
2
)
. (29.41)

Система Гамильтона в поле (29.41) примет вид

~̇x = c2

ε
~p, ṗx = ω2

1x, ṗy = ω2
2y, ṗz = ω2

3(z − cβ‖t), (29.42)

ε =
√
c2~p2 +m2

0c
4.

Система (29.42) допускает решение вида

~X = (0, 0, cβ‖t); ~P = (0, 0, p0), (29.43)

где p0 определяется из условия β‖ = cp0/ε, ε =
√
c2p2

0 +m2
0c

4. Система в вариа-
циях, отвечающая траектории (29.43), примет вид

Ḃ = −λ(+)
xx C, Ċ =

c2

ε
B, λ(+)

xx = diag(ω2
1, ω

2
2, ω

2
3),

B(0) = ‖bkδkj‖3×3, C(0) = ‖δkj‖3×3,
(29.44)

тогда

C(t) =
∥∥∥
(

cos Ωkt+
bkc

2

εΩk

sin Ωkt
)
δkj

∥∥∥
3×3

,

B(t) =
∥∥∥
(
bk cos Ωkt−

εΩk

c2
sin Ωkt

)
δkj

∥∥∥
3×3

,

Ωk =
cωk√
ε
. (29.45)

Система уравнений для квантовых средних (6.22) примет вид

~̇p =
(
ω2

1x, ω
2
2y, ω

2
3(z − cβ‖t)

)ᵀ

,

~̇x =
c2

ε
~p+

1

2
∂~p Sp

(
λ(+)

pp (~p)σpp

)
,

σ̇xx = λ
(+)
pp σpx + σxpλ

(+)
pp ,

σ̇xp = λ
(+)
pp σpp − σxxλ

(+)
xx ,

σ̇pp = −λ(+)
xx σxp − σpxλ

(+)
xx ,

λ
(+)
pp =

c2

ε

∥∥∥∥δkj −
pkpjc

2

ε2

∥∥∥∥
3×3

.

(29.46)



29. Излучение частицы в полях специального вида 129

Система уравнений (29.46) допускает решение

~X(t, ~) = (0, 0, cβ‖t), ~P (t, ~) =
(
0, 0,

ε

c
β‖

)
;

σxx(t, ~) =
~

2

∥∥∥2νk + 1

Im bk

(
cos2 Ωkt+

c2 Re bk
2εΩk

sin 2Ωkt+

+
c4|bk|2
ε2Ω2

k

sin2 Ωkt
)
δkj

∥∥∥
3×3

;

σpp(t, ~) =
~

2

∥∥∥2νk + 1

Im bk

(
|bk|2 cos2 Ωkt−

εΩkbk
2c2

sin Ωkt+

+
ε2Ω2

k

c4
sin2 Ωkt

)
δkj

∥∥∥
3×3

; (29.47)

σxp(t, ~) =
~

2

∥∥∥2νk + 1

Im bk

[(
cos Ωkt+

c2 Re bk
εΩk

sin Ωkt
)
×

×
(

Re bk cos Ωkt−
εΩk

c2
sin Ωkt

)
+

(Im bk)
2c2

2εΩk

sin 2Ωkt
]
δkj

∥∥∥
3×3

.

Спектрально-угловое распределение энергии задается соотношением (25.7).
Найдем

∞∫

−∞

〈~eλ, ~̇X(t, ~)〉eiω[t−〈~x(t,~),~n〉/c]dt = 2πc〈~β‖, ~eλ〉δ
(
ω(1 − 〈~n, ~β‖〉)

)
, (29.48)

где обозначено ~β‖ = (0, 0, β‖). Аналогично

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
R (t1, t2)e

iω[1−〈~n,~β‖〉]t =
4iπ2

2c2
Im〈~qλ, A(ω)D0A

+(ω)~qλ〉,

где

A(ω) =
1

2π

∞∫

−∞

Ċ(t)eiω(1−〈~n,~β‖〉)tdt =

=
1

2

∥∥∥
[(bkc2

ε
+ iΩk

)
δ
(
ω(1 − 〈~n, ~β‖〉) + Ωk

)
+

+
(bkc2

2ε
− iΩk

)
δ
(
ω(1 − 〈~n, ~β‖〉) + Ωk

)]
δkj

∥∥∥
3×3

; (29.49)

~qλ = ~eλ +
〈~eλ, ~β‖〉

1 − 〈~n, ~β‖〉
~n, (i′)2 = −1, (i′)∗ = i′

и

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2B
(λ)
Φ (t1, t2)e

iω(1−〈~n,~β‖〉)t =

=
2π2

c2

{
Re〈~qλ, A(ω)D0A

+(ω)~qλ〉 + B̃
(λ)
Φ (ω)δ(ω)

}
.
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Мы не приводим явного вида функции B̃
(λ)
Φ (ω), поскольку она не окажет влия-

ния на последующие вычисления. Подставив (29.48), (29.49) в (24.8) и (24.10),
получим

Wrad =
e2~

3c3(1 − ~βq
‖)

3

3∑

k=1

[
2νk + 1

2 Im bk

(
Ω4

k + |bk|2
Ω2

kc
4

ε2

)
− Ω3

kc
2

ε

]
+O(~2). (29.50)

В заключение этого раздела отметим, что использование квазиклассических
траекторно-когерентных состояний для уравнения Дирака и Клейна–Гордона
позволило построить выражения для характеристик спонтанного излучения
электрона с учетом первой квантовой поправки включительно как некие (вполне
конкретные) функционалы от классической траектории частицы. Причем под
классической траекторией электрона теперь следует понимать решения систе-
мы уравнений Гамильтона–Эренфеста.

Полученное для первой квантовой поправки выражение справедливо при
всех энергиях частиц (при которых квантовые поправки остаются меньше со-
ответствующего классического члена) и учитывает как квантовую отдачу излу-
чения, так и флуктуационные члены, определяющие квантовый характер тра-
ектории. Удается выделить в явном виде ту часть квантовой поправки, которая
исчезает в ультрарелятивистском приближении и с самого начала отбрасыва-
лась в операторном методе [6,56]. Для нерелятивистских частиц и частиц, совер-
шающих квазипериодическое движение (в приосевом приближении), эта часть
квантовой поправки оказывается существенной.

Выделена в общем виде спиновая зависимость в вероятности излучения. В
предельном случае ультрарелятивистских электронов результат, естественно,
совпадает с приведенным в [56]. В нерелятивистском случае получено сравни-
тельно простое общее выражение для характеристик спонтанного излучения
заряда с учетом его спиновых свойств.

Отметим, что для ультрарелятивистских частиц преимущество квазиклас-
сического операторного метода [6,130] состоит в том, что не требуется малости
квантовых поправок на отдачу фотона, тогда как использование квазиклас-
сических траекторно-когерентных состояний предполагает, что эти квантовые
поправки малы. Но в нашем методе нет ограничений снизу на энергию частицы.
Тем самым области применимости этих методов имеют как перекрывающую-
ся область (что позволяет контролировать методику расчетов), так и непере-
крывающиеся области значений физических параметров проблемы спонтанного
излучения заряда.

Кроме того, метод квазиклассических ТКС позволяет решить проблему вли-
яния начальных условий излучающей частицы на характеристики излучения.
Заметим, что эта же проблема рассматривалась в [131–134]. Мы решаем эту
проблему в классе начальных состояний, являющихся квазиклассически сосре-
доточенными.



ГЛАВА 5

Квазиклассические спектральные
серии оператора Дирака

30. Вводные замечания

Эта глава посвящена асимптотическому (квазиклассическому) квантованию
неинтегрируемых систем в режиме их регулярного движения [135]. В этом слу-
чае в 2n-мерном фазовом пространстве не удается построить семейство инва-
риантных n-мерных лагранжевых торов. Тем не менее, неинтегрируемые га-
мильтоновы системы часто допускают торы с размерностью меньшей, чем раз-
мерность исходного конфигурационного пространства. Такая ситуация типич-
на для систем, допускающих некоторый набор интегралов движения. Приме-
ром могут служить релятивистский электрон в неоднородном магнитном поле
ускорителя (мягкая фокусировка), атом водорода в сильном магнитном поле
(эффект Зеемана), анизотропная проблема Кеплера и т.д.

Строгая математическая теория квантования инвариантных неполномерных
лагранжевых торов и построения квазиклассических асимптотик в общем слу-
чае была развита в работах [30, 31]. Основная идея этой теории (получившей
название метода комплексного ростка Маслова) – сведение исходной пробле-
мы построения асимптотических решений к изучению геометрических объек-
тов классической механики – семейства инвариантных лагранжевых торов с
комплексным ростком. Из этого семейства с помощью условий квантования
(которые, наряду с индексом Маслова, содержат новые характеристики) вы-
бирается дискретное подсемейство, которое определяет соответствующие спек-
тральные серии – наборы квазиклассических уровней энергии и отвечающих
им квазиклассических собственных функций. Собственные функции образуют
асимптотически полный ортонормированный набор состояний и локализованы
в окрестности классически допустимых областей движения.

В этой главе метод комплексного ростка Маслова применяется к построе-
нию квазиклассических спектральных серий оператора Дирака для случая, ко-
гда релятивистская классическая система допускает семейства инвариантных
неполномерных лагранжевых торов. Качественно опишем основные стадии по-
строения асимптотик, пренебрегая техническими деталями.

Рассматривается следующая спектральная задача:

(ĤD − E)Ψ = 0, (30.1)

где ĤD = HD

(
− i~ ∂

∂~q
, ~q, ~

)
– упорядоченный по Вейлю оператор Дирака во

внешнем электромагнитном поле; E – спектральный параметр, зависящий от
~, и ~q = (q1, q2, q3) – координаты (в общем случае криволинейные) в конфигу-

рационном пространстве R3
q. Обозначим главный символ оператора ĤD через

0

H(~p, ~q) = HD(~p, ~q, 0). Матрица
0

H(~p, ~q) допускает два двукратно вырожденных
собственных значения λ(±)(~p, ~q), одно из которых – λ(+)(~p, ~q) – совпадает с клас-
сической функцией Гамильтона релятивистского электрона. Соответствующее
классическое движение описывается системой Гамильтона

d~p

dt
= −λ(+)

~q (~p, ~q),
d~q

dt
= λ

(+)
~p (~p, ~q). (30.2)

Основной целью данной главы является последовательное изложение кон-
струкции квазиклассических спектральных серий оператора Дирака методом



132 Глава 5. Квазиклассические спектральные серии оператора Дирака

комплексного ростка в случае, когда соответствующая релятивистская класси-
ческая система допускает семейство k-мерных (k = 0, 1, 2) инвариантных изо-
тропных многообразий. Сначала мы рассмотрим случай Λ0(E) – точек покоя
системы (30.2), затем Λ1(E) – замкнутых фазовых траекторий, а потом перей-
дем к двумерным лагранжевым торам.

В случае k = 0, когда Λk(E) – устойчивая точка покоя гамильтоновой си-
стемы, формулы метода комплексного ростка дают спектральные серии, отве-
чающие хорошо известному осцилляторному приближению. Для многомерных
неинтегрируемых гамильтоновых систем случай Λ1(E) является наиболее про-
стым с точки зрения существования комплексного ростка rn(E), и, кроме того,
представляет самостоятельный физический интерес для ряда важных приложе-
ний квантовой теории. Так, например, квазиклассическое квантование замкну-
тых стабильных орбит естественным образом возникает в квантовой теории
синхротронного излучения при движении электрона по равновесной окруж-
ности в накопительном кольце [52, 56] и в квантовой теории каналированных
ультрарелятивистских частиц в кристаллах в режиме аксиального каналирова-
ния [124,131,136].

Далее рассматривается случай частично интегрируемых систем (30.2), до-
пускающих семейства двумерных инвариантных лагранжевых торов. Такая си-
туация типична для электронов, движущихся в полях с аксиальной симметрией.

Предположим, что переменная q3 = ϕ (mod2π) циклична. Тогда система
(30.2) имеет два интеграла движения: интеграл энергии E0 = λ(+)(~p, ~q) и инте-
грал момента I0 = pϕ. Предполагается, что в фазовом пространстве R3

p ×R3
q си-

стемы (30.2) существует область изменения параметров ω = (E0, I0), в которой
допускаются гладкие двупараметрические семейства инвариантных двумерных
лагранжевых торов Λ2(ω) = {(~p, ~q) : ~p = ~P (τ, ω), ~q = ~Q(τ, ω)}, лежащих на сов-
местной поверхности энергетического уровня E0 и момента I0. Вещественная
переменная τ = (τ1, τ2) на Λ2(ω) выбрана таким образом, что τ1 = t. Кроме то-

го, предполагается, что Λ2(ω) определяется уравнением ~p = ~P (τ, ω), ~Q = ~q(τ, ω)
посредством одного набора τ ∈ R2

τ .
Согласно общей теории комплексного ростка [30,31], для построения асимп-

тотик, отвечающих инвариантному лагранжеву многообразию Λ2(ω), недоста-
точно знать только многообразие Λ2(ω).10 Необходимо построить новый геомет-
рический объект – комплексный росток r3

(
Λ2(ω)

)
, который отвечает за ком-

плексную часть фазы квазиклассической асимптотики. По существу, r3
(
Λ2(ω)

)

задается набором трех линейно независимых векторов ak(τ), k = 1, 2, 3, являю-
щихся решениями линейной системы Гамильтона (которая получается из (30.1)
линеаризацией в окрестности многообразия Λ2(ω)), и удовлетворяет условию
лагранжевости и диссипативности. В результате мы получаем геометрический
объект [Λ2(ω), r3

(
Λ2(ω)

)
] – семейство лагранжевых многообразий Λ2(ω) с ком-

плексным ростком r3
(
Λ2(ω)

)
.

Следующий существенный момент в построении квазиклассических асимп-
тотик уравнения (30.1), отвечающих семейству Λ2(ω), состоит в наличии на
Λ2(ω) особых (фокальных) точек при его отображении на конфигурационное
пространство. Хорошо известно, что в стандартном методе ВКБ [137, 138] на-
личие фокальных точек является препятствием для построения глобального
асимптотического решения (которое справедливо во всем конфигурационном
пространстве, включая фокальные точки). С помощью теории комплексного
ростка эта проблема решается путем построения канонического оператора с

10В этом принципиальное отличие от случая квазиклассических асимптотик Маслова с
вещественной фазой [14,16,17], отвечающих инвариантным лагранжевым торам полной раз-
мерности (совпадающей с размерностью конфигурационного пространства).
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комплексной фазой, который в действительности определяет правило вычис-
ления локальных асимптотик. Первоначальная версия такого оператора была
предложена Масловым [30]. Затем общая конструкция канонического операто-
ра с комплексной фазой была модифицирована на случай неполномерных торов
(многообразий), содержащих фокальные точки ( [32,33,139], см также часть I).

Применительно к нашему случаю процедура построения регулярных асимп-
тотик выглядит следующим образом. Многообразие Λ2(ω) покрывается семей-
ством карт Ωj, образующих канонический атлас на нем. Пусть πq(Ωj) – часть
конфигурационного пространства, на которую проектируется карта Ωj. Для
каждой области πq(Ωj) соответствующее асимптотическое решение ( mod O(~3/2))
уравнения (30.1) определяется из

(ĤD − E)Ψj
E(~q, ~) = O(~3/2). (30.3)

Это приближение полностью определяет главный член
0

Ψj
E локальной асимп-

тотики Ψj
E. Из функций

0

Ψj
E при помощи канонического оператора KΛ2(ω) стро-

ится многозначная в конфигурационном пространстве функция
0

ΨE. Чтобы из-
бежать многозначности, необходимо наложить дополнительное условие, приво-
дящее к условию квантования семейства [Λ2(ω), r3

(
Λ2(ω)

)
]. В отличие от полно-

мерных лагранжевых торов, которые квантуются условием Бора–Зоммерфельда–
Маслова [16], полученные условия квантования содержат дополнительные ха-
рактеристики, определяемые комплексным ростком r3

(
Λ2(ω)

)
(см. [32,33]).

В результате из непрерывного спектрального параметра E выбирается дис-
кретный набор энергетических уровней EN,l(~), где N , l(~) – набор квантовых
чисел, удовлетворяющих условию

lim
~→0

~l(~) = I0, lim
~→0

EN,l(~) = E0. (30.4)

Уравнение (30.4) указывает на соответствие этой квазиклассической спектраль-
ной серии классическому движению с энергией E0 и моментом I0.

Асимптотические собственные функции
0

ΨEN,l
локализованы в некоторой

окрестности проекции Λ2(ω) на R3
q и с точностью до O(~1/2) образуют асимпто-

тически полный ортонормированный набор состояний

〈
0

ΨEN′,l′
|

0

ΨEN,l
〉D =

∫
d~q
√
g

0

Ψ+
EN′,l′

0

ΨEN,l
= δNN ′δll′ +O(~1/2). (30.5)

Последовательность чисел EN,l(~) и функций
0

ΨEN,l
, построенных таким об-

разом, образуют квазиклассическую спектральную серию оператора Дирака
ĤD, которая в пределе ~ → 0 отвечает семейству инвариантных лагранжевых
торов Λ2(ω).

Для полноты картины отметим, что задача квазиклассического приближе-
ния для оператора Дирака в случае, когда соответствующая релятивистская
система Гамильтона допускает семейства полномерных лагранжевых торов, бы-
ла решена [14] построением канонического оператора Маслова с вещественной
фазой. Эта же проблема решалась Лере [140] с точки зрения лагранжева ана-
лиза. Также следует отметить «калибровочно инвариантный» метод построе-
ния квазиклассических собственных значений и собственных функций для мат-
ричных дифференциальных операторов, предложенный Литтлджоном и Фли-
ном [141, 142]. Здесь, в отличие от традиционного подхода, для построения ис-
пользуются специальные калибровочно-инвариантные координаты в фазовом
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пространстве, которые, однако, не являются каноническими. Отметим, что кон-
струкция канонического оператора в искривленных фазовых пространствах,
в которых отсутствует разделение переменных «координаты–импульсы», была
предложена ранее М.В. Карасевым и В.П. Масловым [143–145] (см. также [115]).

Предложенный нами метод расчета квазиклассических уровней энергии, а
также новые конкретные формулы для квазиклассических спектральных се-
рий оператора Дирака, отвечающих частично интегрируемым гамильтоновым
системам, могут иметь важное прикладное значение в спектроскопии и астро-
физике.

Настоящая глава организована следующим образом. В разд. 31 построены
квазиклассические спектральные серии оператора Дирака, отвечающие точке
покоя системы Гамильтона. В разд. 32 в произвольной криволинейной системе
координат для оператора Дирака во внешних электромагнитных и торсионных
полях методом комплексного ростка построены квазиклассические спектраль-
ные серии, отвечающие движению релятивистского электрона по замкнутым
стабильным орбитам. В разд. 33 полученные общие результаты применяются
к квантованию частного, но важного в приложениях вида движения – стаци-
онарного вращения электрона по равновесной окружности в полях с аксиаль-
ной симметрией. В частности, построены спектральные серии релятивистского
электрона в поле Кулона, в аксиально-симметричном электрическом поле куло-
новского типа и в аксиально-симметричном магнитном поле фокусирующего ти-
па. В разд. 34 рассматриваются состояния, квазиклассически сосредоточенные
в фазовом пространстве на многообразии Λk

t . В разд. 35 приводятся конструк-
ции комплексного ростка на семействе двумерных лагранжевых многообразий
в форме, удобной для дальнейшего использования при построении квазикласси-
ческих спектральных серий оператора Дирака. В разд. 36 получена локальная
асимптотика (modO(~3/2) уравнения Дирака в смешанной карте [152]. В разд.
37 полученные общие результаты применяются к построению спектральных се-
рий электрона в аксиально симметричном фокусирующем магнитном поле, в
кулоновском поле и в аксиально симметричном электрическом поле.

31. Квазиклассические спектральные серии
оператора Дирака, отвечающие
точке покоя системы Гамильтона

Рассмотрим гамильтониан

ĤD(R) = c〈~α, ~̂P〉 + ρ3mc
3 + eΦ, (31.1)

описывающий дираковскую частицу в электромагнитном поле с потенциалами
~A(~x,R), Φ(~x,R), зависящими от N вещественных параметров R = (R1, . . . , RN).

Здесь ~̂P = ~̂p − e
c
~A(~x,R), ~̂p = −i~~∇, e = −e0 – заряд электрона, а ~α = ρ1

~Σ, ρ3

– матрицы Дирака в стандартном представлении. Символом оператора (31.1)
является эрмитова матрица вида

HD(~p, ~x,R) = c〈~α, ~P〉 + ρ3mc
2 + eΦ(~x,R),

где ~̂P = −i~∇ − e
c
~A(~x,R) – кинетический импульс. Спектральная задача для

матрицы HD

HD(~p, ~x,R)Π±(~p, ~x,R) = λ(±)(~p, ~x,R)Π±(~p, ~x,R) (31.2)
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имеет решение (см. Приложение Б)

λ(±)(~p, ~x,R) = eΦ(~x,R) ± ε, ε = (c2 ~P2 +m2c4)1/2, (31.3)

Π+(~p, ~x,R) =
1√

2(1 + γ−1)

(
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉

)
,

Π−(~p, ~x,R) =
1√

2(1 + γ−1)

( 〈~σ, ~β〉
−(1 + γ−1)

)
,

(31.4)

где ~σ = (σ1, σ2, σ3) – матрицы Паули, ~β = c ~P/ε, γ−1 =

√
1 − ~β2. Матрицы

Πξ, ξ = ±1, удовлетворяют условию ортогональности и полноты
+

Πξ′ Πξ = δξ′ξ,
∑
ξ

Πξ

+

Πξ= 1.

Пусть у функции Гамильтона λ(+)(~p, ~x,R) существует невырожденная и устой-
чивая в линейном приближении точка покоя Λ0(R) = (~p0(R), ~x0(R)), тогда от-
вечающий ей комплексный росток r3(Λ0(R)) образован векторами eiΩk(R)tak(R),
k = 1, 3, где Ωk(R) и ak(R) – собственные значения и собственные векторы
матрицы Hvar(R), т.е

Hvar(R)a(R) = iΩ(Ω)a(R), (31.5)

нормированные условием

{ak(R), aj(R)} = {a∗k(R), a∗j(R)} = 0, {a∗k(R), aj(R)} = 2iδkj, k, j = 1, 3,
(31.6)

(см. разд. 25 части I). Обозначим через ~H(R) напряженность магнитного поля

в точке ~x = ~X0(R) и рассмотрим вспомогательную спектральную задачу

〈~σ, ~B(R)〉vζ(R) = Ωζ(R)vζ(R), (31.7)

где ~B(R) = e0 ~H(R)/(2mc) – вектор «поляризации» в точке покоя. Полагая
~H(R)/| ~H(R)| = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), несложно получить общее решение
уравнения (31.7), удовлетворяющее условию ортонормированности и полноты.

Действительно, собственным значениям Ωζ(R) = ζ| ~B(R)| отвечают собственные
векторы

vζ(R) =
1√
2

(
ζ
√

1 + ζ cos θ(R) exp[−iϕ(R)/2]√
1 − ζ cos θ(R) exp[iϕ(R)/2]

)
, ζ = ±1, (31.8)

такие, что
+
vζ′ vζ = δζ′ζ ,

∑
ζ vζ

+
vζ= I.

Введем теперь в рассмотрение следующие объекты:

1) упорядоченный по Вейлю ~−1-псевдодифференциальный оператор λ̂(R) =

λ(+)(~̂p, ~x,R) с главным символом – функцией Гамильтона λ(+)(~p, ~x,R), – для ко-
торого построим квазиклассическую спектральную серию [Eν(R), |ν,R〉], отве-
чающую точке покоя Λ0(R) (см. разд. 35);

2) операторы

Q̂k(R) = − c

~k/2k!
〈~σ, δ̂k ~P(R)〉, k = 1, 2, (31.9)
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где δ̂k ~P(R) означает k-ый член в разложении оператора ~̂P в ряд Тейлора по

операторам ∆~̂p = ~̂p− ~P0(R), ∆~x = ~x− ~X0(R) в окрестности стационарной точки
Λ0(R);

3) матрицы Πζ(R) = Πζ(~p, ~x,R)
∣∣
Λ0(R)

, которые в силу условия ~̇X(R)/c =

~β(R) = 0 очевидно равны

Π+(R) =
1√
2

(
I2×2

02×2

)
, Π−(R) =

1√
2

(
02×2

−I2×2

)
. (31.10)

Тогда справедливо следующее утверждение [146]:

Предложение 1. Пусть

Eν,ζ(R) = Eν(R) + ~Ωζ(R) +O(~2), (31.11)

Eν(R) = λ+(~P0(R), ~X0(R)) + ~

2∑

k=1

Ωk(R)
(
νk +

1

2

)
. (31.12)

Здесь Eν – квазиклассический спектр оператора λ̂(R). Тогда локализованные в
окрестности стационарной точки Λ0(R) состояния

ΨEν,ζ(R)(~x, ~) =
[
Π+(R) +

1

2mc2
Π−(R)

2∑

k=1

~k/2Q̂k(R)
]
vζ(R)|ν,R〉 (31.13)

являются асимптотическими по modO(h3/2) собственными функциями опе-

ратора ĤD(R)

[ĤD(R) − Eν,ζ(R)]ΨEν,ζ(R)(~x,R, ~) = O(~3/2) (31.14)

и образуют с точностью до O(~1/2) полный ортонормированный набор состо-
яний

〈ΨEN′ |ΨEN
〉D =

∫

R3

d3x
+

ΨEN′ ΨEN
= δN ′N +O(~1/2). (31.15)

Введенная таким образом последовательность [Eν,ζ(R),ΨEν,ζ(R)] образует ква-

зиклассическую спектральную серию оператора Дирака ĤD(R), отвечающую
нульмерному лагранжеву многообразию Λ0(R).

32. Квазиклассические спектральные серии
оператора Дирака, отвечающие семейству
замкнутых фазовых траекторий Λ1(E0)

Общий асимптотический подход к решению спектральной задачи для диф-
ференциальных матричных операторов, основанный на конструкции канониче-
ского оператора Маслова с комплексной фазой, был рассмотрен в [33]. В насто-
ящем разделе мы предлагаем менее формализованный подход к решению дан-
ной задачи и для оператора Дирака во внешних электромагнитных и торсион-
ных полях строим асимптотические спектральные серии, отвечающие в пределе
~ → 0 движению классической частицы по замкнутым орбитам конфигураци-
онного пространства.
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32.1. Постановка задачи

Оговорим обозначения, используемые в дальнейшем. Декартовы коорди-
наты пространства Минковского с сигнатурой (+,−,−,−) будем обозначать
xi = (ct, x, y, z) = (x0, xā), ā, b̄, c̄ = 1, 2, 3; i, j, k = 0, 1, 2, 3, а криволинейные
координаты, соответственно, qµ = (q0, qa), a, b, c = 1, 2, 3; α, β, µ, ν = 0, 1, 2, 3.
Ограничимся рассмотрением криволинейных систем координат со стационар-

ной метрикой ds2 = c2dt2 − ηab(q)dq
adqb, где ηab = ∂xā

∂qa δāb̄
∂xb̄

∂qb . Если ввести тройку

векторов ~ea с компонентами eā
a = ∂xā

∂qa , то метрический тензор ηab можно пред-

ставить в виде ηab = 〈~ea, ~eb〉.
Уравнение Дирака в произвольной криволинейной системе координат qµ в

пространстве Минковского запишем в виде

(
γµP̂µ −mc− 3i~

2

∗
γ µSµ

)
Ψ = 0, (32.1)

где P̂µ = i~ ∂
∂qµ − e

c
Aµ; e = −e0 – заряд электрона; Aµ – потенциалы внеш-

него электромагнитного поля, а Sµ – псевдовектор кручения. Матрицы Ди-

рака γµ,
∗
γ µ определяются условиями γµγν + γνγµ = 2gµν ,

∗
γ ν = iγ5γν , γ5 =

− i
4!
eµναβγ

µγνγαγβ и могут быть выбраны в виде γ0 = ρ3, γ
a = ηabeā

bγ
ā, γ5 = −ρ1,

где ~γ = (γā) = ρ3~α, ~α = ρ1
~Σ. Здесь ρ1, ρ3, ~Σ – плоские матрицы Дирака в стан-

дартном представлении. В нашем случае уравнение Дирака (32.1) примет вид

(−i~∂t + ĤD)Ψ = 0, (32.2)

где упорядоченный по Вейлю оператор ĤD можно представить в следующей
форме:

ĤD = Ĥ0 + ~Ĥ1, (32.3)

где

Ĥ0 = − c
2
αā(ea

āP̂a + P̂ae
a
ā) + ρ3mc

2 + eΦ, (32.4)

Ĥ1 =
ic

2
αāea

ā,a +
3c

2
(−ρ1S0 + 〈~Σ, ~S〉). (32.5)

Здесь αā – компоненты вектор-матрицы ~α, а Si = (S0,−~S) – декартовы компо-
ненты псевдовектора кручения.

Для оператора Дирака ĤD (32.3) рассмотрим спектральную задачу (30.1),
где E – спектральный параметр. На множестве решений уравнения (30.1) вве-
дем скалярное произведение

〈ΨE′|ΨE〉D =

∫
d3q

√
g

+

ΨE′ ΨE, g = det (ηab). (32.6)

Обозначим через Λ1(E0) = {p = P (τ, E0), q = Q(τ, E0)} замкнутую фазовую тра-
екторию классического электрона с энергией E0, где функции P (τ, E0), Q(τ, E0)
– T = T (E0)-периодические решения системы Гамильтона (30.2) с релятивист-
ской функцией Гамильтона:

λ(+)(p, q) = eΦ +

√
c2 ~P2 +m2c4, ~P = (Pā), Pā = ea

ā

(
pa +

e

c
Aa

)
.
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Будем говорить, что последовательность чисел EN = EN(~), (где N – набор
соответствующих квантовых чисел) и последовательность функций ΨEN

(q, ~)

образуют квазиклассическую спектральную серию оператора Дирака ĤD, от-
вечающую в пределе ~ → 0 семейству замкнутых фазовых кривых Λ1(E0), если
выполнены следующие условия:

1) lim
~→0

EN(~) = E0, E ′ 6 E0 6 E ′′, (32.7)

что означает соответствие данного квазиклассического набора уровней энергии
EN(~) классическому движению с энергией E0;

2) справедливо условие (30.4);
3) функции ΨEN (~)(q, ~) при ~ → 0 сосредоточены в малой трубчатой окрест-

ности Uδ(lE0) (с диаметром δ ∼ ~1/2) замкнутой кривой lE0 = q = Q(τ, E0);
4) функции ΨEN

с точностью до O(~1/2) обозначают (полный) ортонормиро-
ванный набор состояний

〈ΨEN′ |ΨEN
〉D = δN ′N +O(~1/2). (32.8)

Имея в виду именно эти свойства, мы называем асимптотические собственные
функции ΨEN

стационарными траекторно-когерентными состояниями (ТКС),
а соответствующее приближение 1)–4) для уравнения (30.1) – стационарным
траекторно-когерентным приближением. Динамические ТКС уравнения Дира-
ка были построены ранее в первой главе.

32.2. Стационарные ТКС оператора Дирака ĤD

Рассмотрим задачу о построении в явном виде набора приближенных реше-
ний ΨEN

уравнения Дирака (32.2), удовлетворяющих условию (30.3). Оператору

Дирака ĤD (32.3) отвечает главный символ – матрица H0(p, q) вида

H0(p, q) = c〈~α, ~P〉 + ρ3mc
2 + eΦ. (32.9)

Рассмотрим спектральные свойства матрицы (32.9). Уравнение

H0f
(±) = λ(±)f (±) (32.10)

имеет два двукратных собственных значения

λ(±)(p, q) = eA0 ± ε, ε =

√
c2 ~P2 +m2c4. (32.11)

Так же, как и в первой главе, отвечающие им собственные векторы f
(±)
j (p, q),

j = 1, 2, объединим в 4 × 2 блочные матрицы

Π+ =
1√

2ε(ε+mc2)

(
ε+mc2

c〈~σ, ~P〉

)
,

Π− =
1√

2ε(ε+mc2)

(
c〈~σ, ~P〉

−(ε+mc2)

)
,

(32.12)

где ~σ = (σ1, σ2, σ3) – матрицы Паули. Будем предполагать, что функция Га-
мильтона λ(+) допускает семейство замкнутых фазовых траекторий с ком-
плексным ростком [Λ1(E0), r

3(E0)]. Тогда мы можем воспользоваться результа-
тами первой главы. Будем также придерживаться всех принятых там обозна-
чений.
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Ниже нам потребуется ряд тождеств, которым удовлетворяют матрицы Π±(τ) =
Π±(p, q)|p=P (τ)

q=Q(τ)

, для которых, согласно (32.12), имеем

Π+ =
1√

2(1 + γ−1)

(
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉

)
,

Π− =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~β〉

−(1 + γ−1)

)
,

(32.13)

где γ = ε/mc2; c~β = ~ea(τ)Q̇
a(τ) и ~ea(τ) = ~ea(q)|q=Q(τ). Матрицы Π±(τ) удовле-

творяют условиям ортогональности и полноты

+

Πξ′ Πξ = δξ′ξ,
∑

ξ

Πξ

+

Πξ= I2×2, ξ = ±1. (32.14)

Кроме того, пусть ~a – произвольный вектор, тогда (см. Приложение Б)

1) 〈~α,~a〉Π± = ±Π±〈~β,~a〉 + Π±〈~d1,~a〉, (32.15)

2) 〈~Σ,~a〉Π± = Π±〈~d2,~a〉 ± iΠ±〈~σ, ~β × ~a〉, (32.16)

3) ρ3Π± = ±γ−1Π± + Π∓〈~σ, ~β〉; (32.17)

4) ρ1Π± = ±Π±〈~σ, ~β〉 − γ−1Π∓; (32.18)

5)
d

dτ
Π± = Π±d3 ∓ Π∓d4, (32.19)

где

~d1 = 〈~σ, ~β〉
~β

(1 − γ−1)
− ~σ, ~d2 = 〈~σ, ~β〉

~β

(1 − γ−1)
+ γ−1~σ,

d3 =
i

2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
(1 − γ−1)

, d4 =
1

2

〈
~σ,
(
~β
γ〈~β, ~̇β〉

(1 + γ−1)
+ ~̇β

)〉
, ~̇β =

d

dτ
~β.

Асимптотические собственные функции оператора Дирака (32.3) будем искать
в виде

ΨE(q, ~) = ΦE

(
q, τ(q), ~

)
, (32.20)

а отвечающие им асимптотические собственные числа E, удовлетворяющие усло-
вию (32.7), – в виде следующего разложения по ~:

E(~) = E0 + ~E1 +O(~2). (32.21)

В этом случае уравнение (32.2) относительно функции (32.20) приобретет вид

(
− i~c〈~α, ~∇τ〉 ∂

∂τ
+ ĤD|τ=const − E

)
ΦE(q, τ, ~) = O(~3/2), (32.22)

где ~∇ = ~ea∂qa. Представим ΦE в виде линейной комбинации

ΦE(q, τ) = exp
(1

~
Eτ
)
[Π+(τ)U (+)

E (q, τ) − Π−(τ)U (−)
E (q, τ)], (32.23)

где двухкомпонентные спиноры U (±)
E (q, τ) из класса Ps

~
подлежат определению.

Разложим левую часть уравнения (32.22) в ряд Тейлора по степеням операторов
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∆q и ∆p̂ до второго порядка включительно и воспользуемся асимптотически-
ми оценками (I.8.9). Тогда, подставив (32.23) в (32.22) и используя формулы
(32.15)–(32.19), получим

eiEτ/~Π+

[{
F̂1 +

〈
~̇Q,
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
~P
〉

+ e
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
Φ + λ(+)(τ) − i~(d3 + d4d5)+

+~Π+H1Π+ − E
}
U (+)

E − {d5F̂1 − c
〈
~d1,
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
~P
〉
+

+i~(d4 − d3d5) − ~
+

Π+ H1Π−}U (+)
E

]
+

+eiEτ/~Π−

[
{−F̂1 −

〈
~̇q,
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
~P
〉

+ e
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
Φ + λ(−)(τ)+

+i~(d3 + d4d5) + ~
+

Π− H1Π− − E}V(−)
E −

−
{
d5F̂1 − c

〈
~d1,
(
δ̂1 +

1

2
δ̂2
)
~P
〉

+ i~(d4 − d3d5)−

−~
+

Π− H1Π+

}
U (−)

E

]
+O(~3/2) = 0. (32.24)

В (32.24) через F̂1 и d5 обозначены следующие выражения:

F̂1 = (−i~∂τ + λ̂
(+)
0 ) − â0 −

1

2
δ̂2λ(+) + ~E1, d5 =

〈~σ, ~β〉
γ(1 − γ−2)

.

Выражение δ̂kA(τ) обозначает k-й член в разложении в ряд Тейлора по степе-

ням операторов ∆q и ∆p̂ упорядоченного по Вейлю оператора Â = A(p̂, q) с
символом A(p, q):

δ̂kA(τ) =
{(〈

∆p̂,
∂

∂p̃

〉
+
〈
∆q,

∂

∂q̃

〉)k

A(p̃, q̃)
}∣∣∣p̃=P (τ)

q̃=Q(τ)

. (32.25)

Спиноры U (±)
E в (32.24) разложим по степеням ~1/2:

U (±)
E =

0

U (±)
E + ~1/2

1

U (±)
E + ~

2

U (±)
E +O(~3/2) (32.26)

и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ~. Получим цепочку
условий

0

U (−)
E = 0,

1

U (−)
E =

1

2ε
ˆ̃Q1

0

U (+)
E ,

2

U (−)
E =

1

2ε
( ˆ̃Q2

0

U (+)
E + ˆ̃Q1

1

U (+)
E ),

(32.27)

где операторы ˆ̃Q1 и ˆ̃Q2 имеют вид

~1/2 ˆ̃Q1 = d5â0 + ~1/2Q̂1, ~1/2Q̂1 = c〈~d1, ~̂P1〉, (32.28)

~
ˆ̃Q2 = ~1/2eε(δ̂1Φ) ˆ̃Q1 − d5(F̂1 + â0)+

+
1

2
c〈~d1, δ̂

2 ~P〉 − i~(d4 − d3d5) + ~
+

Π− H1Π+. (32.29)

Аналогичная процедура для выражения, стоящего при Π+ в (32.24), с учетом
(32.27)–(32.29) приводит к уравнению типа Паули на двухкомпонентный спинор
0

U (+)
E , которое после дополнительных упрощений приводится к виду

[
− i~∂τ + λ̂

(+)
0 − i~

d

dτ
ln 4
√
g(τ) + ~〈~σ, ~B(τ)〉+
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+
〈~σ, ~̇β〉

2εcγ(1 − γ2)2
â2

0 +
~1/2

ε
d5Q̂1â0

]
0

U (+)
E = 0. (32.30)

~B(τ) = −ec
2ε

(
~H(τ) −

~β × ~E(τ)

1 + γ−1

)
+

+
3c

2

(
− ~βS0(τ) + γ−1~S(τ) +

~β〈~β, ~S(τ)〉
1 − γ−1

)
. (32.31)

где ~E(τ) и ~H(τ) – декартовы компоненты внешнего электромагнитного поля.

Если в уравнении (32.30) спинор
0

U (+)
E выбрать в виде

0

U (+)
E = [g(τ)−1/4|ν, τ〉U(τ), (32.32)

где функции |ν, τ〉 определены в (I.33.8) то, как нетрудно видеть, с учетом усло-
вия â0|ν, τ〉 = 0 (I.30.12) уравнение (32.30) примет вид матричного уравнения
для двухкомпонентного спинора v(τ)

(
− i

d

dτ
+ 〈~σ, ~B(τ)〉

)
U(τ) = 0. (32.33)

Отсюда следует замечательный вывод: задача построения состояний ΨE, удо-
влетворяющих уравнению (32.2), сводится к решению обыкновенной линейной
системы дифференциальных уравнений (32.33) относительно переменной τ с
последующей подстановкой в решение функции τ = τ(q): U(τ) → U

(
τ(q)

)
.

Выпишем теперь явный вид функции ΨE(q, ~). Согласно (32.20), (32.23) и
(32.27)–(32.29), имеем

ΨE(q, ~) = eiEτ/~

[
Π+(τ) +

1

2ε
Π−(τ)(~1/2 ˆ̃Q1 + ~

ˆ̃Q2)
]
×

×(
0

U (+)
E + ~1/2

1

U (+)
E + ~

2

U (+)
E ). (32.34)

Из (32.32) и (32.34) следует, во-первых, что функции ΨE образуют по ν бес-
конечный набор стационарных квантовых состояний, а, во-вторых, они опре-
делены лишь с точностью до O(~1/2), поскольку содержат два произвольных

двухкомпонентных спинора
1

U (+)
E и

2

U (+)
E . Последние могут быть найдены из

высших приближений. В дальнейшем мы будем иметь дело только с главным
членом асимптотики (32.34), который, согласно (32.32), имеет вид

0

ΨE(q, ~) =
0

ΦE(q, τ, ~)|τ=τ(q) =
(
[g(τ)]−1/4e−iEτ/~Π+(τ)U(τ)|ν, τ〉

)∣∣
τ=τ(q)

. (32.35)

32.3. Условие квантования замкнутых орбит

Для построения квазиклассических спектральных серий оператора Дирака
ĤD выделим из семейства функций (32.35) функции, удовлетворяющие условию
периодичности

0

ΦE (~q, τ + T (E0)) =
0

ΦE (~q, τ). (32.36)

Покажем, что это условие приводит к квантованию типа Бора–Зоммерфельда
семейства Λ1(E0) и выделяет в области непрерывного изменения параметра E0

(E ′ 6 E0 6 E ′′) дискретный набор уровней энергии EN(~) и отвечающую им
последовательность собственных функций ΨEN (~).
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Из результатов, полученных в предыдущем разделе, следует, что в стацио-
нарном ТК-состоянии взаимодействие спина электрона с внешним полем при
заданном движении электрона по замкнутой орбите Λ1(E0) описывается урав-

нением (32.33). Поскольку имеет место равенство ~B(τ + T (E0)) = ~B(τ), система
(32.33) представляет собой линейную гамильтонову систему с периодическими
коэффициентами. В отличие от системы в вариациях (I.31.4), отвечающей пе-
риодическим траекториям z = Z(τ), система (32.33) допускает набор из двух
линейно независимых устойчивых решений Флоке vζ , ζ = ±1, удовлетворяющих
условию ортогональности и полноты

vζ(τ + T (E0)) = e−ωs
ζ(E0)T (E0)vζ(τ), Imωs

ζ(E0) = 0, (32.37)
+
vζ′ vζ = δζ′ζ ,

∑

ζ

vζ
+
vζ= 1. (32.38)

(Некоторые основные свойства решений Флоке системы (32.33) приведены в
Приложении K.) Теперь нетрудно найти условия, при которых выполняется

соотношение (32.36). Подставив в (32.36) явный вид функции
0

Φ0 (32.35) и ис-
пользуя формулы (I.34.2) и (32.37), получим условие квантования семейства
[Λ1(E0), r

3(E0)] в виде

T (E0)∫

0

〈P (τ, E0), Q̇(τ, E0)〉dτ + ~T (E0)E1 = 2π~l+

+~T (E0)
( 2∑

k=1

Ωk(E0)
(
νk +

1

2

)
+ ωs

ζ(E0)
)

+O(~2). (32.39)

Отсюда следует, например, что равенство (32.36) будет заведомо выполнено,
если выполнены условия

T (E0)∫

0

〈P (τ, E0), Q̇(τ, E0)〉dτ = 2π~l(~), (32.40)

E1 =
2∑

k=1

Ωk(E0)
(
νk +

1

2

)
+ ωs

ζ(E0), (32.41)

где последовательность целых чисел l(~) и параметр ~ следует связать условием

lim
~→0

~l(~) =
1

2π

T (E0)∫

0

〈P (τ, E0), Q̇(τ, E0)〉dτ.

Здесь E0 – заданный уровень классической энергии электрона, отвечающий за-
мкнутой орбите Λ1(E0). В этом случае условие (32.40) выделяет в окрестности

E ′ 6 E0 6 E ′′ дискретный набор значений энергии E
(0)
l (~) = E0(~l(~)), та-

кой, что lim
~→0

E
(0)
l (~) = E0. Таким образом, условия (32.40), (32.41) определяют с

точностью до O(~2) спектральную последовательность уровней энергии в сле-
дующем виде:

EN(~) = El,ν1,ν2,ζ(~) = E
(0)
l (~) + ~El,ν1,ν2,ζ(~) +O(~2), (32.42)
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где

E
(0)
l (~) = E0(~l(~)), (32.43)

E
(1)
l,ν1,ν2,ζ(~) =

2∑

k=1

ωk(E
(0)
l (~))(νk + 1/2) + ωs

ζ(E
(0)
l (~)). (32.44)

Можно показать (см., например, [156]), что в разложении по ~, ~ → 0, усло-
вия квантования (32.40), (32.41) эквивалентны с точностью до O(~2) условию
квантования типа Бора–Зоммерфельда семейства Λ1(E), где E = E0 + ~E1.

32.4. Замечания

1. Предложенная в этом разделе конструкция квазиклассических спектраль-
ных серий оператора Дирака обоснована при дополнительном предположении,
что на замкнутой фазовой кривой Λ1(E0) нет фокальных точек, в которых
|Q̇(τ)| = 0. Это предположение может не выполняться для замкнутых тра-
екторий многомерных неинтегрируемых систем (см., например, [32]). В этом
случае квантование замкнутых траекторий методом комплексного ростка тре-
бует привлечения новых вспомогательных конструкций [32, 33]. В частности,
роль индекса Маслова [14, 15]) играет топологическая характеристика канони-
ческого базиса на семействе [Λ1(E0), r

n(E0)], введенного в [33].

2. В формулах настоящего раздела неявно предполагалось, что уравнение
(I.29.4), определяющее семейство гиперплоскостей τ = τ(q), однозначно и глад-
ко разрешимо в окрестности Uδ(E0) всей замкнутой кривой lE0 . Если это не
так, то кривую lE0 следует покрыть окрестностями U j

δ (E0), j = 1,m, в каждой
из которых уравнение (I.29.4) допускает гладкое решение τ j = τ j(q), постро-
ить набор геометрических объектов [Λ1

j(E0), r
n
j (E0)] и специальным образом их

«склеить» (подробности см. в [33]).

33. Квазиклассические спектральные серии
оператора Дирака в электромагнитном
поле с аксиальной симметрией

Как следует из предыдущих разделов, при построении спектральных серий
оператора Дирака существенно используется конструкция комплексного рост-
ка rn(E0), а именно: набор из n решений Флоке системы в вариациях, удовле-
творяющих условию квазипериодичности (I.25.18). Условия, которым должно
удовлетворять семейство замкнутых фазовых кривых Λ1(E0) для того, чтобы
существовал комплексный росток rn(E0), могут быть получены в рамках общей
теории Флоке. В случае, когда классическая функция Гамильтона допускает од-
ну циклическую угловую переменную (см. Приложение И), вопрос о существо-
вании комплексного ростка решается достаточно просто. Ниже мы рассмотрим
три примера таких систем и для семейства Λ1(E0) построим квазиклассические
спектральные серии оператора Дирака, отвечающие движению электрона по
равновесной окружности. Для простоты изложения во всех трех случаях мы
полагаем поля кручения отсутствующими.
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33.1. Спектральные серии релятивистского электрона,
движущегося в аксиально-симметричном магнитном
поле с мягкой фокусировкой

В цилиндрической системе координат (qa) = (ρ, ϕ, z) зададим потенциалы
электромагнитного поля

Aρ = 0, Aϕ =
bρ2−q

2 − q

[
1 +

q(2 − q)

2

z2

ρ2

]
, Az = Φ = 0, (33.1)

где 0 < q < 1 – параметр фокусировки, а b = const. Соответствующая реляти-
вистская функция Гамильтона имеет вид

λ(+)(p, q) = c

√
p2

ρ + ρ−2
(
pϕ +

e

c
Aϕ

)2

+ p2
z +m2c2 = cε(p, q). (33.2)

Функция (33.2) допускает циклическую угловую переменную ϕ ( mod 2π) и опре-
деляет семейство фазовых кривых Λ1(I), отвечающих устойчивому движению
электрона по окружности радиуса R0(I) с частотой вращения ω0(I) и угловым
моментом pϕ = I (см. Приложение И):

Λ1(I) = {ρ = R0(I), ϕ = ω0(I)τ, z = 0, pρ = 0, pϕ = I, pz = 0} , (33.3)

где

R2−q
0 (I) =

cI

eb

(2 − q

1 − q

)
; ω0(I) =

eH(R0)

ε0

;

ε0 = ε(I), аH(R0) = b/Rq
0(I) – величина магнитного поля на равновесной орбите

(33.3). Решения Флоке системы в вариациях, образующих комплексный росток
r3(I), имеют вид

a0(τ, I) = (0, 0, 0, 0, ω0(I), 0)ᵀ

a1(τ, I) = eiω1τ (0, 0, iα−1
1 , 0, 0, α1)

ᵀ, ω1(I) = ω0(I)
√
q, (33.4)

a2(τ, I) = eiω2τ

(
iα−1

2 , 0, 0, α2,
iα2

R0

√
1 − q

, 0

)ᵀ

,

ω2(I) = ω0(I)
√

1 − q,

где αk =
√
c/(ε0ωk), k = 1, 2. Согласно уравнению (I.29.4), кривой Λ1(I) отве-

чает семейство гиперплоскостей вида τ = τ(q) = ϕ/ω0(I).
Получим теперь явное выражение для спектра энергий (32.42). Условие

(32.40) приводит к квантованию углового момента электрона: I = ~l(~). Здесь
набор целых чисел l(~) определяется условием lim

~→0
~l(~) = I0, где значение I0 от-

вечает орбите Λ1(I0), лежащей на заданном уровне энергии E0(I0) = λ(0)|Λ1(I0).
Подсчитаем энергетическую добавку Es

ζ , обусловленную взаимодействием спи-
на электрона с внешним полем. В отсутствие полей кручения вектор «поляри-
зации» ~B(τ), определенный в (32.31), равен

~B = − e

2ε0

~H(R0), (33.5)

где ~H(R0) = (0, 0,−H(R0)) и является постоянным. Отсюда, согласно формуле
(К.6), имеем

Es
ζ = ~ωs

ζ = ~ζ| ~B| =
ζ~

2
ω0, ζ = ±1.
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Выражение для квазиклассической серии уровней энергии принимает вид

El,ν1,ν2,ζ(~) = E
(0)
l (~) + Es

ζ + ~

2∑

k=1

ωk(~l)
(
νk +

1

2

)
+O(~2), (33.6)

ν1, ν2 = 0,±1, . . . , l = ±1,±2, . . . , ζ = ±1,

где E
(0)
l (~) =

√
e2R2

0(~l)H
2(R0(~l)) +m2c4 – главный член энергии электрона.

Воспользуемся теперь определением циклической частоты ω0(I) = ∂E0(I)/∂I.

Тогда с точностью до O(~2) справедливо разложение E
(0)
l+ζ/2(~) = E

(0)
l (~) +

(ζ~/2)ω0(~l) +O(~2), ~ → 0. Отсюда следует

El,ν1,ν2,ζ(~) = E
(0)
l+ζ/2(~) + ~

2∑

k=1

ωk(~l)
(
νk +

1

2

)
+O(~2). (33.7)

Величина ~(l + ζ/2) есть, очевидно, полный момент электрона с учетом его
спина.

Для квазиклассических волновых функций
0

ΨEN
(32.35), отвечающих уров-

ням энергии (33.7), нетрудно получить следующие выражения:

0

ΨEl,ν1,ν2,ζ(q,~)=
eilϕ

π

√
W1W2√

2~R02ν1+ν2ν1!ν2!

{
e−W 2

1 z2/2~Hν1

(W1z√
~

)}
×

×
{
e−W 2

2 (ρ−R0)2/2~Hν2

(W2(ρ−R0)√
~

)}
Π+(τ)fζ , (33.8)

где W1 = (
√
qeH(R0)/c)

1/2; W2 = (
√

1 − qeH(R0)/c)
1/2; R0 = R0(~l); Hν(ζ) – по-

линомы Эрмита [64], а постоянные спиноры fζ , ζ = ±1, определены в (К.6). Из
вида функций (33.8) следует, что при ~ → 0 они локализованы в окрестности
равновесной окружности с радиусом R0(I) и образуют полный ортонормиро-
ванный набор состояний.

33.2. Спектральные серии электрона в классе
аксиально-симметричных фокусирующих
электрических полей

Рассмотрим движение электрона в аксиально-симметричном электрическом
поле, которое в цилиндрической системе координат (qa) = (ρ, ϕ, z) определяется
потенциалами

Aρ = Aϕ = Az = 0, Φ = Φ0ρ
µ, (33.9)

где Φ0 = const, а µ – параметр фокусировки. В этом случае оператор Дирака

ĤD допускает оператор симметрии p̂z = −i~∂z, поэтому целесообразно в са-
мом начале отделить переменную z и искать квазиклассические стационарные
состояния ΨE в виде

ΨE(q, ~) = eikzzΨ̃E(ρ, ϕ, ~). (33.10)

Функции Ψ̃E отвечает классическая функция Гамильтона

λ(0)(p, q) = cε(p, q) + eΦ0ρ
µ, (33.11)

где ε(p, q) =
√
p2

ρ + p2
ϕ/ρ

2 + k2
z +m2c2. В фазовом пространстве с координатами

(pρ, pϕ, ρ, ϕ) система Гамильтона с гамильтонианом (33.11) определяет семейство
замкнутых фазовых кривых

Λ1(I) = {ρ = R0(I), ϕ = ω0(I)τ, pρ = 0, pϕ = I}, (33.12)
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описывающих движение электрона по равновесной окружности радиуса R0(I),
где Rµ+2

0 (I) = cI2/(eε0Φ0µ), ε0 = ε(I) (в дальнейшем считаем выполненным
условие eΦ0µ > 0), с частотой вращения ω0(I) = v⊥(I)(sign I)/R0(I), где v⊥(I) =

c|I|/(ε0R0(I)). Заметим, что состояние Ψ̃E соответствует движению электрона в
«редуцированном» конфигурационном пространстве по окружности с радиусом
R0(I), тогда как состоянию ΨE в «полном» конфигурационном пространстве
(ρ, ϕ, z) отвечает движение по спирали с тем же радиусом и со скоростью вдоль
оси z, равной ż = ckz/ε0. Энергия электрона на равновесной орбите вращения
равна

E0(I) = λ(+)|Λ1(I) = eΦ0R
µ
0 (I) + cε0. (33.13)

Решение Флоке системы в вариациях, косоортогональное вектору a0(τ, I) =
(0, 0, 0, ω0(I)), выберем в виде

a(τ, I) = eiωτ
(
α, 0,−i−1,−α−1Wpϕρ

ω

)ᵀ

,

ω(I) =
|ω0|√

µ+ 2 − β2
⊥

,
(33.14)

где

Wpϕρ =
ω0

R0

(−2 + β2
⊥), α =

√
ε0ω0(I)

c
, β2

⊥ =
v2
⊥

c2
.

Из (33.14) следует условие существования комплексного ростка r2(I), образо-
ванного векторами a0(τ, I) и a(τ, I): µ+ 2 − v2

⊥/c
2.

Перейдем теперь к построению квазиклассического спектра уровней энер-
гии EN(~), отвечающего в пределе ~ → 0 движению электрона по равновесной
орбите Λ1(I0) с заданной энергией E0 = E0(I0). Из формулы (32.40) следует
условие квантования углового момента: I = ~l(~), где ~l(~) → I0 при ~ → 0.
Далее, согласно формуле (32.31), имеем

~B(τ) =
1

2

β2
⊥

1 + γ−1

( ckz

ε0R0

sin(ω0τ),−
ckz

ε0R0

cos(ω0τ), ω0

)
, (33.15)

где τ = ϕ/ω0(I). Таким образом, мы приходим к случаю 2, рассмотренному в
Приложении K. Используя (К.11), несложно получить выражение для энергии
спин-орбитального взаимодействия Es

ζ

Es
ζ = ~ωs

ζ = ζ
(

~ω0

2
+

~|ω0|
2

√
1 − β2

⊥

)
, ζ = ±1. (33.16)

Окончательно для уровней энергии электрона получим

El,ν,ζ(~) = E
(0)
l+ζ/2(~) + ~|ω0(I)|

√
µ+ 2 − β2

⊥(I)×

×
{
ν +

1

2
+
ζ

2

√
1 − β2

⊥(I)√
µ+ 2 − β2

⊥(I)

}∣∣∣
I=~l

+O(~2). (33.17)

Из (33.17), в частности, следует, что для электрического поля «кулоновского
типа» (µ = −1) явной зависимости энергии электрона от спина нет. В этом
случае происходит перенумерация уровней энергии:

El,ν,ζ(~) → El,ν′(~), ν ′ = ν +
ζ + 1

2
. (33.18)
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Квазиклассический набор ортонормированных собственных функций, отве-
чающих уровням энергии (33.18), представляется в виде

0

ΨEl,ν,ζ(q,~)=
eikzzeilϕ

2π5/4~1/4

√
α√

R02νν!

[
e−α2(ρ−R0)2/2~Hν

(α(ρ−R0)√
~

)
Π+(τ)fζ

]
, (33.19)

где R0 = R0(l~); Hν(z) – полином Эрмита, а выражения для спиноров fζ приве-
дены в (К.11). Состояния (33.19) локализованы при ~ → 0 в малой окрестности
равновесной окружности радиуса R0 = R0(I0).

33.3. Спектральные серии релятивистского электрона,
движущегося по экваториальным орбитам
в кулоновском поле

В кулоновском поле с потенциалом Φ = Ze0/ρ классическая функция Га-
мильтона имеет вид

λ(+)(p, q) = −Ze
2
0

ρ
+ c

√
p2

ρ +
p2

θ

ρ2
+

p2
ϕ

sin2 θ ρ2
+m2c2 = −Ze

2
0

ρ
+ cε(p, q), (33.20)

где (qa) = (ρ, ϕ, z) – сферическая система координат, а e = −e0 – заряд электро-

на. Критическим точкам функции λ̃
(+)
I (см. Приложение И) отвечает семейство

замкнутых фазовых кривых

Λ1(I) =
{
pρ = 0, pθ = 0, pϕ = I, ρ = R0(I), θ =

π

2
, ϕ = ω0(I)τ

}
, (33.21)

которые описывают стационарные вращения электрона по экваториальным ор-
битам радиуса R0(I) = I2/(γ(I)Ze20m) с частотой ω0(I) = v⊥(I)/R0(I), где
γ = (1 − β2

⊥)−1/2, v2
⊥ = Ze20/(Ic

2). Энергия электрона на равновесной орбите
равна E0(I) = mc2γ−1(I). Комплексный росток r3(I) образован векторами

a0(τ, I) = (0, 0, 0, 0, 0, ω0(I), 0)ᵀ, a1(τ, I) = eiω0τ (0, iα−1
1 , 0, 0, α1, 0)ᵀ,

a2(τ, I) = eiω2τ
(
iα−1

2 , 0, 0, α2, 0,−
iα2Wρpϕ

ω0

)ᵀ

, ω2(I) = ω0(I)γ
−1(I),

(33.22)

где α1 = I−1/2,

α2 =

√
c

ε0ω2

, ε0 = ε(I), Wρpϕ =
ω0

R0

(−2 + β2
⊥).

Функция τ(q), определенная уравнением (I.29.4), имеет вид τ = ϕ/ω0(I). Вектор

поляризации ~B (32.31) направлен вдоль оси Oz и равен

~B =
e20Zω0

2c(1 + γ−1)ε0R0

~ez. (33.23)

Из формулы (К.6) найдем спиновую поправку Es
ζ = ~ωs

ζ = ~ζ
2
ω0(1− γ−1). Тогда

квазиклассический спектр энергий примет вид

El,ν1,ν2,ζ(~) =
[
E

(0)
l (I) + ~ω0(I)

(
ν1 +

1 − ζ

2

)
+
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+~ω0(I)γ
−1(I)

(
ν2 +

1 − ζ

2

)]
I=~l(~)

+O(~2), (33.24)

ν1, ν2 = 0,±1, . . . , l = 1,∞, ζ = ±1,

а для соответствующего набора квазиклассических собственных состояний по-
лучим

0

ΨEl,ν1,ν2,ζ(q,~)=
eilϕ

πR0

√
W1W2√

2~2ν1+ν2ν1!ν2!

{
e−W 2

1 (θ−π/2)2/2~Hν1

(W1(θ − π/2)√
~

)
×

×e−W 2
2 (ρ−R0)2/2~Hν2

(W2(ρ−R0)√
~

)}
Π+(τ)fζ . (33.25)

Здесь Wk = α−1
k , k = 1, 2; R0 = R0(~l); Hν(ξ) – полиномы Эрмита, а fζ –

двухкомпонентные спиноры, определенные формулой (К.6).
В нерелятивистском пределе β⊥ � 1 формула (33.24) дает квазиклассиче-

скую серию собственных значений оператора Шрëдингера [139]

El,ν1,ν2,ζ(~) = −mc2α
2Z2

2

( 1

l2(~)
− 2

l3(~)
(ν1 + ν2 + 1)

)
+O(~2), (33.26)

где α = e20/(~c) – постоянная тонкой структуры. Там же было установлено
соответствие между квантовыми числами точного и приближенного спектров:
nl = l, nr = ν1 + ν2, nl ∼ 1/~, где nr и nl – соответственно, радиальное и ор-
битальное квантовые числа. Представляет интерес сравнить (33.24) с точным
энергетическим спектром водородоподобного атома, полученным по теории Ди-
рака. В этом случае имеем nl = l + ν1, nr = ν2 + (1 − ζ)/2, nl ∼ 1/~, ~ → 0.

В заключение отметим, что не составляет труда обобщить полученные в
настоящем разделе результаты на случай ненулевых внешних полей кручения
(если таковые вообще существуют в природе) и тем самым оценить их возмож-
ное влияние на квазиклассический энергетический спектр. В качестве примера
рассмотрим атом водорода во внешнем торсионном поле вида

S0 = S0(ρ), ~S = (S⊥(ρ) sinϕ, S⊥(ρ) cosϕ, S3(ρ)) (33.27)

и подсчитаем в этом случае энергию спин-орбитального взаимодействия элек-
трона Es

ζ = ~ωs
ζ , движущегося по экваториальной орбите lI = (ρ = R0(I), θ =

π/2, ϕ = ω0(I)τ). В этом случае вектор «поляризации» ~B(τ) (32.31) равен ~B(τ) =
(−B⊥ sin(ω0τ),B⊥ cos(ω0τ),B3), где

B⊥ = S⊥ − β⊥S0(R0), B3 =
ω0

2
+
√

1 − β2
⊥

[
S0(R0) −

ω0

2

]
. (33.28)

Отсюда, согласно формуле (К.11), получим

Es
ζ (~l(~))=~ωs

ζ(~l(~)) = ζ~
[ω0(I)

2
+

√
B2
⊥(I) +

(
B3(I) −

ω0(I)

2

)2 ]
I=~l(~)

.(33.29)

34. Состояния, квазиклассически
сосредоточенные на многообразии Λk

t

Рассмотрим состояния уравнения Шрëдингера, квазиклассически сосредо-
точенные при каждом t ∈ [0, π] на многообразии

Λk
t = {z(t, τ) =

(
~p(t, τ), ~x(t, τ)

)
, τ ∈ Rk}, 0 6 t 6 T.
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Здесь мы предполагаем, что многообразие Λk
t пpи всех t ∈ [0, T ], T <∞, можно

задать одним набором координат τ = (τ1, . . . , τk). Представляется естественным
дать следующее определение:

� Состояние Ψ назовем квазиклассически сосредоточенным на многообра-
зии Λk

t класса CSS(Λk
t , ~)

(
Ψ ∈ CSS(Λk

t )
)
, если при каждом t ∈ [0, π]

1) {−i~∂t + Ĥ}Ψ = 0. (34.1)

где гамильтониан Ĥ(t) – упорядоченный по Вейлю оператор с символом H(~p, ~x, ~);

2) для волновой функции Ψ(~x, t, ~) в x-представлении и Ψ̃(~p, t, ~) в p-пред-
ставлении существуют обобщенные пределы

lim
~→0

|Ψ(~x, t, ~)|2 =

∫

Λk
t

dσ δ
(
~x− ~X(t, τ)

)
, (34.2)

lim
~→0

|Ψ̃(~p, t, ~)|2 =

∫

Λk
t

dσ δ
(
~p− ~P (t, τ)

)
; (34.3)

3) для любого N <∞ и ~ ∈ [0, 1[ существуют квантовые моменты

∆α(t, ~), 0 6 |α| 6 N.

Здесь α ∈ Z2n
+ – мультииндекс, ∆α(t, ~) = 〈Ψ|{∆ẑ}α|Ψ〉, {∆ẑ}α – оператор с

вейлевским символом (∆z)α, ∆z = z − 〈ẑ〉, а dσ – мера на Λk
t ,

∫

Λk
t

dσ = 1.

Тогда справедливо следующее утверждение:

Теорема 34.1. Если состояние Ψ(~x, t, ~) является квазиклассически сосредо-
точенным класса CSS(Λk

t , ~), то Λk
t = ĝtΛ

k
0, где ĝt – фазовый поток гамильто-

новой системы (30.1), отвечающей гамильтониану H(~p, ~x, 0) (34.1).

Доказательство. Согласно теореме Эренфеста, среднее значение произволь-
ного оператора Â (с регулярно зависящим от ~ символом A(~p, ~x, t, ~)) удовле-
творяет уравнению

d

dt
〈Ψ|Â|Ψ〉 = 〈Ψ|∂Â

∂t
|Ψ〉 +

1

i~
〈Ψ|
[
Ĥ, Â

]
|Ψ〉. (34.4)

Согласно правилам работы с упорядоченными по Вейлю операторами, для вей-
левского символа оператора Ĉ (Ĉ =

[
Ĥ, Â

]
−
) получим

C(~p, ~x, t) = 2i sin
{

~

2

(〈 ∂
∂~x
,
∂

∂~π

〉
−
〈 ∂
∂~p
,
∂

∂~q

〉)}
H(~p, ~x, t)A(~π, ~q, t~)

∣∣∣~π=~p
~q=~x

. (34.5)

Подставив (34.5) в (34.4) и перейдя к пределу при ~ → 0, с учетом (34.2)
получим ∫

Λk
t

dσ
[∂A(t, τ)

∂t
+ {H, A}px(t, τ)

]
=

d

dt
lim
~→0

〈Â〉, (34.6)
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где A(t, τ) = A
(
~P (t, τ), ~X(t, τ), t, 0

)
. Поскольку Λk

t можно задать одним набором

τ , в качестве dσ можно выбрать dσ = Ndkτ , где N−1 =
∫
U

dkτ и U ⊂ Rk – область

изменения τ . Тогда

d

dt

∫

Λk
t

dσ A(t, τ) = N
∫

U

dkτ
d

dt
A(t, τ). (34.7)

Подставим (34.7) в (34.6) и в силу произвольности Â получим

dA(t, τ)

dt
=
∂A(t, τ)

∂t
+ {H, A}px(t, τ). (34.8)

Здесь {H, A}xp – скобка Пуассона. Из (34.8), в частности, следует, что ~x =
~X(t, τ) и ~p = ~P (t, τ) являются решениями системы Гамильтона с гамильтониа-
ном H(~p, ~x, t) и начальным условием

~p(0) = ~P (t, τ)|t=0, ~x(0) = ~X(t, τ)|t=0,

что и требовалось доказать.
Естественно поставить вопрос, как связаны квазиклассически сосредоточен-

ные состояния классов CSS(Λ
k
t ) и CSS

(
Z(t, τ), N

)
. Ответ на этот вопрос дает

следующая теорема:

Теорема 34.2. Пусть Λk
t = {Z(t, τ), τ ∈ U ⊂ R4}, 0 6 t 6 T , – семейство

неполномерных лагранжевых многообразий.
Пусть функция Φ(~x, t, τ, ~) ∈ CSS

(
Z(t, τ),∞

)
, а N(τ, ~) удовлетворяет урав-

нению

N(τ, ~)

∫

Rn

d~x

∫

Λk
t

dσ′ Φ∗(~x, 0, τ ′, ~)Φ(~x, 0, τ, ~)N(τ ′, ~) = 1. (34.9)

Тогда функция

Ψ(~x, t, ~) =

∫

Λk
t

dσ N(τ, ~)Φ(~x, t, τ, ~) (34.10)

есть квазиклассически сосредоточенное состояние класса CSS(Λk
t ).

Доказательство. 1. Выберем dσ = Ndkτ . Тогда очевидно, что функция (34.10)
удовлетворяет уравнению Шрëдингера (30.2).

2. Пусть функции |ν, t, τ〉 принадлежат пространству CSS

(
Z(t, τ),∞

)
, ν ∈

Zn
+, и образуют в нем ортонормированный базис. Разложим функции

Φ(~x, t, τ, ~) ∈ CSS

(
Z(t, τ),∞

)
и Φ(~x, t, τ ′, ~) ∈ CSS

(
Z(t, τ ′),∞

)

по базису |ν, t, τ〉. Поскольку |ν, t, τ〉 – решения уравнения Шрëдингера, получим

Φ(~x, t, τ, ~) =
∞∑

|ν|=0

Cν(τ, ~)|ν, t, τ〉,

Φ(~x, t, τ ′, ~) =
∞∑

|ν|=0

C̃ν(τ, τ
′, ~)|ν, t, τ〉.

(34.11)
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Подставим (34.11) в условие нормировки

1 = 〈Ψ|Ψ〉 =

∫

Λk
t

dσ

∫

Λk
t

dσ′

∫

Rn

d~xΦ∗(~x, t, τ ′, ~)Φ(~x, t, τ, ~)N(τ, ~)N(τ ′, ~) =

=

∫

Λk
t

dσ

∞∑

|ν|=0

∫

Λk
t

dσ′N(τ, ~)N(τ ′, ~)Cν(τ, ~)C̃∗
ν (τ, τ ′, ~).

Будем определять функцию N(τ, ~) из уравнения

∞∑

|ν|=0

∫

Λk
t

dσ′N(τ, ~)N(τ ′, ~)Cν(τ, ~)C̃∗
ν (τ, τ ′, ~) = 1. (34.12)

Уравнение (34.12) с помощью (34.11) можно представить в эквивалентной фор-
ме (34.9).

3. Пусть символ оператора Â регулярно зависит от ~, тогда с учетом (34.11)
запишем

〈Ψ|Â|Ψ〉 =

∫

Λk
t

dσ

∫

Rn

d~x

∫

Λk
t

dσ′N(τ, ~)N(τ ′, ~)×

× Φ∗(~x, t, τ ′, ~)Â(t, ~)Φ(~x, t, τ, ~) =

=

∫

Λk
t

dσ

∫

Λk
t

dσ′
∞∑

|ν|=0
|ν′|=0

N(τ, ~)N(τ ′, ~)C̃∗
ν′(τ, τ ′, ~)Aνν′Cν(τ, ~). (34.13)

С учетом доказанного в разд. «Квазиклассическая сосредоточенность состоя-
ний и вывод классических уравнений движения из квантовой теории» части I
соотношения

lim
~→0

〈Φ′|Â|Φ〉 = A
(
Z(t), t, 0

)
〈Φ′|Φ〉,

справедливого для любых функций Φ,Φ′ из CSS

(
Z(t), N

)
, поскольку |ν, t, τ〉 ∈

CSS(Z(t, τ ′))∞) получим

lim
~→0

Aνν′(t, τ, ~) = A
(
Z(t, τ), τ, 0

)
δνν′ . (34.14)

Тогда, перейдя в (34.13) к пределу ~ → 0, найдем, что

lim
~→0

〈Ψ|Â|Ψ〉 =

∫

Λk
t

A
(
Z(t, τ), τ, 0

)
dσ.

Таким образом, теорема доказана.

♦ Определение квазиклассически сосредоточенных состояний CSS(Λ
k
t ) есте-

ственным образом переносится на случай уравнения Дирака. Теоремы 34.1 и
34.2 остаются справедливыми при замене CSS(Λ

k
t ) на CSD(Λk

t ).
♦ Для доказательства существования состояний класса CSS(Λ

k
t ) естественно

использовать комплексный метод ВКБ-Маслова, который нужно применить к
квазиклассическому квантованию Λk

t . Дословно повторяя рассуждение части I,

можно доказать существование решений класса CS
(M)
S (Λk

t ).
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35. Комплексный росток на семействе
двумерных лагранжевых многообразий

35.1. Комплексный росток

Пусть Λ2(ω) – компактное двумерное лагранжево многообразие, инвариант-
ное относительно системы Гамильтона (30.2) и лежащее на поверхности энерге-
тического уровня классической функции Гамильтона λ(+) (31.3), λ(+)|Λ2(ω) = E0.
Пусть I – возрастающая подпоследовательность чисел {1, 2, 3}, а Ī – упорядо-
ченная подпоследовательность чисел, дополняющая I до {1, 2, 3}. Обозначим
через ~y = (qI , pĪ) упорядоченный набор фазовых координат (~p, ~q), отвечающий
набору (I, Ī). Например, если I = {2, 3} и Ī = {1}, то ~y = (p1, q2, q3). Когда
I = {1, 2, 3}, Ī = {∅}, аналогично получим ~y = ~q = (q1, q2, q3). Обозначим через
ΩI область в Λ2(ω), которая однозначно и гладко проектируется на координат-
ную плоскость (qI , pĪ). Другими словами, в области (карте) ΩI выполняется
следующее условие:

rank

∥∥∥∥
∂y

∂τ

∥∥∥∥ ≡ rank
∂(qI , pĪ)

∂(τ1, τ2)
= 2. (35.1)

Будем предполагать, что компактное многообразие Λ2(ω) удовлетворяет сле-
дующему условию: многообразие Λ2(ω) можно покрыть конечным набором об-
ластей ΩIN

, удовлетворяющих условию (35.1). Такой набор областей {ΩIN
} об-

разует канонический атлас на Λ2(ω).
Для заданного упорядоченного набора координат ~y = (qI , pĪ) упорядоченный

набор сопряженных импульсов будет иметь вид ~py = (pI ,−qĪ). В частности, для
рассмотренных ранее примеров получим ~py = (−q1, p2, p3) и ~py = ~p = (p1, p2, p3),
соответственно. Преобразование координат (~p, ~q) в (~py, ~y) является канониче-
ским и задается симплектической (6 × 6)-матрицей

GI =

(
A −B
B A

)
. (35.2)

Здесь A и B – (3 × 3) диагональные матрицы вида Aa,b = δaIδab, а Ba,b = δaĪδab,
где

δa,I(Ī) =

{
1, a ∈ I(Ī),

0, a /∈ I(Ī),
a, b = 1, 2, 3.

Каноническое преобразование оставляет систему Гамильтона инвариантной, так
что мы имеем

~̇py = −λ̃(+)
~y , ~̇y = λ̃

(+)
~py
, (35.3)

где λ̃(+) = λ̃(+)(~py, ~y) – функция λ̃(+)(~p, ~q) в координатах (~py, ~y). (Здесь и далее
в главе 5 точка означает производную по переменной τ1.)

Пусть шестикомпонентный вектор a(τ) =
(

~W (τ)
~Z(τ)

)
является решением систе-

мы в вариациях

ȧ = Hvar(τ)a, Hvar(τ) =

(
−λ(+)

qp (τ) −λ(+)
qq (τ)

λ
(+)
pp (τ) λ

(+)
pq (τ)

)
(35.4)

– линеаризации системы Гамильтона (35.3) – в окрестности Λ2(ω) =
(
~p =

~p(τ), ~q = ~q(τ), τ ∈ R2
τ

)
. Под функциями типа λ

(+)
pq (τ) понимается функция
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λ
(+)
pq (~p, ~q)

∣∣
~p=~P (τ)

~q= ~Q(τ)

. Аналогичное рассмотрение канонической системы (35.3) при-

водит к системе в вариациях вида

˙̃a = H̃var(τ)ã, H̃var(τ) =

(
−λ̃(+)

ypy(τ) −λ̃(+)
yy (τ)

λ̃
(+)
pypy(τ) λ̃

(+)
pyy(τ)

)
. (35.5)

Уравнения (35.4) и (35.5) определяют линейные гамильтоновы системы, и сим-
плектическое преобразование ã(τ) = GIa(τ) будет для них каноническим. Сле-

довательно, каждому решению a(τ) =
(

~W (τ)
~Z(τ)

)
уравнения (35.4) соответствует

решение ã(τ) =

(
~̃W (τ)

~̃Z(τ)

)
уравнения (35.5), где

~̃W (τ) = A~Z(τ) −B ~W (τ) =

(
~WI(τ)

−~ZĪ(τ)

)
,

~̃Z(τ) = B~Z(τ) + A ~W (τ) =

(
~ZI(τ)
~WĪ(τ)

)
.

(35.6)

Отметим также, что из симплектичности матрицы GI следует, что для любых
двух решений уравнения (35.5) справедливо

{ã1(τ), ã2(τ)} = {a1(τ), a2(τ)}, ãk(τ) = GIak(τ), k = 1, 2, 3, (35.7)

где фигурные скобки обозначают кососкалярное произведение векторов.
Определим комплексный росток на многообразии Λ2(ω). Предполагается вы-

полнение следующих условий: уравнение (35.4) допускает набор из трех гладких
относительно τ = (τ1, τ2) ∈ R2

τ и линейно независимых решений ak(τ), k = 1, 2, 3,
таких, что

1) первые два из них образуют базис на касательной в точке τ ∈ R2
τ плоско-

сти к многообразию Λ2 и имеют вид

a1(τ) =

(
~̇P (τ)

~̇Q(τ)

)
, a2(τ) =

(
~P ′(τ)
~Q ′(τ)

)
(35.8)

(здесь и ниже штрих обозначает производную по τ2);

2) решение a3(τ) =
(

~W (τ)
~Z(τ)

)
– комплексная и ограниченная по отношению к

переменной τ = (τ1, τ2) вектор-функция, удовлетворяющая условию

{a3(τ),
∗
a3 (τ)} = 2i; (35.9)

3) все три решения попарно косоортогональны:

{ak(τ), al(τ)} = 0, k, l = 1, 3. (35.10)

В каждой точке τ комплексная плоскость r3(τ) ∈ C6, натянутая на векторы
ak(τ), k = 1, 3, образует комплексный росток. В силу (35.10) эта плоскость
– лагранжева, и векторы ak(τ) образуют базис на ней. Семейство плоскостей
{r3(τ), τ ∈ R2

τ} определяет комплексный росток на инвариантном лагранжевом
многообразии Λ2(ω).

♦ Введенный выше вектор a3(τ) в общем случае не является однозначной
функцией на Λ2(ω), так что для различных τ и τ ′, определяющих одну и ту же
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точку на Λ2(ω), мы, вообще говоря, имеем a3(τ) 6= a3(τ
′). Тем не менее, допуская

некоторую неточность, мы говорим, что {r3(τ), τ ∈ R2
τ} – комплексный росток

на Λ2(ω).

Необходимо отметить, что поскольку GI – симплектическая матрица, то за-
даваемое ею преобразование отображает лагранжеву плоскость в самое себя
и, следовательно, в определении комплексного ростка r3

(
Λ2(ω)

)
вместо ak(τ)

решений уравнения (35.4), удовлетворяющих условиям (35.8)–(35.10), можно
взять линейно независимые решения ãk(τ) = GIak(τ) решения уравнения (35.5),
которые образуют новый базис на ростке r3

(
Λ2(ω)

)
. Векторы ã1(τ) и ã2(τ), ка-

сательные к многообразию Λ2(ω), согласно (35.6), имеют вид

ã1(τ) =

(
~̇Py

~̇Y

)
, ã2(τ) =

(
~P ′

y

~Y ′

)
. (35.11)

Из условий (35.9), (35.10) и (35.7) следует, что

{ãk(τ), ãl(τ)} = 0, {ã3(τ),
∗

ã3 (τ)} = 2i, k, l = 1, 3. (35.12)

Здесь и в дальнейшем под комплексным ростком в области ΩI будем понимать
набор векторов ãk(τ), определенных выше.

В этом разделе определен геометрический объект [Λ2(ω), r3
(
Λ2(ω)

)
] – лагран-

жево многообразие с комплексным ростком, которое играет ключевую роль в
построении квазиклассических асимптотик с комплексными фазами [31].

35.2. Функции на семействе лагранжевых
многообразий с комплексным ростком

Пусть ΩI ⊂ Λ2(ω) – некоторая карта с локальными координатами ~y =
(qI , pĪ). Построим в области ΩI (3×3) матрицы, составленные из векторов ком-
плексного ростка ãk(τ)

B̃(τ) =
(
~̇Py(τ), ~P

′
y(τ), ~̃W (τ)

)
, C̃(τ) =

(
~̇Y (τ), ~Y ′(τ), ~̃Z(τ)

)
. (35.13)

Из условия (35.1) следует, что в карте ΩI матрица C̃(τ) не вырождена. Поэтому

можно определить симметричную матрицу B̃C̃−1 с положительно определенной

мнимой частью, Im B̃(τ)C̃−1(τ) > 0.
Определим набор функций τ(y) =

(
τ1(y), τ2(y)

)
, удовлетворяющих уравне-

нию

〈~̇Y (τ), ∂~yτ1〉
∣∣
τ=τ(y)

= 1, 〈~Y ′(τ), ∂~yτ2〉
∣∣
τ=τ(y)

= 0. (35.14)

Локальное существование таких наборов следует из (35.1).

Через ∆~y и ∆~̂py обозначим операторы

∆y = y − Y (τ), ∆p̂y = i~∂y

∣∣
τ=const

− Py(τ). (35.15)

В карте ΩI , по аналогии с частью I, введем комплексное действие (комплексную
фазу)

S̃
(
y, τ(y)

)
=
[
(E − E0)τ1 +

τ∫

τ0

〈P (τ), dQ(τ)〉 − 〈qĪ(τ), pĪ(τ)〉+
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+ 〈py(τ),∆y〉 +
1

2
〈∆y, B̃C̃−1(τ)∆y〉

]
τ=τ(y)

, (35.16)

где E = E0 + ~E1 + O(~2), λ(+)
∣∣
Λ2(ω)

= E0, а интегрирование в (35.16) произ-

водится вдоль произвольного пути на Λ2(ω), который заканчивается в точке
τ ∈ ΩI .

Каждому вектору ãk(τ) сопоставим операторы по правилу

ˆ̃a1 = 〈~̇Y (τ),∆~̂py〉 − 〈 ~̇Py(τ),∆~y〉,
ˆ̃a2 = 〈~Y ′(τ),∆~̂py〉 − 〈~P ′

y(τ),∆~y〉,
ˆ̃a3 =

1√
2~

(
〈 ~̃Z(τ),∆~̂py〉 − 〈 ~̃W (τ),∆~y〉

)
,

ˆ̃a+
3 =

1√
2~

(
〈
∗

~̃Z (τ),∆~̂py〉 − 〈
∗

~̃W (τ),∆~y〉
)
.

(35.17)

Из (35.12) следуют коммутационные соотношения для операторов âk

[ˆ̃ak(τ), ˆ̃al(τ)] = 0, [ˆ̃a3(τ), ˆ̃a
+
3 (τ)] = 1, k, l = 1, 3. (35.18)

Определим функцию J̃(τ) = det C̃(τ). Поскольку справедливо соотношение

J̃(τ) 6= 0 в карте ΩI , можно определить функцию

|0, τ(~y)〉 =
1√

J̃
(
τ(~y)

) exp
[ i
~
S̃
(
~y, τ(~y)

)]
. (35.19)

Используя оператор «рождения» â+
3 , построим набор функций

|ν, τ(y)〉 =
1√
ν!

(ˆ̃a+
3 )ν |0, τ(y)〉. (35.20)

Из соотношений (35.16) и (35.18) нетрудно получить

ˆ̃ak|ν, τ(y)〉 = 0, k = 1, 2. (35.21)

Наконец, сопоставим функции Гамильтона λ̃(+)(~py, ~y) упорядоченный по Вей-
лю квадратичный оператор в y-представлении

ˆ̃λ
(+)
0 = E0 + ˆ̃a1 +

1

2
[〈∆~y, λ̃(+)

yy (τ)∆~y〉 + 〈∆~y, λ̃(+)
ypy

(τ)∆~̂py〉 +

+ 〈∆~̂py, λ̃
(+)
pyy(τ)∆~y〉 + 〈∆~̂py, λ̃

(+)
pypy

(τ)∆~py〉]
∣∣∣
τ=τ(y)

. (35.22)

Тогда справедливо следующее утверждение: функции образуют набор точных

решений уравнения Шрëдингера с гамильтонианом λ̂
(+)
0 (35.22) (см. часть I)

(−i~∂τ1 + λ̂
(+)
0 − E0 − ~E1)

∣∣ν, τ(y)〉 = 0. (35.23)

В дальнейшем мы покажем, что функции |ν, τ(y)〉 образуют базис, необходи-
мый для построения канонического оператора Маслова с комплексной фазой.
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35.3. Семейство инвариантных лагранжевых торов
(специальный случай)

Результаты двух предыдущих разделов проиллюстрируем на примере ча-
стично интегрируемой гамильтоновой системы с аксиальной симметрией, до-
пускающей семейство инвариантных двумерных лагранжевых торов Λ2(ω), ω =
(E0, I0).

Пусть функция Гамильтона в фазовом пространстве R3
p × R3

q имеет вид

λ(+)(p, q) = λ(+)(p1, p
2
2, pϕ, q1, q

2
2). (35.24)

Поскольку переменная q3 = ϕ (mod 2π) циклична, система Гамильтона (35.3)
допускает два интеграла движения

pϕ = I0, λ(+)(p1, p
2
2, I0, q1, q

2
2) = E0. (35.25)

При заданных значениях энергии E0 и импульса I0 система уравнений (35.25)
задает некоторую совместную поверхность M(E0, I0). Пусть в некоторой об-
ласти изменения параметров E0 и I0 поверхность M(E0, I0) – связная и ком-
пактная. Мы будем рассматривать ее пересечение с координатной плоскостью
T = {(~p, ~q) : p2 = q2 = 0}. Тогда из уравнения (35.3) следует, что пересечение
M(E0, I0) и T будет инвариантным лагранжевым многообразием Λ2(E0, I0) =
M(E0, I0) ∩ T вида

Λ2(E0, I0) = S1(I0) × Λ1(E0, I0), (35.26)

где

Λ1(E0, I0) = {(~p, ~q) : λ(+)(p1, 0, I0, q1, 0) = E0}, (35.27)

S1(I0) = {(pϕ, ϕ) : pϕ = I0, ϕ ∈ [0, 2π]}. (35.28)

Из предположения, что M(E0, I0) – компактно, следует, что Λ1(E0, I0) за-
мкнуто. Отсюда следует, что Λ2(E0, I0) (35.26) образует семейство инвариант-
ных лагранжевых двумерных торов.

Замкнутый контур Λ1(E0, I0) удовлетворяет системе канонических уравне-
ний

ṗ1 = −
0

λ(+)
q1

(p1, q1, I0), q̇1 =
0

λ(+)
p1

(p1, q1, I0), (35.29)

где
0

λ(+)(p1, q1, I0) ≡ λ(+)(p1, 0, I0, q1, 0). На фазовой плоскости (p1, q1) уравнение
(35.29) описывает одномерное движение на уровне энергии E0. Через
{P1(τ1, ω), Q1(τ1, ω), ω = (E0, I0)} обозначим периодические (по τ1) решения урав-
нения (35.29) с периодом T1:

T1 = 2

R+(ω)∫

R−(ω)

dq1
0

λ
(+)
p1 (q1, E0, I0)

, (35.30)

где R±(ω) – корни уравнения
0

λ
(+)
p1 (q1, E0, I0) = 0.

Нетрудно получить выражение для угловой переменной ϕ через T1-периоди-
ческие функции p1(τ1, ω) и q1(τ1, ω)

ϕ(τ, ω) =

τ1∫

0
τ1

0

λ(+)
pϕ

(t, E0, I0)dt+ τ2 = β1τ1 + θ(τ1, ω) + τ2, (35.31)
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где τ2 (mod 2π), β1 = T−1
1

T1∫
0

0

λ
(+)
pϕ (t, E0, I0)dt и θ(τ1, ω) – периодическая функция

с периодом T1. Через
0

τ 1 обозначено «начальное» время для системы (35.29).
Найдем три вектора ak(τ), образующих комплексный росток на семействе

Λ2(ω) (35.26)–(35.28). Первые два из них образуют симплектический базис на
касательной к многообразию Λ2(ω) плоскости и, согласно (35.8), имеют вид11:

a1(τ1) =
(
ṗ1(τ1), 0, 0, q̇1(τ1), 0, ϕ̇(τ1)

)ᵀ
,

a2(τ1) = ( 0, 0, 0, 0, 0, 1 )ᵀ.
(35.32)

Вектор a3(τ), косоортогональный к векторам (35.32), будем искать в виде

a3(τ1) =
(
0,W (τ1), 0, 0, Z(τ1), 0

)ᵀ
. (35.33)

Подставив (35.33) в (35.4), получим следующую систему уравнений для опре-
деления комплексных функций W (τ1) Z(τ1):

(
Ẇ
Ż

)
=

(
0 −

0

λ
(+)
q2q2(τ1)

0

λ
(+)
p2p2(τ1) 0

)(
W
Z

)
(35.34)

с условием нормировки

Im(W ·
∗

Z) = 1, (35.35)

которое следует из (35.9). Уравнение (35.34) – линейная система Гамильтона с
T1-периодическими по переменной τ1 коэффициентами.

Предположим, что система уравнений (35.34) допускает решение Флоке
(
W (τ1 + T1)
Z(τ1 + T1)

)
= exp(iΩ1T1)

(
W (τ1)
Z(τ1)

)
. (35.36)

в силу предположения (35.35) Im Ω1 = 0, и, следовательно, будем рассматри-
вать ограниченные по τ1 ∈ R1 вектор-функции (35.33). Таким образом, векто-
ры (35.32) вместе с вектором (35.33), удовлетворяющим уравнениям (35.35) и
(35.36), образуют комплексный росток r3

(
Λ2(ω)

)
.

Необходимо отметить, что, согласно уравнению (35.36), величина Ω1 опре-
делена с точностью до (2π/T1)k, k ∈ Z. Следовательно, мы можем допустить,
что Ω1 выбрана таким образом, чтобы

argZ(τ1 + T1) = argZ(τ1) + Ω1T1. (35.37)

Теперь построим канонический атлас A(Λ2) на многообразии (35.26) и отве-
чающий ему набор функций (35.31). Напомним, что точка Z(τ) ∈ Λ2(ω) называ-

ется неособой, если в ней rank
∥∥∥ ∂~q

∂τ

∥∥∥ = 2. В противном случае точка Z(τ) ∈ Λ2(ω)

называется особой (или фокальной). Аналогично, если карта Ω ∈ Λ2(ω) состо-
ит только из неособых точек, такая карта называется неособой. В противном
случае карта называется особой (фокальной).

В случае семейства Λ2(ω) вида (35.26)–(35.28) множество всех особых точек

Σ(ω) ⊂ Λ2(ω), в которых ранг матрицы

∥∥∥∥
∂~q1
∂τ

∥∥∥∥ =

(
q̇ 0 ϕ̇
0 0 1

)
меньше двух, име-

ет вид Σ(ω) = {Z(τ) ∈ Λ2(ω), τ = (τ
(−)
1 , τ2)∪(τ

(+)
1 , τ2), τ2 ∈ [0, 2π]}, где τ (±) – нули

11Там, где это не приводит к недоразумениям, мы будем опускать зависимость величин от
параметров E0, I0.
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Рис. 1. Канонический атлас на Λ1(E0, I0)

функции Q̇1(τ
(±)), т.е. Q1(τ

(±)) = R±. Проекция πq(Σ) этих точек на конфигура-
ционное пространство R3

q образует каустику πq(Σ) = S1
+∪S1

−, состоящую из двух

окружностей S1
± = {~q = (R±, 0, ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]}. Замкнутая кривая Λ1(ω), лежа-

щая в координатной плоскости (p1, q1), ориентирована против часовой стрел-

ки. Для определенности будем предполагать, что
0

τ 1< τ
(+)
1 < τ

(−)
1 <

0

τ 1 +T1,
R− < R+. Покроем кривую Λ1(ω) четырьмя картами Vj, j = 1, 4, как показано
на рис. 1. Тогда канонический атлас на Λ2(ω) можно выбрать из четырех карт
вида Ωj = Vj ×{τ2}, τ2 ∈ [0, 2π]. При таком выборе карты Ω1 и Ω3 – неособые, а
карты Ω2 и Ω4 – особые. Упорядоченный набор координат фазового простран-
ства ~y = (qI , pĪ), где I = (2, 3), отвечает карте Ωj, j = 2, 4, поскольку в этом

случае rank

∥∥∥∥
∂~y

∂τ

∥∥∥∥ = rank

(
ṗ1 0 ϕ̇
0 0 1

)
= 2.

Теперь мы дадим полное выражение для функций (35.20). Опуская простые,
но громоздкие вычисления, приведем только конечный результат. Для функций
|ν, τ j(~y)〉, соответствующих неособым картам Ωj, j = 1, 3, получим

|ν, τ j
1 (q1)〉 =

{
Ξν(q2, τ1)√
|q̇1(τ1)|

exp
[ i
~

τ1∫

0
τ1

p1(t)dq1(t)
]
×

× exp
i

~

[
I0ϕ+ (E − E0)τ1 +

1

2
Re

W (τ1)

Z(τ1)
q2
2

]}∣∣∣∣
τ1=τj

1 (q1)

, (35.38)

где обозначено

Ξν(q2, τ1) =
1√
ν!

( i√
2

)ν eiν arg Z(τ1)

√
−Z(τ1)

e−q2
2/[2~|Z(τ1)|2]Hν

( q2√
~|Z(τ1)|

)
, (35.39)

Hν(ξ)) – полиномы Эрмита. Интеграл в (35.38) вычисляются вдоль контура

Λ1(E0, I0), ориентированного против часовой стрелки с началом в точке
0

τ 1∈
U1 и концом в точке τ1 ∈ Vj, j = 1, 3. Функции τ j

1 (q) – решения уравнения

q1
(
τ j
1 (q1)

)
= q1 в неособой карте Vj. Для построения состояний (35.38) исполь-

зовалась функция

τ j
2 (q) = ϕ−

τj
1 (q1)∫

0
τ1

0

λ(+)
pϕ

(t)dt.
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В случае особой карты Ωj, j = 2, 4, соответствующие функции |ν, τ j(~y)〉
имеют вид

|ν, τ j
1 (p1)〉 =

{
Ξν(q2, τ1)√
|ṗ1(τ1)|

exp
i

~

[ τ1∫

0
τ1

p1(t)dq1(t) − p1q1(τ1)

]
×

× exp
i

~

[
I0ϕ+ (E − E0)τ1 +

1

2
Re

W (τ1)

Z(τ1)
q2
2

]}∣∣∣∣
τ1=τj

1 (p1)

. (35.40)

Здесь, как и в предыдущем случае, интегрирование происходит вдоль ориенти-

рованной кривой Λ1(E0, I0) с началом в точке
0

τ 1∈ V1 и концом в точке τ1 ∈ Vj,

j = 2, 4. Функции τ j
1 (q1) удовлетворяют уравнению p1

(
τ j
1 (p1)

)
= p1, в качестве

функции τ j
2 (y) использовалась функция

τ j
2 (y) = ϕ−

τj
1 (p1)∫

0
τ1

0

λ(+)
pϕ

(t)dt.

♦ При выводе соотношений (35.38) и (35.40) мы использовали тождество
ϕ
(
τ j(y)

)
= ϕ, которое справедливо для всех определений функций τ j(y) и для

всех карт Ωj (см. (35.31)). В координатном представлении в особой карте из
(35.40) получим (см. разд. 6 части I)

|ν, τ j
1 (q1)〉 =

1√
−2πi~

∞∫

−∞

eip1q1|ν, τ j
1 (p1)〉dp1. (35.41)

36. Квазиклассические спектральные серии
оператора Дирака, отвечающие
семейству инвариантных лагранжевых
торов с комплексным ростком

Результаты, полученные в предыдущих разделах, позволяют построить ква-

зиклассические спектральные серии [
0

ΨEN,l
(~), EN,l(~)] оператора Дирака, отве-

чающие семейству Λ2(ω) типа (35.26)–(35.28). Поскольку Λ2(ω) содержит фо-
кальные точки, то для построения асимптотических решений в целом (вклю-
чая каустики и область «тени») прежде всего необходимы асимптотические по
модулю O(~3/2) решения Ψj

E(~q, ~) уравнения (30.3) в каждой области πq(Ωj)
конфигурационного пространства R3

q. Раздел 36.1 посвящен решению этой про-

блемы. Ниже мы ограничим наше рассмотрение главными членами
0

Ψj
E(~q, ~) ло-

кальных асимптотик Ψj
E(~q, ~), из которых в разд. 36.2 сшивается многозначная

функция
0

ΨE(~q, ~) (определенная во всем конфигурационном пространстве R3).
В результате удается построить канонический оператор с комплексной фазой на
семействе Λ2(ω). Для того чтобы канонический оператор определял однознач-

ную функцию
0

ΨE(~q, ~), необходимо наложить дополнительные условия, кото-
рые приводят к квазиклассическим условиям квантования семейства Λ2(ω) и
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обсуждаются в разд. 36.3. Построенные таким образом серии асимптотических

собственных функций
0

ΨEN,l
(~q, ~) удовлетворяют условию (34.2) и при ~ → 0

локализованы в области «света» πq

(
Λ2(ω)

)
.

36.1. Локальные асимптотики оператора Дирака

Напомним некоторые факты из теории упорядоченных по Вейлю ~−1-псевдо-
дифференциальных операторов. Пусть L̂ = L(−i~∂~q, ~q, ~) – упорядоченный по
Вейлю ~−1-псевдодифференциальный оператор с символом L(~p, ~q, ~). Действие
оператора на функцию ϕ(~q) задается формулой

L̂ϕ(~q) =
1

(2π~)n

∫ ∫
d~ξd~p ei〈~p,(~q−~ξ)〉/~L

(
~p,
~q + ~ξ

2
, ~
)
ϕ(~ξ), (36.1)

где n – размерность вектора ~q. Введем прямое и обратное ~−1-преобразования
Фурье по переменным qĪ

F~,qĪ→pĪ
ϕ(~q) =

1

(2πi~)k/2

∫
dqĪ e

−i〈pĪ ,qĪ〉/~ϕ(~q) = ϕ̃(qI , pĪ), (36.2)

F−1
~,pĪ→qĪ

ϕ̃(qI , pĪ) =
1

(−2πi~)k/2

∫
dpĪ e

i〈pĪ ,qĪ〉/~ϕ̃(qI , pĪ) = ϕ(~q), (36.3)

где k – количество компонент в наборе Ī. Тогда действие упорядоченного по

Вейлю оператора ˆ̃L = L̃(−i~∂~y, ~y, ~) в смещенном y-представлении, где ~y =
(qI , pĪ), задается формулой

L̃(−i~∂~y, ~y, ~) = F~,qĪ→pĪ
L(−i~∂~q, ~q, ~)F−1

~,pĪ→qĪ
. (36.4)

Непосредственно из уравнений (36.1)–(36.4) нетрудно показать, что оператор
ˆ̃L в y-представлении может быть получен из оператора L̂ в q-представлении
формальной заменой −i~∂qĪ

→ pĪ , qĪ → i~∂pĪ
, т.е.

L̃(−i~∂~y, ~y, ~) = L(−i~∂qI
, pĪ , qI , i~∂pĪ

). (36.5)

Переход в смешанное y-представление позволяет построить новый класс
асимптотических решений уравнения (30.1) в виде ~−1-преобразования Фурье
по части переменных

Ψ
(I)
E (~q, ~) = F−1

~,pĪ→qĪ
Ψ̃E(~y, ~), (36.6)

где функции ΨE(~y, ~) – асимптотические ( mod O(~3/2)) решения уравнения (30.1)
в y-представлении

[
̂̃HD(−i~∂~y, ~y, ~) − E]Ψ̃(~y, ~) = O(~3/2). (36.7)

Позднее мы покажем, что функции Ψ
(I)
E (~q, ~) (5.6) описывают локальную асимп-

тотику уравнения (30.1) в области проекции карты ΩI ⊂ Λ2(ω) на конфигураци-

онное пространство. Упорядоченный по Вейлю оператор
̂̃HD в (36.7) получается

из оператора ĤD по правилу (36.5). Детально проанализируем оператор ĤD.
Обозначим евклидовы и криволинейные координаты конфигурационного про-

странства R3
x через ~x = (xā) и ~q = (qa), ā, a = 1, 2, 3, соответственно. Обозначим
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через ~ea = (eā
a, ā = 1, 2, 3) вектор с компонентами eā

a = ∂xā/∂qa. Тогда упоря-

доченный по Вейлю оператор Дирака ĤD в q-представлении можно записать в
виде

ĤD = Ĥ0 + ~Ĥ1, (36.8)

Ĥ0 = − c
2
αā(ea

āP̂a + P̂ae
a
ā) + ρ3mc

2 + eΦ, (36.9)

Ĥ1 =
ic

2
αāea

ā,a, (36.10)

где ρ3 и ~α = (αā) – матрицы Дирака в стандартном представлении, P̂a =
i~ ∂

∂qa − e
c
Aa, e = −e0 – заряд электрона, (Φ,Aa) – потенциалы внешнего элек-

тромагнитного поля.
Главный символ оператора (36.8) представляет собой эрмитову матрицу ви-

да
0

H(~p, ~q) = c〈~α, ~P〉 + ρ3mc
2 + eΦ, (36.11)

где ~P = (Pā) и Pā = ea
ā(pa +eAa/c). Матрица (36.11), как уже отмечалось выше,

имеет два двукратно вырожденных собственных значения

λ(+)(~p, ~q) = eΦ ± ε, ε =

√
c2 ~P2 +m2c4. (36.12)

Как и для плоского пространства (см. главу 1), из собственных векторов, от-
вечающих собственным значениям (36.12), составим 4 × 2-матрицы Π±(~p, ~q) и

вычислим их в точках решений ~P (τ), ~Q(τ) системы Гамильтона (35.3):

Π+(τ) =
1√

2(1 + γ−1)

(
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉

)
,

Π−(τ) =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~β〉

−(1 + γ−1)

), (36.13)

где γ = ε/mc2, ~β = ~̇Q/c = ~eaQ̇
a/c. Матрицы (36.13) удовлетворяют условиям

ортонормированности и полноты (см. приложение Б)

+

Πξ′ Πξ = δξ′ξ,
∑

ξ

Πξ

+

Πξ= 1, ξ = ±1. (36.14)

В дальнейшем нам потребуются следующие свойства матриц Π± (см. при-
ложение Б):

〈~α,~a〉Π± = ±Π±〈~β, ~α〉 + Π∓〈~d,~a〉, (36.15)

~d = 〈~σ, ~β〉
~β

1 + γ−1
− ~σ,

∂

∂τk
Π± =

i

2
Π±

〈~σ, ~β × ~β,τk
〉

1 + γ−1
∓ 1

2
Π∓

〈
~σ,
(
~β
γ〈~β, ~β,τk

〉
1 + γ−1

+ ~β,τk

)〉
, (36.16)

где ~a – произвольный трехкомпонентный вектор.
Перейдем к построению асимптотического решения уравнения (36.7). Реше-

ние уравнения будем искать в классе функций

Ψ̃E(~y, ~) = Ψ̃E

(
~y, τ1(~y), τ2(~y), ~

)
(36.17)
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в виде асимптотического разложения по степеням ~

Ψ̃E(~y, ~) =
2∑

n=0

~n/2
[
Π+(τ)

n

J̃
(+)
E (~y, ~) + Π−(τ)

n

J̃
(−)
E (~y, ~)

]
, (36.18)

где функции τ1(~y) и τ2(~y) были определены в (35.14). Обозначим через Υs̃
~

класс
квадратично интегрируемых скалярных функций

Υs̃
~

=

{
N0(~) exp

[ i
~
S̃(~y, τ)

] N∑

|κ|=0

Cκ(τ)
(∆~y√

~

)κ

, N = 0,∞
}
, (36.19)

где S̃(~y, τ) определена в (35.16). Как и на классе траекторно сосредоточенных
функций P t

~
, на классе Υs̃

~
справедливы следующие асимптотические оценки:

∆~y = Ô(~1/2), ∆~̂py = Ô(~1/2),

(−i~∂τk
+ ˆ̃ak) = Ô(~), k = 1, 2.

(36.20)

Предположим, что двухкомпонентный спинор J̃
(±)
E в (36.18) может быть

представлен в виде

J̃
(±)
E (~y, ~) = v(τ)ϕ(~y, τ),

где ϕ(~y, τ) ∈ Υs̃
~
, а спинор v(τ) подлежит определению.

Обозначим через ∆ˆ̃py оператор ∆
ˆ̃
~py = −i~∂y − Py(τ). В классе функций

(36.17)–(36.19) действие оператора ∆ˆ̃py можно представить в виде

∆
ˆ̃
~py = ∆~̂py +

2∑

k=1

(∂~yτk)(−i~∂τk
+ ˆ̃ak) −

2∑

k=1

(∂~yτk)ˆ̃ak, (36.21)

который позволяет дать асимптотическую оценку оператора ∆
ˆ̃
~py. Разложим

оператор ĤD в окрестности многообразия Λ2(ω) = {(~p, ~q) : ~p = ~p(τ), ~q = ~q(τ)} в

ряд Тейлора по операторам ∆ˆ̃py и ∆y до второго порядка включительно. Тогда
уравнение (36.7) будет эквивалентно следующей системе уравнений:

[
−i~

2∑

k=1

〈
0

H~py(τ), ∂yτk〉
∂

∂τk
+

0

H(τ) + ˆ̃∆
0

H(τ) − E
]
Ψ̃E(~y, ~) = O(~3/2), (36.22)

ˆ̃akΨ̃E(~y, ~) = O(~), k = 1, 2. (36.23)

Здесь и ниже ˆ̃δk
0

λ(+)(τ) обозначает k-й член в разложении упорядоченного по

Вейлю оператора ˆ̃L = L̃(−i~∂~y, ~y, ~) в ряд Тейлора по операторам ∆
ˆ̃
~py и ∆y.

Спектральный параметр E представлен в виде

E = E0 + ~E1 +O(~2), (36.24)

где E0 = λ(+)|Λ2(ω). Подставим (36.18) и (36.24) в уравнение (36.22) и рассмотрим
выражения, пропорциональные Π−(τ). Приравняв слагаемые при одинаковых

степенях
√

~, получим

0

J̃
(−)
E = 0,

1

J̃
(−)
E =

1

2ε
̂̃
Q1

0

J̃
(+)
E ,

2

J̃
(−)
E =

1

2ε

(̂̃
Q1

1

J̃
(+)
E +

̂̃
Q2

0

J̃
(+)
E

)
,

(36.25)
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где обозначено

~1/2 ̂̃Q1 = −
+

Π−

2∑

k=1

〈
0

Hpy(τ), ∂yτk〉Π+
ˆ̃ak + c〈~d, ˆ̃δ1 ~P〉, (36.26)

~
̂̃
Q2 =

~1/2

2ε

(
−

+

Π−

2∑

k=1

〈
0

Hpy(τ), ∂yτk〉Π+
ˆ̃ak−

− c〈~β, ˆ̃δ1 ~P〉 + eˆ̃δ1Φ
)̂̃
Q1 +

+

Π−

2∑

k=1

〈
0

Hpy(τ), ∂yτk〉×

× (−i~∂τk
+ ˆ̃ak)Π+ +

c

2
〈~d, ˆ̃δ2 ~P〉 + ~

+

Π−H1(τ)Π+. (36.27)

Из (36.23) следует необходимость условия

ˆ̃ak

0

J̃
(+)
E (y, ~) = 0, k = 1, 2. (36.28)

Аналогично из (36.25)–(36.27) для выражений, пропорциональных Π+(τ) в (1.10),

получим уравнение для спинора
0

J̃ (+)(y, ~)

[
−i~

+

Π+

2∑

k=1

〈
0

Hpy(τ), ∂yτk〉
∂

∂τk
Π+ +

c

2
〈~β, ˆ̃δ2 ~P〉 +

e

2
ˆ̃δ2Φ + ~

+

Π+H1(τ)Π+ − ~E1+

+
c

2ε

(
−

+

Π+

2∑

k=1

〈
0

Hpy(τ), ∂yτk〉Π−
ˆ̃ak + c〈~d, ˆ̃δ1 ~P 〉

)
〈~d, ˆ̃δ1 ~P 〉

] 0

J̃
(+)
E (y, ~) = 0. (36.29)

Последнее выражение с учетом (35.14) принимает вид уравнения типа Паули

[
(−i~∂τ1 + ˆ̃λ

(+)
0 − E) − i~

∂

∂τ1
ln
(
g(τ)

)1/4
+ ~〈~σ, ~B〉

] 0

J̃
(+)
E (y, ~) = 0, (36.30)

где оператор ˆ̃λ
(+)
0 определен в (35.22); g = det(ηab); ηab = 〈~ea, ~eb〉 – декартова

матрица в R3 в криволинейных координатах (qa); ~B(τ) – вектор «поляризации»

~B(τ) =
e0c

2ε

(
~H(τ) −

~β × ~E(τ)

1 + γ−1

)
. (36.31)

Здесь ~E(τ) и ~H(τ) – электрическая и магнитная компоненты внешнего элек-
тромагнитного поля.

Решение уравнения (36.30) будем искать в виде

0

J̃
(+)
E (y, ~) =

(
g(τ)

)−1/4|ν, τ(y)〉v(τ), (36.32)

где v(τ) – двухкомпонентный спинор, подлежащий определению. С учетом (35.23)
получим следующее уравнение на спинор v(τ):

(
−i ∂
∂τ1

+ 〈~σ, ~B〉
)
v(τ) = 0. (36.33)
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Отметим, что справедливость (36.28) следует из (36.32) и (35.21), и с учетом
(36.25) справедливо (36.23). Таким образом, задача построения асимптотиче-
ских решений Ψ̃E(y, ~) уравнения (36.7) сводится к решению обыкновенного
дифференциального уравнения (36.33) по переменной τ1 (переменная τ2 играет
роль параметра).

Приведем явный вид функции (36.18):

Ψ̃E(~y, ~) =
[
Π+(τ) +

1

2ε
Π−(τ)

(
~1/2 ˆ̃Q1 + ~

ˆ̃Q2

)] 0

J̃
(+)
E (y, ~)+

+~1/2
[
Π+(τ) +

~1/2

2ε
Π−(τ)

] 1

J̃
(+)
E (y, ~) + ~Π+(τ)

2

J̃
(+)
E (y, ~). (36.34)

Таким образом, решение (36.34) содержит два произвольных спинора
n

J̃
(+)
E (~y, ~),

n = 1, 2, которые определяются из последующих (modO(~5/2)) приближений.
Согласно (36.32), главный член асимптотики в (36.34) имеет вид

0

Ψ̃E (~y, ~) =
{(
g(τ)

)−1/4
Π+(τ)v(τ)|ν, τ〉

}∣∣
τ=τ(y)

. (36.35)

В заключение заметим, что, хотя в случае скалярных уравнений (например,
Шрëдингера или Клейна–Гордона) асимптотическое решение ( mod O(~3/2) сов-
падает с главным членом асимптотики, в случае уравнения Дирака функции
(36.35) и (36.34) существенно различаются. Это является характерной чертой
матричных уравнений [16] и значительно усложняет процедуру получения ло-
кальной асимптотики (mod O(~3/2) уравнения (36.7), равномерной во всем кон-
фигурационном пространстве R3

q. Тем не менее, как мы покажем в дальнейшем,
для получения квазиклассических условий квантования существенна конструк-
ция только главного члена асимптотики (36.34).

36.2. Канонический оператор Маслова на семействе
лагранжевых многообразий с комплексным ростком,
отвечающий оператору Дирака во внешнем
аксиально симметричном электромагнитном поле

Согласно общей теории комплексного ростка Маслова [31, 33], для построе-
ния равномерных квазиклассических асимптотик (определенных во всем кон-
фигурационном пространстве) необходимо построить специальный оператор,
который в случае неполномерных лагранжевых многообразий известен как ка-
нонический оператор с комплексной фазой.

Мы ограничим наше рассмотрение специальным классом инвариантных лаг-
ранжевых многообразий Λ2(ω), построенных в разд. 32. В этом случае проце-
дура построения канонического оператора существенно упрощается и сводится
к построению рассмотренной ранее в части I конструкции канонического опе-
ратора с вещественной фазой на замкнутой кривой Λ1(E0, I0) [14, 30].

Определим разбиение единицы, отвечающее атласу {Vj}, j = 1, 4, покрыва-
ющему замкнутый контур Λ1(ω), ω = (E0, I0), т.е. набор бесконечно дифферен-
цируемых функций ej(τ1), таких что

supp ej(τ1) ⊂ Vj,
4∑

j=1

ej(τ1) = 1

для всех τ1.
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Рассмотрим две произвольные пересекающие карты Vj1 и Vj2 из канониче-
ского атласа A

(
Λ1(ω)

)
. Пусть для определенности карта Vj1 – особая, а карта Vj2

– неособая. Индексом пересечения двух канонических карт (Vj1 , Vj2) называется
число

γ(Vj1 , Vj2) =
(
inerdex

q̇1
ṗ1

(τ1)
)∣∣∣τ1∈Vj1

∩Vj2
, (36.36)

где дополнительно предполагается, что γ(Vj1 , Vj2) = −γ(Vj2 , Vj1). Обозначим че-

рез l(
0

τ 1, τ1) ориентированный против часовой стрелки путь в Λ1(ω), по которому
происходит интегрирование в (35.38) и (35.40). Пусть V1, . . . , Vj – цепочка карт,

упорядоченная порядком прохождения кривой l(
0

τ 1, τ1), причем
0

τ 1∈ V1, τ1 ∈ Vj.
Тогда величина, равная

γj[l(
0

τ 1, τ1)] = γ(V1, V2) + · · · + γ(Vj−1, Vj), (36.37)

называется индексом Маслова кривой l(
0

τ 1, τ1).

Обозначим через F(τ) ≡ F̃
(
ϕ(τ), τ1

)
: R2

τ → C4 гладкую ограниченную вектор-
функцию, где ϕ(τ) определено в (35.31). Тогда, как отмечено в замечании 10,
получим

F(τ)|τ=τj(y) = F̃(ϕ, τ1)
∣∣
τ1=τj

1 (y)
.

Рассмотрим локальный предканонический операторKΛ2(ω)(Ωj), который дей-
ствует на функцию F(τ) по правилу:

1) в случае неособой карты Ωj2 , j2 = 1, 3,

(
KΛ2(ω)

(
Ωj2 [F(τ)]

))
(~q) =

[
exp

(iπ
2
γj2 [l(

0

τ 1, τ1)]
)
|ν, τ1〉F̃(ϕ, τ1)

]∣∣∣
τ1=τ

j2
1 (q1)

; (36.38)

2) в случае особой карты Ωj1 , j1 = 2, 4,

(
KΛ2(ω)

(
Ωj1 [F(τ)]

))
(~q) =

1√
−2πi~

∫
dp1×

×
[
exp

(iπ
2
γj1 [l(

0

τ 1, τ1)]
)

exp
( i

~
p1q2

)
|ν, τ1〉F̃(ϕ, τ1)

]∣∣∣
τ1=τ

j1
1 (p1)

, (36.39)

где функции |ν, τ j2
1 (q1)〉 и |ν, τ j1

1 (p1)〉 определены в (35.38) и (35.40), соответствен-
но. Введенный таким образом предканонический оператор обладает важным
свойством: для любой пары карт Ωj1 и Ωj2 в области их пересечения справед-
ливо равенство

(
KΛ2(ω)

(
Ωj2 [F(τ)]

))
(~q) =

(
KΛ2(ω)

(
Ωj1 [F(τ)]

))
(~q) +O(~); (36.40)

~q ∈ πqΩj1 ∩ πqΩj2 .

Доказательство этого утверждения основано на методе стационарной фазы и
приведено в Приложении Ж.

С помощью оператора KΛ2(ω)(Ωj) и разбиения единицы, отвечающего атласу

A
(
Λ2(ω)

)
, построим канонический оператор KΛ2(ω), действующий на функцию

F(τ) по правилу

(
KΛ2(ω)[F(τ)]

)
(~q) =

∑

j

(
KΛ2(ω)

(
Ωj[ej(τ1)F(τ)]

))
(~q). (36.41)
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Оператор KΛ2(ω) называется каноническим оператором на семействе лагранже-

вых многообразий с комплексным ростком [Λ2(ω), r3
(
Λ2(ω)

)
]. С помощью соот-

ношения (36.40) можно с точностью до O(~) показать, что канонический опе-
ратор не зависит, во-первых, от выбора разбиения единицы, отвечающего фик-
сированному атласу A

(
Λ2(ω)

)
, и, во-вторых, от выбора канонического атласа

A
(
Λ2(ω)

)
.

Для удобства обозначим через Φν(τ1, q2, ϕ) набор функций

Φν(τ1, q2, ϕ) =
(

exp
i

~

[
I0ϕ+ (E − E0)τ1+

+
1

2
Re

W (τ1)

Z(τ1)
q2
2

])
Ξν(q2, τ1)F̃(ϕ, τ1), (36.42)

где Ξν(q2, τ1) определено в (35.39). Тогда соотношение (36.41) можно предста-
вить в виде

(
KΛ2(ω)[F(τ)]

)
(~q) ≡

(
KΛ1(ω)[Φ(τ1, q2, ϕ)]

)
(~q) =

=
∑

j

(
KΛ1(ω)(Vj)[Φ(τ1, q2, ϕ)]

)
(~q) =

=
∑

j2

[
eiπγj2

/2ej2(τ1)√
|q̇1(τ1)|

exp
( i

~

τ1∫

0
τ1

p1(t)dq1(t)
)
Φν(τ1, q2, ϕ)

]∣∣∣∣
τ1=τ

j2
1 (q1)

+

+
∑

j1

1√
−2πi~

∫
dp1

{
eiπγj1

/2ej1(τ1)√
|ṗ1(τ1)|

×

× exp

[
i

~

( τ1∫

0
τ1

p1(t)dq1(t) + p1∆q1

)]
Φν(τ1, q2, ϕ

}∣∣∣∣
τ1=τ

j1
1 (p1)

. (36.43)

♦ Необходимо отметить, что в (36.43) параметр τ1 выбирается в интерва-

ле
0

τ 16 τ1 6
0

τ 1 +T1. В результате получаем следующее ограничение на выбор

функций τ j2
1 (q1) и τ j1

1 (p1):
0

τ 16 τ j1
1 (p1) 6

0

τ 1 +T1,
0

τ 16 τ j2
1 (q1) 6

0

τ 1 +T1.
Отметим, что в соотношении (36.43) в явном виде присутствует конструкция

канонического оператора с вещественной фазой KΛ1(ω) на семействе замкнутых
кривых Λ1(ω) (см., например, разд. 6 части I). Это происходит благодаря спе-
циальному классу инвариантных лагранжевых торов Λ2(ω).

Если мы воспользуемся тем свойством δ-функции, что δ(x − X(t)) = δ(t −
t(x))/|Ẋ(t(x))|, где функции t(x) определяются уравнением (35.14), а также со-
отношениями

arg Q̇1(τ1) = πγj2 [l(
0

τ 1, τ1)], (36.44)

arg Ṗ1(τ1) = πγj1 [l(
0

τ 1, τ1)], (36.45)

то нетрудно получить следующее эквивалентное представление дляKΛ2(ω) (36.43):

(
KΛ2(ω)[F(τ)]

)
(~q) =

0
τ1+T1∫

0
τ1

dτ1 Ψ(q, τ1, ~) ≡

0
τ1+T1∫

0
τ1

dτ1

{(
e1(τ1)+
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+e3(τ1)
)√

Q̇1(τ1) exp
( i

~

τ1∫

0
τ1

P1(t)dQ1(t)
)
δ
(
q1 −Q1(τ1)

)
+

+
e2(τ1) + e4(τ1)√

−2πi~

√
Ṗ1(τ1) exp

( i
~

[ τ1∫

0
τ1

p1(t)dQ1(t)+

+P1(τ1)
(
q1 −Q1(τ1)

)])}
Φν(τ1, q2, ϕ). (36.46)

Рассмотрим действие канонического оператора KΛ2(ω) (5.46) на функцию

F(τ) =
(
g(τ1)

)−1/4
Π+(τ)v(τ), где Π+(τ) и v(τ) определены в (36.13) и (36.33),

соответственно. В результате получим

0

ΨE(~q, ~) =

(
KΛ2(ω)

[Π+(τ)v(τ)
(
g(τ1)

)1/4

])
(~q, ~) =

0
τ1+T1∫

0
τ1

dτ1
0

ΨE(~q, τ1, ~). (36.47)

Тогда функция
0

ΨE(~q, ~) (36.47) обладает следующими свойствами:

1. Функция
0

ΨE(~q, ~) локализована в окрестности классически допустимой
области движения, т.е. в области проекции Λ2(ω) на конфигурационное про-
странство R3

q. В частности, она экспоненциально убывает по переменной q2 и
имеет (при ν = 0) форму гауссова волнового пакета с центром в точке q2 = 0.

Асимптотическое поведение функции
0

ΨE(~q, ~) возле каустики и в области тени
описано в Приложении З.

2. Если точка q ∈ πq

(
Λ2(ω)

)
(область «света»), то функция

0

ΨE(~q, ~) ведет
себя следующим образом:

a) если ~q =
{(
q1(τ1), q2, ϕ

)
, τ1 ∈ supp ej2 , τ1 /∈ supp ej1

}
, то функция

0

ΨE(~q, ~)
является суперпозицией функций (36.38) и, согласно (36.6) и (36.35), описыва-
ет главный член локального асимптотического решения уравнения Дирака в
области проекции неособых карт Ωj2 на конфигурационное пространство;

б) если ~q =
{(
q1(τ1), q2, ϕ

)
, τ1 ∈ supp ej1 , τ1 /∈ supp ej2

}
, то функция

0

ΨE(~q, ~)
является суперпозицией функций (36.39) и описывает главный член локального
асимптотического решения в области проекции πq(Ωj1) фокальной карты Ωj2 на
конфигурационное пространство R3

q;

в) если ~q ∈ πq(Ωj1)
⋂
πq(Ωj2), то функция

0

ΨE(~q, ~) содержит, с одной стороны,
оба типа функций (36.38) и (36.39). Однако, согласно (36.40), они совпадают
друг с другом (с точностью до O(~)) в области пересечения карт Ωj1 и Ωj2 . С

учетом соотношения
4∑

j=1

ej(τ1) = 1 для всех τ1 канонический оператор KΛ2(ω)

дает корректный способ вычисления локальной асимптотики.

♦ Из предположения, что переменная ϕ является циклической для функции
Гамильтона (36.12) и (35.31) следует независимость детерминанта g = det(ηab)
от параметра τ2 в соотношении (36.47).
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36.3. Квазиклассические условия квантования
семейства [Λ2(ω), r3

(
Λ2(ω)

)
]

Формула (36.47) дает локальное асимптотическое решение уравнения Дира-
ка, которое (с точностью до (O(~)) не зависит от выбора канонического атласа
A
(
Λ2(ω)

)
на Λ2(ω), от выбора представления в области пересечения карт и от

разбиения единицы. Однако, как можно заметить из (36.46), оно зависит от

выбора начальной точки
0

τ 1 на замкнутом контуре Λ1(ω). Естественно потре-

бовать, чтобы конструкция не зависела от выбора «начального времени»
0

τ 1.

Это условие будет выполнено автоматически, если функция
0

ΨE(~q, τ1, ~) будет
T1-периодической по τ1:

0

ΨE(~q, τ1 + T1, ~) =
0

ΨE(~q, τ1, ~). (36.48)

Кроме того, функция
0

ΨE(~q, τ1, ~) должна удовлетворять условию 2π-периодич-
ности по отношению к переменной ϕ (mod 2π)

0

ΨE(q1, q2, ϕ+ 2π, τ1, ~) =
0

ΨE(~q, τ1, ~). (36.49)

В силу условий (36.48) и (36.49) канонический оператор KΛ2(ω) определяет од-

нозначную функцию
0

ΨE(~q, ~). Из условий (4.3.1) и (36.49) следуют квазиклас-
сические условия квантования параметрического по ω = (E0, I0) семейства
[Λ2(ω), r3

(
Λ2(ω)

)
].

Прежде чем обсуждать эти условия квантования, сделаем следующие заме-
чания.

Как следует из соотношений (35.31) и (36.31), зависимость вектора поляри-

зации ~B(τ) от τ1 и τ2 такова, что ~B(τ) = ~̃B(ϕ(τ), τ1). Кроме того, выполняются

условия 2π- и T1-периодичности ~̃B(ϕ(τ)+2π, τ1) = ~̃B(ϕ(τ), τ1), ~̃B(ϕ(τ), τ1 +T1) =

~̃B(ϕ(τ), τ1). Следовательно, вектор ~̃B(ϕ, τ1) – двояко периодическая функция по
переменным ϕ и τ1. Мы будем предполагать, что уравнение (36.33) допускает
набор из двух линейно независимых решений Флоке vζ(τ) = ṽζ(ϕ(τ), τ1), ζ = ±1,
таких, что12

ṽζ(ϕ(τ) + 2π, τ1) = ṽζ(ϕ(τ), τ1); (36.50)

ṽζ(ϕ(τ), τ1 + T1) = eiωs
ζT1vζ(ϕ(τ), τ1), Im ωs

ζ = 0; (36.51)
+
vζ′ vζ = δζζ′ ,

∑

ζ

vζ
+
vζ= 1. (36.52)

♦ Все сказанное для вектора ~B(τ) остается справедливым для матрицы
Π+(τ) = Π̃+(ϕ(τ), τ1).

Найдем приращение фазы функций
√
Q̇1(τ1) и

√
Ṗ1(τ1) за время обхода кон-

тура Λ1(ω) против часовой стрелки. Согласно уравнению (36.37), мы имеем

γj[l(
0

τ 1, τ1 + T1)] = γj[l(
0

τ 1, τ1)] + γ[Λ1(ω)]. В нашем случае γ[Λ1(ω)] = 2 и из
соотношений (36.44), (36.45) следует

√
Q̇1(τ1 + T1) = eiπ

√
Q̇1(τ1),

√
Ṗ1(τ1 + T1) = eiπ

√
Ṗ1(τ1). (36.53)

12Вопрос существования таких решений обсуждается в [38].
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Теперь нетрудно получить условия, при которых соотношения (36.48) и (36.49)

будут выполнены. Из явного вида функций
0

ΨE(~q, τ1, ~) и (36.50) следует, что
соотношение (36.49) приводит к квантованию интеграла движения I0:

I0 = ~l, l = ±1,±∞. (36.54)

С помощью (35.37), (36.51) и (36.53) соотношение (36.48) приводит к условию

T1∫

0

P1(t, E0, I0)Q̇1(t, E0, I0)dt+ ~T1

{
E1 − Ω1

(
ν +

1

2

)
− ωs

ζ

}
=

= 2π~

(
n+

1

2

)
+O(~2), (36.55)

где n = ±1,±∞; ν = 0,∞; ζ = ±1. Условие (36.55), очевидно, будет выполнено,
если параметры E0 и E1 определяются соотношениями

1

2π

T1∫

0

P1(t, E0, I0)Q̇1(t, E0, I0)dt = ~

(
n+

1

2

)
, (36.56)

E1 = Ω1

(
ν +

1

2

)
+ ωs

ζ . (36.57)

Из (36.56) и (36.57) совместно с (36.51) можно получить с точностью до O(~2)
спектральную последовательность энергетических уровней

EN,l(~) = En,l,ν,ζ(~) = E
(0)
n,l (~) + E

(1)
n,l,ν,ζ +O(~2). (36.58)

где квантовые числа l = l(~) и n = n(~) должны удовлетворять условиям

lim
~→0

~l(~) = Icl
0 , lim

~→0
~n =

1

2π

∮

Λ1(Ecl
0 ,Icl

0 )

p1dq1.

В этом случае серия собственных значений (36.58) в пределе ~ → 0 соответ-
ствует релятивистскому электрону, движущемуся по классической траектории,
заметающей инвариантный тор Λ2(Ecl

0 , I
cl
0 ) с заданными значениями энергии Ecl

0

и момента Icl
0 .

Можно показать, что в разложении по ~ с точностью до O(~2) условия
квантования (36.56) и (36.57) эквивалентны условию квантования типа Бора–
Зоммерфельда [152]:

1

2π~

∮

Λ1(E,I=~l(~))

P1(t, E, I)dQ1(t, E, I) =
T1

2π

{
Ω1

(
ν+

1

2

)
+ωs

ζ

}
+
(
n(~)+

1

2

)
(36.59)

для спектрального параметра E, где E = E0 + ~E1 + O(~2). Уравнение (36.59)
представляет основной результат, полученный в этом разделе.

Особо отметим присутствие полуцелой добавки в условиях квантования
(36.59). Она появляется благодаря нетривиальному равенству γ[Λ1(ω)] =
= ind Λ1(ω), где ind Λ1(ω) – индекс Маслова замкнутого контура Λ1(ω). Хорошо
известно, что условия квантования для семейства полномерных инвариантных
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торов Λn содержат индекс Маслова ориентированных контуров, образующих
базис на многообразии Λn [15,16]13. Однако, в отличие от полномерного случая,
индекс Маслова может быть формально исключен из условий квантования се-
мейства неполномерных торов Λk, k < n. Рассмотрим пример, подтверждающий
это утверждение. В уравнении (36.59) переобозначим характеристический по-

казатель Флоке Ω1 и главное квантовое число: Ω1 = Ω̃1−2π/T1, n(~) = ñ(~)+ν.
Тогда условие (36.59) примет вид

1

2π

∮

Λ1

p1dq1 =
T1

2π
{Ω̃1

(
ν +

1

2

)
+ ωs

ζ} + ñ(~), (36.60)

где, в отличие от (35.37), характеристические показатели Флоке нормированы
условием

arg z(τ1 + T1) = arg z(τ1) + Ω̃1T1 − 2π. (36.61)

Пусть условия (36.54) и (36.55) выполнены. Тогда при каждом фиксированном
~ семейство инвариантных лагранжевых торов Λ2(ω) с комплексным ростком
r3
(
Λ2(ω)

)
квантуется, т.е. появляется дискретный набор геометрических объ-

ектов [Λ2(ωn,l), r
3
(
Λ2(ωn,l)

)
], где ωn,l =

(
E0

n,l(~), ~l(~)
)
. На каждом из них опре-

делен канонический оператор KΛ2(ωn,l) с комплексной фазой. С его помощью

строится набор собственных функций
0

ΨEN,l
(~q, ~) =

0

ΨEn,l,ν,ζ
(~q, ~), отвечающий

набору собственных значений (36.58). Таким образом, получена квазикласси-

ческая спектральная серия [
0

ΨEN,l
(~q, ~), EN,l(~)] оператора Дирака, отвечающая

семейству [Λ2(ωn,l), r
3
(
Λ2(ωn,l)

)
].

Мы уже отмечали, что каждая функция
0

ΨEn,l,ν,ζ
(~q, ~) локализована в окрест-

ности проекции Λ2(ωn,l) на конфигурационное пространство. Кроме того, необ-
ходимо отметить, что при подходящем выборе нормировочной константы N0

они удовлетворяют условию (30.5) и, следовательно, образуют ортонормиро-
ванный набор состояний. Опуская несущественные детали, приведем доказа-
тельство этого факта.

Нетрудно показать, что функции Ξν(q2, τ1) (35.39) удовлетворяют нормиро-
вочному условию

∫
dq2

∗

Ξν′ (q2, τ1)Ξν(q2, τ1) = δνν′(π~)1/2 (36.62)

и образуют полный набор состояний. Последнее следует из полноты и ортонор-
мированности функций Эрмита uν(ζ) = cν exp(−ζ2/2)Hν(ζ). Используя метод
стационарной фазы и соотношения (36.52) и (36.62), можно получить

〈
0

ΨEN′,l′
|

0

ΨEN,l
〉D = N2

0

[
2π

√
π~δll′δνν′δζζ′

T∫

0

dτ1{(e1 + e3)
2+

+ (e2 + e4)
2 + 2(e1 + e3)(e2 + e4)}ei∆Eτ1/~ +O(~)

]
. (36.63)

Поскольку
4∑

j=1

ej(τ1) = 1, выражение в фигурных скобках равно единице. Кроме

13Смотри также [147–151], где дается интерпретация индекса Маслова.
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того, когда l = l′, ν = ν ′, ζ = ζ ′, мы получим

∆E =
∂E

(0)
n,l (~)

∂
(
~n(~)

)(n− n′) +O(~2). (36.64)

Но из (36.56) следует ∂E
(0)
n,l (~)/∂

(
~n(~)

)
= 2π/T1

14.
Таким образом, соотношение (36.63) принимает вид

〈
0

ΨEN′,l′
|

0

ΨEN,l
〉D = N2

0

[
2T1π

√
π~ δNN ′δll′ +O(~)

]
. (36.65)

Полагая здесь N0 = [2T1π
3/2~1/2]−1/2, получим (30.5).

37. Квазиклассические спектральные серии оператора
Дирака в полях специальных конфигураций

В этом разделе мы рассмотрим два примера трехмерных релятивистских си-
стем, допускающих семейства двумерных инвариантных торов. Первый связан с
полностью интегрируемым движением в кулоновском поле. Хотя спектральная
проблема для оператора Дирака в кулоновском поле решается точно, на этом
примере сравнением квантовых чисел можно выделить часть точного спектра,
которая соответствует движению электрона вдоль двумерных лагранжевых то-
ров.

Во втором примере рассматривается случай частично интегрируемой систе-
мы, которая описывает движение электрона в аксиально симметричном магнит-
ном поле. Эта система допускает семейство двумерных инвариантных торов,
окружающих замкнутые стабильные периодические окружности.

Заметим, что квазиклассические спектральные серии, отвечающие неполно-
мерным лагранжевым торам, для операторов Шрëдингера, Паули и Клейна–
Гордона в полях специальных конфигураций получены в [33,139,153–155].

37.1. Квантование инвариантных лагранжевых торов
в кулоновском поле

Гамильтониан в кулоновском поле с потенциалом Φ = Ze0/ρ, имеет вид

λ(+)(~p, ~q) = −Ze
2
0

ρ
+ c

√
p2

ρ +
p2

θ

ρ2
+

p2
ϕ

ρ2 sin2 θ
+m2c2 = −Ze

2
0

ρ
+ ε. (37.1)

Хорошо известно, что при условии

A > 0, B > 0, C > 0, B2 > AC, (37.2)

где

A = m2c2 − E2
0

c2
, B =

Ze20E

c2
, C = I2

0 − Z2e40
c2

, I0 = pϕ, (37.3)

система Гамильтона (30.2) допускает семейство инвариантных двумерных то-
ров. Они лежат в координатной плоскости T = {(~p, ~q)} : pθ = 0, θ = π/2} и
имеют вид (35.26)–(35.28), где

Λ1(E0, I0) =
{

(pρ, ρ) : −Ze
2
0

ρ
+ c

√
p2

ρ +
I2
0

ρ2
+m2c2 = E0

}
. (37.4)

14Доказательство этого соотношения приведено, например, в [156].
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Проекция Λ2(ω) на конфигурационное пространство, определяющая классиче-
ски допустимую область движения, лежит в экваториальной плоскости (θ =
π/2) и образует кольцо, ограниченное двумя циклами каустик

S1
±(E0, I0) =

{
(ρ, θ, ϕ) : ρ = R±(E0, I0), θ =

π

2
, ϕ ∈ [0, 2π]

}
, (37.5)

где R± – классические точки поворота (ρ̇(R±) = 0):

R± =
B

A
±

√
B2 − AC

A
. (37.6)

Далее полезно выразить энергию E0 в терминах адиабатических инвариан-
тов, которые в нашем случае имеют вид

Iϕ =
1

2π

2π∫

0

pϕdϕ = I0, Iρ =
1

π

R+∫

R−

pρdρ =
B√
A

−
√
C. (37.7)

Тогда получим

E0(Iρ, Iϕ) = mc2
[
1 +

Z2e40

c2(Iρ +
√
I2
ϕ − Z2e40/c

2)2

]−1/2

. (37.8)

Продифференцировав (37.8) по Iρ и Iϕ, получим выражения для радиальной и
орбитальной частот, соответственно,

ωρ =
∂E0

∂Iρ
=

A3/2

Ze20m
2
, (37.9)

ωϕ =
∂E0

∂Iϕ
=
I0ωρ√
C
. (37.10)

Согласно условиям квантования (36.54) и (36.56), мы должны положить адиа-
батические инварианты (37.7) равными

Iϕ = ~l(~), Iρ = ~

(
n(~) +

1

2

)
. (37.11)

С помощью (37.8) получим следующее выражение для E(0)

E
(0)
n,l (~) = E0

[
~

(
n(~) +

1

2

)
, ~l(~)

]
=

= mc2
[
1 +

Z2e40

c2
(
~

(
n(~) + 1

2

)
+
√

~2l2(~) − Z2e40/c
2
)2

]−1/2

. (37.12)

Вычислим теперь энергетическую поправку E1
n,l,ν,ζ(~), определенную в (36.57).

В нашем случае редуцированная система в вариациях (35.34) имеет вид

{
d

dτ1
− c2

ερ2(τ1)

(
0 −I2

0
1 0

)}(
W (τ1)
Z(τ1)

)
= 0. (37.13)
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Решения Флоке Z(τ1) уравнения (37.13) можно представить в форме

Z(τ1) =
exp(iα)√

I0
exp

(
iI0

τ1∫

0
τ1

c2

ερ2(τ1)
dτ1

)
, α ∈ R. (37.14)

Для характеристического показателя Флоке, определенного в (35.36) и (35.37),
получим

Ω1 =
I0
T1

T1∫

0

c2

ερ2(τ1)
dτ1 = ωϕ. (37.15)

Здесь T1 – период вращения вдоль замкнутого контура Λ1(E0, I0), равный

T1 =
2

c2

R+∫

R−

dρ
ε√

−A+ 2B/ρ− C/ρ2
=

2π

ωρ

. (37.16)

Теперь определим частоту ωs
ζ , ζ = ±1, описывающую взаимодействие элек-

тронного спина с внешним полем. В кулоновском поле вектор поляризации
(36.31) равен

~B(τ1) =
(
0, 0,B(τ1)

)
, где B(τ1) =

Ze20c
2I0

2ε2(1 + γ−1)ρ3(τ1)
.

В этом случае уравнение (36.33) допускает следующий набор решений Флоке:

vζ(τ1) = exp
{
− iζ

τ1∫

0
τ1

B(τ1)dτ1

}
uζ , ζ = ±1, (37.17)

где u+ = (1 0)ᵀ, u− = (0 1)ᵀ. Из (37.17) получим выражение для характеристи-
ческого показателя Флоке

ωs
ζ =

ζ

T1

T1∫

0

B(τ1)dτ1 =
ζ

2
ωρ

(
− 1 +

I0√
C

)
. (37.18)

После подстановки (37.15) и (37.18) в (36.57) получим

E
(1)
n,l,ν,ζ(~) = ωϕ

{
ν +

1

2
(1 + ζ)

}
− ζ

2
ωρ.

Используя (36.58) и (37.12), мы получим следующее выражение (с точностью
до O(~2)) для квазиклассического энергетического спектра

En,l,ν,ζ(~) = E0

[
~

{
n(~) +

1 − ζ

2

}
, ~
{
l(~) + ν +

1 + ζ

2

}]
+O(~2) =

= mc2
[
1 +

Z2e40/c
2

(
~

{
n(~) +

1 − ζ

2

}
+

√
~2
{
l(~) + ν +

1 + ζ

2

}2

− Z2e40
c2

)2

]−1/2

+O(~2).

(37.19)



174 Глава 5. Квазиклассические спектральные серии оператора Дирака

Полученная формула позволяет установить соответствие между квантовы-
ми числами точного и квазиклассического спектров. Пусть nρ и nl обозна-
чают, соответственно, радиальное и орбитальное квантовые числа, использу-
емые в точной формуле для спектра водородоподобного атома. Тогда, положив
nρ ∼ 1/~ nl ∼ 1/~, мы получим

nρ = n+
1

2
(1 − ζ), nl = l + ν. (37.20)

Таким образом, показано, что в кулоновском поле высоковозбужденная об-
ласть спектра по орбитальному nl и радиальному nρ квантовым числам от-
вечает при ~ → 0 движению релятивистского электрона вдоль квантованных
двумерных лагранжевых торов. Отметим, что, хотя выражение (37.19) было по-
лучено в предположении больших n(~) ∼ 1/~, тем не менее, полагая формаль-
но ~n(~) = O(~) (т.е. рассматривая малые n), мы получим квазиклассические
спектральные серии (37.24), отвечающие движению электрона вдоль замкнутой
кривой (см. также [156]).

37.2. Асимптотические серии собственных значений оператора
Дирака в аксиально симметричном магнитном поле
с мягкой фокусировкой, отвечающие движению электрона
вдоль двумерных лагранжевых торов,
окружающих устойчивую орбиту

Рассмотрим движение релятивистского электрона в неоднородном магнит-
ном поле, потенциал которого в цилиндрических координатах ~q = (ρ, ϕ, z) имеет
вид

Φ = Aρ = Az = 0, Aϕ =
bρ2−q

2 − q

[
1 +

q(2 − q)

2

z2

ρ2

]
, (37.21)

где q – параметр фокусировки, 0 < q < 1, а b = const. Классический гамильто-
ниан в поле (37.21) имеет вид

λ(+)(~p, ~q) = c

√
p2

ρ + ρ−2
(
pϕ − e0

c
Aϕ

)2

+ p2
z +m2c2, (37.22)

и, как следует из (30.2), в области фазового пространства T = {(~p, ~q) : pz =
z = 0} определяет семейство инвариантных двумерных лагранжевых торов,
описываемых системой канонических уравнений

ρ̇ =
c2

E0

pρ, ṗρ =
Pϕ

ρ

(
c2Pϕ

E0ρ2
+
e0c

E0

H(ρ)

)
, (37.23)

ϕ̇ =
c2Pϕ

E0ρ2
, pϕ = I (37.24)

с начальными условиями ρ(0) = ρ0, pρ(0) = pρ0, ϕ(0) = τ2 (mod 2π). Здесь Pϕ =
I − (e0/c)[ρ

2−q/(2 − q)] и H(ρ) = b/ρq – амплитуда магнитного поля в точке ρ.
Уравнения (37.23) и (37.24) интегрируются в квадратурах, если использовать
интеграл энергии E2

0/c
2 = m2c2 + p2

ρ + ρ−2P2
ϕ. В результате получим

pρ(τ1) =

√
E2

0

c2
−m2c2 − P2

ϕ(τ1)

ρ2(τ1)
, ϕ(τ) =

c2

E0

τ1∫

0

Pϕ(t)

ρ2(t)
dt+ τ2, (37.25)
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где функция ρ(τ1) полностью определяется соотношением

τ1 =

ρ∫

ρ0

E0

c2
dρ

pρ(ρ)
.

Период T1 функции ρ(τ1) равен

T1 = 2

R+(E0,I0)∫

R−(E0,I0)

E0

c2
dρ

pρ(ρ)
,

где R±(E0, I0) – корни уравнения pρ(ρ) = 0 при заданных значениях E0 и I0.
В общем случае система в вариациях (35.34), отвечающая семейству лагран-

жевых торов (37.23) и (37.24), не интегрируется. Мы ограничим наше рассмот-
рение лагранжевыми торами, окружающими замкнутую орбиту системы (37.23)
и (37.24) и лежащими в малой окрестности последних. В этом случае все вы-
числения можно провести в явном виде.

Из (37.23) и (37.24) следует, что траекторию электрона в плоскости xy можно
описать уравнениями

ρ̈+
1

ρ
(ρ̇2 − c2β2) =

e0c

E0

H(ρ)
√
c2β2 − ρ̇2, (37.26)

ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 = c2β2, (37.27)

где cβ – скорость движения электрона. Введем следующие обозначения:

ω0 = −e0c
E0

H(ρ), ε =
1

R

√
(ρ0 −R)2 +

ρ̇2
0

ω2
∆

, (37.28)

где ω∆ =
√

1 − qω0, ρ̇0 = ρ̇(0) = c2pρ0/E0. Здесь ω0 – частота вращения элек-
трона по равномерной окружности lR, радиус которой будет определен ниже.
Постоянная ε характеризует отклонение траектории (37.26), (37.27) от lR и ниже
будет рассматриваться как безразмерный параметр разложения.

Решение уравнения (37.26) будем искать в виде разложения по параметру ε:

ρ(τ1) = R + ερ1(τ1) + ε2ρ2(τ1) +O(ε3). (37.29)

Подставив (37.29) в (37.26), мы получим с точностью до O(ε3)

cβ = ω0R, (37.30)

ρ(τ1) = R
{

1 + ε cos θ + ε2
[
− 3 + q

6
cos2 θ+

+
2q + 3

6
+ A sin θ +B cos θ

]}
. (37.31)

Здесь θ = ω∆τ1 − α, угол α определяется соотношением

α = arccos
( ρ0 −R√

(ρ0 −R)2 + ρ̇2
0/ω

2
∆

)
, (37.32)

A и B – константы интегрирования, которые определяются из начальных усло-
вий и в нашем случае равны
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A = − sin α
(3 + q

6
cos2 α+

2q + 3

6

)
,

B = − cos α
(3 + q

6
cos2 α− 1

2

)
.

(37.33)

Для определения классической энергии E0 мы воспользуемся соотношения-
ми (37.27), (37.28) и (37.30). В результате получим

E0 =
√
m2c4 + e20H

2(R)R2. (37.34)

Из уравнений (37.27), (37.30) и (37.31) следует выражение для функции ϕ̇(τ1)

ϕ̇(τ1) = ω0

{
1 − ε cos θ + ε2

[(
2 − q

3

)
cos2 θ−

−
(
1 − q

6

)
− A sin θ −B cos θ

]}
+O(ε3). (37.35)

Подставим в первое уравнение (37.24) угловой момент равным I = I0 + I1, где
I1 = O(ε2), и воспользуемся уравнением (37.30). Тогда

R(I0) =
(
− e0b

cI0

1 − q

2 − q

)1/(q−2)

, (37.36)

c2I1
E0R2

= −ω0
1 − q

2
ε2. (37.37)

Теперь рассмотрим выражение для главного члена энергетического спектра.
Подставив (37.31) в (36.56), получим с точностью до O(ε2) следующее условие:

1

2

E0

c2

√
1 − qω0ε

2R2 = ~

(
n+

1

2

)
. (37.38)

Сравнив (37.37) и (37.38), получим

I1 = −~
√

1 − q
(
n+

1

2

)
. (37.39)

Из (36.54) и (37.39) следует, что I0 квантуется следующим образом:

I0(n, l) = ~l + ~
√

1 − q
(
n+

1

2

)
. (37.40)

С другой стороны, из (37.36) и (37.40) мы получим правило квантования ради-
уса R(n, l) равновесной окружности lR. В результате имеем

E
(0)
n,l (~) =

√
m2c4 + e20H

2
(
R(n, l)

)
R2(n, l), (37.41)

где целые параметры l = l(~) и n = n(~) удовлетворяют условию lim
~→0

~l(~) = I,

lim
~→0

E
(0)
n,l (~) = E0.

В качестве второго шага нашего рассмотрения мы должны вычислить по-
казатель Флоке Ω1 (см. (35.36), (35.37)). С этой целью рассмотрим уравнение

(35.34) для вектора χ(τ1) =
(
W (τ1)
Z(τ1)

)
. В нашем случае

χ̇(τ1) = G(τ1)χ(τ1), (37.42)

где
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G(τ1) =

(
0 e0qϕ̇(τ1)H

(
ρ(τ1)

)
/c

c2/E0 0

)
.

Разложим матрицу G(τ1) в ряд по ε с точностью до ε2 включительно. Для на-
хождения решений Флоке уравнения (37.42) с точностью до O(ε3) применим
теорию возмущений. В результате с помощью простых, но громоздких вычис-
лений получим

Ω1 =
√
qω0

[
1 +

q(1 − q)(2 − q)

4(1 − 5q)
ε2
]

+O(ε3). (37.43)

Для определения ωs
ζ необходимо рассмотреть уравнение (36.33). В аксиаль-

но симметричном магнитном поле с потенциалом (37.21) вектор поляризации
(36.31) равен

~B(τ1) =
(
0, 0,− e0c

2E0

H
(
ρ(τ1)

))
,

и уравнение (36.33) – линейная гамильтонова система с T1-периодическими ко-
эффициентами. Решение Флоке этой системы имеют характеристические пока-
затели Флоке

ωs
ζ = − ζ

T1

T1∫

0

e0c

2E0

H
(
ρ(τ1)

)
dτ1. (37.44)

Из (37.44) имеем с точностью до O(ε3)

ωs
ζ =

ζ

2
ω0 +O(ε3), ζ = ±1. (37.45)

Просуммировав результаты, полученные выше, и используя соотношение
ω0 = ∂E0/∂I0 (которое следует из (37.34) и (37.36)), получим следующее вы-
ражение для квазиклассического спектра энергий:

En,l+ζ/2,ν(~) =
{
m2c4 + e20H

2
[
R
(
n, l +

ζ

2

)]
R2
(
n, l +

ζ

2

)
−

−2e0cH
[
R
(
n, l +

ζ

2

)]
~
√
q
(
ν +

1

2

)
+

+
c2

R2(n, l + ζ/2)

q
√
q(1 − q)(2 − q)

1 − 5q
~2
(
n+

1

2

)(
ν +

1

2

)}1/2

+O(ε3) +O(~2),

(37.46)

где R(n, l + ζ/2) ≡ R
(
I0(n, l + ζ/2)

)
. Аналогично предыдущему примеру, поло-

жим в (37.46) формально ~
(
n(~)

)
= O(~) и получим серию энергетических уров-

ней, отвечающую движению электрона вдоль равновесной окружности [156].
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ГЛАВА 6

Квазиклассически сосредоточенные состояния и
фаза Берри уравнения Дирака

38. Адиабатическая фаза Берри
для волновой функции Дирака

Рассмотрим случай, когда оператор Дирака ĤD(R(t)) (31.1) зависит от N
медленно меняющихся T -периодических функций времени (R1(t), . . . , RN(t)) =
R(t).

Поставим задачу Коши

[−i~∂t + Ĥ(R(t))]ΨD(~x, t, ~) = O(~3/2), (38.1)

удовлетворяющую начальному условию

ΨD(~x, t, ~)
∣∣
t=t0

= ΨEν,ζ(R0)(~x,R0, ~), (38.2)

где в правой части (38.2) выбрана одна из асимптотических собственных функ-

ций мгновенного гамильтониана ĤD(R0) = ĤD(R(t0)), определенная равенством
(31.13).

Решение этой задачи выражается через следующие объекты:
1) фазовую траекторию z = Z(t) = (~P (t), ~X(t)) – решение системы Гамиль-

тона
ż = JHz(z,R(t)), z

∣∣
t=t0

= Λ0(R0) = (~P (R0), ~X(R0))
ᵀ; (38.3)

2) функции |ν, t〉 – асимптотическое решение задачи Коши

[−i~∂t + λ̂(R(t))]|ν, t〉 = O(~3/2), (38.4)

|ν, t〉
∣∣
t=t0

= |ν,R0〉, λ̂(R0)|ν,R0〉 = Eν(R0)|ν,R0〉;

3) спиноры vζ(t) – решение задачи Коши для спинового уравнения

[
− i

d

dt
+ 〈~σ, ~B(t)〉

]
vζ(t) = 0, vζ(t)|t=t0 = vζ(R0), (38.5)

где начальный спинор vζ(R0) определен в (31.8), а ~B(t) – вектор «поляризации»

~B(t) =
e0c

2ε(t)

[
~H(~x,R(t)) −

~β(t) × ~E(~x,R(t))

1 + γ−1(t)

]∣∣∣
~x= ~X(t)

, (38.6)

~E(~x,R(t)) и ~H(~x,R(t)) – электрическая и магнитная компоненты электромаг-

нитного поля, ~β(t) = ~̇X(t)/c;

4) операторы Q̂1(t) и Q̂2(t), определенные формулами

Q̂1(t) =
c√
~

(
〈~σ, ~β〉〈

~β, δ̂1 ~P(t)〉
1 + γ−1

− 〈~σ, δ̂1 ~P(t)〉
)
, (38.7)

Q̂2(t) =
i

2

(
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

+ 〈~σ, ~̇β〉
)
+
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+
c

2~

[
〈~σ, ~β〉〈

~β, δ̂2 ~P(t)〉
1 + γ−1

− 〈~σ, δ̂2 ~P(t)〉
]
− c√

~ε(t)
〈~β, δ̂1 ~P(t)〉Q̂1(t). (38.8)

Здесь δ̂ ~P(t), k = 1, 2, означает k-ый член разложения оператора ~̂P в ряд Тейлора

по операторам ∆~̂p = ~̂p− ~P (t) и ∆~x = ~x− ~X(t).
Тогда, как следует из результатов, полученных в гл. I, функция

ΨD ν,ζ(~x, t, ~) =
[
Π+(t) +

1

2ε(t)
Π−(t)

2∑

k=1

~k/2Q̂k(t)
]
Uζ(t)|ν, t〉 (38.9)

является асимптотическим по (modO(~3/2) решением задачи Коши (38.2) для
уравнения (38.1).

Получим теперь асимптотическое разложение состояния (38.9) по формаль-
ному параметру T−1 (с точностью до O(T−1)) при адиабатическом изменении
вектора R(t). Так же как и в скалярном случае (см. главу 5 части I), будем пред-

полагать, что оператор Дирака ĤD(R(t)) имеет невырожденный квазикласси-
ческий спектр энергий (31.11) при каждом фиксированном значении t.

Используя асимптотические формулы (I.36.10), нетрудно проверить, что вы-
ражение, стоящее в квадратных скобках в (38.9), с точностью до O(T−1) сов-
падает с соответствующим выражением формулы (31.13). Поскольку формула,
описывающая адиабатическую эволюцию состояния |ν, t〉, была получена на-
ми ранее (см. (I.36.38)), то задача построения адиабатического приближения
для функции Дирака (38.9) сводится к определению асимптотических по T−1

решений уравнения (38.5) для спинора Uζ(t).
Решение уравнения (38.5) в адиабатическом приближении дано в Приложе-

нии Л. Приведем конечный результат (с точностью до O(T−1))

Uζ(t) = Uζ(R(t)) exp

[
− i

t∫

t0

dtΩζ(R(t)) + i

t∫

t0

dtΩ1
ζ(R(t))

]
+O(T−1), (38.10)

где

Ω1
ζ(R(t)) =

+

U ζ (R(t))
(
i
d

dt
− 〈~σ, ~B1(R(t))〉

)
Uζ(R(t)) (38.11)

и

~B1(R(t)) =
e0

2mc

[
− 1

c

d ~X0(R(t))

dt
× ~E(R(t))+

+
3∑

k=1

1

Ωk(R(t))
Re
(
〈∂z

~H(R(t)), ak(R(t))〉
{

∗
ak (R(t)),

d

dt

0

Z (R(t))
})]

. (38.12)

Согласно полученным формулам (I.36.38) и (38.10), волновая функция Ди-
рака (38.9) примет (с точностью до O(T−1)) следующий вид [146]:

ΨD ν,ζ(~x, t, ~) = ΨEν,ζ(R(t))(~x,R(t), ~) exp

[
− i

~

t∫

t0

dtEν,ζ(R(t))+

+
i

~

t∫

t0

〈~P0(R(t)), ~̇X0(R(t))〉dt+ i

3∑

k=1

t∫

t0

dtΩ1
k(R(t))

(
νk +

1

2

)
+
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+i

t∫

t0

dtΩ1
ζ(R(t))

]
+O(T−1), (38.13)

где Eν,ζ(R(t)) – квазиклассические уровни энергии (31.11) мгновенного гамиль-

тониана ĤD(R(t)), отвечающие собственной функции ΨEν,ζ(R(t))(~x, ~) (31.13).
Обозначив

γζ(C) =

∮

C

+

U ζ (R)T (i)
ζ (R) dRi, (38.14)

где

T (i)
ζ (R) = i

∂vζ(R)

∂Ri

+
e0

2mc

〈
~σ,

[
1

c

∂ ~X0(R)

∂Ri

× ~E(R)−

−
3∑

k=1

1

Ωk(R)
Re
(
〈∂z

~H(R), ak(R)〉
{

∗
ak (R),

∂
1

Z (R)

∂Ri

})]〉
vζ(R), (38.15)

из формул (38.15) и

Ψν(T ) = exp(iγν(C)) exp

[
− i

~

T∫

0

dtEν(R(t))

]
Φν(R(0)), (38.16)

для фазы Берри получим

γD(C) = γν(C) + γζ(C). (38.17)

Таким образом, в квазиклассическом траекторно-когерентном приближении
в течение адиабатической эволюции волновой функции ΨD ν вдоль замкнуто-
го контура C в пространстве параметров фаза Берри состоит из двух частей.
Одна из них – фаза γν(C) (I.36.40) – индуцируется в процессе адиабатического
движения вдоль замкнутой кривой C нульмерного лагранжева многообразия с
комплексным ростком (т.е. геометрического объекта [Λ0(R), r3(Λ0(R)]) и опре-
деляется скалярной частью волновой функции Дирака, т.е. функцией |ν,R〉.
Вторая часть фазы – γζ(C) – обусловлена адиабатическим переносом вектора
спина (спинора vζ(R)) вдоль замкнутого контура C и определяется спинорной
частью функции Дирака.

39. Фаза Берри для релятивистской заряженной частицы
со спином во внешнем периодическом
электромагнитном поле

Пусть электромагнитное поле задано потенциалами вида

A0(t) =
µ(t)

2
(~r)2, ~A(t) =

1

2
~H(t) × ~r, (39.1)

где ~r – радиус-вектор, а µ(t) < 0, ~H(t) – набор произвольных T -периодических
функций, определяющих адиабатическую эволюцию квантовой системы. Мгно-
венное состояние квантовой системы характеризуется набором параметров R =
(µ, ~H).
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Для потенциала (39.1) магнитная компонента поля совпадает с вектором

~H(t), а электрическая равна ~E(t) = − ~̇H(t)/2c − µ(t)~r. Классическое движение
электрона в этом случае описывается системой уравнений

~̇r =
c2

ε(t)
~P , ~̇p = −eµ(t)~r +

ec

2ε(t)
~P × ~̇H(t), (39.2)

где ~P = ~p− (e/c) ~A(t) – кинетический импульс, ε(t) =
√
c2 ~P2 +m2c4, а e = −eo –

заряд электрона. Как видно из (39.2), возможна лишь единственная точка покоя
Λ0 = (~p0 = 0, ~r0 = 0). Систему уравнений (31.5) для определения собственных

векторов a(R) =

(
~W (R)
~Z(R)

)
матрицы Hvar(R) в точке Λ0 можно представить в

виде

e

2mc
~W × ~H −

(
eµ+

e2

4mc2
~H2
)
~Z +

e2

4mc2
〈 ~H, ~Z〉 = iΩ ~W, (39.3)

~W = imΩ~Z +
e

2c
~H × ~Z. (39.4)

Подставив (39.4) в (39.3), получим уравнение на ~Z:

ieΩ

c
~H × ~Z = (Ω2 − eµ/m)~Z. (39.5)

В пространстве параметров ~H = (H1, H2, H3) перейдем к сферической системе
координат (r, θ, ϕ):

H1 = r sin θ cosϕ, H2 = r sin θ sinϕ, H3 = r cos θ.

Тогда решение уравнения (31.5) можно представить в виде

a0(R) =



i
√
mΩ1(R)~nr(R)

1√
mΩ1(R)

~nr(R)


 , Ω1(R) =

√
eµ/m; (39.6)

aη(R) =




i

2N(R)
[~nθ(R) − i(−1)1+η~nϕ(R)]

N(R)[~nθ(R) − i(−1)1+η~nϕ(R)]


 , η = 1, 2; (39.7)

Ωη = −(−1)1+η er

2mc
+

√
eµ

m
+

e2r2

4m2c2
,

где N(R) = [eµ/m+e2r2/(4m2c2)]−1/4, а (~nr, ~nθ, ~nϕ) – орты сферической системы
координат. Тогда для фазы Берри γν(C) (I.36.40), индуцированной адиабатиче-
ским движением комплексного ростка, следует

γν(C) = −
2∑

η=1

(−1)1+η
(
νη +

1

2

) ∫

Σ(∂Σ=C)

〈d~nθ(R) ∧ d~nϕ(R)〉 =

= (ν2 − ν1)

∫

Σ(∂Σ=C)

H1dH2 ∧ dH3 −H2dH1 ∧ dH3 +H3dH1 ∧ dH2

| ~H|3
. (39.8)
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Найдем спиновую часть фазы Берри γζ(C) в поле (39.1). Собственные векто-

ры матрицы 〈~σ, ~B(R)〉, где в нашем случае ~B(R) = (e0/2mc) ~H, согласно (31.8),
имеют вид

vζ(R) =
1√
2

(
ζ
√

1 + ζ cos θ(R) exp(−iϕ(R)/2)√
1 − ζ cos θ(R) exp(iϕ(R)/2)

)
, ζ = ±1. (39.9)

Тогда для фазы Берри γζ(C) по формуле (38.15) получим выражение

γζ(C) = −ζ
2

∫

C

H3

H

H1 dH2 −H2 dH1

H2
1 +H2

2

,

которое по теореме Стокса можно записать в виде

γζ(C) = −ζ
2

∫

Σ(∂Σ=C)

H1 dH2 ∧ dH3 −H2 dH1 ∧ dH3 +H3 dH1 ∧ dH2

| ~H|3
. (39.10)

Таким образом, из (39.8) и (39.10) следует, что полная фаза Берри дираковского
электрона равна

γD(C) = γν(C) + γζ(C) = (ν2 − ν1 − ζ/2)

∫

Σ(∂Σ=C)

d~Σ
~H

| ~H|3
. (39.11)

Интеграл, стоящий в правой части (39.11), есть интеграл Гаусса, равный телес-
ному углу Ω(C), под которым кривая C видна из начала координат. Поэтому
окончательно имеем

γD(C) = γν(C) + γζ(C) =
(
ν2 − ν1 −

ζ

2

)
Ω(C) (39.12)

(см. также [157], где была получена фаза Берри в поле (39.1) для спинового
уравнения (38.5)). В заключение мы хотим обратить внимание на то, что вели-
чина γD(C) отлична от нуля лишь при условии, что все компоненты магнитного

поля ~H(t) не равны нулю. Определяющим является и тот факт, что µ(t) 6= 0,
поскольку в противном случае, как следует из (39.6), исходное предположение
о невырожденности спектра нарушается.



39. ТК-представление для уравнения Шрëдингера 183

Приложения

Приложение А. Квазиклассическое траекторно-когерентное
представление для уравнения Шрëдингера

Известно, что физические результаты квантовой теории не зависят от вы-
бора представления еë основных динамических переменных. Удачный выбор
того или иного представления зачастую позволяет упростить решаемую про-
блему или полностью еë решить. Для решения проблемы предельного перехо-
да из квантовой механики в классическую построено [41] новое квазикласси-

ческое траекторно-когерентное (ТК) представление по mod Ô(
√

~), ~ → 0. В

этом представлении квантовые средние для произвольной наблюдаемой Â~(t),

имеющей классический аналог Â~(t) = A(~̂p, ~̂x, t), в пределе при ~ → 0 перехо-
дят в классическую наблюдаемую A(~p, ~x, t), сдвинутую по траекториям соответ-
ствующей гамильтоновой системы ż = JHz(z, t), где H(z, t) – главный символ
гамильтониана. В конкретных задачах важным, с точки зрения прикладных це-
лей, является выяснение характера стремления квантово-механических средних
к своему классическому пределу, т.е. получение соответствующих асимптоти-
ческих разложений с любой степенью точности по ~, ~ → 0. Для решения этой
задачи построим квазиклассическое траекторно-когерентное представление для
уравнения Шрëдингера

{−i~∂t + Ĥ(t)}Ψ = 0, Ĥ(t) = H(ẑ, t, ~), (A.1)

с точностью до Ô(~(N+1)/2), N = 1,∞.
Определим гильбертово пространство Lt

~
функций, зависящих от ~x и ~, в

котором за скалярное произведение двух функций ϕ1(~x, t, ~) и ϕ2(~x, t, ~) примем

〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~

=

∫

R3

ϕ∗
1(~x, t, ~)ϕ2(~x, t, ~)ρz0

~
(~x, t) d3x, (A.2)

где нормированная плотность меры ρz0
~

(~x, t) равна

ρz0
~

(~x, t) =
N2

~

|J(t, z0)|
exp

{2

~
Im S(~x, t)

}
. (A.3)

Здесь комплексное действие S(~x, t) и нормировочный множитель N~ опреде-
лены в (I.11.5). Пространство Lt

~
(A.2) естественно считать пространством со-

стояний квантовой системы (A.1), локализованных при ~ → 0 в окрестности
положения Z(t, z0) классической частицы на фазовой траектории, поскольку

ρz0
~

(~x, t) −−→
~→0

δ(~x− ~X(t)) и в p-представлении: F̂ ~

x→pρ
z0
~

(~x, t) −−→
~→0

δ(~p− ~P (t)), где

F̂ ~

x→p — ~−1-преобразование Фурье [16]. Зависимость меры от малого парамет-
ра приводит к тому, что гладкие функции ϕ(~x, t) можно аппроксимировать с
заданной точностью по ~ → 0 частичными суммами ряда Тейлора по степеням
∆~x:

ϕ(~x, t) =
N∑

k=0

1

k!
dkϕ(t) +RN(~x, t),

где dkϕ(t) — k-ый член разложения ϕ( ~X(t, z0)+∆~x, t) в ряд Тейлора по степеням
∆~x, а для RN(~x, t) справедлива оценка ‖RN(~x, t)‖Lt

~
= O(~(N+1)/2). Она следует
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из того, что ∫

R3

ρz0
~

(~x, t)〈~a,∆~x〉N+1 d~x = O(~(N+1)/2)

для любого постоянного вектора ~a (сравни с (I.8.9)). С другой стороны, про-
странство Lt

~
содержит в качестве своих элементов функции φ(~x, t, ~), завися-

щие от ~ → 0 сингулярно и имеющие в норме Lt
~

порядок O(1) при ~ → 0.
Например,

ϕ(~x, t, ~) =
(〈~a(t),∆~x〉√

~

)k

.

Обозначим через P~ множество полиномов по степеням ~−1/2∆~x с коэффици-
ентами, зависящими от t. Множество P~ всюду плотно в Lt

~
и является есте-

ственной областью определения дифференциальных операторов, действующих
в Lt

~
. Через Ô(~α) будем обозначать оператор F̂ (~) : Lt

~
→ Lt

~
, для которого на

множестве P~ выполняется оценка ‖F̂ (~)φ‖Lt
~

= O(~α) при ~ → 0 равномерно

по t = [0, T ]. Заметим, что в указанном смысле операторы

√
~∇, 〈∆~x,∇〉, d

dt
=

∂

∂t
+ 〈 ~̇X(t, z0),∇〉 (A.4)

имеют порядок Ô(1) при ~ → 0.

Определим оператор K̂(N)
S (t, ~) : Lt

~
→ L2(R

n
x), задающий по modÔ(~(N+1)/2)

переход к квазиклассическому ТК-представлению формулой

K̂(N)
S (t, ~)φ =

N∑

n=0

[
− i

~
K̂1(t)

]n
K̂(0)

S (t, ~)φ,

K̂(0)
S (t, ~) =

N~√
J(t, z0)

exp
[ i
~
S(~x, t)

]
, (A.5)

K̂1(t)ϕ(t) =
∞∑

|ν|=0

|ν, t〉
t∫

0

dτ〈τ, ν|Ĥ1(τ)|ϕ(τ)〉,

где функции |ν, t〉, S(~x, t), J(~x, t) и постоянная N~ определены в (I.11.5), а опе-

ратор Ĥ1 — в (I.16.4).

Оператор K̂(N)
S (t, ~) с точностью до O(~(N+1)/2) унитарно отображает про-

странство Lt
~

на L2 в том смысле, что

〈K̂(N)
S (t, ~)ϕ1|K̂(N)

S (t, ~)ϕ2〉L2 = 〈ϕ1|ϕ2〉Lt
~
+O(~(N+1)/2). (A.6)

Уравнение Шрëдингера (A.1) в квазиклассическом ТК-представлении, за-

даваемом оператором K̂(N)
S (t, ~) (A.5), имеет вид

[K̂(N)
S (t, ~)]−1{−i~∂t + Ĥ}K̂(N)

S (t, ~)ϕ = π̂0ϕ+O(~(N+3)/2), (A.7)

π̂0 = (−i~)
{ d
dt

+ 〈∆~x, [Hxp(t) +Q(t)Hpp(t)]∇〉 − −i~
2

〈∇,Hpp(t)∇〉
}
, (A.8)

d

dt
=

∂

∂t
+ 〈 ~̇X(t, z0),∇〉,
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а Q(t) определена в (I.10.16). Таким образом, с точностью до функций, име-
ющих порядок O(~(N+3)/2), N = 0,∞, по норме пространства Lt

~
, уравнение

Шрëдингера в квазиклассическом ТК-представлении эквивалентно уравнению

π̂0ϕ = 0, ϕ ∈ Lt
~
. (A.9)

Уравнение (A.9) легко интегрируется, если заметить, что оператор π̂0 допускает
полный набор динамических симметрий. Нетрудно проверить, что операторы

Λ̂+
j =

1√
2~ Im bj

(
〈~Z∗

j (t), ~̂p〉 − 〈( ~W ∗
j −Q(t)~Z∗

j (t)),∆~x〉
)
,

Λ̂j =
1√

2~ Im bj
〈~Zj(t), ~̂p〉, j = 1, n,

(A.10)

(векторы ~W (t) и ~Z(t) определены в (I.10.1)) коммутируют с оператором π̂0 и
удовлетворяют бозевским коммутационным соотношениям:

[
Λ̂k, Λ̂

+
j

]
= δkj,

[
Λ̂k, Λ̂j

]
=
[
Λ̂+

k , Λ̂
+
j

]
= 0.

Следовательно, функции Hν = |Hν〉 =
n∏

j=1

(νj!)
−1/2(Λ̂+

j )νj1 (I.13.7) образуют в

Lt
~

полный ортонормированный набор решений уравнения (A.9). Действуя на

функции |Hν〉 оператором K̂(N)
S (t, ~), получим высшие приближения для квази-

классических ТКС (I.16.11) уравнения Шрëдингера.
Из соотношений (A.7), (A.10) следует, что операторы

Λ̂
(N)
j = K̂(N)

S (t, ~)Λ̂j[K̂(N)
S (t, ~)]−1;

[Λ̂+
j ](N) = K̂(N)

S (t, ~)Λ̂+
j [K̂(N)

S (t, ~)]−1, j = 1, n,

являются приближенными симметриями уравнения Шрëдингера

[
{−i~∂t + Ĥ}, Λ̂(N)

j

]
=
[
{−i~∂t + Ĥ}, [Λ̂+

j ](N)
]

= Ô(~(N+3)/2)

и удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[
[Λ̂+

j ](N), [Λ̂+
k ](N)

]
=
[
Λ̂

(N)
j , Λ̂

(N)
k

]
= Ô(~(N+3)/2),

[
Λ̂

(N)
j , [Λ̂+

k ](N)
]

= δjk + Ô(~(N+3)/2).

Вычислим в явном виде оператор K̂(N)
S (t, ~) для N = 2. Из (A.5) для нере-

лятивистской функции Гамильтона

H(~p, ~x, t) =
1

2m
~P2 + eΦ, ~P = ~p− e

c
~A,

получим

K̂(2)
S (t, ~) = K̂(0)

S (t, ~)
[
1 − i

√
~π̂1 − i~π̂2 − ~π̂2

1

]
, (A.11)

где

~j/2π̂jϕ(t) =
1

(j + 2)!

∞∑

|ν|=0

|Hν〉
t∫

0

dτ〈Hν |
1

~
D̂j+2H(τ)|ϕ(τ)〉; j = 1, 2,
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1

3!
D̂3H(t) = − e

4mc
(〈~̂P ′

1, d
2 ~A〉 + 〈d2 ~A, ~̂P ′

1〉) +
e

3!
(d3Φ − 〈~β, d3 ~A〉), (A.12)

1

4!
D̂4H(t)=

e

4!
(d4Φ−〈~β, d4 ~A〉) +

e2

8mc2
〈d2 ~A, d2 ~A〉 − e

2mc

1

3!
(〈~̂P ′

1, d
3 ~A〉 + 〈d3 ~A, ~̂P ′

1〉),

~̂P ′
1 = −i~∇ +Q(t)∆~x− e

c
d ~A(t), ~β =

1

c
~̇X(t, z0),

а через dkA(t) обозначается функция

dkA(t) = (〈∆~x, ∂/∂y〉)kA(~y, t)|~y=~x(t,z0).

Отметим, что в силу самосопряженности операторов ~̂P ′
1 и ∆~x в Lt

~
формулы

(A.12) определяют самосопряженные в Lt
~

операторы D̂jH(t), j = 3, 4. Отсюда

следует, в частности, унитарность оператора K̂(N)
S (t, ~) при N = 2 (с точностью

до Ô(~3/2)):

〈(K̂(2)
S (t, ~)Hν′)|(K̂(2)

S (t, ~)Hν)〉L2 = 〈Hν′|(K̂(2)
S (t, ~))+K̂(2)

S (t, ~)|Hν〉Lt
~

=

= 〈Hν′|[1 − i
√

~(π̂1 − π̂+
1 ) − i~(π̂2 − π̂+

2 ) + ~(π̂+
1 π̂1 − π̂2

1 − (π̂2
1)

+)]|Hν〉 +O(~3/2) =

= δνν′ +O(~3/2). (A.13)

Используя (A.11) для произвольного оператора Â~(t) = A(~̂p, ~̂x, t), имеющего

классический аналог A(~p, ~x, t), найдем его явный вид (с точностью до Ô(~3/2))
в ТК-представлении

Â′
~

= (K̂(2)
S (t, ~))−1Â~(t)K̂(2)

S (t, ~) + Ô(~3/2) =

= A(t) + D̂1A(t) +
1

2
D̂2A(t) − i

√
~[(D̂1A(t))π̂1 − π̂+

1 D̂
1A(t)] + Ô(~3/2), (A.14)

где, аналогично (I.16.5), через D̂jA(t) обозначен оператор вида

D̂jA(t) =
(〈

∆~̂p ′,
∂

∂~z

〉
+
〈
~∆x,

∂

∂~y

〉)j

A(~z, ~y, t)
∣∣
~z=~P (t,z0)

~y= ~X(t,z0)

,

∆~̂p ′ = −i~∇ +Q(t)∆~x,

(A.15)

а функция A(t) есть классическая наблюдаемая A(~p, ~x, t), отвечающая опера-

тору Â~(t) и вычисленная в точке z = Z(t, z0) на фазовой траектории, A(t) =

A(~P (t, z0), ~X(t, z0), t).

Приложение Б. Свойства матриц Π±(t) и матрицы λ(+)
pp (t)

Свойство 1. Справедливо соотношение

[λ(+)
pp (t)]1/2 =

c√
ε(t)

∥∥∥∥
βiβj

1 + γ−1
− δij

∥∥∥∥
3×3

, (Б.1)

[λ(+)
pp (t)]−1/2 = −

√
ε(t)

c

∥∥∥∥δij +
γβiβj

1 + γ−1

∥∥∥∥
3×3

, (Б.2)
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[λ(+)
pp (t)]−1 =

ε(t)

c2
‖δjk + γ2βjβk‖3×3, (Б.3)

где

~β =
1

c
~̇X(t, z0), γ−1 = (1 − ~β2)1/2, λ(+)

pp =
c2

ε
‖δij − βiβj‖.

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что

1)
3∑

i=1

c√
ε(t)

( βiβj

1 + γ−1
− δij

) c√
ε(t)

( βiβk

1 + γ−1
− δik

)
=

=
c2

ε(t)

[ βjβk

1 + γ−1

( ~β2

1 + γ−1
− 2
)

+ δjk

)
=

=
c2

ε(t)
(δjk − βjβk) = λ(+)

pjpk
(t), β2 = 1 − γ−2.

2)
3∑

i=1

c√
ε(t)

( βjβi

1 + γ−1
− δij

)(
−
√
ε(t)

c

)(
δik +

γβiβk

1 + γ−1

)
=

= −
[ βjβk

1 + γ−1

( γ~β2

1 + γ−1
− γ + 1

)
− δjk

]
= δjk.

3)
3∑

i=1

c2

ε(t)
(δij − βiβj)

ε(t)

c2
(δik + γ2βiβk) =

= δjk + βjβk(γ
2 − 1 − γ2~β2) = δjk,

что и требовалось доказать.

Свойство 2. Справедливо соотношение

H0(t)Π±(t) = λ(±)(t)Π±(t), (Б.4)

где H0(t), λ
(±)(t) и Π±(t) определены в (1.2), (1.9) и (1.10), соответственно.

Доказательство. С учетом соотношения ~̇β = c ~P/ε получим

H0(t)Π+(t) =
1

ε
√

2 + 2γ−1

(
eΦ +m0c

2 c〈~σ, ~P〉
c〈~σ, ~P〉 eΦ −m0c

2

)(
ε+m0c

2

c〈~σ, ~P〉

)
=

=
1

ε
√

2 + 2γ−1

(
(eΦ +m0c

2)(ε+m0c
2) + c2〈~σ, ~P〉2

c〈~σ, ~P〉(ε+m0c
2 + eΦ −m0c

2)

)
= (ε+ eΦ)Π+(t).

Здесь мы учли, что c2〈~σ, ~P〉2 = c2 ~P2 = ε2 − m2
0c

4. Аналогично доказывается
соотношение (Б.4) для нижнего индекса.

Свойство 3. Справедливо соотношение

ρ1〈~Σ, ~P〉Π±(t) = 〈~α, ~P〉Π±(t) = ±〈~β, ~P〉Π±(t) + Π∓(t)
(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

)
=

= ±〈~β, ~P〉Π±(t) +

√
ε(t)

c
Π∓(t)〈~σ, (λ(+)

pp (t))1/2 ~P〉. (Б.5)
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Доказательство. Действительно,

〈~α, ~P〉Π+(t) =
1√

2 + 2γ−1

(
〈~σ, ~P〉〈~σ, ~β〉

〈~σ, ~P〉(1 + γ−1)

)
;

〈~σ, ~P〉〈~σ, ~β〉 = 〈~β, ~P〉 + i〈~σ, ~P × ~β〉 =

= [1 + (1 + γ−1) − (1 + γ−1)]〈~β, ~P〉 − i〈~σ, ~P × ~β〉 =

= (1 + γ−1)〈~β, ~P〉 + [(1 − γ−1)〈~β, ~P〉 − 〈~σ, ~β〉〈~σ, ~P〉] =

=
∣∣∣(1 − γ−1) =

~β2

1 + γ−1
=

1

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉2

∣∣∣ =

= (1 + γ−1)[〈~β, ~P〉] + 〈~σ, ~β〉
[
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

]
;

(1 + γ−1)〈~σ, ~P〉 = (1 + γ−1)〈~σ, ~P〉 − 〈~β, ~P〉〈~σ, ~β〉 + 〈~β, ~P〉〈~σ, ~β〉 =

= 〈~σ, ~β〉[〈~β, ~P〉] − (1 + γ−1)
[
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

]
.

В результате приходим к первому равенству в (Б.5) для верхних индексов. Ана-
логично

〈~α, ~P〉Π− =
1√

2(1 + γ−1)

(
−〈~σ, ~P〉(1 + γ−1)

〈~σ, ~P〉〈~σ, ~β〉

)
;

−〈~σ, ~P〉(1 + γ−1) = 〈~β, ~P〉〈~β, ~σ〉 + 〈~β, ~P〉〈~σ, ~β〉 − (1 + γ−1)〈~σ, ~P〉 =

= 〈~σ, ~β〉[−〈~β, ~P〉] + (1 + γ−1)
[
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

]
;

〈~σ, ~P〉〈~σ, ~β〉 = (1 + γ−1)〈~β, ~P〉 + (1 + γ−1)〈~β, ~P〉 − 〈~σ, ~β〉〈~σ, ~P〉 =

= (−1 − γ−1)[−〈~β, ~P〉] + 〈~σ, ~β〉
[
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~P〉

1 + γ−1
− 〈~σ, ~P〉

]
,

что и требовалось доказать. Второе равенство в (Б.5) непосредственно следует
из (Б.1).

Замечание 1. Если в матрицах Π±(t) = Π±(~p, ~x, t)
∣∣
~p=~P (t)

~x= ~X(t)

векторы ~X(t) и ~P (t)

не являются решениями классической системы Гамильтона, то в полученных

выражениях надо положить ~β = c ~P/ε.
Свойство 4. Справедливо соотношение

Π̇±(t) = Π±(t)
[ i
2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

]
∓ 1

2
Π∓(t)

[
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

+ 〈~σ, ~̇β〉
]

=

=
i

2(1 + γ−1)
Π±(t)〈~σ, ~β × ~̇β〉 ± c

2
√
ε(t)

Π±(t)〈~σ, (λ(+)
pp (t))−1/2 ~̇β〉. (Б.6)

Доказательство. Последнее равенство в (Б.6) непосредственно следует из (Б.2).
Рассмотрим

1)
d

dt
Π+(t) =

1√
2




d

dt

√
1 + γ−1

d

dt

1√
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉


 ;
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d

dt

√
1 + γ−1 =

1

2

dγ−1/dt√
1 + γ−1

=
1

2

1√
1 + γ−1

dγ−1

dt

( ~β2

1 + γ−1
+ γ−1

)
=

=
1

2
√

1 + γ−1

[
i〈~σ, ~β × ~̇β〉 +

~β2

1 + γ−1

dγ−1

dt
+ γ−1dγ

−1

dt
− i〈~σ, ~β × ~̇β〉

]
=

=
∣∣∣dγ

−1

dt
= −γ〈~β, ~̇β〉

∣∣∣ =
1√

1 + γ−1

{
(1 + γ−1)

[ i
2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
(1 + γ−1)

]
−

−1

2
〈~σ, ~β〉

[
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~̇β〉
]}

;

d

dt

〈~σ, ~β〉√
1 + γ−1

=
1

2
√

1 + γ−1

{
2〈~σ, ~̇β〉 − 1

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉dγ

−1

dt

}
=

=
1

2
√

1 + γ−1

{
〈~σ, ~̇β〉

( ~β2

1 + γ−1
+ (1 + γ−1)

)
〈~σ, ~β〉

( γ−1

1 + γ−1
− 1
)}

=

=
∣∣∣~β2〈~σ, ~̇β〉 − 〈~σ, ~β〉〈~β, ~̇β〉 = −〈~σ, ~β × (~β × ~̇β)〉 = i〈~σ, ~β〉〈~σ, ~β × ~̇β〉

∣∣∣ =

=
1

2
√

1 + γ−1

{
i
〈~σ, ~β〉〈~σ, ~β × ~̇β〉

1 + γ−1
+ (1 + γ−1)〈~σ, ~̇β〉 − 〈~σ, ~β〉dγ

−1

dt

}
=

=
1√

1 + γ−1

{
〈~σ, ~β〉

[ i
2

〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

]
+

1

2
(1 + γ−1)

[
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

+ 〈~σ, ~̇β〉
]}
.

Аналогично

2)
d

dt
Π−(t) =

1√
2




d

dt

〈~σ, ~β〉√
1 + γ−1

− d

dt

√
1 + γ−1


 ;

d

dt

〈~σ, ~β〉√
1 + γ−1

=
1

2
√

1 + γ−1

{
〈~σ, ~β〉

[
i
〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

]
+

+ (1 + γ−1)
[
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

+ 〈~σ, ~̇β〉
]}

;

− d

dt

√
1 + γ−1 =

1

2
√

1 + γ−1

{
− (1 + γ−1)

[
i
〈~σ, ~β × ~̇β〉
1 + γ−1

]
+

+ 〈~σ, ~β〉
[
〈~σ, ~β〉 γ〈

~β, ~̇β〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~̇β〉
]}
,

что и требовалось доказать.

Свойство 5. Справедливо соотношение

ρ3〈~Σ, ~H〉Π±(t) = ∓Π±(t)
[
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~H〉
]

+ Π∓(t)〈~β, ~H〉 =

= ∓
√
ε(t)

c
Π±(t)〈~σ, (λ(+)

pp (t))−1/2 ~H〉 + Π∓(t)〈~β, ~H〉. (Б.7)
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Доказательство. Последнее равенство в (Б.7) непосредственно следует из (Б.1).
Аналогично свойству 3 получим

1) ρ3〈~Σ, ~H〉Π+(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~H〉(1 + γ−1)

−〈~σ, ~H〉〈~σ, ~β〉

)
;

〈~σ, ~H〉(1 + γ−1) = −(1 + γ−1)
[
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~H〉
]

+ 〈~σ, ~β〉〈~β, ~H〉;

−〈~σ, ~H〉〈~σ, ~β〉 = −〈~σ, ~β〉
[
〈~σ, ~β〉 〈

~β, ~H〉
1 + γ−1

− 〈~σ, ~H〉
]
− (1 + γ−1)〈~β, ~H〉;

2) ρ3〈~Σ, ~H〉Π−(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~H〉〈~σ, ~β〉

(1 + γ−1)〈~σ, ~H〉

)
.

Дальнейшее доказательство совпадает с доказательством свойства 3.

Свойство 6. Справедливо соотношение

ρ2〈~Σ, ~E〉Π±(t) = Π±(t)(−〈~σ, ~β × ~E〉) ∓ iΠ∓(t)
[
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~E〉

]
=

= −Π±(t)〈~σ, ~β × ~E〉 ± iγ−1 c√
ε(t)

Π∓(t)〈~σ, (λ(+)
pp (t))−1/2 ~E〉. (Б.8)

Доказательство. Последнее равенство в (Б.8) следует из (Б.2). Рассмотрим
соотношения

1) ρ2〈~Σ, ~E〉Π+(t) =
i√

2(1 + γ−1)

(
−〈~σ, ~E〉〈~σ, ~β〉
〈~σ, ~E〉(1 + γ−1)

)
;

2) ρ2〈~Σ, ~E〉Π−(t) =
i√

2(1 + γ−1)

(
−〈~σ, ~E〉(1 + γ−1)

〈~σ, ~E〉〈~σ, ~β〉

)
;

−i〈~σ, ~E〉〈~σ, ~β〉 = −i〈~β, ~E〉 + 〈~σ, ~E × ~β〉 =

= −i(1 + γ−1)〈~β, ~E〉 + iγ−1(〈~β, ~E〉 + i〈~σ, ~β × ~E〉) + (1 + γ−1)〈~σ, ~E × ~β〉 =

= (1 + γ−1)[−〈~σ, ~β × ~E〉] − i〈~σ, ~β〉
[ 〈~β, ~E〉
1 + γ−1

+ γ−1〈~σ, ~E〉
]
;

i〈~σ, ~E〉(1 + γ−1) = i
{1 + γ−1

γ
+ ~β2

}
〈~σ, ~E〉 =

= −i(〈~σ, ~β〉〈~σ, ~E〉 − 〈~σ, ~E〉~β2) + i〈~σ, ~β〉〈~σ, ~E〉 +
1 + γ−1

γ
〈~σ, ~E〉 =

= 〈~σ, ~β〉[−〈~σ, ~β × ~E〉] + i(1 + γ−1)
[
〈~σ, ~β〉 〈~σ, ~E〉

1 + γ−1
+ γ−1〈~σ, ~E〉

]
,

что и требовалось доказать.

Свойство 7. Справедливо соотношение

〈~Σ, ~S〉Π±(t) = Π±(t)
[
γ−1〈~σ, ~S〉 +

〈~β, ~S〉
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉
]
± Π∓(t)[i〈~σ, ~β × ~S〉] =

= − cγ−1

√
ε(t)

Π±(t)〈~σ, (λ(+)
pp (t))−1/2~S〉 ± iΠ∓(t)〈~σ, ~β × ~S〉. (Б.9)
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Доказательство. Поскольку

〈~Σ, ~S〉Π+(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~S〉(1 + γ−1)

〈~σ, ~S〉〈~σ, ~β〉

)
;

〈~Σ, ~S〉Π−(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
−〈~σ, ~S〉〈~σ, ~β〉
〈~σ, ~S〉(1 + γ−1)

)
,

то дальнейшее доказательство совпадает с доказательством свойства 6.

Свойство 8. Справедливо соотношение

ρ3Π±(t) = ±γ−1Π±(t) + Π∓(t)〈~σ, ~β〉. (Б.10)

Доказательство.

1) ρ3Π+(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
1 + γ−1

−〈~σ, ~β〉

)
;

(1 + γ−1) = γ−1(1 + γ−1) + β2 = (1 + γ−1)γ−1 + (〈~σ, ~β〉)2;

−〈~σ, ~β〉 = γ−1〈~σ, ~β〉 − (1 + γ−1)〈~σ, ~β〉,

что и требовалось доказать.

2) ρ3Π−(t) =
1√

2(1 + γ−1)

(
〈~σ, ~β〉

1 + γ−1

)
.

Доказательство аналогично предыдущему.

Свойство 9. Справедливо соотношение

ρ2Π±(t) = ∓iΠ∓(t). (Б.11)

Доказательство непосредственно следует из определения матриц Π±(t).

Свойство 10. Справедливо соотношение

ρ1Π±(t) = ±Π±(t)〈~σ, ~β〉 − γ−1Π∓(t). (Б.12)

Доказательство. Домножим левую и правую части соотношения (Б.10) на
iρ2 и правую часть получившегося выражения преобразуем, согласно (Б.11). В
результате получим (Б.12).

Свойство 11. Для матриц Π±(t) справедливы соотношения ортонормирован-
ности и полноты

Πᵀ
±(t)Π±(t) = I2×2, Πᵀ

±(t)Π∓(t) = 02×2; (Б.13)

Π+(t)Πᵀ
+(t) + Π−(t)Πᵀ

−(t) = I4×4. (Б.14)
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Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что

Πᵀ
±(t)Π±(t) =

1

2(1 + γ−1)
[(1 + γ−1)2 + (〈~σ, ~β〉)2] =

=
1

2(1 + γ−1)
(1 + 2γ−1 + γ−2 + ~β2)I2×2 = I2×2;

Πᵀ
±(t)Π∓(t) =

±1

2(1 + γ−1)
[〈~σ, ~β〉(1 + γ−1) − (1 + γ−1)〈~σ, ~β〉] = 0;

Π+(t)Πᵀ
+(t) + Π−(t)Πᵀ

−(t) =
1

2(1 + γ−1)
×

×
{(

(1 + γ−1)2 〈~σ, ~β〉(1 + γ−1)

〈~σ, ~β〉(1 + γ−1) ~β2

)
+

+

(
~β2 −〈~σ, ~β〉(1 + γ−1)

−〈~σ, ~β〉(1 + γ−1) (1 + γ−1)2

)}
= I4×4,

что и следовало доказать.

Приложение В. Уравнения Гейзенберга для оператора
поляризации Ŝµ

Запишем уравнения Гейзенберга для оператора поляризации

d

dt
〈Ψ|Ŝµ|Ψ〉D = 〈Ψ|∂Ŝµ

∂t
|Ψ〉D +

i

~
〈Ψ|[ĤD, Ŝµ]|Ψ〉D; (В.1)

где

Ŝµ = (Ŝ0, ~̂S), Ŝ0 =
1

m0c
〈~Σ, ~̂P〉, ~̂S = ρ3

~Σ +
1

m0c
ρ1
~̂P , (В.2)

ĤD = Ĥ0 − i~Ĥ1, Ĥ0 = c〈~α, ~̂P〉 + ρ3m0c
2 + eΦ,

Ĥ1 =
ie0(g − 2)

4m0c
[ρ3〈~Σ, ~H〉 + ρ2〈~Σ, ~E〉].

(В.3)

Лемма B.1. Справедливо соотношение

∂Ŝ0

∂t
+
i

~
[Ĥ0, Ŝ0]− =

e

m0c
〈~Σ, ~E〉. (В.4)

Доказательство. Действительно,

∂Ŝ0

∂t
= − e

m0c2
〈~Σ, ∂

~A

∂t
〉.

[Ĥ0, Ŝ0]− =
ie~

m0c
〈~Σ,∇Φ〉.

С учетом соотношения ~E = −∇Φ − 1
c

∂ ~A
∂t

лемма доказана.
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Лемма B.2. Справедливо соотношение

∂ ~̂S

∂t
+
i

~
[Ĥ0, ~̂S]− =

e

m0c
(ρ1

~E + ~H × ~Σ). (В.5)

Доказательство. Действительно,

∂ ~̂S

∂t
= − e

m0c2
ρ1
∂ ~A

∂t
,

[Ĥ0, ρ3
~Σ]− = c{(iρ2)(~̂P − i~Σ × ~̂P − iρ2(~̂P + i~Σ × ~P)} = −2icρ2

~̂P ,
1

m0c
[Ĥ0, ρ1

~̂P ] = 2icρ2
~̂P +

i~e

m0c
ρ1∇Φ +

1

m0

[〈~Σ, ~̂P〉, ~̂P ]−.

С учетом соотношения

[P̂k, P̂l] =
i~e

c
(Al,k − Ak,l) =

i~e

c
εlkjHj,

где εlkj — абсолютно антисимметричный тензор, лемма доказана.

Лемма B.3. Справедливо соотношение

[Ĥ1, Ŝ0]− = −e0(g − 2)

2(m0c)2

{
ρ3〈~Σ, ~H × ~̂P〉 + ρ2〈~Σ, ~E × ~̂P〉+

+
~

2
(ρ3 div ~H + ρ2 div ~E + iρ3〈~Σ, rot ~H〉 + iρ3〈~Σ, rot ~E〉)

}
. (В.6)

Доказательство. Действительно,

[H1, Ŝ0]− =
ie0(g − 2)

2m0c

1

m0c

{
ρ3[〈~Σ, ~H〉〈~Σ, ~̂P〉]− + ρ2〈~Σ, ~E〉〈~Σ, ~̂P〉]−

}
,

[〈~Σ, ~H〉, 〈~Σ, ~̂P〉]− = [〈 ~H, ~̂P〉]− + i〈~Σ, ~H × ~̂P〉 − i〈~Σ, ~̂P × ~H〉 =

= 2i〈~Σ, ~H × ~̂P〉 + i~ div ~H − ~〈~Σ, rot ~H〉,

что и требовалось доказать.

Лемма B.4. Справедливо соотношение

[Ĥ1, ~̂S] =
e0(g − 2)

2(m0c)2

{
(m0c)(−~Σ × ~H − ~Eρ1) + ρ3〈~Σ, ~E〉~̂P − ρ2〈~Σ, ~H〉~̂P−

−i~
2

grad(ρ3〈~Σ, ~E〉 + ρ2〈~Σ, ~H〉)
}
. (В.7)

Доказательство. Действительно,

[Ĥ1, ρ3
~Σ]− =

ie0(g − 2)

2m0c

{
[〈~Σ, ~H〉, ~Σ]− + iρ1[〈~Σ, ~E〉, ~Σ]+

}
=

=
e0(g − 2)

2m0c
{−~Σ × ~H − ~E · ρ1};
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[
Ĥ1,

1

m0c
ρ1
~̂P
]
−

=
ie0(g − 2)

2m0c

{
iρ2[〈~Σ, ~H〉, ~̂P ]+ − iρ3[〈~Σ, ~E〉, ~̂P ]+

}
=

=
e0(g − 2)

(m0c)2

{
ρ3〈~Σ, ~E〉~̂P − ρ2〈~Σ, ~H〉~̂P −

−i~
2

grad(ρ3〈~Σ, ~E〉 − ρ2〈~Σ, ~H〉)
}
,

что и требовалось доказать.

Лемма B.5. Справедливо соотношение

Πᵀ
+(t)

{
∂Ŝ0

∂t
+
i

~
[Ĥ0, Ŝ0]−

}
Π+(t) =

e

m0cγ

{
〈~σ, ~E〉 + γ

〈~β, ~E〉
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉
}
. (В.8)

Доказательство непосредственно следует из (Б.9).

Лемма B.6. Справедливо соотношение

Πᵀ
+(t)

{
∂ ~̂S

∂t
+
i

~
[Ĥ0, ~̂S]−

}
Π+(t) =

e

m0c

{
〈~σ, ~β〉 ~E+

+γ−1 ~H × ~σ +
1

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉 ~H × ~β

}
. (В.9)

Доказательство непосредственно следует из (Б.12) и (Б.9).

Лемма B.7. Справедливо соотношение

Πᵀ
+(t)[Ĥ1, Ŝ0]−Π+(t) = −e0(g − 2)

(m0c)2

{(
〈~σ, ~β〉 1

1 + γ−1
〈~β, ~H × ~̂P〉−

−〈~σ, ~H × ~̂P〉
)
− 〈~σ, ~β × ( ~E × ~̂P)〉

}
+O(~). (В.10)

Доказательство непосредственно следует из (Б.7) и (Б.8).

Лемма B.8. Справедливо соотношение

Πᵀ
+(t)[Ĥ1, ~̂S]−Π+(t) =

e0(g − 2)

(m0c)2
×

×
{
−m0c

(
〈~σ, ~β〉 ~E − γ−1 ~H × ~σ − 1

1 + γ−1
〈~σ, ~β〉 ~H × ~β

)
−

−
(
〈~σ, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
− 〈~β, ~E〉 − 〈~σ, ~β × ~H〉

)
~̂P
}

+O(~). (В.11)

Доказательство непосредственно следует из (В.7), (Б.7) и (Б.8).

Лемма B.9. Справедливы соотношения

Πᵀ
+(t)Ŝ0Π+(t) =

1

m0c

(
γ−1〈~σ, ~P〉 +

〈~β, ~̂P〉
1 + γ−1

〈~σ, ~β〉
)
, (В.12)

Πᵀ
+(t) ~̂SΠ+(t) = ~σ − 〈~σ, ~β〉

~β

1 + γ−1
+

1

m0c
~̂P〈~σ, ~β〉. (В.13)
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Доказательство непосредственно следует из (Б.9), (Б.7) и (Б.12).

Лемма B.10. Вектор

~a = ~ζ +
γ~β

1 + γ−1
〈~ζ, ~β〉

удовлетворяет уравнению

~̇a =
ge

2m0cγ
(〈~a, ~β〉 ~E + ~H × ~a) +

e(g − 2)γ

2m0c
~β(〈~a, ~E〉+

+〈~a, ~β〉〈~β, ~E〉 + 〈~β,~a× ~H〉). (В.14)

Доказательство. Выразим вектор ~ζ через ~a и получим

~ζ = ~a−
~β

1 + γ−1
〈~a, ~β〉 (В.15)

(см. (Б.1) и (Б.2)). Усредняя выражение (В.9) по J (1), пеpейдя к пpеделу ~ → 0
и подставив соотношение (В.15) в полученное выражение, найдем

e

m0c

{
γ−1〈~a, ~β〉 ~E + γ−1 ~H×

(
~a−

~β

1 + γ−1
〈~a, ~β〉

)
+

1

1 + γ−1
γ−1〈~a, ~β〉 ~H × ~β

}
=

=
e

m0cγ
{〈~a, ~β〉 ~E + ~H × ~a}.

Аналогично преобразуем выражение (В.11):

e(g − 2)

(m0c)2

{
−m0c(〈~a, ~β〉 ~E + ~H × ~a)γ−1 −

−γm0c~β
(
γ−1〈~a, ~β〉 〈~β, ~E〉

1 + γ−1
+ 〈~a, ~E〉 +

〈~β, ~E〉
1 + γ−1

〈~a, ~β〉 − 〈~a, ~β × ~H〉
)}

=

=
e(g − 2)

2m0c
{γ−1(〈~a, ~β〉 ~E + ~H × ~a) + γ~β(〈~a, ~E〉 + 〈~a, ~β〉〈~β, ~E〉 − 〈~a, ~β × ~H〉)}.

Подставив полученное выражение в (1.32), получим (В.14), что и требовалось
доказать.

Приложение Г. Функция Лагранжа векторного поля Vµ

Мы исходим из функции Лагранжа векторного поля V µ, которая в общей
теории относительности имеет вид

LGR = −1

2
Wµν

∗

W
µν +

m2c2

~2
Vµ

∗

V
µ +

ie(g − 1)

c~
FµνV

µ
∗

V
ν . (Г.1)

Здесь Wµν = DµVν −DνVµ, Dµ = ∇µ − ie
c~
Aµ – удлиненная ковариантная произ-

водная, Aµ – потенциал внешнего электромагнитного поля, Fµν = ∂µAν−∂νAµ –
тензор напряженности электромагнитного поля, m и e – соответственно, масса
и заряд векторной частицы. Последнее слагаемое в (Г.1) описывает взаимодей-
ствие электромагнитного поля с аномальным магнитным моментом векторной
частицы.



196 Глава 6. Приложения

Минимальное взаимодействие векторного поля V µ с кручением пространства-
времени вводится посредством обобщения функции Лагранжа (Г.1) на случай
пространства Римана–Картана заменой ∇µ → ∇̃µ (условие метричности счита-

ется выполненным), где действие оператора ∇̃µ на векторное поле V µ опреде-
ляется как

∇̃µV
ν = ∂µV

ν + Γ̃ ν
µρ.V

ρ. (Г.2)

Здесь Γ̃µρ
ν = Γµν

ρ − Kµν
ρ – аффинная связность, где Γµν

ρ – символы Кри-
стофеля, а тензор конторсии Kµν

ρ определен выражением

Kµν
ρ = −Sµν

ρ − Sρ
µν − Sρ

νµ, (Г.3)

в котором тензор кручения Sρ
µν = Γ̃[µν]

ρ. Тогда исходный лагранжиан можно
разделить на две части, одна из которых не содержит полей кручения и совпа-
дает с LGR (Г.1). В итоге

L = LGR + LVS, (Г.4)

где LVS имеет вид

LVS = −2Sµν
ρSµνσVρ

∗

V σ +Sµνσ(Wµν

∗

V σ +
∗

W µν Vσ). (Г.5)

Варьируя действие, соответствующее функции Лагранжа (Г.4), по полю V µ,
получаем уравнения движения (9.1). Напомним, что входящие в (Г.4) поля Sµν

ρ

и Fµν считаются внешними.

Приложение Д. Уравнение движения спина

Уравнение движения спина векторной частицы было получено в главе 2 (см.
также [43]) отличным от рассмотренного выше способом: путем усреднения при
~ → 0 гейзенберговского уравнения движения на оператор спина по главному
члену ТКС-асимптотики. Мы покажем здесь, что спиновое уравнение (15.10)
также может быть получено этим способом. Для этого прежде всего следует
определить оператор спина векторной частицы. Наиболее разумным представ-
ляется следующий выбор:

(T̂ µ)αβ = − i

mc
eµαβσΠ̂σ. (Д.1)

В свою очередь, псевдовектор спина aµ определим как квантово-механическое
среднее оператора (Д.1) в состоянии V µ (13.6) с точностью до O(~1/2), т.е.

aµ(s)
def
= 〈T̂ µ〉 +O(~1/2). (Д.2)

Отсюда получаем выражение

aµ = ieµαβσ

∗
0

uα
0

uβ q̇σ, (Д.3)

которое совпадает с (14.6). Далее следует воспользоваться тем фактом, что
на классе квазиклассически сосредоточенных состояний эволюция квантово-
механического среднего для произвольного оператора Q̂ описывается уравне-
нием

D

ds
〈Q̂〉 =

i

~
〈[ĤP , Q̂]−〉 +O(~1/2). (Д.4)

Здесь ĤP – оператор Прока, определяемый как (ĤP )α
σ = ~2Ĥα

σ . Справедливость
уравнения (Д.4) доказана в во второй главе (см. также [43]). Теперь нетрудно
получить уравнение, которому удовлетворяет псевдовектор спина aµ, если вме-
сто оператора Q̂ в (Д.4) подставить оператор (Д.1). В итоге после несложных
вычислений получим в точности уравнение (14.10).
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Приложение Е. Псевдовектор кручения

Основные положения теории взаимодействия материальных полей круче-
ния и, в частности, включение спинорных полей в геометрию Римана–Картана
можно почерпнуть из классических работ Хеля [158,159]. Приведем ниже необ-
ходимые факты, используемые в настоящей главе.

Пространство Римана–Картана представляет собой многообразие с метри-
кой gµν и связностью Γ̃µν

α, удовлетворяющее условию метричности. Тензор кру-

чения определяется как антисимметричная часть Γ̃µν
α

Sµν
α =

1

2
(Γ̃µν

α − Γ̃νµ
α). (Е.1)

Из условия метричности следует

Γ̃µν
α = Γµν

α −Kµν
α, (Е.2)

где Γµν
α – связность Кристоффеля для метрики gµν , а тензор конторсии Kµν

α

определяется выражением

Kµν
α = −Sµν

α + Sν
α

µ − Sα
µν ,

Kµνα = gαβKµν
β, Kµνα = −Kµαν .

(Е.3)

В свою очередь, для псевдовектора кручения имеем

Sµ =
1

3!
eµναβS

ναβ. (Е.4)

Аналогичным образом вводится псевдовектор конторсииKµ. Нетрудно убедить-
ся в справедливости равенства

Kµ = −Sµ. (Е.5)

Минимальное взаимодействие массивного спинорного поля φ с метрикой и кру-
чением вводится функцией Лагранжа

L =
1

2
i(φ̄γµD̃µφ− D̃µφ̄γ

µφ) − mc

~
φ̄φ, (Е.6)

где оператор ковариантной производной D̃µ действует по правилу

D̃µφ =
(
∇µ +

ie

c~
Aµ

)
φ− Γµφ+

1

4
Kµαβγ

αβφ,

D̃µφ̄ =
(
∇µ +

ie

c~
Aµ

)
φ̄+ φ̄Γµ − 1

4
φ̄Kµαβγ

αβ.
(Е.7)

Подставив (Е.7) в (Е.6), мы стандартным образом придем к уравнению Дирака
для спинорного поля φ в форме (9.5).

Приложение Ж. Свойства предканонического оператора
в области пересечения карт

Для доказательства соотношения (36.40) воспользуемся методом стационар-
ной фазы. Рассмотрим быстроосциллирующий интеграл вида

I(~−1) =

∫
ϕ(ω, x) exp

[ i
~
S(ω, x)

]
dx, x ∈ R1, (Ж.1)
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где ω – параметр. Пусть функция S(ω, x) допускает только одну невырожден-
ную критическую точку x0 = x0(ω), т.е. Sx(x0, ω) = 0, Sxx(x0, ω) 6= 0. Тогда
при ~ → 0 справедливо следующее асимптотическое разложение интеграла
(Ж.1) [160]:

I(~−1) =

√
2π~

|Sxx(x0)|
ϕ(ω, x) exp

[ i
~
S(ω, x0) +

iπ

4
sgnSxx(x0)

]
+O(~). (Ж.2)

Рассмотрим интеграл в правой части выражения (36.38) и выделим быстро-

осциллирующую часть экспоненты. Поскольку ∆q2 = q2 − q2(τ) = q2 = O(
√

~) и
справедливо соотношение p1

(
τ j
1 (p1)

)
= p1, то (36.38) можно представить в виде

(
K(Ωj1)[F ]

)
(~q) =

exp(iπγj1/2)√
−2πi~

∫
dp1 exp

[ i
~
S(p1, ~q)

] f
(
τ j1
1 (p1), ~q

)
√
|Ṗ1

(
τ j1
1 (p1)

)
|
, (Ж.3)

где

S(p1, ~q) = p1q1 +

τ
j1
1 (p1)∫

0
τ1

dt P1(t)Q̇1(t) − P1Q1

(
τ j1
1 (p1)

)
+ I0ϕ.

Таким образом, координаты q1 и ϕ в (Ж.3) играют роль параметров. Ста-
ционарные точки определяются из условия Sp1(p1, ~q) = 0. Отсюда получим

q1 = Q1

(
τ j1
1 (p1)

)
. В области пересечения карт Vj1 и Vj2 это уравнение имеет

единственное решение p1 = P1(q1), которое определяет требуемую стационар-
ную точку. Можно показать, что в области пересечения карт Vj1 ∩Vj2 для функ-

ций τ j1
1 (p1) и τ j2

1 (q1) справедливо соотношение τ j1
1 (p1)

p1=P1(q1)
= τ j2

1 (q1). Следова-
тельно, в стационарной точке

S
(
P1(q1), ~q

)
=

τ
j2
1 (q1)∫

0
τ1

P1(t)dQ1(t) + I0ϕ, (Ж.4)

Sp1p1

(
P1(q1), ~q

)
= −Q̇1

Ṗ1

(
τ j2
1 (q1)

)
. (Ж.5)

Применим (Ж.2) к интегралу (Ж.3). С учетом (Ж.4) и (Ж.5) получим

(
K(Ωj1)[F ]

)
(~q) =

exp(iπγj1/2)√
|Q̇1

(
τ j2
1 (q1)

)
|
exp

{
i

~

( τ
j2
1 (q1)∫

0
τ1

P1(t)dq1 + I0ϕ

)}
×

× exp
{iπ

4

[
1 − sign

Q̇1

Ṗ1

(
τ j2
1 (q1)

)]}
f
(
τ j2
1 (q1), q

)
+O(~) =

= exp
{iπ

2

(
γj1 − γj2 + inerdex

Q̇1

Ṗ1

)}(
K(Ωj2)[F ]

)
+O(~), (Ж.6)

где, по определению, inerdex Q̇1/Ṗ1 = −(sign Q̇1/Ṗ1−1)/2. Прямым вычислением
нетрудно получить следующее соотношение:

γj2 [l(
0

τ 1, τ1)] = γj1 [l(
0

τ 1, τ1)] + inerdex
Q̇1

Ṗ1

(τ1), (Ж.7)
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τ1 ∈ Vj1 ∩ Vj2 .

Из (Ж.7) и (Ж.6) немедленно следует соотношение (36.40).

Приложение З. Поведение волновой функции
в окрестности каустики

Представляет интерес рассмотреть поведение волновой функции
0

ΨE(q, ~)
при ~ → 0 в малой окрестности каустики πq(Σ) ∈ Rs

q, образованной в нашем

случае точками {q1(τ±1 ) = R±, q2 = 0, ϕ ∈ [0, 2π]}, где q̇1(τ
±
1 ) = 0. Выберем

разбиение единицы таким образом, что

supp e2(τ1, ε) = [τ+
1 − ε, τ+

1 + ε],
supp e4(τ1, ε) = [τ−1 − ε, τ−1 + ε]

(З.1)

где ε – малый параметр O(~1/6). Для удобства обозначим eζ = (e2, e4), τ
ζ
1 =

(τ+
1 , τ

−
1 ). Тогда функция

0

ΨE(q, t) при ~ → 0 имеет вид (предполагаем, что усло-
вие (36.48) выполнено)

0

ΨE(~q, ~) =

T1∫

0

dτ1
(
e1(τ1, ε) + e3(τ1, ε)

)√
q̇1(τ1)×

×
(

exp
i

~

τ1∫

0

P1(t)dQ1(t)
)
δ
(
q1 −Q1(τ1)

)
Φν(τ1, q2, ϕ)+

+
∑

ζ

τζ
1 +ε∫

τζ
1−ε

dτ1
eζ(τ1, ε)√
−2πi~

√
Ṗ1(τ1)

{
exp

i

~

[ τ1∫

0

P1(t)dQ1(t)+

+P (τ1)
(
q1 −Q1(τ1)

)]}
Φν(τ1, q2, ϕ) ≡ J0 +

∑

ζ

Jζ . (З.2)

Проанализируем поведение асимптотики при ~ → 0. Введем новые перемен-
ные u = (τ1 − τ ζ

1 )/ε1 и получим

Jζ = ε2

1/ε∫

−1/ε

du
eζ(τ

ζ
1 + ε2u)√
−2πi~

√
ṗ1(τ

ζ
1 + ε2u)Φν(τ

ζ
1 + ε2u, q2, ϕ)×

× exp
i

~

[τζ
1 +ε2u∫

0

P1(t)dQ1(t) + P1(τ
ζ
1 + ε2u)

(
q1 −Q1(τ

ζ
1 + ε2u)

)]
. (З.3)

Рассмотрим область конфигурационного пространства, содержащую каустику
и состоящую из точек

V ζ
δ [πq(Σ)] = {(~q) : q1 −Q1(τ

ζ
1 ) = O(~2/3), q2 = O(~1/2), ϕ ∈ [0, 2π]}. (З.4)

Разложим (З.3) в ряд по параметру ε2 = O(~1/3). Тогда в точках (З.4) получим

Jζ = ε2eζ(τ
ζ
1 )
√
Ṗ1(τ

ζ
1 )Φν(τ

ζ
1 , q2, ϕ) exp

i

~

[ τζ
1∫

0

P1(t)dQ1(t) + P1(τ
ζ
1 )
(
q1 −Q1(τ

ζ
1 )
)]
×
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× 1√
−2πi~

{ ∞∫

−∞

du exp i
[
uṖ1(τ

ζ
1 )
q1 −Q1(τ

ζ
1 )

~2/3
− u3

6
Ṗ1(τ

ζ
1 )Q̈1(τ

ζ
1 )
]

+O(~1/3)
}
. (З.5)

Воспользуемся интегральным представлением функции Эйpи

Ai(x) =
1

2π

∞∫

−∞

dξ exp i(ξx+ ξ3/3)

и тождеством eζ(τ
ζ
1 ) = 1. Тогда получим

Jζ =
ε2

√
~

√
2π exp(iπ/4)

(
− Ṗ1(τ

ζ
1 )Q̈1(τ

ζ
1 )/2

)1/3

√
Ṗ1(τ

ζ
1 )Φν(τ

ζ
1 , q2, ϕ)×

×
{

exp
i

~

[ τζ
1∫

0

P1(t)dQ1(t) + P1(τ
ζ
1 )
(
q1 −Q1(τ

ζ
1 )
)]}

×

×
{

Ai
[
Zζ
q1 −Q1(τ

ζ
1 )

~2/3

]
+O(~1/3)

}
, (З.6)

где Zζ = Ṗ1(τ
ζ
1 )/(−Ṗ1(τ

ζ
1 )Q̈1(τ

ζ
1 )/2)1/3. Таким образом, в окрестности каустики

V ζ
δ [πq(Σ)] главный член асимптотики (З.6) имеет порядок O(~−1/6), что говорит

о существенном росте амплитуды решения
0

ΨE(~q, ~) в этих точках при ~ → 0.
Рассмотрим в конфигурационном пространстве область тени, образованную

точками

W ζ
δ = {(q) : [q1 −Q1(τ

ζ
1 )] = O(~α), q2 = O(~1/2), ϕ ∈ [0, 2π]}, (З.7)

где α < 1/2 и q1−Q1(τ
ζ
1 ) 6= 0. Мы покажем, что в области W ζ

δ функция
0

ΨE(~q, ~)
является асимптотическим нулем. Аналогично предыдущему случаю, с помо-

щью интеграла Jζ рассмотрим поведение функции
0

ΨE(~q, ~) в точках (З.7). После

замены переменных u = (τ1 − τ ζ
1 )/ε3 получим

Jζ = µ(~)

1/ε2∫

−1/ε2

du
[
exp

i

~
ε3uṖ1(τ

ζ
1 )
(
q1 −Q1(τ

ζ
1 )
)]

Φ̃ν(u, q2, ϕ, ~), (З.8)

где

µ(~) =
ε3

√
−2πi~

exp
i

~

[ τζ
1∫

0

P1(t)dQ1(t) + P1(τ
ζ
1 )
(
q1 −Q1(τ

ζ
1 )
)]

= O(1) (З.9)

и

Φ̃ν(u, q2, ϕ, ~) = eζ(τ
ζ
1 + ε3u)

√
Ṗ1(τ

ζ
1 + ε3u)×

×Φν(τ
ζ
1 + ε3u, q2, ϕ) exp

i

~

[ τζ
1 +ε3u∫

τζ
1

P1(t)dQ1(t)+
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+
[
P1(τ

ζ
1 + ε3u) − P1(τ

ζ
1 ) − Ṗ1(τ

ζ
1 )ε3u

](
q1 −Q1(τ

ζ
1 )
)
+

+p1(τ
ζ
1 + ε3u)

[
Q1(τ

ζ
1 ) −Q1(τ

ζ
1 + ε3u)

]}
. (З.10)

Разложив функцию (З.10) в асимптотический ряд по ε3, мы получим, что

главный член разложения имеет порядок O(1). В силу условия Φ̃ν |u=±ε−2 = 0

(которое немедленно следует из (З.1)) и ограниченности функций Φ̃ν , преде-
лы интегрирования в (З.8) можно заменить на ±∞. Поскольку в области (З.7)
интеграл (З.8) не имеет критических точек, а функция (З.10) регулярна по от-
ношению к переменным u, то, согласно теории асимптотических оценок быст-
роосциллирующих интегралов [160], получим

Jζ = O(~∞). (З.11)

Приложение И. Конструкция семейства [Λ1(I), rn(I)] для
классических систем с одной циклической переменной

Рассмотрим часто встречающийся в приложениях случай, когда функция
Гамильтона допускает циклическую угловую переменную ϕ (mod2π). В этом
случае всегда можно выделить специальное семейство замкнутых фазовых тра-
екторий Λ1(I), отвечающих движению классической системы по равновесной
окружности. Опишем кратко их конструкцию (см. также [33]).

Обозначим через I канонически сопряженный импульс к переменной ϕ. За-
фиксируем числовой интервал ΩI 3 I и потребуем выполнения условия

∂H
∂I

(~p, I, ~q) = 0. (И.1)

Введем на редуцированном фазовом пространстве Rn−1
p ×Rn−1

q однопараметри-
ческое по I семейство функций Гамильтона

H̃I(p, q) = H(~p, I, ~q), I ∈ ΩI . (И.2)

Обозначим через r̃0(I) =
(
~p0(I), ~q0(I)

)
критическую точку функции H̃I(~p, ~q):

∇pH̃I

∣∣
r̃0(I)

= ∇qH̃I

∣∣
r̃0(I)

= 0. (И.3)

Тогда нетрудно убедиться, что при каждом фиксированном значении параметра
I ∈ ΩI кривая

Λ1(I) = {p0(I), I, q0(I), ϕ = ω0(I)τ}, (И.4)

где ω0(I) = ∂H
∂I

(
p0(I), I, q0(I)

)
, является замкнутой траекторией исходной га-

мильтоновой системы, лежащей на уровне энергии E0(I) = λ(+)|Λ1(I). В конфи-
гурационном пространстве Rn

q траектории (И.4) отвечает движение по замкну-
той равновесной окружности с периодом T (I) = 2π/ω0(I).

Построение комплексного ростка rn(I) на семействе Λ1(I) существенно упро-
щается, поскольку в этом случае матрица Hvar|Λ1(I) ≡ W (I) постоянна и про-
цедура построения решений Флоке, удовлетворяющих условиям существования
ростка, сводится к решению задачи на собственные векторы и собственные зна-
чения для матрицы W (I):

W (I)fk = iωk(I)fk, Im ωk = 0. (И.5)

Тогда требуемые решения Флоке системы в вариациях с матрицей W (I) имеют
вид

ak(τ, I) = fk exp[iωk(I)τ ]. (И.6)
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Приложение К. Решения Флоке спинового уравнения

Здесь будут представлены формулы для решений Флоке системы

iu̇ζ + 〈~σ, ~B
(
z(t)

)
〉uζ = 0, uζ(t+ T ) = exp(iΩζt)uζ(t), (К.1)

Im Ωζ = 0, ζ = ±1,

используемые при построении спектральных серий оператора Дирака.
Предложение. Все мультипликаторы системы (К.1) по абсолютной ве-

личине равны единице.
Доказательство. Пусть vζ – некоторые решения Флоке системы (К.1) с

мультипликатором λζ , тогда

vζ(τ + T ) = λζvζ(τ). (К.2)

Отсюда следует
+
vζ (τ + T )vζ(τ + T ) = |λζ |2

+
vζ (τ)vζ(τ). (К.3)

Заметим далее, что для любых двух решений системы (К.1) v1(τ) и v2(τ) вели-

чина
+
v1 (τ)v2(τ) сохраняется. Отсюда следует

+
vζ (τ + T )vζ(τ + T ) =

+
vζ (τ)vζ(τ). (К.4)

Сравнивая (К.3) и (К.4) при условии
+
vζ vζ 6= 0, получаем доказательство утвер-

ждения.
Рассмотрим теперь два частных случая, когда вопрос вопрос существова-

ния решений Флоке, удовлетворяющих условиям (К.1), решается достаточно
конструктивно.

Случай 1. ~B(τ) = ~B = const. В этом случае матрица монодромии системы

(К.1) есть G(T ) = exp[−i〈~σ, ~B〉T ] и задача построения мультипликаторов λζ =
exp[−iωs

ζT ] сводится к решению уравнения

〈~σ, ~B〉fζ = ωs
ζfζ . (К.5)

Введем единичный вектор ~n = ~B/| ~B| = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). Тогда урав-
нение (К.5) допускает общее решение вида

ωs
ζ = ζ| ~B|, fζ =

eiα

√
2

(
ζ
√

1 + ζ cos θ exp(−iϕ/2)√
1 − ζ cos θ exp(iϕ/2)

)
, α = const, ζ = ±1, (К.6)

а постоянные спиноры fk образуют полную и ортонормированную систему

+

f ζ′ fζ = δζ′ζ ,
∑

ζ

fζ

+

f ζ= 1. (К.7)

В итоге получаем следующий набор решений Флоке:

vζ(τ) = e−iζ| ~B|τfζ , ζ = ±1. (К.8)

Случай 2. ~B(τ) =
(
− B⊥ sin(ω0τ),−B⊥ cos(ω0τ),B3

)
, где ω0 = 2π/T (E0).

В этом случае уравнение (К.1) с помощью унитарного преобразования v(τ) =
Sṽ(τ), S = exp(−iω0τσ3/2) приводится к виду

(
− i

d

dτ
+ 〈~σ, ~̃B〉

)
ṽ(τ) = 0, (К.9)
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где ~̃B = (0,B⊥,B3 −ω0/2), и, таким образом, к рассмотренному выше случаю 1.
В результате можно получить следующий набор решений Флоке:

vζ(τ) = e−i(σ3ω0/2+ζ|~̃B|)τ f̃ζ , (К.10)

с характеристическими показателями

ωs
ζ = ζ

(ω0

2
+ |~̃B|

)
, ζ = ±1. (К.11)

Здесь спиноры f̃s определяются единичным вектором ~n = ~̃B/|~̃B| по формуле
(К.6).

Приложение Л. Решения задачи Коши для спинового
уравнения в адиабатическом приближении

Найдем приближенные по mod O(T−2) решения задачи Коши (38.5). Иными
словами, требуется определить функцию vζ(t), удовлетворяющую уравнению

(
− i

d

dt
+ 〈~σ, ~B(t)〉

)
vζ(t) = O(T−2) (Л.1)

с начальными данными (38.5). Для решения этой задачи воспользуемся мето-
дом, применявшимся нами ранее в разд. 36 части I.

На классической траектории ~x = ~X0(R̃(s)) + T−1 ~X1(s, θ) +O(T−2) (см. фор-
мулы (I.36.8) и (I.36.16)), описывающей адиабатическое движение классической

системы с функцией Гамильтона λ(+)(~p, ~x,R(t)), вектор поляризации ~B(t) (38.6)
допускает следующее разложение по параметру T−1:

~B(t) = ~B(R̃(s)) + T−1 ~B1(s, θ) +O(T−2), (Л.2)

где

~B(R̃(s)) =
e0

2mc
~H(R̃(s)), (Л.3)

~B1(s, θ) =
e0

2mc

[
− 1

c

d ~X0(R̃(s))

dt
× ~E(R̃(s)) + 〈 ~H,~x(R̃(s)), ~X1(s, θ)〉

]
. (Л.4)

Решение уравнения (Л.1) ищем в виде асимптотического ряда

vζ(t) =
0

vζ (s, θζ) + T−1 1

vζ (s,Ξ) +O(T−2), (Л.5)

где Ξ = (θ, θ+, θ−) – набор быстрых переменных, включающий кроме старых
переменных θ две новые: θζ = TΦζ(s), ζ = ±1, – отвечающие спиновым сте-
пеням свободы электрона. Подставив формулы (Л.2) и (Л.5) в (Л.1) и прирав-
няв слагаемые, стоящие при одинаковых степенях 1/T , получим уравнение для

определения функций
0

vζ и
1

vζ :

−iΦ′
ζ(s)

∂
0

vζ

∂θζ

+ 〈~σ, ~B(R̃(s))〉 0

vζ= 0, (Л.6)

−iΦ′(s)
∂

1

vζ

∂Ξ
+ 〈~σ, ~B(R̃(s))〉 1

vζ= i
∂

0

vζ

∂s
− 〈~σ, ~B1(R̃(s))〉 0

vζ . (Л.7)
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Из первого уравнения с учетом условия периодичности по быстрым переменным
Ξ получим в нулевом приближении

Φζ(s) =

s∫

s0

dsΩζ(R̃(s)) (Л.8)

и
0

vζ (s, θζ) = vζ(R̃(s)) exp
[
− i
(
θζ + Mζ(s)

)]
, (Л.9)

где величины vζ(R̃(s)) и Ωζ(R̃(s)) определены в (31.8). В выражение (Л.9) во-
шли также произвольные вещественные функции Mζ(s), определяемые из по-
следующих приближений и удовлетворяющие начальному условию Mζ(s0) = 0,
ζ = ±1.

Рассмотрим теперь уравнение (Л.7), решение которого будем искать в виде
разложения по собственным векторам vζ(R̃(s)), ζ = ±1:

1

vζ (s,Ξ) =
∑

η

bηζ(s,Ξ)vη(R̃(s))e−i(θη+Mη(s)). (Л.10)

Подставив (Л.9) в (Л.7) и умножив слева на спинор
+
vζ′ (R̃(s)), с учетом (Л.8)

и (Л.9) получим

−iΩ
∂bζ

′

ζ

∂Ξ
+ (Ωζ′ − Ωζ)b

ζ′

ζ =
dMζ(s)

ds
δζζ′ + i

+
vζ′

dvζ

ds
− +
vζ′ 〈~σ, ~B1(s, θ)〉vζ . (Л.11)

Выделив в векторе ~B1(s, θ) (Л.4) явную зависимость от переменных θ, перепи-
шем его в виде

~B1(s, θ) = ~B1
0(R̃(s)) +

3∑

k=1

( ~B1
k(s)e

iθk+
∗

~B 1
k(s)e

−iθk).

Решение уравнения (Л.11) разобьем на два этапа:
1. Пусть в уравнении (Л.11) ζ = ζ ′. Требование ограниченности решения по

переменным Ξ приводит к определению функций Mζ(s)

Mζ(s) = −
s∫

s0

dsΩ1
ζ(R̃(s)), (Л.12)

подынтегральное выражение которого совпадает с (38.11). С учетом (Л.12) ре-
шение уравнения (Л.11) имеет вид

bζζ(s,Ξ) = bζ(s) −
3∑

k=1

1

Ωk

( +
vζ 〈~σ, ~B1

k(s)〉vζe
iθk− +

vζ′ 〈~σ,
∗

~B 1
k(s)〉vζe

−iθk
)

(Л.13)

и определено с точностью до функций bζ(s), удовлетворяющих в начальный

момент времени условию bζζ(s,Ξ)|s=s0 = 0.
2. Пусть в уравнении (Л.11) ζ ′ = −ζ. В этом случае, накладывая дополни-

тельное условие 2π-периодичности коэффициентов b−ζ
ζ по всем переменным Ξ,

получаем

b−ζ
ζ (s,Ξ) = b̃ζ(s)e

2iθζ −
3∑

k=1

{+
vζ 〈~σ, ~B1

k(s)〉vζ

Ωk − 2Ωζ

eiθk −
+
vζ 〈~σ,

∗

~B 1
k(s)〉vζ

Ωk + 2Ωζ

e−iθk

}
+
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+
1

2ωζ

+
v−ζ

[
− i

d

ds
+ 〈~σ, ~B1(R̃(s))〉

]
vζ . (Л.14)

Здесь b̃ζ(s) – постоянные интегрирования, удовлетворяющие начальному усло-

вию b−ζ
ζ (s,Ξ)|s=s0 = 0. При выводе (Л.14) существенно использовалось пред-

положение о невырожденности квазиклассического спектра (31.11) оператора

ĤD(R(t)).
Справедливость формул (38.10) и (38.11) очевидным образом вытекает из

приведенных здесь конструкций.
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