
ЛЕКЦИЯ 5

ЦЕНЗУРИРОВАНИЕ.
ВЫБОР МОДЕЛИ НАДЁЖНОСТИ



Пример 1

На испытания поставлены 7 экземпляров однотипного
оборудования.

Поставлена задача найти точечную оценку параметра
распределения, считая, что времена отказов подчиняются
экспоненциальному распределению.

В ходе испытаний были зафиксированы отказы трех экземпляров
оборудования с временами 1, 2 и 5 единиц времени.

По прошествии 6 единиц времени было принято решение
прекратить испытания.

Лекция 5



Пример 1 (продолжение)

Предположим, было принято решение проводить процедуру
оценивания, основываясь только на наблюдаемых значениях
времени отказа, считая, что количество объектов равно 3.

Используем МНК.
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Пример 1 (продолжение)
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Пример 1 (продолжение)

Используем ММП.
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Пример 1 (продолжение)
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Пример 1 (продолжение)

Однако, тот факт, что некоторые экземпляры оборудования не
отказали к моменту прекращения наблюдения, представляет собой
информацию.

Отказ от использования этой информации означает искажение
результатов оценивания.

Предположим теперь, что для МНК используются значения ,
рассчитанные, исходя из того, что общее количество экземпляров
оборудования равно 7.
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Пример 1 (продолжение)

МНК
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Пример 1 (продолжение)
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Пример 1 (продолжение)

Видно, что учет даже части из имеющейся информации
существенно изменяет результат оценки параметра.

ММП позволяет учесть больше информации.

Обозначим количество наблюдаемых отказов через , а число
экземпляров оборудования, которые не отказали к моменту
прекращения наблюдения через

Также, обозначим через момент окончания наблюдения.
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Пример 1 (продолжение)

Имеющиеся данные можно представить в следующем виде:

отказы

прекращение наблюдений
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Пример 1 (продолжение)

Информацию о том, что некоторый экземпляр оборудования не
отказал к моменту времени можно учесть через вероятность
этого события:

Для использования этой информации необходимо модифицировать
логарифмическую функцию правдоподобия следующим образом:

ಷ
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Пример 1 (продолжение)

Далее определяем максимум модифицированной функции.
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В общем случае, когда за различными экземплярами оборудования
прекращают наблюдать в разное время , логарифмическая
функция правдоподобия принимает вид:

ಷ ೃ

где – вектор оцениваемых параметров, - времена
наблюдаемых отказов, - времена прекращения наблюдения.
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В процессе анализа надежности приходится
сталкиваться с ситуациями, когда определенная
часть объектов или систем не отказывает за период
наблюдения,

а другая часть отказывает, но моменты отказов
точно неизвестны.
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В таких ситуациях возникает необходимость проведения
статистического анализа надежности на основе
специфических выборок, основной особенностью которых
является отсутствие сведений о моментах отказов
контролируемой части изделий.

Это явление носит название цензурирование данных, а
получаемые в результате выборки — цензурированными
выборками.
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Под данными, применительно к задачам надежности, понимают
фиксированные значения наработок изделий, полученные по
результатам испытаний или эксплуатационных наблюдений.

Данными цензурированной выборки являются как наработки
отказавших объектов, так и наработки неотказавших объектов, а
также могут быть интервалы времени, в течение которых объект
отказал, но момент отказа точно неизвестен.

Прежде чем перейти к описанию структуры представления данных
цензурированных выборок, приведем некоторые определения.
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Событие, приводящее к прекращению испытаний или
эксплуатационных наблюдений объекта до наступления отказа
(предельного состояния) изучаемого характера, либо к
обнаружению отказа изучаемого характера в пределах известного
интервала наработки, называется цензурированием.

Цензурированной выборкой называется выборка, элементами
которой являются значения наработки до отказа и наработки до
цензурирования, либо только значения наработки до
цензурирования.
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Как было отмечено ранее, цензурирование — это процесс
возникновения неопределенности момента отказа объекта, причем
интервал неопределенности известен аналитику.

Интервал неопределенности — интервал наработки, внутри
которого произошел либо произойдет отказ объекта, причем
точное значение наработки до отказа неизвестно.

Этот интервал может быть неограниченным справа, тогда говорят о
цензурировании справа, либо ограниченным справа, тогда говорят о
цензурировании слева. Если интервал неопределенности момента
отказа ограничен слева и справа, то говорят о цензурировании
интервалом.
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Пример 2

На испытания поставлены 7 экземпляров однотипного
оборудования.

Поставлена задача найти точечную оценку параметра
распределения, считая, что времена отказов подчиняются
экспоненциальному распределению.

Непосредственно, наблюдения начались только через 6 единиц
времени, при этом 3 экземпляра оборудования уже отказали. В
ходе испытаний были зафиксированы отказы четырех экземпляров
оборудования с временами 7, 8, 18 и 29 единиц времени.
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Пример 2 (продолжение)

МНК
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Пример 2 (продолжение)
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Пример 2 (продолжение)

ММП

Обозначим количество наблюдаемых отказов через , а число
экземпляров оборудования, которые отказали к моменту начала
наблюдения через

Также, обозначим через момент начала наблюдения.
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Пример 2 (продолжение)

Имеющиеся данные можно представить в следующем виде:

отказы до начала наблюдений

наблюдаемые отказы
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Пример 2 (продолжение)

Информацию о том, что некоторый экземпляр оборудования
отказал к моменту времени можно учесть через вероятность
этого события:

Для использования этой информации необходимо модифицировать
логарифмическую функцию правдоподобия следующим образом:

ಷ
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Пример 2 (продолжение)

Далее определяем максимум модифицированной функции.
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В общем случае, когда за различными экземплярами оборудования
начинают наблюдать в разное время , логарифмическая функция
правдоподобия принимает вид:

ಷ ಽ

где – вектор оцениваемых параметров, - времена
наблюдаемых отказов, - времена начала наблюдения за -ым
объектом.
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Пример 3

7 экземпляров однотипного оборудования поставлены на
испытания на двух промышленных площадках (3 и 4).
В ходе испытаний на первой площадке зафиксированы времена
отказов: 2, 5 и 18.
На второй площадке наблюдения проводились через интервалы в
10 единиц времени. Определено, что в интервале 0-10 произошло 3
отказа, 10-20 – 0 отказов, 20-30 – 1 отказ.

Поставлена задача найти точечную оценку параметра
распределения, считая, что времена отказов подчиняются
экспоненциальному распределению.
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Пример 3 (продолжение)

Имеющиеся данные можно представить в следующем виде:

2 F
5 F наблюдаемые отказы
18 F
0-10 3
10-20 0 интервальные данные
20-30 1
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Пример 3 (продолжение)

Информацию о том, что некоторый экземпляр оборудования
отказал на интервале можно учесть через вероятность этого
события:

Для использования этой информации необходимо модифицировать
логарифмическую функцию правдоподобия следующим образом:

ಷ ಺
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Пример 3 (продолжение)

Далее определяем максимум модифицированной функции.
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Общий вид модифицированной логарифмической функции
правдоподобия, учитывающей правое, левое и интервальное
цензурирование имеет вид:

௜

ேಷ

௜ୀଵ

ோ௝

ேೃ

௝ୀଵ

௅௞

ேಽ

௞ୀଵ

௡ ௡

ே಺

௡ୀଵ

наблюдаемые
отказы

правое
цензурирование

левое
цензурирование

интервальное
цензурирование

Лекция 5



Необходимо обратить внимание на то, что интервальное
цензурирование является наиболее общим видом цензурирования,
так как при устремлении правой границы интервала к
бесконечности этот вид цензурирования превращается в
цензурирование справа, а при устремлении левой границы
интервала к нулю — в цензурирование слева.

Правое: ௝ ௝

Левое: ௝ ௝

௜

ேಷ

௜ୀଵ

௝ ௝

ே಺

௝ୀଵ
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Так называемое цензурирование типа I применяется в ситуациях,
когда тестирование заканчивается в определенный заранее момент
времени (например, мы начинаем проверять 100 ламп и
заканчиваем эксперимент после некоторого фиксированного
заранее момента времени).

В этом случае время цензурирования фиксировано, и число
отказавших единиц (в примере, ламп) является случайной
величиной (см. Пример 1).
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При цензурировании типа II эксперимент продолжается до того
момента, когда откажет (выйдет из строя) фиксированное заранее
число проверяемых единиц (например, эксперимент заканчивается
только после выхода из строя 50 ламп).

В этом случае число отказавших элементов фиксировано, а время
является случайной величиной.
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При оценке параметров статистических моделей надежности с
использованием ММП по цензурированным (I и II тип) выборкам
логарифмическая функция правдоподобия должна быть изменена
следующим образом:

где – число наблюдаемых отказов; – объем выборки; –
времена наблюдаемых отказов; - время цензурирования; –
оцениваемый параметр (вектор параметров).

Для цензурирования типа I ценз задается заранее.
Для цензурирования типа II ценз ௜.
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Цензурирование в совокупности с ММП предоставляет еще одну
возможность анализа.

Пример 4

Пусть имеется система, которая может отказать по двум причинам:
A и B. Необходимо по эксплуатационным данным оценить
параметры распределения Вейбулла для отказов по каждой
причине.

Предположим, имеется выборка из времен отказов
оборудования, причем каждому отказу соответствует одна из
причин.
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Пример 4 (продолжение)

При определении оценок параметров для причины А будем считать
времена отказов по причине В временами правого цензурирования,
и наоборот.

Время Причина Время Причина Время Причина Время Причина

8 A 55 B 93 B 167 B

40 B 57 B 114 B 169 B

41 A 65 B 130 B 198 B

42 A 71 A 135 B 226 A

49 A 90 B 148 A 263 A
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Пример 4 (продолжение)
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Истинное распределение времени отказа сложной системы с
большим количеством компонентов, как правило, неизвестно.

В практических целях выбор статистической модели надежности
подразумевает поиск такого закона распределения, который с
высокой точностью позволяет описать имеющуюся выборку данных
об отказах, одновременно оставаясь относительно простым, т.е.
имеющим небольшое количество параметров.

Математический подход к выбору модели позволяет сделать выбор
одной из нескольких моделей-кандидатов из заранее
определенного множества.
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Более сложные модели способны за счет большого количества
параметров значительно менять форму функциональных
зависимостей.

Например, полином пятого порядка может в точности пройти по
шести точкам.
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Однако, стремление повысить описательную точность может
привести к тому, что модель будет хорошо описывать имеющуюся
выборку, и будет непригодна для новых данных.

Модель не должна принимать случайный шум за полезные данные!
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Иногда подходящую модель можно определить визуально,
сравнивая эмпирическую функцию распределения, полученную по
выборке, с функциями распределения моделей-кандидатов.
Однако, это не всегда возможно.
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Наиболее прямолинейным способом математического выбора
модели является выбор модели, обладающей максимальным
значением функции правдоподобия.

Пусть и - значения логарифмических функций
правдоподобия, вычисленные для двух моделей-кандидатов с
оценёнными векторами параметров и .

Следует отдать предпочтение модели, имеющей наибольшее
значение (или наименьшее значение ).

Лекция 5



Хотя такой подход учитывает согласованность выбранной модели с
данными, он не принимает во внимание сложность модели.

Как правило, более сложная модель будет иметь лучшее значение
или , нежели простая.

Мы можем найти баланс между точностью и простотой модели,
используя информационные критерии.

Первым таким критерием был информационный критерий Акаике
(AIC).
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Значение критерия рассчитывается как

где – число параметров модели, - значение логарифмической
функции правдоподобия, вычисленное для найденных оценок
параметров.

Поскольку – всегда положительно, большое количество
параметров увеличивает (ухудшает) значение .

Можно рассматривать величину как «штраф» за количество
параметров.
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Отметим, что значение показывает лишь относительное
качество модели в сравнении с другими моделями-кандидатами, и
ничего не говорит об абсолютном качестве.

Таким образом, если все модели-кандидаты плохо подходят к
имеющимся данным, все равно выберет какую-то модель как
лучшую.

Следовательно, после выбора модели по методу , необходимо
проводить проверку.
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Идея, лежащая в основе метода , была использована другими
исследователями, которые предложили другие выражения для
вычисления «штрафа».

Байесовский информационный критерий (критерий Шварца):

Информационный критерий Ханнана-Квина:

где – объем выборки.
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Еще одним подходом к выбору модели является применение
различных статистических критериев согласия.

Критерии согласия - это критерии проверки гипотез о соответствии
эмпирического распределения теоретическому распределению
вероятностей. Такие критерии подразделяются на два класса:

• Общие критерии согласия применимы к самой общей
формулировке гипотезы, а именно к гипотезе о согласии
наблюдаемых результатов с любым априорно предполагаемым
распределением вероятностей.

• Специальные критерии согласия предполагают специальные
нулевые гипотезы, формулирующие согласие с определенной
формой распределения вероятностей.
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Общие критерии согласия

Простая нулевая гипотеза , где -
эмпирическая функция распределения вероятностей для выборки
объема ; - известная функция распределения веро-
ятностей, с которой проверяется согласие наблюдаемой выборки, а

- известное значение параметра (скалярного или векторного)

Группы общих критериев согласия:

• критерии, основанные на изучении разницы между
теоретической плотностью распределения и эмпирической
гистограммой;

• критерии, основанные на расстоянии между теоретической и
эмпирической функциями распределения вероятностей.
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Критерий согласия Пирсона (критерий согласия χ2) —
непараметрический метод, позволяющий оценить значимость
различий между фактическим количеством исходов, попадающих в
каждую категорию, и теоретическим количеством, которое можно
ожидать в изучаемых группах при справедливости нулевой
гипотезы.

Выражаясь проще, метод позволяет оценить статистическую
значимость различий двух или нескольких относительных
показателей (частот, долей).

Критерий хи-квадрат был разработан и предложен в 1900 году
основателем математической статистики английским учёным
Карлом Пирсоном.
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Процедура проверки гипотез с использованием критерия χ2

предусматривает группирование наблюдений.

Область определения случайной величины разбивают на
непересекающихся интервалов граничными точками

где — нижняя грань области определения случайной величины;
— верхняя грань.
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В соответствии с заданным разбиением подсчитывают число
выборочных значений, попавших в -й интервал, и вероятности
попадания в интервал

соответствующие теоретическому закону с функцией
распределения

При этом
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Статистику критерия согласия χ2 Пирсона вычисляют по формуле

В случае проверки простой гипотезы в пределе при эта
статистика подчиняется -распределению с степенями
свободы, если верна нулевая гипотеза.

Рекомендуется использовать равновероятных
интервалов, где – количество параметров распределения. При
этом в каждом интервале должно быть не менее 5-10 выборочных
значений.
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Для выбранного уровня значимости , нулевая гипотеза
отвергается, если рассчитанное значение статистики превышает
критическое значение

Иначе, нет оснований отклонить нулевую гипотезу.
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Классический критерий Колмогорова (иногда говорят Колмогорова-
Смирнова) предназначен для проверки простых гипотез о
принадлежности анализируемой выборки некоторому полностью
известному закону распределения.

В критерии Колмогорова в качестве расстояния между
эмпирическим и теоретическим законом используется величина
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При проверке гипотез обычно используется статистика вида

где ;

– объем выборки;

- упорядоченные по возрастанию выборочные
значения.
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Значения функции распределения Колмогорова можно рассчитать
по следующим выражениям:

మ మ
మ మ

మ

Для выбранного уровня значимости , нулевая гипотеза
отвергается, если рассчитанное значение статистики превышает
критическое значение , определяемое из соотношения
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Критерии согласия Кра́мера-фон Ми́зеса-Смирнова и АǶндерсона-
Да́рлинга, как и критерий Колмогорова, основаны на расстоянии
между теоретической и эмпирической функциями распределения
вероятностей.

Статистика Кра́мера-фон Ми́зеса-Смирнова рассчитывается по
формуле:

ఠ ଴ ௜

ଶ௡

௜ୀଵ

Статистика АǶндерсона-Да́рлинга рассчитывается по формуле:

ஐ ଴ ௜ ଴ ௜

௡

௜ୀଵ
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Для выбранного уровня значимости , нулевая гипотеза
отвергается, если рассчитанные значения статистик превышают
соответствующие критические значения, которые можно найти в
таблицах.

В случае простых гипотез предельные распределения статистик
рассматриваемых критериев согласия не зависят от вида
наблюдаемого закона распределения и от его параметров.

Говорят, что эти критерии являются «свободными от
распределения». Это достоинство предопределило их широкое
использование в приложениях.
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Исходя из целей конкретной задачи, возможно определить
наилучшую модель, используя более простые критерии, как то:

• наименьшее максимальное отклонение ;

• наименьшая среднеквадратичная ошибка ;

• наименьшее отклонение математического ожидания и
дисперсии в соответствии с моделью от выборочных моментов.

В последнем случае часто вместо отклонения используют
относительную погрешность:
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Таблицы приводятся по


