
1 Ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ

Ïóñòü ñèãíàë y(n) ÿâëÿåòñÿ ïåðåäèñêðåòèçîâàííûì ñèãíàëîì x(n), òàê ÷òî èõ ÷à-
ñòîòû äèñêðåòèçàöèè fy è fx ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

fy =
P

M
fx. (1.1)

Ïðîöåññ äèñêðåòèçàöèè óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà 2 øàãà: èíòåðïîëÿöèÿ è ïðîðåæè-
âàíèå (äåöèìàöèÿ).

Åñëè M = 1, òî ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ïðîöåññ èíòåðïîëÿöèè.
Ïîä èíòåðïîëÿöèåé ïîíèìàåòñÿ äîáàâëåíèå ê ñèãíàëó P − 1 íóëåâûõ îòñ÷åòîâ ìåæäó
êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè îòñ÷åòàìè îðèãèíàëüíîãî ñèãíàëà ñ ïîñëåäóþùèì ñãëàæè-
âàíèåì ïîëó÷èâøåãîñÿ ñèãíàëà, ò.å. ïðîïóñêàíèå åãî ÷åðåç öèôðîâîé ôèëüòð íèæíèõ
÷àñòîò (ÔÍ×), ÷òîáû íóëåâûå îòñ÷åòû "óñðåäíèëèñü" ïîä îñòàëüíûå. Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ òàêîãî ôèëüòðà íîðìèðóåòñÿ íå íà 1, à íà P (ò.å. â ïîëîñå
ïðîïóñêàíèÿ åãî À×Õ ðàâíà P ). Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äàííîãî ïðîöåññà ïðèâåäåíà íà
Ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Èíòåðïîëÿöèÿ

Åñëè P = 1, òî ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ïðîðåæèâàíèå ñèãíàëà,
êîòîðûé çàêëþ÷àåò â òîì, ÷òî ìû ñíà÷àëà ïðîïóñêàåì ñèãíàë ÷åðåç öèôðîâîé ôèëüòð
íèæíèõ ÷àñòîò äëÿ óñòðàíåíèÿ àëèàñèíãà, à çàòåì âûáèðàåì êàæäûé M -ûé îòñ÷åò èç
îòôèëüòðîâàííîãî ñèãíàëà. Ýòè îòñ÷åòû è ñôîðìèðóþò íîâûé ñèãíàë. Ñòðóêòóðíàÿ
ñõåìà èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.

Ðèñ. 2: Ïðîðåæèâàíèå

Êîãäà è P , è M íå ðàâíû íóëþ, ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ, à çàòåì ïðî-
ðåæèâàíèå. Ïðè ýòîì äâà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ÔÍ×, î÷åâèäíî, ìîæíî îáú-
åäèíèòü â îäèí ôèëüòð (ñì. Ðèñ. 3). ×àñòîòà ñðåçà òàêîãî ôèëüòðà áåðåòñÿ ìåíüøåé èç

äâóõ ÷àñòîò Íàéêâèñòà ñèãíàëîâ x(n) è y(n), ò.å. fc = min

(
fx
2
,
fy
2

)
.

Äàëåå öèôðîâîé ôèëüòð íà ñòðóêòóðíûõ ñõåìàõ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü åãî ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåé H(z).

2 Ïîëèôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ

Ïðÿìàÿ ðåàëèçàöèÿ ñòðóêòóðíîé ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà Ðèñ. 3, ÿâëÿåòñÿ äîâîëü-
íî ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê ôèëüòð ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèãíàëó,
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Ðèñ. 3: Ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ

÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè êîòîðîãî ðàâíà P · fx. Ïðè ýòîì ñàìè äèñêðåòèçàöèè ÷àñòîòû
fx è fy ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íå òàê ñèëüíî, åñëè ÷èñëà P è M áëèçêè. Ïóñòü, íàïðèìåð,
fx = 1010 Ãö, à fy = 1000 Ãö. Òîãäà P = 100, à M = 101. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàáîòû
ñ îòíîñèòåëüíî íèçêî÷àñòîòíûìè ñèãíàëàìè (ïîðÿäêà 1 êÃö) íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ôèëüòð, ðàáîòàþùèé íà ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè öåëûõ 100 êÃö! Ïðè ýòîì ðåàëüíî
èñïîëüçîâàòüñÿ áóäåò ëèøü êàæäûé 101-ûé îòñ÷åò âûõîäíîãî ñèãíàëà ôèëüòðà, ÷òî
óæå ãîâîðèò îá èçáûòî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Îïòèìèçèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ ïîìîãàþò òîæäå-
ñòâà Íîáëà (Noble`s identities), êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 4 è Ðèñ. 5 ãðàôè÷åñêè.
Ýòè òîæäåñòâà äåêëàðèðóþò ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ ïîïàðíûõ ñòðóêòóðíûõ ñõåì äëÿ
ïðîöåññîâ èíòåðïîëÿöèè è ïðîðåæèâàíèÿ è ïîçâîëÿþò ôàêòè÷åñêè ïîìåíÿòü ïîðÿäîê
äåéñòâèé â ýòîé ñòðóêòóðíîé ñõåìå.

Ðèñ. 4: Ïåðâîå òîæäåñòâî Íîáëà

Ðèñ. 5: Âòîðîå òîæäåñòâî Íîáëà

Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû ïîìåíÿòü ïîðÿäîê äåéñòâèé â ñòðóêòóðíûõ ñõåìàõ íà Ðèñ. 2, 3
â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâàìè íà Ðèñ. 4, 5 íóæíî ïðåäñòàâèòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ
ÔÍ× H(z) â ñïåöèàëüíîì âèäå. Ê ñ÷àñòüþ, äëÿ íåðåêóðñèâíûõ ôèëüòðîâ ýòî âñåãäà
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ìîæíî ñäåëàòü. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ íåðåêóðñèâíîãî ôèëüòðà N -ãî
ïîðÿäêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H(z) =
N−1∑
n=0

h(n)z−n, (2.1)

ãäå h(n), n = 0, ..., N−1, � êîíå÷íàÿ èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íåðåêóðñèâíîãî ôèëü-
òðà. Ñîîòíîøåíèå (2.1) î÷åâèäíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H(z) =
P−1∑
k=0

Hk(z
P )z−k, (2.2)

ãäå Hk(z), k = 0, ..., P − 1, � ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ðåêóðñèâíûõ ôèëüòðîâ ïîðÿäêà
(ïîä ïîðÿäêîì çäåñü è äàëåå áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ èìïóëüñíîé õàðàêòå-

ðèñòèêè) íå âûøå, ÷åì Nk = ceil

(
N

P

)
, ãäå ôóíêöèÿ ceil(·) îáîçíà÷àåò îêðóãëåíèå ââåðõ

äî öåëîãî (ò.å. äàåò íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ìåíüøå, ÷åì åå àðãóìåíò).

2.1 Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîëèôàçíîé ôèëüòðàöèè íà ïðèìåðå ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèþ
ñèãíàëà ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà â 4 ðàçà. Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿ-
öèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñãëàæèâàþùåìó ôèëüòðó ñ òðåóãîëüíîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé. Äëÿ ÷åòíûõ P â êàóçàëüíîì (ïðè÷èííîì, ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîì) âèäå îíà èìååò
âèä

h(n) = P ·
(
1−

∣∣∣∣1− n+ 1

P

∣∣∣∣) , n = 0, ..., 2P − 2. (2.3)

Âûïèøåì èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó (2.3) â âèäå ìàññèâà åå íåíóëåâûõ çíà÷åíèé
äëÿ P = 4:

h =

(
1

4
,
1

2
,
3

4
, 1,

3

4
,
1

2
,
1

4

)
. (2.4)

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

H(z) =
1

4
+

1

2
z−1 +

3

4
z−2 + z−3 +

3

4
z−4 +

1

2
z−5 +

1

4
z−6, (2.5)

Ïîðÿäîê N = 7. Òîãäà ðàçáèåíèå (2.2) äàñò íàì 4 ôèëüòðîâ ïîðÿäêà íå áîëüøå 2,
ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè êîòîðûõ èìåþò âèä

H0(z) =
1

4
+

3

4
z−1,

H1(z) =
1

2
+

1

2
z−1,

H2(z) =
3

4
+

1

4
z−1,

H3(z) = 1.

(2.6)

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ìû ïîíèìàëè ïîä ïîðÿäêîì ôèëüòðà êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè. Åñëè ïîíèìàòü ïîä ïîðÿäêîì ôèëüòðà êîëè÷åñòâî ïîëþñîâ
ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôèëüòðà ñ ìèíèìàëüíîé çàäåðæêîé, òî ýòî
ïîðÿäîê áóäåò íà 1 áîëüøå. Â íàøåì ïðèìåðå 3-èé ôèëüòð ïîëó÷èëñÿ ïîâòîðèòåëåì,
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïîðÿäêó, åñëè ñ÷èòàòü ïî ïîëþñàì è ïåðâîìó ïîðÿäêó, åñëè
ñ÷èòàòü ïî êîëè÷åñòâó îòñ÷åòîâ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Òåïåðü èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå (2.2) è ïåðâîå òîæäåñòâî Íîáëà, ïîìåíÿåì ïîðÿäîê äåé-
ñòâèé â ñòðóêòóðíîé ñõåìå íà Ðèñ. 1. Òîãäà ïîëó÷èì ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà Ðèñ. 6.
Íàïîìíèì, ÷òî z−1 � ýòî îïåðàòîð çàäåðæêè ñèãíàëà íà 1 îòñ÷åò (òàêò öèôðîâîãî ñèã-
íàëà), à z−k � ýòî îïåðàòîð çàäåðæêè ñèãíàëà íà k îòñ÷åòîâ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà íà Ðèñ. 7 ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòà "àïïàðàòíîé" ñõåìå íà Ðèñ.
7.

Ðèñ. 6: Ïîëèôàçíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ìóëüòèïëåêñîð íà Ðèñ. 7 ïåðåêëþ÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ÷àñòîòîé ðàâíîé P ·fx =
fy (êàê åñëè áû íà åãî àäðåñíûå âõîäû áûë ïîäêëþ÷åí ñ÷åò÷èê, òàêòèðóåìûé ÷àñòîòîé
P · fx = fy, è ðàáîòàþùèé ñ êîýôôèöèåíòîì ñ÷åòà P ), ò.å. îí ïîñëåäîâàòåëüíî (ïî î÷å-
ðåäè) ïåðåäàåò êàæäûé èç ñâîèõ âõîäîâ íà âûõîä. Ôóíêöèîíàëüíî ìóëüòèïëåêñîð çäåñü
ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî íà åãî âõîäû ïðèõîäÿò íå îòäåëüíûå áèòû (êàê íà öèô-
ðîâûõ ìèêðîñõåìàõ), à ÷èñëà (íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ðàçðÿäíîñòè èëè â âèäå ÷èñëà
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé). Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ íà âûõîäå ôèëüòðîâ
(èëè íà âõîäàõ ìóëüòèïëåêñîðà) çàïîìèíàþòñÿ íà âåñü öèêë ðàáîòû ìóëüòèïëåêñîðà,
ò.å. îáíîâëÿþòñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê ìóëüòèïëåêñîð "ïåðåøåë" ê ñëåäóþùåìó ïîñëå
äàííîãî âõîäà. Ïðè ýòîì âñå ôèëüòðû ðàáîòàþò íà ÷àñòîòå fx, ò.å. íà íèçêîé ÷àñòîòå,
à íà âûñîêîé ÷àñòîòå P · fx ðàáîòàåò òîëüêî ñàì ìóëüòèïëåêñîð, ÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò
ýòó ðåàëèçàöèþ îò Ðèñ. 1.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ âòîðîå òîæäåñòâî Íîáëà ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê äåéñòâèé
â ñõåìå íà Ðèñ. 2, ïðèâåäÿ åå ê âèäó íà Ðèñ. 8. Ñõåìà íà Ðèñ. 8 â ñâîþ î÷åðåäü òàêæå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå, ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 9.

Â ñõåìå íà Ðèñ. 9 ôèëüòðû ðàáîòàþò íà ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè fy =
fx
M

, à äåìóëü-

òèïëåêñîð � íà ÷àñòîòå fx.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü, êàê òåïåðü óïðîñòèòü ñõåìó íà Ðèñ. 3, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó-

÷àþ, êîãäà è P ̸= 1, è M ̸= 1. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè fx < fy (P > M), òî ïðèìåíÿåòñÿ
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Ðèñ. 7: "Àïïàðàòíàÿ" ñõåìà ïîëèôàçíîé èíòåðïîëÿöèè

Ðèñ. 8: Ïîëèôàçíàÿ äåöèìàöèÿ

àëãîðèòì ïîëèôàçíîé èíòåðïîëÿöèè, ò.å. ëåâûå äâà áëîêà â ñõåìå íà Ðèñ. 3 çàìåíÿþòñÿ
íà ñõåìó íà Ðèñ. 7. Â ïðîòèâíîé ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ïîëèôàçíîé äåöèìàöèè,
ò.å. ïðàâûå äâà áëîêè íà Ðèñ. 3 çàìåíÿþòñÿ íà ñõåìó èç Ðèñ. 9. Ýòî ïîçâîëÿåò ìàêñè-
ìàëüíî óïðîñòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïåðåäèñêðåòèçàöèè. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ôèëüòðû íà Ðèñ. 7 è 9 ïîäêëþ÷åíû ïàðàëëåëüíî. Ýòî äåëàåò ñõåìó ïîëè-
ôàçíîé ôèëüòðàöèè äàæå åùå áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíîé ïðè ðåàëèçàöèè, äîïóñêàþùåé
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Ðèñ. 9: "Àïïàðàòíàÿ" ñõåìà ïîëèôàçíîé äåöèìàöèè

ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ (íàïðèìåð, íà ÏËÈÑ).
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