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z = (x1 + x2, y1 + y2).
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z1 = (x1, y1)
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z = z1 · z2 = z1z2 = (x, y)
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x = x1x2 − y1y2, y = y1x2 + y2x1.
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y = (y, 0)
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z = (x, y) = x(1, 0) + y(0, 1) = x+ iy.
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z1 = 1− 3i
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z1 + z2 = (1− 3i) + (−5 + 2i) = −4− i,
z1z2 = (1− 3i)(−5 + 2i) = −5 + 15i+ 2i− 6i2 = 1 + 17i.
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¡~£>¡�Ì
Ò�Õ�ã6¼>Ê
Ê
¡�Î>¡iÂ
Á
£�Í�ÀÙÁ
Ê
¡�ÎU¾�À

Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼Q½�£�Õ�£>Á
¢KË�¡�Í
z̄ = x− iy Èõ0¼>¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤,Á~½�¡�Â
¤
Á

z
Á
z∗
£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â,Ê
¿ ¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡nË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Ã�¡�£>Á

ê³£>¢çÈ0Ò
Á
£4È
ë�í�ß0Ì
Ò
Á
Â
¼>¢
zz∗ = x2 + y2 Èð�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼ z = z∗

Ò,À4Ë�Ê
¡�£>Á0Í�é�Ê
¡{½�¡�¢#Ú�ß�Â�½�¡
zÛáË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
È



Òdê Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
§�¢KÊ
¡Jã6¼>Ê
Á
¼b½�À4¤�ã6¼K¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4¼Q½9¡�Ö�Ò,À�½�Ê�Ú0ä¶¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á
ä{È4ñ�Ú�£Q½�é

z2 6= 0
ßJ½�¡�Î�¾�À<¢K¡JãáÊ
¡

Ê,À4Ã�½�Áo½4À4¤�¡�¼(Â
Á
£�Í�¡
z
ß,Â�½�¡

z2 · z = z1.
êO¬�È ª�í

¨(Í,Õ�-Q½�¡�Î>¡
ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êO¬�È ë�í�ß
Ê�Ú�ãáÊ
¡�Ò
¼QèRÁ�½�éá£>Á
£Q½�¼>¢#ÚoÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã
{
x2x− y2y = x1,
x2y + y2x = y1.

êÏ¬4È à�í

�
�9Á
£�Í�¡

z
êO¬�È ª�íKÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕoÂ,À4£Q½�Ê
¿ç¢~¾�Ë4Ú�Ø°Â
Á
£>¼�Í

z1
Á
z2
Á

ÎiÏ8Ð�Ñ 	

¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ
z = z1/z2

È
Ü�Å9£>Á
£Q½�¼>¢K¿^êO¬�È à�íbÌ
Ò
ÁåÚ�£�Í�¡�Ë�Á
Á
z2 6= 0Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

z =
z1

z2

=
z1z

∗
2

z2z∗2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

.
êO¬�È â�í

♦
ö2¼QÅR½�Ò�ÚJ¾�À°¢K¡HãáÊ
¡�Ú�£Q½4À4Ê
¡�Ë�Á�½�é
ß�Â�½�¡å¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á�Õ!¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£�Ó

Ê
¡�Î>¡6£>¡�Ì
Ò�Õ�ã6¼>Ê
Á�ÕåÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½°£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ
¢*£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À4¢çÆ

(z1 ± z2)
∗ = z∗1 ± z∗2 , (z1z2)

∗ = z∗1z
∗
2 ,

(z1

z2

)∗
=
z∗1
z∗2
.

îg����'9	�� ä ¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Áo¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê�Ú0äÑÁo¢KÊ
Á
¢#Ú0älÂ,À4£Q½�Á�Â
Á
£�Í�À

w =
1− 3i

−1 + 2i
.

��	8ï�	�����	�¯
¨{¡�¢KÊ
¡JãáÁ
¢iÂ
Á
£�Í�Á�½�¼�Í�é6ÁáÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í�éR¾�Ò
¡�Ö�Á°Ê,À{Â
Á
£�Í�¡ −1− 2i
ß0£>¡�Ì
Ò�Õ0Ó

ã�¼>Ê
Ê
¡�¼9ÅWÊ,À4¢K¼>Ê,ÀH½�¼�Í�äy¾�Ò
¡�Ö�Á�ß,ÁoÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

w =
1− 3i

−1 + 2i
=

(1− 3i)(−1− 2i)

(−1 + 2i)(−1− 2i)
=
−1 + 3i− 2i− 6

(−1)2 + 22
=
−7 + i

5
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
Re w = −7

5
, Im w =

1

5
.

Ý(À4Ò�Õ0¾,ÚR£MÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¡�Ã6¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¿2Ø�Â
Á
£>¼�ÍnêO¬�È ��í�ÚJ¾�¡�Ö�Ê
¡(Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ó
Ë�À�½�éáÁg½4À�¤8Ê,À�ÅW¿çË�À4¼>¢#Ú0äÑ½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â,¼>£>¤
Ú0ä Ä(¡�Ò
¢#Ú�È,¨(Í,Õh-Q½�¡�Î>¡°Ê,À4Ì
¡�¢KÊ
Á
¢çß�Â�½�¡
½�¡�Â
¤�Ú!Ê,ÀåÌ0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�ÁÙ¢K¡JãáÊ
¡°ÅJÀH¾�À4Ë�À�½�égÊ
¼R½�¡�Í�é�¤�¡å¾�¼>¤0À4Ò�½�¡�Ë�¿ç¢KÁ�ß�Ê
¡gÁnÌ
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¿ç¢KÁ
¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�À4¢KÁ

(ρ, ϕ)
ê³£>¢çÈ
Ò
Á
£4È�¬Hí�È,ñ9Ò
Á
Â
¼>¢

x = ρ cosϕ
ß
y = ρ sinϕ

È,ñ9¡W¾�£Q½4À4Ë�Á
Ë
x, yË�êO¬�È ¥�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ).
êO¬�È «�í

 #À4¤0À�Õ Ä(¡�Ò
¢bÀiÅJÀ4Ì
Á
£>Á�Ê,ÀHÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õt½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼W£>¤�¡�Ã�È�ñ9¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê,À�ÕtÄ(¡�Ò
¢bÀ
ÅJÀ4Ì
Á
£>Ág¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¿2Ø�Â
Á
£Q¼�Í!Ö4ÚJ¾�¼Q½áË�Ë�¼�¾�¼>Ê,À6Ì
¡4ÅQ¾�Ê
¼>¼²� £>¢çÈ,Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼áêEâ0È ª�í��EÈ

�
�9Á
£�Í�¡

ρ
ËgêO¬�È «�íbÊ,À�ÅW¿çË�À4äM½6¢K¡J¾,ÚWÍ�¼>¢çß,À

ϕ
ÛáÀ�Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�¡�¢�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡6Â
Á
£�Í�À

z
Ág¡�Ö�¡4Å>Ê,ÀHÂ,À4äM½

ρ = |z| =
√
x2 + y2 =

√
zz∗ ≥ 0, ϕ = Arg z.

»g¡W¾,ÚJÍ�é�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡áÂ
Á
£�Í�À
z
Ò,À4Ë�¼>ÊgÊ�ÚJÍ�ä�½�¡�ÎU¾�À�Áo½�¡�Í�é�¤�¡6½�¡�ÎU¾�À�ß�¤�¡�ÎU¾�À

z = 0
È

Ý9¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡�Á�ÅÙÒ
Á
£4È<¥~Ë�Á0¾�Ê
¡
ßBÂ�½�¡v¾
Í,Õt¢K¡J¾,ÚWÍ,Õ ¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡4Î>¡�Â
Á
£�Í�À
z£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿ Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À

|x| = |Re z| 6 |z|, |y| = | Im z| 6 |z|.
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ÎiÏ8Ð�Ñ�&
ÎiÏ8Ð�Ñ .

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�ÚÙ¾
Í�Á
Ê,Àn£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿ú½�Ò
¼�Ú0ÎW¡�Í�é�Ê
Á
¤0ÀÙÊ
¼oÖ�¡�Í�é4èR¼o£QÚ0¢K¢K¿ ¾
Í�Á
Ê~¾�Ë4Ú�Ø~¾�Ò�Ú0Î>Á0Ø
¼>Î>¡å£�½�¡�Ò
¡�ÊnÁ!Ê
¼{¢K¼>Ê
é4èR¼6À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡�Ã!Ë�¼�Í�Á
Â
Á
Ê
¿lÁ0Ø8Ò,À�ÅWÊ
¡�£Q½�Á�ß?½�¡åÁ�Å�Ò
Á
£4È�ëá£R¡�Â
¼�Ó
Ë�Á0¾�Ê
¡�£Q½�é�äy£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½åÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡

∣∣ |z1| − |z2|
∣∣ 6 |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.

êO¬�È ��í
ð2¼�Í�Á
Â
Á
Ê,À

Arg z
Ê
¼>¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À!Ái¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õv£á½�¡�Â
Ê
¡�£Q½�é�ä ¾�¡gÍ�ä<Ö�¡�Î>¡!£�Í�ÀHÓ

Î�À4¼>¢K¡�Î>¡
ß�¤
Ò,À�½�Ê
¡�Î>¡
2π
È�Ý(À4Ò�Õ0¾,Ú�£�£>Á
¢KË�¡�Í�¡�¢

Arg z
ß�¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4äM×RÁ
¢�Ë�£>ä £>¡�Ë�¡�¤�Ú0Ì0Ó

Ê
¡�£Q½�é°ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
ÃÙÀ4Ò
Î�Ú0¢b¼QÊ�½4À�ß�Ö4ÚJ¾�¼>¢ Ú0Ì
¡�½�Ò
¼>Ö�Í,Õ�½�éo£>Á
¢KË�¡�Í
arg z

ß?Ê,À�ÅW¿çË�À4¼>¢K¿çÃnÎUÍ�À4Ë�Ó
Ê
¿ç¢�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼>¢~À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À\Á�¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4äM×RÁ
Ã�¡W¾�Ê
¡\¤0À4¤�¡�¼�ÓEÍ�Á
Ö�¡9ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼

Arg z
ß�½JÈ ¼4È

α 6 arg z < α + 2π
ß
α = const

È?ð2¼�Í�Á
Â
Á
Ê�Ú
arg z

ß?¼>£�Í�Á!Ê
¼R¡�Î>¡�Ë�¡�Ò
¼>Ê
¡å¡4£>¡�Ö�¡
ß�Ö4ÚJ¾�¼>¢
Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é!Ë8Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�ÀHØ

0 6 arg z < 2π
ß�¤�¡�Î�¾�À

α = 0
ê³Á0Í�Á −π 6 arg z < π

ß
¤�¡�ÎU¾�À

α = −π í�È, �¡�ÎU¾�À Arg z = arg z + 2πk
ß,ÎU¾�¼

k
Û6Í�ä<Ö�¡�¼\Ô
¼�Í�¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
ß�À6Á�Å{Ò
Á
£4È

¬(£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡

ϕ = arg z =





ϕ0 x > 0, y > 0
π − ϕ0 x < 0, y > 0
π + ϕ0 x < 0, y < 0
2π − ϕ0 x > 0, y < 0

, ϕ0 = arccos
|x|
ρ
,

êO¬�È ¬J¦�í

Ì
Ò
Á
Â
¼>¢ ¾
Í,ÕÙË�£>¼�Ø!¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¿÷ØiÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2ØiÂ
Á
£>¼�Í
ϕ = 0

ß�À°¾
Í,ÕÙ¡4½�Ò
Á
Ô,ÀHÓ
½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø

ϕ = π
Èn�2¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß�¾
Í,Õ�Â
Á
£Q½�¡å¢KÊ
Á
¢K¿2Ø�Â
Á
£>¼�Í�ß�Í�¼Qã6À�×RÁ0Ø�ËáË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Ã

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Áoê
y > 0

í�ß
ϕ = π/2

ßJÀ÷¾
Í,Õ�Í�¼Qã�À�×RÁ0Ø(ËBÊ
Á�ãáÊ
¼>Ã\Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Áoê
y < 0

í
ϕ = 3π/2

È
ð2Ë�¼�¾�¼>Ê
Á
¼9Ì
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¿2Ø°¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Á�ß0£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß�½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼W£>¤0¡�ÃoÄ(¡�Ò0Ó

¢K¿�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø Â
Á
£>¼�Í�êO¬�È «�í�Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½vÅJÀ�Ì
Á
£WÀ�½�é�Ê
¼>¤0¡4½�¡�Ò
¿ç¼n¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á
Át£!¤�¡�¢�Ó
Ì0Í�¼>¤�£>Ê
¿ç¢KÁvÂ
Á
£�Í�À4¢KÁvË8Ö�¡�Í�¼>¼áÚW¾�¡�Ö�Ê
¡�Ã~Ä(¡�Ò
¢K¼4È#ñ�Ú�£Q½�é

z1 = ρ1(cosϕ1 + i sinϕ1)
Á

z2 = ρ2(cosϕ2 + i sinϕ2)
È�½�¡�ÎU¾�À�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡�¾�Ë4Ú�Øå¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØgÂ
Á
£>¼�Í

z1 = z2
->¤
Ë�Á0Ó

Ë�ÀHÍ�¼>Ê�½�Ê
¡6Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢

ρ1 = ρ2, ϕ1 = ϕ2 + 2πk, k = −∞,∞.
Ü�Å�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
ÃlêO¬�È ë�íRÁ�êO¬�È â�í�£oÚ0Â
¼Q½�¡�¢ ½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼W£>¤
Á0Ø*Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ

cos(ϕ1 ±
ϕ2) = cosϕ1 cosϕ2∓ sinϕ1 sinϕ2

Á
sin(ϕ1±ϕ2) = sinϕ1 cosϕ2± sinϕ2 cosϕ1

Ê
¼>Ì
¡�Ó
£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡°£�Í�¼�¾,Ú0äM½°Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿tÚ0¢bÊ
¡Jã�¼>Ê
Á�ÕgÁå¾�¼�Í�¼QÊ
Á�Õ�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø�Â
Á
£>¼�Í

z = z1z2 = ρ1ρ2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)],

z =
z1

z2

=
z1z

∗
2

|z2|2
=
ρ1

ρ2

[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)].

êO¬�È ¬�¬Hí

 #À4¤
Á
¢n¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�Ì
Ò
Á6Ú0¢KÊ
¡Jã6¼>Ê
Á
Á6¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØáÂ
Á
£>¼�Í°Á0Ø6¢K¡W¾,ÚJÍ�Á�Ì
¼>Ò
¼>¢KÊ
¡Jã6À4äM½�£�Õ�ß
ÀiÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�¿}£>¤0Í�ÀH¾�¿çË�À4äB½�£�Õ�ßçÀÙÌ
Ò
Á¶¾�¼�Í�¼>Ê
Á
Á Á0Ø�¢K¡W¾,ÚJÍ�Á¶¾�¼�Í,Õ�½�£�Õ�ßçÀiÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�¿
Ë�¿çÂ
Á�½�À4äM½�£�Õ~ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4Èð��í�È
ñ ¯#®R�,���	�"#	�����	8i$�	�+�1iò ���
	�)�	��ôó

�
ñ9Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á
¼

n
Ò,À4Ë�Ê
¿2Øn¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØÙÂ
Á
£>¼�Í

z
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ

n
Ó�¡�Ãn£Q½�¼>Ì
¼>Ê
é�ä

Â
Á
£�Í�À
z
Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ

zn È



Ò]& Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�Ë�Ë�¡W¾�Á�½�£�ÕgÌ
¡�Ê�Õ�½�Á
¼\Ë�¡4Å>Ë�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ�Ë6Ô
¼�Í,Ú0äl¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê�Ú0äÑ£Q½�¼>Ì
¼>Ê
é

z−n =
1

zn
=

1

|z|2n
(z∗)n.

É�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á
äÑË�¡4ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ8Ë°Ô
¼�Í,Ú0äÑÌ
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é�Ê�Ú0äÑ£Q½�¼>Ì
¼>Ê,éå£\Ì
¡�¢K¡4×Ré�ä êO¬�È ¬�¬HíçÁ
¢K¼Q½�¡W¾�À6¢bÀ�½�¼>¢bÀ�½�Á
Â
¼>£W¤�¡�Ã8Á
Ê0¾,Ú0¤
Ô
Á
Á�¢K¡JãáÊ
¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�éáÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ã

zn = ρn(cosnϕ+ i sinnϕ),
êO¬�È ¬H¥�í

¤�¡4½�¡�Ò,À�Õ8Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕnÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¡�Ã�»oÚ�À4Ë�Ò,ÀáÁ8¡�£Q½4À4¼Q½�£�Õn£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ã8Á�¾
Í,Õ8¡4½�Ò
Á
Ô,ÀHÓ
½�¼�Í�é�Ê
¿2ØgÔ
¼�Í�¿2Ø

n
È,õ0¼>¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£W¤
Á
Ã8£Q¢b¿÷£�Í!Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿�»oÚ�À4Ë�Ò,À�Á0Í
Í�ä<£Q½�Ò
Á,Ò�Ú�¼Q½°Ò
Á
£4È

ª0È
♦
Ü�Å(Ä(¡�Ò
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=
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√
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√
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Á�½�é

z = ρ(cosϕ + i sinϕ)
ß
w = r(cos θ + i sin θ)

ß&½�¡
ß÷£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡
¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á
ÁgË�¡4ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�ÕgË6£Q½�¼>Ì
¼>Ê,é
ß�Á
¢K¼>¼>¢

r = n
√
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Ò
¡�¢K¼M£WÀ4¢K¡�Ã6½�¡�Â
¤
Á

z0

ß�½�À4¤�ã�¼B½�¡�Â0Ó
¤
Á�ß,Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ
¼\¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë4Ú

E
ß
Áo½�¡�Â
¤
Á�ß�Ê
¼(Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ
¼\¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë4Ú

E
È

�
�2¡�Ë�¡�¤�Ú0Ì
Ê
¡�£Q½�é�Ë�£>¼�Ø~Î>Ò,À4Ê
Á
Â
Ê
¿2Ø~½�¡�Â
¼Q¤�¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�À

E
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕvÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼>Ã

-Q½�¡�Î>¡�¢KÊ
¡Jã6¼>£Q½�Ë�À�Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ
γE
ß
ΓE
Á0Í�Á

∂E
È

�
»�Ê
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡
ßJ£>¡�£Q½�¡JÕ�×R¼>¼b½�¡�Í�é�¤0¡BÁ�Å&Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
Á0Ø\½�¡�Â
¼>¤�ßJÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ{¡4½�¤
Ò
¿÷½�¿B¢çÈ



ÿ ×��<ý�â Õ ÿûþ�ýd�"�0�Jÿ Õ�� �
ý�âV����Ý�ý�àá Õ ÿ�Ý+âÙ��ç���è��fâ�ÿ Õ Ò �
�
»gÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡

Ē = E ′⋃E
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕgÅJÀ4¢K¿ç¤0À4Ê
Á
¼>¢�¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�À

E
È

�
»gÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡

E
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ{Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡<£>Ë4Õ�ÅWÊ
¿ç¢�ê³Á0Í�Á{£>Ë4Õ�ÅWÊ
¿ç¢&í�ßH¼>£�Í�Á\¾�Ë�¼KÍ�ä<Ö�¿ç¼

¼>Î>¡6½�¡�Â
¤
Ág¢K¡JãáÊ
¡6£>¡�¼�¾�Á
Ê
Á�½�éáÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�Ã�¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�ß,Ô
¼�Í�Á
¤0¡�¢vÍ�¼Qã6À�×R¼>ÃgË
E
È

�
»�Ê
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡

E
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õt¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¿ç¢çß÷¼>£�Í�Á ¼>Î>¡vÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô,À

γE
Û�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�¼

¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡
È
�
É<½�¤
Ò
¿÷½�¡�¼{£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�¼(¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�¡�Ö�Í�À4£Q½�é�ä{È

îg����'9	�� ë ¯ ä ¯\É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é
ßK¤�À4¤�¡�¼å¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�¡nÊ,À!¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á¶¡�Ì
Ò
¼�Ó
¾�¼�Í�¼>Ê
¡6Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢

| arg z| < π

4
.

��	8ï�	�����	�¯�ð Ì
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¿2Øg¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�ÀHØgÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡áÌ
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4¼Q½áË�Á0¾

ÎiÏ8Ð�Ñ��

−π
4
< ϕ <

π

4ÁR¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½(Ú0Î>¡�Íá¢K¼Qã6¾,Ú{Ö�Á
£>£Q¼>¤�½�Ò
Á
£WÀ4¢KÁ�Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡9Á�Â
¼Q½�Ë�¼QÒ�½�¡�Î>¡(¤0¡�¡�Ò0Ó
¾�Á
Ê,À�½�Ê
¿2Ø°Ú0ÎUÍ�¡�Ëgê³Ò
Á
£4Èf��íQß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢v£WÀ4¢KÁåÖ�Á
£>£>¼>¤�½�Ò
Á
£>¿ Ê
¼<Ë�¤0Í�ä<Â,À4äM½�£�Õ�È
îg����'9	�� ë ¯ ë ¯(©(À4¤0¡�¼ ¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�¡ Ê,À ¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢

|z − 1| > 2|z − i|.��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡�Í�¡HãáÁ
¢
z = x+ iy

È
 �¡�Î�¾�À
|x− 1 + iy| > 2|x+ i(y − 1)|Á0Í�Á

√
(x− 1)2 + y2 > 2

√
x2 + (y − 1)2.Ü�ÅWÖ�À4Ë�Á
Ë4èRÁ
£Qé�¡4½�¤
Ë�ÀH¾�Ò,À�½�Ê
¿2Ø�¤�¡�Ò
Ê
¼>Ã�ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x2 − 2x+ 1 + y2 > 4x2 + 4y2 − 8y + 4;

0 > 3x2 + 2x+ 3y2 − 8y + 3;

0 > 3
(
x+

1

3

)2

− 1

3
+ 3
(
y − 4

3

)2

− 16

3
+ 3.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
(
x+

1

3

)2

+
(
y − 4

3

)2

6
8

9
.

ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼bÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡BÅJÀH¾�À4¼Q½M¤
Ò�Ú0ÎbÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
2
√

2/3
£KÔ
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ëç½�¡�Â
¤�¼

O(−1/3, 4/3)
È

îg����'9	�� ë ¯ ñ ¯(©(À4¤0¡�¼ ¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�¡ Ê,À ¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢

|z + 3|+ |z − 3| = 10.
êE¥0È ¬Jí

��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�4;�ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡áÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò�Ú�¥0È ¥RÊ,ÀHØ�¡W¾�Á
¢
x2

25
+
y2

16
= 1.

 #À4¤
Á
¢v¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß0Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼°êE¥0È ¬Hí&¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½²-�Í
Í�Á
Ì
£(£9Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ë�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼(¤�¡�¡�Ò�¾�Á0Ó
Ê,À�½�ÁgÌ
¡�Í,Ú�¡�£�Õ
¢KÁ

a = 5
ß
b = 4

È
:B�6FUD�FJZå�Q��FH�>FJ�4;0ñ9¡9¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß�¢K¡W¾,ÚWÍ�Á |z+3| Á |z−3| ¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½\Ò,À4£>£Q½�¡HÕ0ÓÊ
Á
¼M¡4½{Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Ã�½�¡�Â
¤
Á

z
¾�¡(½�¡�Â
¼>¤

z1 = −3
ß
z2 = 3

È+�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡oêE¥0È ¬Hí�ß�Á0Ø�£QÚ0¢K¢bÀ
Ì
¡�£Q½�¡JÕ
Ê
Ê,À�ÈW�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ú0Ò,À4Ë4Ê
¼>Ê
Á
¼�êE¥0È ¬HíM¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ,¼�½�Î>¼>¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£W¤�¡�¼6¢KÊ
¡Hã�¼�Ó
£Q½�Ë�¡°½�¡�Â
¼>¤�ß.£QÚ0¢K¢bÀåÒ,À4£>£Q½�¡JÕ
Ê
Á
Ã�¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø8¾�¡°½�¡�Â
¼>¤

z1

Á
z2

Ì
¡�£Q½�¡JÕ
Ê
Ê,ÀåÁnÒ,À4Ë4Ê,À8¬J¦�ß
½HÈ ¼4Èð-�Í
Í�Á
Ì
£\£(Ä(¡�¤�Ú�£WÀ4¢KÁgË6½�¡�Â
¤0ÀHØ

z1 = −3
ß
z2 = 3

Áo£

c = 3, 2a = 10, a = 5, b =
√
a2 − c2 = 4.
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ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
�6¾ 	 
�Ã�Á��_��
�Ê���ÉË�nÁ�
���
�Ã_Éô�þÂG
�¿�À�Á��ÂGÃ_��Ä� Å���Ãn�nÁ ¾

���iÃ_Â6
����Å���
�����øÁ�������øÌ ÉË
�Å�Â6�
�
~K£�Í�Á�¤0À�ã6¾�¡�¢#ÚiÊ,À�½4Ú0Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�¢#Ú~Â
Á
£�Í,Ú

n
ê
n = 1,∞ í{Ì
¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
¡�Ën£>¡�¡�½�Ë�¼Q½�Ó£Q½�Ë�Á
¼�Ê
¼>¤0¡�½�¡�Ò
¡�¼9¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�¼�Â
Á
£�Í�¡

zn
ß0½�¡RÎ>¡�Ë�¡�Ò�Õ�½Hß�Â�½�¡�Ê,À{¢KÊ
¡Jã6¼>£Q½�Ë�¼�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£�Ó

Ê
¿2Ø~Â
Á
£>¼�Í�ÅJÀH¾�À4Ê,À8Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é
ß#¤0¡4½�¡�Ò,À�Õ~¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½!¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�¡
N
Ë

CÁn¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ {zn}
È.©9¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿ç¼�Â
Á
£�Í�À

zn
ß�¡�Ö�Ò,À�Å>Ú0äM×RÁ
¼�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡�£Q½�é
ß

Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�£�Õ�¼>¼�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½4À�¢bÁ�È
ø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡�Ì
¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ún¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼áÂ
Á
£�Í�¡

zn = xn + iyn

Ø�À4Ò,À4¤�½�¼>Ò
Á�ÅWÚ�¼>½�£�Õ
Ì,À4Ò
¡�ÃgË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿÷Ø�Â
Á
£>¼�Í�ß,½�¡áÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é°¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø�Â
Á
£>¼�Í!¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Ó
Í,Õ
¼Q½�£�Õo¾�Ë4Ú0¢#ÕgË4¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿B¢KÁ�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½HÕ
¢KÁ {zn} = {xn}+ i{yn}

È
�
�9Á
£�Í�¡

z = x+ iy
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕgÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�¡�¢¶Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�Á {zn} = {xn}+

i{yn}
Áo¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ

z = lim
n→∞

zn,

¼>£�Í�Á�¾
Í,Õ�Í�ä<Ö�¡�Î>¡
ε > 0

£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½
Nε
½�À4¤0¡�¼�ß�Â�½�¡á¾
Í,Õ8Ë�£>¼�Ø

n > Nε
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

|z − zn| < ε
È

�
ñ9¡4£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØRÂ
Á
£>¼�Í {zn}

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ{£�Ø�¡W¾,Õ�×R¼>Ã
£�Õ�ß�¼>£�Í�Á
¡�Ê,À�Á
¢K¼>¼Q½á¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í!ÁgÒ,À4£UØ�¡J¾,Õ�×R¼>Ã
£�Õ�Ë�Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼4È
%&	�����	�'9� ñ ¯ ä ¯jõ{FH�ON�LQT�FHG�A4�6L�N���X�FH�Q���t��F��9��N�LQ���QX,Y��y�0`��>L�N {zn} = {xn} + i{yn}`0�(L>LQ� �>G4FJ`0���4D�LQT�L�N�F����0`���N�F

z = x+ iy
�6FHC�THAá`!�6FUN�����F��6FHC�THAHI&��FHC�THA

x = lim
n→∞

xn, y = lim
n→∞

yn.
êìë�È ¬Hí

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?¬�È�ñ�Ú�£Q½�é{Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {zn}
£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ°¤6½�¡�Â
¤�¼

z
È� �¡�ÎU¾�À�ß

Ì
¡{¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß�¾
Í,Õ6Í�ä<Ö�¡�Î>¡
ε > 0

£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½
Nε
½�À4¤0¡�¼4ß0Â�½�¡(¾
Í,Õ�Í�ä<Ö�¡�Î>¡

n > Nε£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡ |z − zn| < ε
È?Ü�ÅRÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë |x − xn| 6 |z − zn|

Á |y − yn| 6 |z − zn|£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿^êìë�È ¬Hí2£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿9È
¥0È�ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡\Á�ÅM£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁáÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�¼WÃ {xn}

Á {yn}
Á�Á�ÅMÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê0Ó

£Q½�Ë�À
|z − zn| =

√
(x− xn)2 + (y − yn)2 6 |x− xn|+ |y − yn|£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�Á {zn}

È
♦
ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú!¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼°Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�ÀgÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�Á~¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØiÂ
Á
£>¼�Í

¾�¡�£�Í�¡�Ë�Ê
¡MÌ
¡�Ë4½�¡�Ò�Õ
¼Q½�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼2Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�À<Ì
¡4£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�ÁRË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿2ØRÂ
Á0Ó
£>¼�Í�ß>½�¡ç¾
Í,Õ(Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�ÀB¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø{Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡4Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�¼>Ã{£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿�¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¼
Ë\¤�Ú0Ò
£>¼<¢bÀ�½�¼>¢bÀ�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡�À4Ê,ÀHÍ�Á�ÅJÀ\¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¿÷¼<£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À\Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�À{Ë�¼Q×R¼>£�½�Ë�¼>Ê
Ê
¿÷Ø°Ì
¡HÓ
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡�£Q½�¼>Ã.È#ðÑÂ,À4£�½�Ê
¡�£Q½�Á�ß�¼>£�Í�Á {zn}

Á {wn}
Û!Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�Á~¤�¡�¢�Ó

Ì0Í�¼>¤�£>Ê
¿2ØiÂ
Á
£>¼�Í�ß�À
α
Á
β
Û8¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¿ç¼áÌ
¡�£Q½�¡HÕ
Ê
Ê
¿ç¼4ß�½�¡�Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
äM½�£�Õi£>¡�¡4½�Ê
¡�Ó

èR¼>Ê
Á�Õ

lim
n→∞

(αzn + βwn) = α lim
n→∞

zn + β lim
n→∞

wn;

lim
n→∞

znwn = lim
n→∞

zn lim
n→∞

wn;
êìë�È ¥�í

lim
n→∞

zn

wn

=
lim

n→∞
zn

lim
n→∞

wn

, wn 6= 0, n = 1,∞.

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õnêìë�È ¥�í#£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿*Ì
Ò
Á�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Á�ß0Â�½�¡{Ë\Á0ØáÌ
Ò,À4Ë�¿2Ø�Â,À4£Q½JÕ0ØáÊ
¼MË�¡4ÅWÊ
Á0Ó
¤0À4¼Q½áÊ
¼Q¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼WÊ
Ê
¡�£Q½�¼>Ã�È

�
ñ9¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {zn}

ß
n = 1,∞ Ê,ÀHÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã�ß�¼>£�Í�Á8£QÚ�×R¼�Ó£Q½�Ë4Ú�¼Q½�½�À4¤0¡�¼9Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼(Â
Á
£�Í�¡

R > 0
ß
Â�½�¡R¾
Í,ÕoË�£>¼�Ø

n
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ê
¼QÒ,À4Ë�¼>Ê0Ó

£Q½�Ë�¡ |zn| < R
È#ð Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢y£�Í,Ú0Â,À4¼oÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕvÊ
¼>¡�Î>Ò,À4Ê
Á0Ó

Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã�È
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ñ�Ú�£Q½�é8¾�À4Ê,ÀgÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é!¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø~Â
Á
£>¼�Í {zn}

½�À4¤�À�Õ�ß�Â�½�¡�¾
Í,Õ
Í�ä<Ö�¡�Î>¡

R > 0
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½

NR
ß0½�À4¤0¡�¼9Â�½�¡R¾
Í,ÕåË�£>¼�Ø

n > NR
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡ |zn| > R

È
ð -Q½�¡�¢i£�Í,Ú0Â,À4¼�Ì
Á�è{Ú�½

lim
n→∞

zn =∞ ÁáÎ>¡�Ë�¡�Ò�Õ�½Hß�Â�½�¡RÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é�£Q½�Ò
¼>¢KÁ�½�£�Õ¤oÖ�¼>£>¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£�½�Á
z →∞ Èñ9Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢¶£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ
¼{Ò,À4£>£QÚ�ã6¾�¼>Ê
Á�Õ�È

ÎiÏ8Ð�Ñ_ÒdÓ
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�£>Ä(¼>Ò�Ú

S
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¤0¼

O
ê³Ò
Á
£4È
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Á
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¼>Ò
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P
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Ò
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¤0¼

O
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z
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¤�Ú
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Á�Õ £>Ä(¼>Ò
¿
S
£nÌ
Ò�Õ
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Ò
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¼QÒ
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½�¡�Â
¤
Á
P
Á
z
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Á
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Ê
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P
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¢*¤!¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃnÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Án½�À4¤!Ê,À�ÅW¿çË�À4¼>¢K¿çÃnÖ�¼>£>¤�¡�Ó

Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¿çÃa-�Í�¼>¢K¼>Ê�½áÛá½�¡�Â
¤�Ú
z =∞ Á�Ì
¡�£Q½�À4Ë�Á
¢�¼>¢#ÚgË�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
¼\½�¡�Â
¤�Ú

P
È
�
©9¡4¢bÌ0Í,¼>¤0£>Ê,À�Õ�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é Ê,ÀHÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕyÒ,À4£QèRÁ
Ò
¼>Ê
Ê
¡�Ã�ß�¼>£�Í�Á�¡�Ê,À¶£>¡�£Q½�¡�Á�½ Á�Å

¡�Ö�¿çÂ
Ê
¡�Ãv¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á¶Á�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡ÙÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡q-�Í�¼�Ó
¢K¼>Ê�½�À

z =∞ È
♦
�2¡�¡�½�Ë�¼Q½�£>½�Ë�Á
¼�¢K¼Qã6¾,ÚR½�¡�Â
¤�À4¢KÁáÒ,À4£QèRÁ
Ò
¼>Ê
Ê
¡�Ã°¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã°Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á°Á�½�¡�Â0Ó

¤0À4¢KÁ6£>Ä(¼>Ò
¿
S
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ë4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡(¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¿ç¢ÙÁ6Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õá£Q½�¼>Ò
¼>¡�Î>Ò,À4Ä(Á
Â
¼>£W¤�¡�Ã

Ì
Ò
¡�¼>¤
Ô
Á
¼>Ã�ß�À�£>Ä(¼>Ò,À
S
Û°£>Ä(¼>Ò
¡4Ã8òKÁ
¢bÀ4Ê,À�È

ó<Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½!¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Î>¡8Â
Á
£�Í�À
z = ∞ Ê
¼�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê�ß�½�À4¤�ã6¼6¤0À4¤ÙÁÙ¼>Î>¡g¾�¼>Ã0Ó£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê,À�Õ�Ág¢KÊ
Á
¢bÀ�ÕoÂ,À4£Q½�Á�È

îg����'9	�� ñ ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¿�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�¼WÃ {wn}
ß
n = 1,∞ ß
¼>£�Í�Á

� í wn =
n+ 1

n− i ,
Ö�í
wn =

∣∣∣∣
in

n

∣∣∣∣ ,
Ë�í
wn = arg

in

n
.

��	8ï�	�����	�¯�À�íçÝ(À�Ã0¾�¼>¢v¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é4Ê�Ú�älÁg¢KÊ
Á
¢#Ú0älÂ,À4£Q½�ÁgÂ
Á
£�Í�À
wn = un + ivn

Æ

wn =
n+ 1

n− i =
n2 + n+ ni+ i

n2 + 1
=
n2 + n

n2 + 1
+ i

n+ 1

n2 + 1
= un + ivn.

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¿�Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿÷Ø�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�¼WÃ

lim
n→∞

un = lim
n→∞

n2 + n

n2 + 1
= lim

n→∞

1 + 1/n

1 + 1/n2
= 1,

lim
n→∞

vn = lim
n→∞

n+ 1

n2 + 1
= lim

n→∞

1/n+ 1/n2

1 + 1/n2
= 0.
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ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{ë�È ¬

lim
n→∞

wn = 1 + i0 = 1
È

Ö�í÷ñ9¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é
wn = |zn|

Û°Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,À�Õ�È�bÍ�¼�¾�¡4Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

lim
n→∞

wn = lim
n→∞

1

n
= 0.

Ë�í÷ñ9Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á
¢�Â
Á
£�Í�¡
zn = in/n

Ë�½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò,Á
Â
¼>£W¤�¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¼

zn =
1

n

(
cos

πn

2
+ i sin

πn

2

)
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

arg zn =





0 n = 4k
π/2 n = 4k + 1
π n = 4k + 2
3π/2 n = 4k + 3

, k = 0,∞,

ÁoÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {wn}
Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

0,
π

2
, π,

3π

2
, 0,

π

2
, π,

3π

2
, . . .

ÁoÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�À�Ê
¼(Á
¢K¼>¼Q½HÈ
♦
 #À4¤
Á
¢v¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¼>£�Í�Á

lim
n→∞

zn = 0
ß�½�¡�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é

arg zn
¢K¡Hã�¼Q½�Ò,À4£�Ó

Ø�¡W¾�Á�½�é�£�Õ.È÷ñ9¡�¤0À�ã�¼>¢çßbÂ�½�¡i¼>£�Í�Á
lim

n→∞
zn = z0 6= 0

ßK½�¡iÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é
arg zn½�À4¤�ã�¼(¢K¡Jã6¼Q½6Ò,À4£�Ø�¡W¾�Á�½�é�£�Õ�È

îg����'9	�� ñ ¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¿�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�¼WÃ {wn}
ß
n = 1,∞ ß
¼>£�Í�Á

� í wn = zn,
Ö�í
wn = arg zn

Ì
Ò
Á
zn = 1 + i(−1)n/n

È

��	8ï�	�����	�¯�À�íçð*£>Á0Í,Ú°Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�£Q½�Á

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

1 + i lim
n→∞

(−1)n

n
= 1.

Ö�íG�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡áÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êO¬�È ¬J¦�í

arg zn =





arccos
1√

1 + 1/n2
, n = 2k + 2;

2π − arccos
1√

1 + 1/n2
, n = 2k + 1;

k = 0,∞.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß.Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�égÁ
¢K¼>¼Q½°¾�Ë�¼�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿ç¼�½�¡�Â
¤
Á�Æ.¦°Á
2π
Á!Ì
¡�Ó

-Q½�¡�¢#ÚoÒ,À4£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�È



� ×��ié�þ+ç!Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ��ç���è��fâ�ÿ Õ ê#Ò
� ¾ � Ì���Ä�Â6
�¿�À�Á��ÂGÃ_��Ä� Å���Ãn�nÁ

�
ñ�Ú�£Q½�é6¾�À4Ê,À6Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò,À�Õ�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�éá¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø�Â
Á
£>¼�Í {wn} ô ¡�Ö�Ó×RÁ
¢r-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�¢

wn = un + ivn
È, �¡�ÎU¾�À�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ë�Á0¾�À

∞∑

n=1

wn
ê ��È ¬Hí

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¢�Ò�Õ0¾�¡�¢t£�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿ç¢KÁÙÂ0Í�¼>Ê,À4¢KÁ�È�ð2¼�Í�Á
Â
Á
Ê�Ú
wn
Ê,À�ÅW¿2Ó

Ë�À4äM½
n
Ó�¢�Â0Í�¼>Ê
¡�¢¶Ò�Õ0¾�À�È�ð2¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼

Sn =
n∑

k=1

wk

ê ��È ¥�í

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ
n
Ó�Â,À4£Q½�Á
Â
Ê
¡�Ã�£QÚ0¢K¢K¡�Ã�È

�
ò#Õ0¾ ê �
È ¬HíMÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕÙ£UØ�¡J¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�ß�¼>£�Í�Á�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½�¤0¡4Ê
¼>Â
Ê
¿çÃÙÌ
Ò
¼�¾�¼�ÍiÌ
¡�Ó

£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡�£Q½�Á8¼>Î>¡�Â,À4£Q½�Á
Â
Ê
¿2Ø�£QÚ0¢K¢

lim
n→∞

Sn = S.

�9Á
£�Í�¡
S
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�£QÚ0¢K¢K¡�ÃgÒ�Õ0¾�À�È

%&	�����	�'9� ö ¯ ä ¯{�K�,T!ê �
È ¬Híá����FJTH`,�6�����6FHC�THA8`v�6FUN����0Fo�6FHC�THAHI<��FHC�THAn����FJT>�,�6���¶FJ��A
D��,THA

∞∑

n=1

un = U,
∞∑

n=1

vn = V.
ê �
È ë�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯ ñ�Ú�£Q½�é Ò�Õ0¾ ∞∑
n=1

wn
£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�È É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢

Re Sn = Un
ß
Im Sn = Vn

È
 �¡�Î�¾�À

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Un + i lim
n→∞

Vn = U + iV,

½HÈ ¼4È
¡�Ö�À{Ò�Õ0¾�À�Æ ∞∑
n=1

un
Á ∞∑

n=1

vn
£�Ø�¡W¾,Õ�½�£�ÕgË�£>Á0Í,Úá½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�ë�È ¬�È�ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡6Á�Å(£UØ�¡J¾�Á0Ó

¢K¡�£Q½�ÁgÒ�Õ0¾�¡�Ë ∞∑
n=1

un

Á ∞∑
n=1

vn

£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½å£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾�À ∞∑
n=1

wn

È
 �¼>¡�Ò
¼>¢bÀgÌ
¼>Ò
¼>Ê
¡�£>Á�½n¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¿ç¼°£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À�Ò�Õ0¾�¡�Ë�£áË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿ç¢bÁ~Â0Í�¼>Ê,À4¢KÁ~Ê,À

Ò�Õ0¾�¿ £(¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£QÊ
¿ç¢KÁ8Â0Í�¼>Ê,À4¢KÁ�È
%&	�����	�'9� ö ¯ ë�� ��	����0-���"#��'956��)����������
� �J-���"#��'9�����
���H¯��÷��N�`
D��,Táê �
È ¬Hí\����FJTH`,�6����I&�6F

lim
n→∞

wn = 0
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß
lim

n→∞
wn = lim

n→∞
un + i lim

n→∞
vn,

ÁáÒ�Õ0¾�¿ ∞∑
n=0

un
Á ∞∑

n=0
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£�Ø�¡W¾,Õ�½�£�Õ�Èð�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ì
¡{Ê
¼>¡�ÖWØ�¡J¾�Á
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Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�Ú�£�Ø�¡�Ó

¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�ÀR£�Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¿ç¢KÁ�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½4À4¢KÁ
lim

n→∞
un = lim

n→∞
vn = 0

ß0½HÈ ¼4È
lim

n→∞
wn =

0 + i0 = 0
ß,Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
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¡�í�ß�¼>£�Í�ÁÙ£UØ�¡�Ó
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Ê
¿çÃ8Á�Å\¢K¡W¾,ÚJÍ�¼>Ãg¼>Î>¡�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�Ë
∞∑

n=1

|wn|.
ê �
È ��í

�
�bØ�¡J¾,Õ�×RÁ
Ã
£�Õ{Ò�Õ0¾åê �
È ¬Hí�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ\Ú�£�Í�¡�Ë�Ê
¡{ê³Ê
¼WÀ4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡�í�£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�ßH¼>£�Í�Á

Ò�Õ0¾�ß,£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
¿çÃ8Á�Å\¢K¡W¾,ÚJÍ�¼>Ãg¼>Î>¡�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�Ë�ß�Ò,À4£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�È
%&	�����	�'9� ö ¯ ñ ¯��÷�ON�`áD��,T°ê �
È ¬Hí(����FJTH`,�6���nA4���>FUN �ç��X�F>I2�6F6FJXn����FJTH`,�6����;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯9 #À4¤ ¤0À4¤ |un| 6 |wn|

ß |vn| 6 |wn|
ßB½�¡*Á�Åi£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁyÒ�Õ0¾�À

∞∑
n=1

|wn|
Ê,À*¡�£>Ê
¡�Ë�À4Ê
Á
ÁyÌ
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡tÌ
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤0À £>Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕyÅWÊ,À4¤0¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2ØlÒ�Õ0Ó

¾�¡�Ën£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½~£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éiÒ�Õ0¾�¡�Ë ∞∑
n=1

|un|
Á ∞∑

n=1

|vn|
È¦�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßbÒ�Õ0¾�¿ ∞∑

n=1

|un|
Á ∞∑

n=1

|vn|
£UØ�¡W¾,Õ�½�£�ÕoÀ4Ö4£>¡�Í�äM½�Ê
¡
ß�À(Ò�Õ0¾�¿ ∞∑

n=1

un
Á ∞∑

n=1

vn
£UØ�¡W¾,Õ�½�£�Õ�È� �¡4Î�¾�À(Á�ÅM½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿

�
È ¬(£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÁ
£>¤�¡�¢K¡�Î>¡�Ò�Õ0¾�À�È
%&	�����	�'9� ö ¯ ö ¯��÷�ON�`*FJ��AåD��,THAiê �
È ë�íå����FJT>�,�6���*A4���>F�N �ç��X�F>I(�6F�D��,T�ê �
È ¬Hí°��A4��V�L
����FJTH`,�6���!A4���>F�N �ç��X�F�;
�n���������
�
	�+Ëó����
��g£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½åÊ
¼QÌ
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡áÁ�Å\Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À6½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�À8êO¬�È ��í�Æ

|wn| =
√
u2

n + v2
n 6 |un|+ |vn|

ÁoÌ
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤0À�£>Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õå¾
Í,ÕoÅWÊ,À4¤�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø�Ò�Õ0¾�¡�Ë
È
♦
ðv¤�ÀJÂ
¼>£Q½�Ë�¼B¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡�Î>¡RÌ
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤0ÀRÀ4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡4Ã°£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á°¢K¡HãáÊ
¡(Á
£>Ì
¡�Í�é�Ó

ÅW¡�Ë�À�½�évÍ�ä<Ö�¡�Ãt¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¿BÃ�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�ÅWÊ,À4¤�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø�êìË4¼Q×R¼�Ó
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿2Ø,íBÂ
Á
£�Í�¡4Ë�¿2ØgÒ�Õ0¾�¡�Ë
È
ñ9Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�Á
Ò
¡�Ë�¤
Áo¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¿2Ø°¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¿2ØgÌ
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤0¡4Ë�£UØ�¡W¾�Á
¢b¡4£Q½�Á.ß,¤0¡HÓ

½�¡�Ò
¿ç¼\¢K¿ Ö4ÚW¾�¼>¢�Á
£QÌ
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À�½�é6¾
Í,ÕoÁ
£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø�Ò�Õ0¾�¡�Ë�È
ñ�Ú�£Q½�é

∞∑

n=1

an,
ê �
È ª�í

∞∑

n=1

bn
ê ��È à�í

Û�ÅWÊ,À4¤�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¼{Â
Á
£�Í�¡�Ë�¿÷¼\Ò�Õ0¾�¿9È
¬�È¦õ{L�D�G�YKZ��4D�`���X,A4�i��D�A�G�X�LQX,`0�,È�~K£�Í�Á¶£QÚ�×R¼Q£>½�Ë4Ú�¼Q½Ù½4À4¤�¡�¼

N
ß#Â�½�¡�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡
an 6 |wn| 6 bn, n = N,∞Á�¼>£�Í�Á*Ò�Õ0¾Ñê �
È à�í6£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�ß2½�¡~Ò�Õ0¾Ñê �
È ��í�½�À4¤�ã6¼�£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�ßçÀÙÒ�Õ0¾Ñê �
È ¬Hí6£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ

À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡
È�~K£�Í�Áoã6¼9Ò�Õ0¾vê �
È ª�í2Ò,À4£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�ß,½�¡áÒ�Õ0¾~ê ��È ��í÷Ò,À�£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�È
¥0ÈB:B�6FUD�FJZt�4D�`���X,A4����D�A�G�X�LQX,`0�,Èk~K£�Í�Á £QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½�¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃtÁ*¡�½JÍ�Á
Â
Ê
¿çÃ ¡4½

½�¡Jã6¾�¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡áÊ�ÚJÍ,ÕgÌ
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
n→∞

|zn|
an

= α, 0 < α <∞,



� ×��ié�þ+ç!Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ��ç���è��fâ�ÿ Õ ê 	
½�¡�Ò�Õ0¾�¿^ê �
È ª�í2Áiê �
È ��í2£UØ�¡J¾,Õ�½�£�Õ�Á0Í�ÁgÒ,À4£UØ�¡W¾,Õ�½�£�Õ�¡W¾�Ê
¡�Ë�Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡
È
ë�È_õçD�`���X,A4�"!°AWN�AJ�9��L�D�A4È_~K£�Í�Á�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½°Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
n→∞

|wn+1|
|wn|

= q,

½�¡\Ò�Õ0¾nê �
È ��í#£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õa� Ò�Õ0¾�ê �
È ¬Hí�£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕåÀ4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡"��Ì
Ò
Á
q < 1

Á�Ò,À4£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ°Ì
Ò
Á
q > 1

È�ñ9Ò
Á
q = 1

Ë�¡�Ì
Ò
¡�£9¡�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ�¡4½�¤
Ò
¿÷½�¿B¢çÈ
�
È_õçD�`���X,A4�$#{FJ��`,Èð~K£�Í�Ág£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½°Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
n→∞

n
√
|wn| = q,

½�¡�Ò�Õ0¾�ê �
È ��í2£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ}� Ò�Õ0¾vê �
È ¬Hí2£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ8À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡"��Ì
Ò
Á
q < 1

ß,Ò,À4£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ8Ì
Ò
Á
q > 1

ß�À�Ì
Ò
Á
q = 1

Ë�¡�Ì
Ò
¡�£(¡6£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8Ò�Õ0¾�Àgê �
È ��í2¡�£Q½4À4¼Q½�£�Õ�¡4½�¤
Ò
¿÷½�¿B¢çÈ
ª0È&%\X,�6L>CED�AWN���X,YKZ!�4D,`���X,A4�$#{FJ��`,È�~K£�Í�Á |wn| = f(n)

ß,ÎU¾�¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(x)

¢K¡�Ê
¡�Ó
½�¡�Ê
Ê
¡6Ú0Ö�¿çË�À4¼Q½áÁoÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Ì
Ò
Á

x > a > 1
ß
½�¡�Ò�Õ0¾vê �
È ��í2ÁgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∞∫

a

f(x)dx

£UØ�¡J¾,Õ�½�£�Õ�Á0Í�ÁgÒ,À4£UØ�¡J¾,Õ�½�£�Õ�¡W¾�Ê
¡�Ë�Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡
È
à�È_õçD�`���X,A4�"!°`4D�`0��N�LQÈ�ò#Õ0¾

∞∑

n=1

anbn

£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�ß�¼>£�Í�Á�Â,À4£Q½�Á
Â
Ê
¿ç¼�£QÚ0¢K¢K¿ Ò�Õ0¾�À�ê �
È à�íM¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
¿9ß.½HÈ ¼4È.£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�½�À4¤�¡�¼
M > 0

ß,Â�½�¡
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

bk

∣∣∣∣∣ < M, n = 1,∞,

À�Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {an}
¢K¡�Ê
¡4½�¡�Ê
Ê
¡�£Q½�Ò
¼>¢KÁ�½�£�Õ�¤gÊ�ÚJÍ�ä{È

îg����'9	�� ö ¯ ä ¯(Ü9£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�éáÊ,À6À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê�Ú0äl£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾
∞∑

n=1

n

3n
(1 + i)n.

��	8ï�	�����	�¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ò�Õ0¾8Á�Å\¢K¡W¾,ÚJÍ�¼>Ã�Èn��Ú0Â
¼Q½�¡�¢*£Q¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�ÕvêO¬�È ¬Jë�í&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∞∑

n=1

∣∣∣ n
3n

(1 + i)n
∣∣∣ =

∞∑

n=1

n

3n
(
√

2)n.

ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢¶Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤8©9¡4èRÁo£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�ÅWÊ,À4¤�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø�Ò�Õ0¾�¡�Ë
Æ

lim
n→0

n

√
n

3n
(
√

2)n =

√
2

3
< 1.

ø�¾�¼>£>é°¢K¿�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é°Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿ç¢tÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿ç¢t£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢
lim

n→∞
n
√
n = 1

È
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Á
£>¤�¡�¢K¿çÃ�Ò�Õ0¾8£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ8À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡
È



ê3& Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
îg����'9	�� ö ¯ ë ¯(Ü9£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�éáÊ,À�£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾

∞∑

n=1

sin 3n

3n + 2ni
.

��	8ï�	�����	�¯�Ü9£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢�Ò�Õ0¾�Ê,À�À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê�Ú0äl£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£�½�é
È?ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ò�Õ0¾
∞∑

n=1

∣∣∣∣
sin 3n

3n + 2ni

∣∣∣∣ ,
£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
¿çÃgÁ�Å�¢K¡J¾,ÚWÍ�¼>Ã�È,Ü�Å�¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�£Q½�ÁoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

sinx
¾
Í,Õ°Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¿2Ø

Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø�£�Í�¼�¾,Ú0äM½°Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À

|wn| =
∣∣∣∣

sin 3n

3n + 2ni

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣

1

3n + 2ni

∣∣∣∣ =
1√

32n + 22n
6

1

3n
= an.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Á
£UØ�¡J¾�Ê
¿÷Ã8Ò�Õ0¾8¢bÀ�ã�¡�Ò
Á
Ò�Ú�¼Q½�£�ÕgÒ�Õ0¾�¡�¢
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

1

3n
.

ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢¶¤gÊ
¼>¢#ÚåÌ
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤8©9¡4èRÁ

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
1

3n
=

1

3
< 1.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ò�Õ0¾ ∞∑
n=1

an

£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�È� �¡�ÎU¾�À�Ë�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
Á�£(Ì
¼>Ò
Ë�¿ç¢�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�¡�¢
£>Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ!£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕnÁ8Ò�Õ0¾�ß�£>¡�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
¿çÃnÁ�Å�¢K¡W¾,ÚJÍ�¼>Ã�ß�ÀáÁ
£UØ�¡J¾�Ê
¿çÃ!Ò�Õ0¾n£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ
À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡
È
îg����'9	�� ö ¯ ñ ¯(Ü9£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�éáÊ,À�£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾

∞∑

n=1

2−n/2(1 + i)n.

��	8ï�	�����	�¯�Ý(À4Ã0¾�¼>¢¶¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê�Ú0ä^Á!¢KÊ
Á
¢#Ú0äÑÂ,À4£Q½�ÁnÒ�Õ0¾�À�È,¨(Í,Õh-Q½�¡�Î>¡åÌ
Ò
¼�¾�£Q½4ÀHÓ
Ë�Á
¢

zn

Ë6Ë�Á0¾�¼

zn =
[ 1√

2
(1 + i)

]n
=
(1 + i√

2

)n

=
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n

.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼{»oÚ�À4Ë�Ò,À�êO¬�È ¬H¥�í
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n

= cos
πn

4
+ i sin

πn

4
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
zn = cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
= un + ivn,ÎU¾�¼

un = cos
nπ

4
; vn = sin

nπ

4
.

ñ9Ò
¡�Ë�¼>Ò
Á
¢�Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á
¼{Ê
¼Q¡�ÖJØ�¡W¾�Á
¢K¡�Î>¡�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�À6£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Ò�Õ0¾�À�È,ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�¿
lim

n→∞
un, lim

n→∞
vn

Ê
¼!£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½�È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßçÊ
¼>¡�ÖJØ�¡W¾�Á
¢K¿çÃtÌ
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤tÊ
¼nË�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�ÕtÁ Ò�Õ0¾
Ò,À4£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�È
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îg����'9	�� ö ¯ ö ¯(Ü9£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�éáÊ,À�£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾

∞∑

n=1

(−1)nn+ i

n2
.

��	8ï�	�����	�¯�Ü9£�Ø�¡W¾�Ê
¿çÃ�Ò�Õ0¾8£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�ß�½�À4¤g¤�À4¤o£UØ�¡W¾,Õ�½�£�Õ�Ò�Õ0¾�¿
∞∑

n=1

(−1)n

n

Á ∞∑

n=1

1

n2
,

Õ
Ë�Í,Õ
äM×RÁ
¼>£�Õ�¼>ÎQ¡9¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã�Á6¢KÊ
Á
¢K¡�Ã6Â,À4£Q½JÕ
¢KÁ�È�Ü9£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢iÒ�Õ0¾áÊ,À(À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ó
Ê�Ú0äy£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�é
È
¨(Í,Õ�-Q½�¡�Î>¡áÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ò�Õ0¾�ß,£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
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Cn(ϕ) =
cos[(n+ 1)ϕ/2] sin(nϕ/2)

sinϕ/2
,

Sn(ϕ) =
sin[(n+ 1)ϕ/2] sin(nϕ/2)

sinϕ/2
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∞∑

n=1

an cosnϕ
ê �
È ¬J¦�í

£UØ�¡J¾�Á�½�£�ÕoÌ
Ò
Á
ϕ 6= 2πm

ß
m = −∞,∞ � Ò�Õ0¾iê �
È â�íb£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕåÚ�£�Í�¡�Ë�Ê
¡"��ÁåÒ,À4£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕoËÌ
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼4È

ë�È,ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Â,À4£Q½�Ê
¿ç¼\£�Í,Ú0Â,À4Á�È
À�í÷ò#Õ0¾vê �
È «�í2Ì
Ò
Á

an = 1/n2 £UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�ß�½�À4¤g¤�À4¤
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z = x + iy
ß
w = u + iv
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w = f(z),
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z→0
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z → −i ß�½�¡ w → 0

Á

lim
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z2 + 3iz − 2

z + i
= lim

w→0

w(w + i)
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w→0
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È
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z
£Q½�Ò
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z = 0
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Ê
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lim
z→0
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Ò
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¤�Ú
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z = 0

Ì
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Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
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y = kx

È0¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
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lim
z→0
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z∗
− z∗

z

)
= lim

x→0

(x(1 + ik)

x(1− ik) −
x(1− ik)
x(1 + ik)

)
=

4ik

1 + k2
.
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�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Ë�½�¡�Â
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lim
z→z0

f(z) = f(z0), z ∈ E. êEª0È ë�í
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¡6¾�Ë4Ú0¢¶Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À4¢

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u(x0, y0), lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v(x0, y0).
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Ò
Á n = 1
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¡�Í�¡JãáÁ
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δ = ε
È, �¡�ÎU¾�À�Á�Å\Ë�¿çÌ
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Á�Õ�Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À |z − z0| < δ

£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

|f(z)− f(z0)| = |z − z0| < δ = ε.

 �¡�ÎU¾�À
lim
z→z0

∆w = 0,

ÁvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z) = zn Ì
Ò
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¿÷Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�È

�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ê,À�ÅW¿÷Ë�À4¼Q½�£�ÕnÊ
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w = f(z)
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w = ϕ(z)
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n,

êìà�È ¬Hí
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£�Í�À�ß
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Ib�6F6FJX
����FJTH`,�6���oA4���>F�N �ç��X�F{G{�>D���C�L |z− z0| < |z1− z0|

`{D�A�G�X�F��(L�D�X�F{G�N �ç��F��l�>D���C�L |z−
z0| 6 R

I
R < |z1 − z0|
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R = sup
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¼>Â
Ê
¿2Ø
z
È0 #À4¤
Á
¢

¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¡�Ö�Í�À4£Q½�é�ä £UØ�¡J¾�Á
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¼>Ò
Á
¡J¾�Á
Â
¼>£Q¤0¡�Ã�£(Â
Á
£Q½�¡á¢KÊ
Á
¢K¿ç¢¶Ì
¼>Ò
Á
¡J¾�¡�¢
T = 2πi
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Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
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(cos z + i sin z)n = cosnz + i sinnz.
êEâ0È ��í

'R¡�Ò
¢#ÚWÍ�À êEâ0È ��í�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ*¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼>¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿}»oÚ�À4Ë�Ò,À êO¬�È ¬H¥�í6Ê,ÀÙ£�Í,Ú0Â,À4Ã*¤�¡�¢�Ó
Ì0Í�¼>¤�£>Ê
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z
Áo½�À4¤�ã�¼(Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ã8»oÚ�À4Ë�Ò,À�È

�n���������
�
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���¯?Ü�Å\Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿yÐ2Ã0Í�¼>Ò,À�êûâ�È ª�í÷£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½
(cos z + i sin z)n = (eiz)n = eizn = cosnz + i sinnz,
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Í�Á
Ë�¿�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
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sin z =
1

2i
(eiz − e−iz), cos z =

1

2
(eiz + e−iz);

êEâ0È ¬J¦�í

sh zi = i sin z, ch zi = cos z,

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y).
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cos zÁ
sin z
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T = 2π
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Ê
¿ç¢KÁ�ßMÌ
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú Ë�¿çÒ,À�ã�À4äM½�£�Õ Â
¼>Ò
¼QÅÙÎ>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Í�Á
Â
¼>£>¤,Á
¼
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Èi�÷À4¢KÁ8Î>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Í�Á
Â
¼>£>¤
Á
¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß�½4À4¤�ã�¼{¤0À4¤8Á8Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê,À�Õ!Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á�Õ

ez ß,£Q½�À4Ê
¡�Ë4Õ�½�£�Õ�Ì
¼>Ò
Á
¡J¾�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ8£9Â
Á
£Q½�¡á¢KÊ
Á
¢K¿ç¢�Ì
¼>Ò
Á
¡W¾�¡�¢ T = 2πi
È

♦
Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õ6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú6Ð2Ã0Í�¼QÒ,À�ß�Á�Å÷½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò,Á
Â
¼>£W¤�¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¿v¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Î>¡

Â
Á
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¡�Í,Ú0Â
Á
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¢#Ú9¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡<Â
Á
£�Í�À

z = ρ eiϕ,
ÎU¾�¼

ρ = |z|, ϕ = Arg z,
êEâ0È ¬�¬Hí

ÚW¾�¡�Ö�Ê�Ú0ä�¾
Í,ÕoË�¡4ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ�Ë6£Q½�¼>Ì
¼>Ê
éáÁgÁ�ÅWË�Í�¼>Â
¼>Ê
Á�Õ�¤�¡�Ò
Ê�Õ�È
ñ�Ú�£Q½�é

ν
ÛáÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�¼(Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
È� �¡�ÎU¾�À

zν = (|z|eiϕ)ν = (|z|ei(ϕ+2kπ))ν ⇒
zν = |z|ν ei(ϕν+2kπν).

êEâ0È ¬H¥�í
ð*Â,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á.ß

ν
¢K¡Jã6¼Q½6Ö�¿÷½�éáÒ,À4Ë�Ê
¡

1/n
È

¨(Í,ÕRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÃgêEâ0È ��í�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿�Ë�£>¼2¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¿ç¼÷£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿ç¼÷¾
Í,Õ
Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿÷Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�È
îg����'9	�� F ¯ ñ ¯<¨{¡�¤�À�ÅJÀ�½�é6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

sh z1 ch z2 =
1

2
[sh (z1 + z2) + sh (z1 − z2)].



	 û Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�Ü�Å�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�ÕÙÎ>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Í�Á
Â
¼>£>¤,Á0ØÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�êûâ�È ��í<¢K¡HãáÊ
¡°ÅJÀHÓ
Ì
Á
£WÀ�½�é

sh z1 =
1

2
[ez1 − e−z1 ], ch z2 =

1

2
[ez2 + e−z2 ].

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

sh z1 ch z2 =
1

4
(ez1 − e−z1)(ez2 + e−z2) =

=
1

4
[ez1+z2 − e−(z1+z2) − e−(z1−z2) + ez1−z2 ] =

=
1

2
[sh (z1 + z2) + sh (z1 − z2)].

îg����'9	�� F ¯ ö ¯(ñ9Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á�½�éáÂ
Á
£�Í�¡

w = tg
(π

6
− i

2
ln 2
)

Ë�ÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¼4È
��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
äRß

tg z =
sin z

cos z
.

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍvêEâ0È ¬�¬Hí2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

tg z = −ie
iz − e−iz

eiz + e−iz
= −ie

2iz − 1

e2iz + 1
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

tg
(π

6
− i

2
ln 2
)

= −ie
2i(π/6−i ln 2/2) − 1

e2i(π/6−i ln 2/2) + 1
=

= −ie
iπ/3eln 2 − 1

eiπ/3eln 2 + 1
= −i1 + i

√
3− 1

1 + i
√

3 + 1
=

√
3

2 + i
√

3
=

2
√

3− 3i

7
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Re w =
2
√

3

7
, Im w =

3

7
.

F ¯ ñ ¯NM���3J�
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�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

z = ew ß,Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕoÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤0¡�Ã�Ág¡�Ö�¡�ÓÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ
Ln z = w

È
ñ�Ú�£Q½�é

w = Ln z = u+iv
È�Ü�Å\êEâ0È ¬�¬Hí

z = |z|ei Arg z È��Ù¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã6£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß z = eu+iv ß½HÈ ¼4È |z|ei Arg z = eueiv È�É<½�£>ä2¾�À v = Arg z
ß
eu = |z| ß
½HÈ ¼4È u = ln |z| È, �À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß

Ln z = ln |z|+ iArg z;
êEâ0È ¬Jë�í

Arg z = arg z + 2πk, 0 6 arg z < 2π,
êEâ0È ¬���í

ÎU¾�¼
k = −∞,∞ È
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ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý 	0�
�
ø?Ê,ÀHÂ
¼QÊ
Á
¼åÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢bÀnÂ
Á
£�Í�À

z
ê
z 6= 0

íQß#Ò,À4Ë�Ê
¡�¼
ln |z| + i arg z

ßKÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ
ÎUÍ�À4Ë�Ê
¿ç¢�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼>¢

Ln z
Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ

ln z = ln |z|+ i arg z.
êEâ0È ¬Hª�í

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢yêEâ0È ¬���í
Ln z = ln z + 2πki, k = −∞,∞. êûâ�È ¬Jà�í

�2Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�ÀRÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢bÀ
Ln z
Æ

¬�È
Ln (z1z2) = Ln z1 + Ln z2

ß
¥0È

Ln
z1

z2

= Ln z1 − Ln z2
È

♦
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

Ln z
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�Ã�ß�Ì
¡#-Q½�¡�¢#Ú\Ú0¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¼÷Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À6ê³¼>£�Í�Á

Á
Ê
¡�¼6Ê
¼�¡�Î>¡�Ë�¡�Ò
¼>Ê
¡g¡�£>¡�Ö�¡�í<£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½8Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é�£�½�¡�Â
Ê
¡�£Q½�é�ä^¾�¡
2πki

Á0Í�Á�¤�À4¤
Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�Ài¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë
ß2£>¡�£Q½�¡HÕ�×RÁ0Ø Á�Å!¡W¾�Ê
Á0Ø*Á�½�¼�Ø*ã�¼�Â
Á
£>¼�Í�È6~K£Q½�¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿B¼8¾
Í,Õ
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¿2Ø6Â
Á
£>¼�ÍáÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À

lnx+lnx = 2 ln x
ß
ln x2 = 2 ln x

Ê,À<¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã
Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á{Ê
¼>¤�¡�Ò
Ò
¼>¤�½�Ê,¿9ßJ½HÈ ¼4È ßHË�¡�¡�Ö4×R¼KÎ>¡�Ë�¡�Ò�Õ�ß

Ln z+Ln z 6= 2 Ln z
ß
Ln z2 6= 2 Ln z

ß
Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú8Ì
Ò,À4Ë�¿ç¼6Á�Í�¼>Ë�¿ç¼6Â,À4£Q½�Á�Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM½�£>¡�Ö�¡�Ã!Ò,À�ÅWÊ
¿ç¼6¢KÊ
¡Jã6¼>£Q½�Ë�À�È� #À�¤�ß
¾
Í,ÕoÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>Î>¡°£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

2 Arg z = 2(arg z + 2πk) = 2 arg z + 4πk
ß
½�¡�ÎU¾�À�¤0À4¤

Arg z2 = 2 arg z + 2πk
È.ð�¤�ÀJÂ
¼>£Q½�Ë�¼6Á0Í
Í�ä<£Q½�Ò,À4Ô
Á
Á�Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢t½4À4¤�ã�¼�¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡

M = {0, 1} ß�£>¡�£Q½�¡JÕ�×R¼>¼RÁ�Å(¾�Ë4Ú�Øh-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�Ë
Æ�Ê�ÚJÍ,Õ�Ág¼�¾�Á
Ê
Á
Ô
¿9È.»gÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡ M +M£>¡�£Q½�¡�Á�½áÁ�Å(½�Ò
¼�Ø�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�Ë
Æ
0 + 0 = 0

ß
0 + 1 = 1

ß
1 + 1 = 2

ß�½�¡�ÎU¾�À�¤0À4¤o¢KÊ
¡Hã�¼>£Q½�Ë�¡
2M
£>¡�£Q½�¡�Á�½�½�¡�Í�é�¤�¡�Á�Å9¾�Ë4Ú�Ø�-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�¡�Ë
Æ

2 · 0 = 0
Á

2 · 1 = 2
È

îg����'9	�� F ¯úù�¯(ñ9Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á�½�éáË�ÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä(¡�Ò
¢K¼9Â
Á
£�Í�¡
� í w = Ln (1 + i

√
3),

Ö�í
w = ln(−a), a > 0.

��	8ï�	�����	�¯�À�í6�2¡4Î�Í�À4£>Ê
¡8êEâ0È ¬Jë�í

ÎiÏ8Ð�Ñ�Ò .

Ln z = ln ρ+ i(ϕ+ 2πk),
ÎU¾�¼

ρ = |z| ß ϕ = arg z
ê³£>¢çÈ�Ò
Á
£4È,¬Hª�í�È�ø�À4Ì
Á�èR¼>¢ÙÂ
Á
£�Í�¡

z = 1+ i
√

3Ë6Ë�Á0¾�¼(Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Æ

z = ρeiϕ+2iπk,

ρ =
√
zz∗ =

√
(1 + i

√
3)(1− i

√
3) = 2.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú
Re z = 1 > 0

Á
Im z =

√
3 > 0

ß�Â
Á
£�Í�¡
z
Ê,ÀHØ�¡W¾�Á�½�£�ÕgË�Ì
¼>Ò
Ë�¡�ÃoÂ
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�Á

¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�È�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êO¬�È ¬J¦�í�ß
ϕ = ϕ0

ß
ÎU¾�¼

ϕ0 = arccos
|x|
ρ

= arccos
1

2
=
π

3
.

 �¡�ÎU¾�À

Re w = Re Ln (1 + i
√

3) = ln ρ = ln 2,

Im w = Im Ln (1 + i
√

3) =
π

3
+ 2πk.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
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w = Ln (1 + i
√

3) = ln 2 + i
(π

3
+ 2πk

)
, k = −∞,∞.

Ö�í2ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
ln(−a) = ln |a|+ πi = ln a+ πi, a > 0.ð*Â,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á.ß

ln(−1) = iπ
È
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¤
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w = zα = eα Ln z,
êEâ0È ¬Hâ�í

ÎU¾�¼
α
ÛáÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¡�¼(¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
È

îg����'9	�� F ¯O;�¯(ñ9Ò
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¢K¼9Â
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w = (−12 + 5i)−i.

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä êEâ0È ¬Hâ�í

zz2

1 = eLn z
z2
1 = ez2 Ln z1 ,

ÎU¾�¼
z1 = −12 + 5i

ß
z2 = −i È�ø�À4Ì
Á�èR¼>¢

Ln z1 = Ln (−12 + 5i) = ln ρ+ i(ϕ+ 2πk).

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�¢K¡W¾,ÚJÍ�é�ÁgÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½áÂ
Á
£�Í�À
z1
Æ
ρ = |z1| = 13

È,ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú
Re z1 = −12 < 0

ß
Im z1 = 5 > 0

ß
Â
Á
£�Í�¡
z1

Ê,ÀHØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�Ë�¡6ÇUÇEÓ�¡�ÃoÂ
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�Á.Èn�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡!êO¬�È ¬J¦�í�ß

ϕ = π − ϕ0, ϕ0 = arccos
12

13
.

 �¡�ÎU¾�À

ϕ = π − arccos
12

13
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

Ln z1 = Ln (−12 + 5i) = ln 13 + i
(
π − arccos

12

13
+ 2πk

)
.

 �¡�ÎU¾�À

w = e−i Ln (−12+5i) = exp

{
−i
[
ln 13 + i

(
π − arccos

12

13
+ 2πk

)]}
=

= exp

{
−i ln 13 +

(
π − arccos

12

13
+ 2πk

)}
=

= exp

{
π − arccos

12

13
+ 2πk

}
exp(−i ln 13).

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿yÐ2Ã0Í�¼>Ò,À�êEâ0È ª�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

w = exp
(
π − arccos

12

13
+ 2πk

)
(cos ln 13− i sin ln 13).
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�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

z = cosw
ß.Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ~À4Ò
¤
¤�¡�£>Á
Ê�Ú�£>¡�¢�Á�¡�Ö�¡�Ó

ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ
w = Arccos z

È
Ü�Å\Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿yÐ2Ã0Í�¼>Ò,À6£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡

z =
1

2
(eiw + e−iw).

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
e2iw − 2zeiw + 1 = 0

È�É<½�£>ä2¾�À�Ì
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢
eiw = z +

√
z2 − 1

ß
½HÈ ¼4È

w = −iLn (z +
√
z2 − 1) = Arccos z.

êEâ0È ¬J«�í
ðt¡4½JÍ�Á
Â
Á
¼R¡4½°Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡o£�Í,Ú0Â,À�Õ�ÅWÊ,À4¤ ± Ì
¼>Ò
¼�¾�¤�¡�Ò
Ê
¼>¢*Ê
¼{£Q½�À4Ë�Á�½�£�Õ�ß�½�À4¤8¤�À4¤√
z2 − 1

Ú�ã�¼9Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¡�ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�È
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡6ÅJÀ4Ì
Á
£>¿çË�À4¼>¢

Arcsin z = −iLn (iz +
√

1− z2);

Arctg z = − i
2

Ln
i− z
i+ z

;

Arsh z = Ln (z +
√
z2 + 1);

êEâ0È ¬���í
Arch z = Ln (z +

√
z2 − 1);

Arth z =
1

2
Ln

1 + z

1− z .

♦
: G4LPJ6L>�Q�6G4LQX,X�F�� A4X,AWN�`��4L FH�QX�FHG�X,Y��9` 6�N�LÏ�(LQX,��A�D�X,Y��9`

aK��X,���,`0�0�9`y�4D�`,X0�,�6F¶�Q�0`,��A4��� �,F�N�`,X�F��9Y�I°��FJ��AH��A4�6LON���X,YbL�I{N�FHC�A�D�`�a.�9`,��L>�Q��`�L�I
�<D�`�C�FJX�F��(LQ�<D�`,��L>�Q��`�L�`iFJ��D�A4��X,YbL��<D�`�C�FJX�F��(LQ�<D�`,��L>�Q��`�L6aK��X,���,`,`�;�:M�>L6FH�Q��AWN����
X,YbL36�N�LO�(LQX,��A�D�X,YbL2aK��X,���,`,`���FUN����0AQ�ç�6���6`��<FH�QX�FJG�X,Y����&��F��(F5J��9�v��LQ��Y?D�L��6A�D�`�aK�
�(LQ��`,��L>�Q��`0�!T�LQZ��Q�6G�`,Z

(
�ON�FWV�LQX,`0��I÷G�YK�0`,��A4X,`0��I&���9X�FWV�LQX,`0�0I2T�LON�LQX
`0�

)
`n�Q����L�D��

��F>��`,�,`,Z
(
��FH�Q�<D�FHLQX,`0�á�ON�F>V X,Y��°aK��X,���,`,Z

)
I?�4D�`0�(LQX0��LO�9Y��á��FJX�LQ�0X�FHL÷�0`��ON�FbD�AH��;R%9�

�4D�FHG4LQT�LQX
X�FHC�F°G�YK�6LçD�A��>�Ï�(FJ�<D�LQX,`0�ÙG�`,THX�F>I2�0�6F�Gá�6L>FUD�`,`�aK��X,���,`,Zn��F��9��N�LQ���QX�FHC�F
��L�D�LO�(LQX,X�FHC�FnFH�QX�FHG�X,Y��9`=6�N�LO�(LQX,��A�D�X,Y��9`*aK��X,���,`0�0�9`v��G>N��S�ç�6���*�6F�N�����F���F�N�`,�
X�F��9Y�I&��FJ��AH��A4�6L�N���X,YbL\`åN�FHC�A�D�`�a.�9`,��L>�Q��`�LRaK��X,���,`,`�;
îg����'9	�� F ¯ F ¯(ñ9Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á�½�éáË�ÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä(¡�Ò
¢K¼9Â
Á
£�Í�¡

w = Arcsin
5

3
.

��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼áêEâ0È ¬���í�ß

w = −iLn
(5

3
i+

√
1− 25

9

)
= −iLn

(5

3
i± 4

3
i
)
.

ð*Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¼{Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

w1 = −iLn 3i = −i
(
ln 3 +

πi

2
+ 2iπk

)
=
π

2
+ 2πk − i ln 3,

w2 = −iLn
i

3
= −i

(
ln

1

3
+
πi

2
+ 2iπk

)
=
π

2
+ 2πk + i ln 3.

É�Ö4æ�¼�¾�Á
Ê
Á
¢�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿ç¼{Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½4ÀH½�¿�Ë6¡J¾�Ê�ÚåÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ,Ú

wk = Arcsin
5

3
= π

(
2k +

1

2

)
± i ln 3, k = −∞,∞.
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w = Arth (−1 + 2i).

��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼áêEâ0È ¬���í�ß0¾
Í,Õ
k = −∞,∞

w =
1

2
Ln

1 + (−1 + 2i)

1− (−1 + 2i)
=

1

2
Ln
−1 + i

2
=

=
1

2

(
ln

√
2

2
+

3π

4
i+ 2iπk

)
= −1

4
ln 2 + π

(3

8
+ k
)
i.
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�Ê��������A+-�k��Â/.���È
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¤�Ô
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f(z)
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ°¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼>¢K¡�ÃoË{½�¡�Â
¤�¼

z
ß�¼>£�Í�ÁåÌ
Ò
Á

∆z → 0£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½å¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í!¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

∆f(z)

∆z
=
f(z + ∆z)− f(z)

∆z
,

êì«�È ¬Hí

Ê
¼(ÅJÀ4Ë�Á
£�Õ�×RÁ
Ã!¡4½á£>Ì
¡�£>¡�Ö�À�£Q½�Ò
¼>¢�Í�¼>Ê
Á
Õ
∆z
¤8Ê�ÚWÍ�ä{È�Ð&½�¡4½åÌ
Ò
¼�¾�¼�ÍnÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8Ì
Ò
¡�Ó

Á�ÅWË�¡W¾�Ê
¡�ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�½�¡�Â
¤0¼
z
Áo¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ

f ′(z)
Æ

f ′(z) =
df(z)

dz
= lim

∆z→0

∆f(z)

∆z
.
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♦
~K£�Í�ÁiÄ9Ú0Ê
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f(z)
¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢bÀ�Ëo½�¡�Â
¤�¼

z
ß�½�¡�¡�Ê,ÀoÁ�Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Ë

-Q½�¡�Ão½�¡�Â
¤�¼4È
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f(z) = u(x, y)+ iv(x, y)
TH`�a�abL�D�LQX,�,`4D���LO�9A6G{�6FJ�0��L

z = x+iy
I��6F<G��6FJ�0��L

(x, y)
�Q�9J6L>�Q�6G��9�ç�l�0A��Q��X,YbL÷�4D�FJ`��4G4FJTHX,YbLçaK��X,���,`,Z

u(x, y)`
v(x, y)

��F���L�D�LO�(LQX,X,Y��
x, y
I&�4D�`,��LO��`0�(LP�ç� �(L>�Q�6F6�ON�LQTH�9�XJ�`�LR�>FHFJ��X�FJ�6LQX,`0�ZY

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x
.

êì«�È ë�í

[ FHFJ��X�FJ�6LQX,`0�nêì«�È ë�í(X,AH��YbG�AQ�ç�6���8���ON�FHG�`0�0�9`\#{FJ��` 8 �2`0�9A4X,A�;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯
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Á�Õ

f(z)
¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢bÀ�ß0½�¡{£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½6¤�¡�Ó

Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
∆z→0

∆f(z)

∆z
,

¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ�ßHÌ
¡<¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á,ä¶Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�À�ßHÊ
¼bÅJÀ4Ë�Á
£>Á�½<¡4½<£>Ì
¡�£>¡�Ö�ÀB£Q½�Ò
¼>¢�Í�¼>Ê,Á�Õ
∆z
¤\Ê�ÚJÍ�ä{È

� í÷ñ�Ú�£Q½�é ∆z = ∆x
È, �¡4Î�¾�À

f ′(z) = lim
∆x→0

∆f(x)

∆x
=
∂u(x, y)

∂x
+ i

∂v(x, y)

∂x
.

Ö�í÷ñ�Ú�£Q½�é
∆z = i∆y

È�ñ�¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f ′(z) = −i
{

lim
∆y→0

∆u

∆y
+ i lim

∆y→0

∆v

∆y

}
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y
.
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f(z)
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Á
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¤�¼
z0
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¤
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Á

u(x, y)
Á
v(x, y)
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x0, y0
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f(z)Ëå½�¡�Â
¤�¼
z0
ß�¼>£�Í�Á�¼>¼6Ò
¼WÀHÍ�é�Ê,À�ÕnÁn¢KÊ
Á
¢bÀ�Õ�Â,À�£Q½�Án¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢K¿ ¤�À4¤nÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

¾�Ë4Ú�ØoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø�Ë�½�¡�Â
¤0¼
x0, y0

ß�¾�À4¼Q½�£�Í�¼�¾,Ú0äM×6À�Õg½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�Æ

%&	�����	�'9�<T�¯ ë ¯��÷�ON�`���A�V THAJ�6`��MaK��X,���,`,Z
u(x, y)

I
v(x, y)

TH`�a�abL�D�LQX,�,`4D���LO�9A(GM�6FJ�0�
��L
x, y
��A4�áaK��X,���,`0��T�G����g��L�D�LÏ�(LQX,X,Y���I#A6`����0A��Q��X,YbL��4D�FJ`��4G4FJTHX,YbL���T�FHG>N�LQ�6G4FUD��,��ç� ���ON�FHG�`0�0��#{FJ��` 8 �2`0�9A4X,Aåêì«�È ë�í�I&�6F6aK��X,���,`0� f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

��G>N��,�
LQ�6���!TH`�a�abL�D�LQX,�,`�D���LÏ�(FJZ�aK��X,���,`�LQZ!��F��9��N�LQ���QX�FHC�F6��L�D�LO�(LQX,X�FHC�F

z = x+ iy
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯<ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
u(x, y)

Á
v(x, y)

¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢K¿ Ë
½�¡�Â
¤�¼

(x, y) ∈ E ß
½�¡

∆u(x, y) =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + ε1(∆x,∆y)∆x+ ε2(∆x,∆y)∆y,

∆v(x, y) =
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + ε3(∆x,∆y)∆x+ ε4(∆x,∆y)∆y,

ÎU¾�¼
lim
ρ→0

εk(∆x,∆y) = 0
ß
k = 1, 4

ß�À
ρ =

√
(∆x)2 + (∆y)2

È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�ß

∆f(x) = ∆u+ i∆v =
∂u

∂x
∆x− ∂v

∂y
∆y + i

(∂v
∂x

∆x+
∂u

∂y
∆y
)

+

+ε1(∆x,∆y)∆x+ ε2(∆x,∆y)∆y +

+i
[
ε3(∆x,∆y)∆x+ ε4(∆x,∆y)∆y

]
=

=
(∂u
∂x

+ i
∂v

∂y

)
(∆x+ i∆y) +

[
ε1(∆x,∆y) + iε3(∆x,∆y)

]
∆x+

+
[
ε2(∆x,∆y) + iε4(∆x,∆y)

]
∆y.

Ü�Å(Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>Î>¡á£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ8£9Ú0Â
¼�½�¡�¢*Ê
¼>Ò,À�Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À
∣∣[ε1(∆x,∆y) + iε3(∆x,∆y)]∆x+

+[ε2(∆x,∆y) + iε4(∆x,∆y)]∆y
∣∣ 6

6
[
|ε1(∆x,∆y)|+ |ε3(∆x,∆y)|]|∆x|+

+[|ε2(∆x,∆y)|+ |ε4(∆x,∆y)|
]
|∆y| 6

6
[
|ε1(∆x,∆y)|+ |ε3(∆x,∆y)|+

+|ε2(∆x,∆y)|+ |ε4(∆x,∆y)|
]
ρ.
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Â�½�¡�Áå¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�½�¼>¡�Ò
¼>¢#Ú�È
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¿�Ú�£�Í�¡�Ó
Ë�Á
ä

∂f

∂z∗
= 0.
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f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Ã

x =
z + z∗

2
, y =

z − z∗
2i

Ä(¡�Ò
¢bÀHÍ�é�Ê
¡6¢K¡JãáÊ
¡�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é°¤0À4¤oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä�¾�Ë4Ú�ØgÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
z
Á
z∗
ß
½JÈ ¼4È

f(z) = u
(z + z∗
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√
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√
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√
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∂v(x, y)

∂x
= −∂u(x, y)
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dx,
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∂y
dy
)

+ C =

(x,y)∫

(x0,y0)

(
− ∂u
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f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
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∂u(x, y)
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=
∂v(x, y)
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+
∂2v(x, y)

∂x2
= 0.

ê ��È ��í

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß�½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¾�¡4¤�À�ÅJÀ4Ê,À�È
�
¨{Ë�¼gÎQÀ4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£>¤
Á
¼8ËÙ¡�ÖHÍ�À4£Q½�Á

E
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

u(x, y)
Á
v(x, y)

ßb£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¼�Ë
-Q½�¡�Ãg¡�Ö�Í�À4£Q½�ÁoÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢KÁ�©9¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À�ß,Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�£�Õ�£>¡�Ì
Ò�Õ�ã6¼>Ê
Ê
¿ç¢KÁ�È

♦
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê,ÀHÕ�ÁR¢KÊ
Á
¢bÀ�Õ�Â,À4£Q½�Á�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Õ
Ë�Í,Õ
äM½�£�Õ�£>¡�Ì
Ò�Õ0Ó

ã�¼>Ê
Ê
¿ç¢KÁgÎ�À4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
¢KÁ�È
%&	�����	�'9�<n�¯ ë ¯I!�N���N �ç��FJZÙaK��X,���,`,`

u(x, y)
I÷C�A�D��(FJX,`,��L>�Q��FJZÙG°FJTHX�FH�>GW����X�FJZÙFJ��N�A4�

�Q��`
E
I÷�Q�9J6L>�Q�6G���LQ���>FJ�4D��
V�LQX,X
AJ�Ù�åX�LQZ�C�A�D��(FJX,`,�0L>�Q��AJ�iaK��X,���,`0�

v(x, y)
I÷FJ�4D�LQ�

T�L�N���LÏ�9AJ���>FHFJ��X�FJ�6LQX,`�LÏ�

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(
− ∂u(x, y)

∂y
dx+

∂u(x, y)

∂x
dy
)

+ const,
ê ��È ª�í

C�T�L°`,X,�6L>CED�`4D�FHG�A4X,`�Lå�4D�FJG4FJTH`,�6������Fg�4D�FJ`��4G4F�N���X�FWZ¶�����>FJ�0X�FJ�OCON�A4TH��FJZ¶�>D�`�G4FJZ�I(�>FJ�
LQTH`,X0�S�XJ6LQZ!�6FJ�0��`

(x0, y0)
`

(x, y)
`8��LON�`,��F��lN�L�V AQJ6LQZnG

E
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
u(x, y)

ÛáÎ�À4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£>¤0À�Õ�ß
½�¡�Á�Å9½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿
õ.Ò
Á
Ê,ÀR£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß,Â�½�¡�ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼9¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�ß,£Q½�¡JÕ�×R¼>Î>¡�Ë�Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃoÂ,ÀJÓ
£Q½�Áá£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�ê ��È ª�í�ß�Ê
¼BÅJÀ4Ë�Á
£>Á�½R¡4½{Ì�Ú�½�Á°Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�À�Ê
Á�Õ.È�ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢iË{¤0ÀJÂ
¼>£Q½�Ë�¼
¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�ß�£>¡�¼�¾�Á
Ê�Õ
äM×R¼>Ã!½�¡�Â
¤
Á

(x0, y0)
Á

(x, y)
ß,Í�¡�¢bÀ4Ê�Ú0ä £{¡4½�Ò
¼QÅW¤�À4¢KÁ�ß�Ì,À�Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é�Ó

Ê
¿ç¢KÁg¡�£�Õ
¢¶¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½HÈ� �¡�ÎU¾�À

(x,y)∫

(x0,y0)

(
−∂u(x, y)

∂y
dx+

∂u(x, y)

∂x
dy
)

+ const =

= −
x∫

x0

∂u(x, y0)

∂y
dx+

y∫

y0

∂u(x, y)

∂x
dy + const = v(x, y).
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ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
ñ9Ò
¡W¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼{Ì
¡

x
È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∂v(x, y)

∂x
= −∂u(x, y0)

∂y
+

y∫

y0

∂2u(x, y)

∂x2
dy =

= −∂u(x, y0)

∂y
−

y∫

y0

∂2u(x, y)

∂y2
dy =

= −∂u(x, y0)

∂y
− ∂u(x, y)

∂y

∣∣∣
y

y0

= −∂u(x, y)
∂y

.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡<¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£Q½�é(Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡9£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õá©9¡�èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À�È
♦
Ü�Å\½�¼>¡�Ò
¼>¢ ��È ¬\Áh��È ¥�Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½Hß�Â�½�¡6¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê,À�Õ8Ág¢KÊ
Á
¢bÀ�ÕgÂ,À4£Q½�Á8À4Ê,ÀHÍ�Á0Ó

½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
¿ £>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢

v(x, y) = −
x∫

x0

∂u(t, y0)

∂y
dt+

y∫

y0

∂u(x, t)

∂x
dt+ C,

ê ��È à�í

u(x, y) =

x∫

x0

∂v(t, y0)

∂y
dt−

y∫

y0

∂v(x, t)

∂x
dt+ C,

ê ��È â�í

¼>£�Í�Á~Í�¡�¢bÀ4Ê,À�Õ
ABC

Í�¼QãáÁ�½�Ë!¡�Ö�Í�À4£Q½�Á¶À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á
f(z)
Èbø�¾�¼>£>é

A = (x0, y0)
ß

B = (x, y0)
ß
C = (x, y)

È

îg����'9	��-n�¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�Ú0ä Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Ì
¡!Á�ÅQÓ
Ë�¼>£Q½�Ê
¡�Ã�¢KÊ
Á
¢K¡�ÃoÂ,À4£Q½�Á

v(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3,

¼>£�Í�Á
f(0) = 0

È
��	8ï�	�����	�¯&ñ9Ò
¡�Ë4¼>Ò
Á
¢çß�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Í�Á~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

v(x, y)
ÎQÀ�Ò
¢b¡4Ê
Á
Â
¼>£>¤0¡�Ã�È�¨(Í,Õ -Q½�¡�ÎQ¡

Ê,À4Ã0¾�¼>¢
∂v

∂x
= 3x2 + 12xy − 3y2,

∂v

∂y
= 6x2 − 6xy − 6y2.

∂2v

∂x2
= 6x+ 12y,

∂2v

∂y2
= −6x− 12y.

 #À4¤
Á
¢ ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß.Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
v(x, y)

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕiÎ�À4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£>¤�¡�ÃiÁÙ£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½!£>¡�Ì
Ò�Õ0Ó
ã�¼>Ê
Ê,À�Õo¼>ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

u(x, y)
È,ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
ËáÄ(¡4Ò
¢KÚWÍ,ÚÙê ��È â�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

u(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(6x2 − 6xy − 6y2)dx+ (−3x2 − 12xy + 3y2)dy =

=

x∫

0

(6t2 − 6ty0 − 6y2
0)dt+

y∫

0

(−3x2 − 12xt+ 3t2)dt.
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ÿ�Û�Ü#��Ý�Þ���� &p�
ø�¾�¼>£>é6¢K¿ Ì
¡�Í�¡HãáÁ0Í�Á

x0 = 0
ß
y0 = 0

È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

u(x, y) = 2x3 − 3x2y − 6xy2 + y3 + C.

Ü�Å9Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
f(0) = 0

Ê,ÀHØ�¡J¾�Á
¢
C = 0

È
 �¡�ÎU¾�À

f(z) = (2x3 − 3x2y − 6xy2 + y3) + i(x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3),

Áo¡�¤0¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
f(z) = 2z3 + iz3.

îg����'9	��-n�¯ ñ ¯(Ý(À4Ã�½�Á8À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Ú0ä Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
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f(z)

Ì
¡�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¡�Ãg¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ó
Ê
¡�ÃoÂ,À4£Q½�Á

u(x, y) = −y3 + 3x2y + 2x,¼>£�Í�Á
f(1) = 2− 4i

È
��	8ï�	�����	�¯i'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

u(x, y)
ÛáÎQÀ4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£Q¤�À�Õ�ß,½�À4¤g¤0À4¤

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −6y + 6y = 0.

Ü�Å(Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡6Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ8©�¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À6Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= −3y2 + 3x2.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
v(x, y) = 3y2x− x3 + ϕ(y).ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
¢!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

u(x, y)
Á
v(x, y)

Ë�¡MË4½�¡�Ò
¡�¼&Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼÷©9¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,ÀMÁ{Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

6xy + ϕ′(y) = 6xy + 2.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
ϕ′(y) = 2

Á
ϕ(y) = 2y + C. �¡�ÎU¾�À

v(x, y) = 3y2x− x3 + 2y + C.
ñ9¡�£Q½�¡JÕ
Ê
Ê�Ú0ä

C
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
¢úÁ�Å!Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ

f(1) = 2 − 4i
ÈBñ9¡�£Q¤0¡�Í�é�¤�Ú

Re 1 = 1
Á

Im 1 = 0
ß
½�¡

f(1) = u(1, 0) + iv(1, 0) = 2 + i(−1 + C) = 2− 4i

Á
C = −3

È, �¡�ÎU¾�À
v(x, y) = 3y2x− x3 + 2y − 3.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
f(z) = −iz3 + 2z − 3i.
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Â
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Ú0ä Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z)

Ì
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Á
¢K¡�Ã�Â,À4£Q½�Á

v(x, y) = y cos y sh x+ x sin y ch x,

¼>£�Í�Á
f(0) = 0
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v(x, y)
Ê,À�ÎQÀ4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
Ê
¡�£�½�é
Æ

∂v

∂x
= y cos y ch x+ sin y[ch x+ x sh x],

∂2v

∂x2
= y cos y sh x+ sin y sh x+ sin y[ch x+ x sh x];

∂v

∂y
= sh x[cos y − y sin y] + x ch x cos y,

∂2v

∂y2
= − sh x sin y − x sh x sin y − sh x[sin y + y cos y].

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0,

½HÈ ¼4È0Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
v(x, y)

Û�Î�À4Ò
¢K¡�Ê
Á
Â
¼>£>¤�À�Õ�ß0Á6¾
Í,ÕáÊ
¼>¼<£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½6£>¡�Ì
Ò�Õ�ã�¼>Ê
Ê,À�ÕáÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á�Õ

u(x, y)
È,Ü�Å\Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡6Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ�©9¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À6Ê,ÀHØ�¡J¾�Á
¢

∂u

∂x
= sh x[cos y − y sin y] + x ch x cos y.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

u(x, y) = ch x[cos y − y sin y] + cos y

x∫

0

t ch t dt+ ϕ(y).

ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∫
t ch t dt.

¨(Í,Õ)-Q½�¡�Î>¡åÌ
Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
Ú�¼W¢t¡W¾�Á
Ê!Ò,À�Å�Ì
¡°Â,À4£Q½JÕ
¢çß?Ì
¡�Í�¡HãáÁ
Ë
U = t dU = dt

ß
dV =

ch t dt
ß
V = sh t

È, �¡�ÎU¾�À
∫
t ch t dt = t ch t−

∫
ch t dt = t ch t− sh t+ C.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

u(x, y) = ch x[cos y − y sin y] + cos y[x ch x− sh x] + ϕ(y).

ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ{Ë4½�¡�Ò
¿ç¢�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢!©9¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À�È>¨(Í,Õ�-Q½�¡�Î>¡MÊ,À4Ã0¾�¼>¢8Â,À4£Q½�Ê
¿ç¼&Ì
Ò
¡�Ó
Á�ÅWË�¡W¾�Ê
¿ç¼

∂u

∂y
=ch x[− sin y − (sin y + y cos y)]− sin y[x ch x− sh x] + ϕ′(y),

−∂v
∂x

= −y cos y ch x− sin y sh x− x sh x sin y.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
u(x, y) = x sh x cos y − y ch x sin y + C.

Ü�Å9Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
f(0) = 0

Ê,ÀHØ�¡J¾�Á
¢çß,Â�½�¡
C = 0
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Á�Õ�ÅJÀH¾�ÀJÂ
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¤
Ô
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u(x, y)
Á�Å{£>¡�Ó

¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ~ê ��È â�í�È�ø�À4Ì
Á�èR¼>¢

u1(x, y) =

x∫

0

{sh t[cos y − y sin y] + t ch t cos y}dt =

= ch t[cos y − y sin y]
∣∣∣
x

0
+ cos y

x∫

0

t ch t dt.

ð2¡4ÅWé�¢K¼>¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ6Ì
¡MÂ,À4£Q½JÕ
¢çßHÌ
¡�Í�¡JãáÁ
Ë
ßW¤�À4¤\Á\Ò,À4Ê
¼>¼4ß
U = t

ß
dU = dt

ß
dV = ch t dt

ß
V = sh t

È, �¡�ÎU¾�À

u1(x, y) = ch t[cos y − y sin y]
∣∣x
0

+ cos y[t sh t− ch t]
∣∣x
0
.

ø�À4Ì
Á�èR¼>¢�½�¼>Ì
¼>Ò
é

u2(x, y) =

y∫

0

{t cos t ch x+ sin t[ch x+ x sh x]}dt.

ð2¡4ÅWé�¢K¼>¢lÁ
Ê�½�¼>ÎQÒ�ÀHÍ�Ì
¡!Â,À4£Q½HÕ
¢çß#Ì
¡�Í�¡HãáÁ
Ë�½�¼>Ì
¼>Ò
é
U = t

ß
dU = dt

ß
dV = cos t dt

ß
V = sin t

È
 �¡�ÎU¾�À

u2(x, y) = ch x[t sin t+ cos t]
∣∣y
0
− cos t[ch x+ x sh x]

∣∣y
0
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

u(x, y) = u1(x, 0) + u2(x, y) = x sh x cos y − y ch x sin y

Á
f(z) = (x sh x cos y − y ch x sin y) + i(y cos y sh x+ x sin y ch x).É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) = (1 + iz) sh z.
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ñ9¼>Ò
¼�Ø�¡J¾å¡4½\Ì
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Ê
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x, y
¤�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃáÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã

z
Ë(Ö�¡�Í�¼>¼M£�Í�¡JãáÊ
¿2Ø

Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�Õ0Øo¢K¡Jã�¼Q½�Ö�¿÷½�é�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í�¼>Ê8£(Ì
¡�¢K¡4×Ré�ä�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Ã

x =
z + z∗

2
, y =

z − z∗
2i

.

½)r6¾ sÆ����Ê�Ä}�¹Ê�ÂG
�¿�À�Á��ÂGÃ_��
�ÈþÀ�Á�
�Ã_ÂG
�Ã_Éô�

�
~K£�Í�Á�¤�À�ã6¾�¡�¢#Ú�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
ä

t
Á�Å�Á
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ�À

a < t < b
Ì
¡�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
¡gËo£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�Ó

£Q½�Ë�Á
¼\¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
z(t) = x(t) + iy(t),

êO¬J¦�È ¬Jí
ÎU¾�¼

x(t) = Re z(t)
ßKÀ

y(t) = Im z(t)
ß�½�¡n¢K¿ Ö4ÚW¾�¼>¢lÎ>¡�Ë�¡�Ò
Á�½�é
ß#Â�½�¡nÊ,À!Á
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ�¼

]a, b[
ÅJÀH¾�À4Ê,ÀR¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê,À�Õ�ê³¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�Õ�í2Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õá¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Î>¡6Ì
¼>Ò
¼�Ó

¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡
t
È

�
¨(Í,Õ�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¡4Ã*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Áv¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Î>¡iÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡i¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Ó

Í�Á
¢¶Ì
¡�Ê�Õ�½�Á�ÕgÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�À�ß�Ì
Ò
¡�Á�Å>Ë�¡J¾�Ê
¡�ÃgÁgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�Ì
Ò
ÁgÌ
¡�¢K¡4×RÁg£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Ã

lim
t→t0

z(t) = lim
t→t0

x(t) + i lim
t→t0

y(t),



. ê Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
z′(t) = x′(t) + iy′(t),

êO¬J¦�È ¥�í
b∫

a

z(t)dt =

b∫

a

x(t)dt+ i

b∫

a

y(t)dt.

�
ñ�Ú�£Q½�é�¾�À4Ê,Àv¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

z(t)
ßBÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Õ�Ê,À�¡4½�Ò
¼QÅW¤0¼

[a, b]
È4ñ9Ò
ÁT-Q½�¡�¢!¡4½�Ò
¼QÅW¤�Ú

[a, b]
¡4½�Ë�¼>Â,À4¼Q½(Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼÷¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡�Ë�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£�Ó

¤�¡�£Q½�Á�È#Ð&½�¡8¢bÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡�Ë�¢K¼>£Q½�¼°£�Ú0¤0À�ÅJÀ4Ê
Á
¼>¢�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�ß�Ë�¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢�Ì
Ò
¡WØ�¡J¾,Õ�½�£�Õ~¼QÎ>¡
½�¡�Â
¤
Á�ß�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�Ã8¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

Γ
ß�À�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼

z = z(t) = x(t) + iy(t)
Û

Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤
Á
¢�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼>¢s-Q½�¡�Ãg¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã
Γ
È

�
 �¡�Â
¤0À

z
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ6½�¡�Â
¤0¡�Ã6£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê
Á
Õ�¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�ß�¼>£�Í�Á

z = z(t1) = z(t2)Ì
Ò
Á
t1 6= t2

È
�
ñ9Ò
¡�£Q½�¡�Ã8¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�ß�Á0Í�Á�¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã)( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�ß,Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ!Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Õ8¤
Ò
Á
Ë�À�Õ�ß

Ê
¼(Á
¢K¼>äM×�À�Õo½�¡�Â
¼>¤�£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê
Á�Õ�È
�
ñ9Ò
¡�£Q½4Ú0ä�¤
Ò
Á
Ë4Ú0ä{ß�Ú\¤0¡4½�¡�Ò
¡�ÃR¤�¡�Ê
¼>Ô�£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½�£2Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�¡�¢çßHÊ,À�ÅW¿çË�À4äM½�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�Ó

½�¡�Ãg¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�È
�
©9Ò
Á
Ë�À�Õ

Γ
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ!Î�Í�ÀH¾�¤�¡�Ã�ß�¼>£�Í�Á8£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½oÌ,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤�¡�¼RÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼�Ó

Ê
Á
¼
z = z(t)

ß
a 6 t 6 b

ß�£MÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã
z(t)
ß�Á
¢K¼>äM×R¼>ÃåÊ,À\¡4½�Ò
¼QÅW¤�¼

[a, b]
Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê�Ú�ä

Áo¡4½JÍ�Á
Â
Ê�Ú0äl¡4½�Ê�ÚJÍ,ÕgÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê�Ú0ä{È
�
Ý9¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À�Õ\¤
Ò
Á
Ë�À�Õ

Γ
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ{¤�Ú�£>¡�Â
Ê
¡�Ó�ÎUÍ�ÀH¾�¤0¡�Ã\¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�ßJ¼>£�Í�Á\¼>¼&¢K¡JãáÊ
¡

Ò,À�ÅWÖ�Á�½�éMÊ,Àç¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼bÂ
Á
£�Í�¡MÂ,À4£Q½�¼>Ã�ßH¤�À�ã�¾�À�Õ(Á�Å&¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø(Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ\ÎUÍ�ÀH¾�¤�¡�Ã{¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�È
�
ø�À4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃå¤0¡�Ê�½4Ú0ÒoÖ�¼QÅ�£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼WÊ
Á
Ã�ß0Í�¼Qã�À�×RÁ
Ã°ËR¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃoÌ0Í�¡�£>¤�¡�Ó

£Q½�Á�ß?Ö4ÚJ¾�¼>¢*Ê,À�ÅW¿çË�À�½�éåÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡å¡�Ò
Á
¼>Ê�½�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¢çß�¼>£�Í�Á!¡�ÖWØ�¡J¾n£>¡�Ë�¼>Ò�è�À4¼�½�£�Õ
Ì
Ò
¡4½�Á
Ë!Â,À4£>¡�Ë�¡�Ã~£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á�ßKÁ~¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ,À�½�é

Γ+ È#ð Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢l£�Í,Ú0Â,À4¼å¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ö4ÚW¾�¼>¢Ê,À�ÅW¿çË�À�½�é�¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡á¡�Ò
Á
¼>Ê�½�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¢*Áo¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ,ÀH½�é
Γ− È

♦
~K£�Í�Á�-Q½�¡�Ê
¼�Ì
Ò
Á
Ë�¡J¾�Á�½�¤åÊ
¼�¾�¡�Ò,À�Å>Ú0¢K¼>Ê
Á�Õ
¢çß,Á
Ê0¾�¼>¤�£tsvutw0ÚáÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¡�Ò
Á0Ó

¼>Ê�½�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿2Øg¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�Ë�¢K¡Hã�¼Q½6Ö�¿÷½�éá¡�Ì�Ú�×R¼>Ê�ß,½HÈ ¼4È
Γ = Γ+ È

îg����'9	�� ä�x ¯ ä ¯(ð2¿÷Õ
£>Ê
Á�½�é
ß�¤0À4¤
Á
¼�Í�Á
Ê
Á
Ág¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½�£�ÕgÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼>¢
z = 2eit + e−it, t ∈ [0, 2π[.

��	8ï�	�����	�¯?Ý(À4Ã0¾�¼>¢i¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê�Ú0äyÁå¢KÊ
Á
¢#Ú0ä�Â,À4£Q½�Áo¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡6Â
Á
£�Í�À
z
È
ñ9¡

Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼RÐ2Ã0Í�¼>Ò,À�êEâ0È ª�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x = 3 cos t, y = sin t.
Ü9£>¤0Í�ä<Â
Á
Ë

t
ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x2

32
+ y2 = 1.

Ð&½�¡<Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼�-�Í
Í�Á
Ì
£WÀ<£2Ì
¡�Í,Ú�¡�£�Õ
¢KÁ
a = 3

ß
b = 1

È"�nÚ0Â
¼Q½�¡�¢nÁ�ÅW¢K¼>Ê
¼>Ê
Á�Õ�Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò,À
t
Ë�Á0¾�Á
¢çß?Â�½�¡°½�¡�Â
¤�À

z
¾�¼�Í�À4¼Q½oÌ
¡�Í�Ê
¿çÃ!¡�Ö�¡�Ò
¡4½åÌ
¡<-�Í
Í�Á
Ì
£QÚ8¡4½°½�¡�Â
¤
Á

z = 3
Ì
Ò
¡4½�Á
Ë

Â,À4£>¡�Ë�¡�Ão£Q½�Ò
¼�Í�¤
Ávê³£>¢çÈ
Ò
Á
£4È�¬Jà�í�È
îg����'9	�� ä�x ¯ ë ¯(Ý(À4Ì
Á
£WÀ�½�é Ë ¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Ã Ä(¡�Ò
¢K¼ Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼QÊ
Á
¼
¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á

x2 + y2 − 2y − 8 = 0.
êO¬J¦�È ë�í

ÎiÏ8Ð�Ñ_Òdû



Ö�Ö0×�yk�f�JÿÙãP�ð� Õ ç ý���Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý .�	
��	8ï�	�����	�¯÷Ü9¢K¼>¼>¢

x2 + y2 = zz∗
ß
2y = i(z − z∗)

ÈKñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë¡-Q½�Á�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�ÕvË
Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼°êO¬J¦�È ë�í�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

zz∗ − 2iz∗ + 2iz − 8 = 0
Á0Í�Á

(z − i)(z∗ + i)− 9 = 0.É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
|z − i|2 = 9.

½�½�¾ pÆ��ÉË�a0����øÁ�Ä�
�Éz+-�k��Â/.���È
ÂG
�¿�À�Á��Â6Ã_��
10_
�À�����i¿h�����
10_


�
Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀJÍÙ¡4½åÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Án¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡oÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)Ë�¾�¡�Í�é6¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã
Γ
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ,¢�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢çÆ

∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

(u+ iv)(dx+ idy) =

=

∫

Γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∫

Γ

v(x, y)dx+ u(x, y)dy.
êO¬�¬�È ¬Hí

♦
_�A4��`0��FJ��D�AH�4F��<I2`,X,�6L>CED�AWN�FJ� aK��X,���,`,`!��F��9��N�LQ���QX�FHC�F6��L�D�LO�(LQX,X�FHC�F�FJ�4D�LQT�LQ�

N���LQ�6���Ù��A4���Q���M�9AgT�G����Ù�>D�`�G4F�N�`,X�LQZ,X,Y��Ù`,X,�6L>CED�AWN�FHGoG��6FUD�FHC�F\D�FJTHA�FJ� aK��X,���,`,`
T�G����nG4LPJ6L>�Q�6G4LQX,X,Y��!��L�D�LO�(LQX,X,Y���;
ñ�Ú�£Q½�é

z(t)
ß
a 6 t 6 b

ß÷Û Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤�¡�¼iÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼iÎUÍ�ÀH¾�¤�¡�Ã�¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã
Γ
ß

z(t) = x(t) + iy(t)
ÈçðÇ-Q½�¡�¢ £�Í,Ú0Â,À4¼nÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡4½vÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Át¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡�Ì
¼>Ò
¼�Ó

¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡°¢K¡Jã�¼Q½°Ö�¿÷½�é°Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê8ËáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÙ¡�½å¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�ÃnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¿2Ø�Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø~êO¬J¦�È ¥�í

∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

f(z(t))z′(t)dt.
êO¬�¬�È ¥�í

~K£�Í�Á
Γ
Û�¤�Ú�£>¡�Â
Ê
¡�Ó�Î�Í�ÀH¾�¤0À�Õg¤
Ò
Á
Ë�À�Õ�ß�½�¡6Ë6Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃoÂ,À4£�½�Á~êO¬�¬�È ¥�í&Ö4ÚW¾�¼Q½á£Q½�¡JÕ�½�é�£QÚ0¢K¢bÀ

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê
¿2Ø6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë
ß�¤0À�ã6¾�¿çÃ�Á�Åç¤0¡4½�¡�Ò
¿2Ø�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼>½\Î�Í�ÀH¾�¤�¡�¢#Ú{Ú0Â,À4£Q½�¤�Ú
¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã�È
îg����'9	�� ä�ä ¯ ä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∮

Γ

dz

zn
, n = −∞,∞,

ÎU¾�¼
Γ
Ûá¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

R
£(Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ë�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼(¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½HÈ

��	8ï�	�����	�¯�ñ(À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤�¡�¼{Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼R¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á8Á
¢K¼>¼Q½åË�Á0¾
x = R cos t

ß
y =

R sin t
È. �¡�Î�¾�À

z = x + iy = Reit ß dz = [x′(t) + iy′(t)]dt = R(− sin t + i cos t)dt =
iR(cos t+ i sin t)dt = iReitdt

È
¬�È,ñ�Ú�£Q½�é

n = 1
È, �¡�ÎU¾�À

∫

Γ

dz

z
=

2π∫

0

iReitdt

Reit
= 2πi.



. & Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
¥0È,ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�£�Í,Ú0Â,À4Ã�ß�¤�¡�ÎU¾�À

n 6= 1
È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∫

Γ

dz

zn
=

2π∫

0

iReitdt

(Reit)n
=

i

Rn−1

2π∫

0

eit(n−1)dt = 0.

Þ\¼>Î>¤�¡6Ú0Ë�Á0¾�¼Q½�é
ß�Â�½�¡�¼>£�Í�Á�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�¡�ÖWØ�¡W¾�Á�½�£�Õ
k
Ò,À�Å�ß
½�¡�¾
Í,Õ

n = 1

∫

Γk

dz

z
= 2πik,

½�¡�ÎU¾�À6¤�À4¤°¾
Í,Õ
n 6= 1

Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ!Ì
¡�Ó�Ì
Ò
¼QãáÊ
¼>¢#ÚåÒ,À4Ë�¼>ÊgÊ�ÚWÍ�ä{È
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∫

|z|=R

dz

zn
= 2πkiδ1,n,

êO¬�¬�È ë�í

ÎU¾�¼
δ1n
Û°£>Á
¢KË�¡HÍ!©9Ò
¡�Ê
¼>¤0¼>Ò,À�ß

k
Ûá¤�¡�Í�Á
Â
¼>£Q½�Ë�¡á¡�ÖWØ�¡W¾�¡�Ë6¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = R

È
É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß÷Â�½�¡~Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½4À�½vÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á,Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ*ÅWÀ4Ë�Á
£>Á�½v¡4½

n
Á
k
ß&Ê
¡~Ê
¼�ÅJÀ�Ë�Á
£>Á�½

¡4½°Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ°¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á
R
ß�Â�½�¡°£Q½4À�Ê
¼Q½o¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿ç¢ Ì
¡�£�Í�¼{½�¡�Î>¡
ß�¤�À4¤8¢K¿ ¾�¡�¤0À�ã�¼>¢

½�¼>¡�Ò
¼>¢#Úg©9¡4èRÁ�È
îg����'9	�� ä�ä ¯ ë ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =
∫
Γ

z2dz
ß�Î�¾�¼

Γ
Ûn¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤~Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã�ß�£>¡�¼�¾�Á
Ê�Õ
äM×R¼>Ã

½�¡�Â
¤
Á
z1 = 1

Á
z2 = i

È
��	8ï�	�����	�¯<ñ(À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤0¡�¼!Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼!¡4½�Ò
¼QÅW¤�À

z1z2
Á
¢K¼>¼Q½�Ë�Á0¾

x(t) = 1 − t
ß

y(t) = t
ß
t ∈ [0, 1]

ß
½HÈ ¼4È
z = (1− t) + it

ß
dz = z ′(t)dt = (−1 + i)dt

È
 �¡�Î�¾�À

I =

∫

Γ

z2dz =

1∫

0

[(1− t) + it]2(−1 + i)dt =

= (−1 + i)





1∫

0

[(1− t)2 − t2]dt+ 2i

1∫

0

t(1− t)dt



 =

= (−1 + i)
{

(t− t2) + 2i
(t2

2
− t3

3

)}∣∣∣
1

0
=

= (−1 + i)2i
(1

2
− 1

3

)
= −1

3
(1 + i).

îg����'9	�� ä�ä ¯ ñ ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∫

Γ

z|z| dz

Ì
¡6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
Γ : {|z| = 1, Re z > 0, Im z 6 0} È

��	8ï�	�����	�¯
©9¡�Ê�½4Ú0Ò
Γ
¢K¡JãáÊ
¡9Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�é\Ë(Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤0¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¼B£�Í�¼�¾,Ú0äM×�Á
¢

¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çÆ
{
x = cos t
y = sin t t ∈

[3π
2
, 2π
]
.
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z(t) = cos t+ i sin t = eit, |z| = 1Á
dz = ieitdt.�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

I =

2π∫

3π/2

1 · ieiteitdt = i

2π∫

3π/2

e2itdt =
1

2
e2it
∣∣∣
2π

3π/2
=

1

2
[e4πi − e3πi] =

=
1

2
[cos 4π + i sin 4π − cos 3π − i sin 3π] =

1

2
[2] = 1.
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¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡nÁ�Å°¡�Ì
Ò
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£Q½�Ë�À8Á
Ê0Ó
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¤
Ô
Á
Á�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡áÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡
Æ
ä ¯3M�����	����������fó�¯

∫

Γ

[C1f1(z) + C2f2(z)]dz = C1

∫

Γ

f1(z)dz + C2

∫

Γ

f2(z)dz.
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ø�¾�¼>£>éRÁ°Ë(¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢
f1(z)

Á
f2(z)
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Ò
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¿çË�Ê
¿(ß�¤
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Á
Ë�À�Õ
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Ê
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Ê
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£Q½�Ë�ÀoÍ�Á
Ê
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Ê
¡�£Q½�Ág¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�Î>¡áÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Ò
¡W¾�À�È
ë ¯ | ����	����
��������
���������fó�¯�ñ�Ú�£Q½�é

Γ+ Á Γ− Ûo¡W¾�Á
Ê8Ág½�¡4½°ã6¼\Ì�Ú�½�é
ß�Ì
Ò
¡JØ�¡W¾�Á
¢K¿çÃ!ËÌ
Ò�Õ
¢K¡�¢�Ág¡�Ö�Ò,À�½�Ê
¡�¢¶Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ0Ø?È, �¡�Î�¾�À
∫

Γ+

f(z)dz = −
∫

Γ−

f(z)dz.
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	�+Ëó����
�� Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡ £�Í�¼�¾,Ú�¼Q½ Á�Å ÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡�£Q½�Á
¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ÀáË4½�¡�Ò
¡�ÎQ¡�Ò
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Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á�ÕgÊ,À6¤
Ò
Á
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Γ
£>¡�£Q½�¡�Á�½�Á�Å9¤�Ú�£>¡�Â
Ê
¡�Ó�ÎUÍ�ÀH¾�¤
Á0Øå¤
Ò
Á
Ë�¿2Ø

Γ1, . . . ,Γn
È0 �¡�Ó

ÎU¾�À
∫

Γ

f(z)dz =
n∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz,
êO¬�¬�È à�í

Ì
Ò
Á
Â
¼>¢úÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼�¡�ÖWØ�¡W¾�Àv¤
Ò
Á
Ë�¿2Ø
Γk

ß
k = 1, n

ßç£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À�¼Q½¶£�Ê,À4Ì
Ò,À4ËHÍ�¼>Ê
Á
¼>¢
¡�ÖWØ�¡W¾�À

Γ
È

�n���������
�
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��R£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½(Á�Åç£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À9ÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á6¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�Î>¡9Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À
Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Ò
¡W¾�À�È
ö ¯ | $�	������Ù�����
	�34����+����¯

∣∣∣
∫

Γ

f(z)dz
∣∣∣ 6

∫

Γ

|f(z)| |dz|,

ÎU¾�¼ |dz| = dl
Û!¾
Í�Á
Ê,À8¾,Ú0Î>Á�ßbÀ!Ë!Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃvÂ,À4£Q½�Á�£Q½�¡�Á�½Ù¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿çÃ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ

Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ò
¡W¾�À�È
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f(z)
A4X,AWN�`,��`,�0X,A8G8FJTHX�FH�>GW����X�FJZ¶FJ��N�A4�

�Q��`
E
I��6FÙ`,X,�6L>CED�AWN�FJ��6H�6FJZ�aK��X,���,`,` �,Fi�4D�FJ`��4G4FUN���X�F��9�������>FJ�0X�FJ�OCON�A4TH��F��9�

��AJ�9��X,���6F��9�å��FJX
�6�>D��
Γ ⊂ E

D�A�G4LQXnX,�HN �M;
�n���������
�
	�+Ëó����
��~Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢lÌ
Ò
ÁÙ¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢úê Ú0Ì
Ò
¡4×�À4äM×R¼>¢&í{Ì
Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡Hã�¼�Ó
Ê
Á
Á�ß
Â�½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

u(x, y)
Á
v(x, y)

Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼>¢K¿�Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
È

ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
älÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�Ë�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

J =

∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

u(x, u)dx− v(x, y)dy + i

∮

Γ

v(x, y)dx+ u(x, y)dy.

ñ9¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼MÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á6Ë�¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�¢ÙÁ
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�¼çÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM½(Ú�£�Í�¡�Ë�Á0Ó
Õ
¢v½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�õ.Ò
Á
Ê,À�È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

J =

∫∫

DΓ

(∂v
∂x

+
∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫

DΓ

(∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy,

ÎU¾�¼
DΓ ⊂ E

Û\¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß4¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê,À�Õ6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
Γ
È4ði£>Á0Í,Ú{Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Ã6©9¡4èRÁ0Û0òKÁ
¢bÀ4Ê,À

J = 0
Áå½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê,À�È�¨\¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡�¾
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Ò
Á
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E 8 FJTHX�FH�>GW����X,AJ�tFJ��N�A��Q��� z1, z2 ∈ E
I\A

Γ1,Γ2 ⊂ E 8 T�G4L�4D�FJ`��4G4FUN���X,YbL8�>D�`�G�YbL8�8X,A4�0AWN�F�� G
z1

` ��FJX,��F�� G
z2 (
�O�\;2D�`��W;

17)
;á_,FHC�THA~TQN��

A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ!GáFJ��N�A��Q��`
E
aK��X,���,`,`

f(z)
�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4F

∫

Γ1

f(z)dz =

∫

Γ2

f(z)dz.
êO¬H¥0È ¬Hí

�n���������
�
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���¯bò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
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¡�£Q½�é!Á
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¤
Ô
Á
Á
f(z)
ß�Ë�¿çÂ
Á
£�Ó

Í�¼>Ê
Ê
¿2ØgÌ
¡6¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢
Γ1
Á

Γ2
Æ

∫

Γ1

f(z)dz −
∫

Γ2

f(z)dz =

∫

Γ1

f(z)dz +

∫

Γ−

2

f(z)dz =

∫

Γ

f(z)dz = 0,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
�
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Â
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F (z)
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ÎiÏ8Ð�Ñ�Ò �

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
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F ′(z) = f(z)
¾
Í,Õ�Ë�£>¼�Ø

z
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Ò
Á0Ó

Ê,ÀH¾
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E
È
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F (z)
Û�Ì
¼>Ò
Ë�¡�¡�Ö�Ò,À�ÅWÊ,À�Õ~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ë8¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
ß

½�¡6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
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Φ(z) = F (z) +C
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C
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Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê,À�Õo¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£�Ó
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Ò
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f(z)dz

È
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Ô
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∫
f(z)dz = F (z) + C.
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z2dz =
z3

3

∣∣∣
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(i3 − 13) = −1 + i
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¡�Ã

√
4 = −2

ê³£>¢çÈ,Ò,À�ÅQ¾�È�î#�&½�¼>Ì
¼>Ê,Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ï�í�È
��	8ï�	�����	�¯fõ{L�D�G�YKZá�Q��FH�>FJ�4;�Ü9£>¤�¡�¢K¿çÃRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍá¢K¡JãáÊ
¡<Ë�¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é(Ê
¼QÌ
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê0Ó
Ê
¡�Ì
¡RÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼�êO¬�¬�È ¥�í�ß0Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë

z = ρeiϕ ß�Î�¾�¼9À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½ ϕ ¢K¼>Ê�Õ
¼Q½�£�Õo¡4½6Ê�ÚWÍ,Õ°¾�¡ π È�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êO¬�È ¬H¥�í�ß
√
z =
√
ρei(ϕ+2πk)/2, k = 0, 1. #À4¤n¤0À4¤�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼áÌ
Ò
¡�Ë�¡W¾�Á�½�£�ÕÙÌ
¡g¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = 4

ß?½�¡
z = 4eiϕ ß dz =

4ieiϕdϕ
ß,À

√
z = 2ei(ϕ/2+πk),¡4½�¤�ÚW¾�À�Ë6£>Á0Í,ÚåÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ √

4 = −2
£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡

k = 1
Á�ß
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß

I =

∫

Γ

dz√
z

=

π∫

0

4ieiϕdϕ

2ei(ϕ/2+π)
= 2i

π∫

0

ei(ϕ/2−π)dϕ =

= 4ei(ϕ/2−π)
∣∣∣
π

0
= 4
(
e−iπ/2 − eiπ

)
= 4(1− i).

:B�6FUD�FJZ6�Q��FH�>FJ�4;� #À4¤(¤0À4¤(½�¡�Â
¤
Á
z = 4

Á
z = −4

Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�½<¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã\¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á8Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß
½�¡�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
¼>Ê
Á
¼{Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿�Ý9é�äM½�¡�Ê,ÀHÛ
Þ\¼>Ã
Ö�Ê
Á
Ô,À�êO¬H¥0È ¥�íK¾�À4¼Q½

I =

∫

Γ

dz√
z

=

−4∫

4

dz√
z

= 2
√
z
∣∣∣
−4

4
= 2[
√
−4−

√
4].



. � Ô$Õ ���"�,Ö0×#ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Ë�¿çÖ�¡�Ò�ÚåË�¼Q½�Ë�Á�ß
¾
Í,Õo¤0¡4½�¡�Ò
¡4Ã √

4 = −2
ß�½HÈ ¼4È

k = 1
ß
Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

√
−4 = 2ei(π/2+kπ)

∣∣
k=1

= 2e3πi/2 = −2i,

¡4½�¤�ÚW¾�À
I = 2(−2i+ 2) = 4(1− i). �¼>¡�Ò
¼>¢bÀR¬H¥0È ¬÷¾�¡�Ì�Ú�£>¤0À4¼Q½{Ë�À�ãáÊ
¡�¼÷¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼\ê ¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë4¡{¢K¿�Ê
¼çÌ
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á
¢çß

£>¢çÈW� ë#�0� í�È
%&	�����	�'9� ä+ë ¯ ñ��g� ��ï��&²���������������3�H¯��÷�ON�`laK��X,���,`0�

f(z)
A4X,AWN�`,��`,�0X,A*G�FJTHX�FJ�

�>GW����X�FJZ8FJ��N�A��Q��`
E
`gX�LQ�4D�L�D�YbG�X,A�G{��AJ�9��X,���6FJZ�FJ��N�A��Q��`

E = E + ΓE

IK�6F{`,X,�6LQ�
CED�AWN�FJ� aK��X,���,`,`

f(z)
��F6CED�A4X,`,��L�6H�6FJZ!FJ��N�A��Q��`áD�A�G4LQX!X,�HN �BY

∫

ΓE

f(z)dz = 0.

¨{¡8£>Á0ØiÌ
¡�Ò~Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�ÀHÍ�Á
£>é!½�¡�Í�é�¤�¡!¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅQÓ

ÎiÏ8Ð�Ñ�Ò �

Ê
¿ç¼9¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�È�¨(Í,Õ°Ë�¿÷Õ
£>Ê
¼>Ê
Á�ÕoÒ
¡HÍ�Áå£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�£Q½�Áo¡�Ö�Í�ÀHÓ
£Q½�Á Ò,À4£>£Q¢b¡�½�Ò
Á
¢úÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) = 1/z
ÈBÐ&½�ÀvÄ9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á�ÕyÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë�¤�¡�Í�é�Ô
¼
r < |z| < R

ß<¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ ¾�Ë4Ú�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã ¡�Ö�Í�À4£Q½�é�ä{È
ñ9¡�Í�¡HãáÁ
¢�¾
Í,Õ�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�Á

r = 0,1
ß
R = 10

Á
£>Ò,À4Ë�Ê
Á
¢¶Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½4À�½�¿�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ

∫

Γ

dz

z

êO¬H¥0È ë�í

Ì
¡o¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢
Γ = Γ1

Æ |z − 5| = 1
Á

Γ = Γ2
Æ |z| = 5

ß
Ô
¼�Í�Á
¤�¡�¢vÍ�¼Qã�À�×RÁ
¢�Ë�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¡�¢¶¤0¡�Í�é�Ô
¼

0,1 < |z| < 10
ê³Ò
Á
£4È�¬J«�íQÈ

É�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß,Â�½�¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍnÌ
¡6Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢#Úå¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
Γ1

Ò,À4Ë�¼>ÊgÊ�ÚWÍ�ä{Æ
∫

|z−5|=1

dz

z
= 0,

êO¬H¥0È ��í

½�À4¤ ¤�À4¤*Ëi¾�Ë4Ú�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã ¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
0,1 < |z| < 10

¢K¡JãáÊ
¡~Ë�¿2¾�¼�Í�Á�½�é�¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ�Ú0ä
¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ßçÊ,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò |z − 5| 6 2

ßçÌ
¡�Í�Ê
¡�£Q½�é�ä £>¡W¾�¼>Ò�ã�À�×{Ú0ä Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á�£>¼>ÖJÕ ¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ |z − 5| = 1

Èø��½�¡!¤�À4£WÀ�¼Q½�£�ÕvÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�Ì
¡8¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
Γ2

ß�½�¡
ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�Ún¬�¬�È ¬�ß
ËD-Q½�¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼\Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!Ö4ÚJ¾�¼Q½á¡4½WÍ�Á
Â
¼>Ê�¡4½�Ê�ÚJÍ,Õ�Æ

∫

|z|=5

dz

z
= 2πi.

êO¬H¥0È ª�í

�2Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍÑêO¬H¥0È ��íRÁ�êO¬H¥0È ª�íRÌ
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½i£U¾�¼�Í�À�½�éiË�¿çË�¡J¾�ßKÂ�½�¡Ù½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¬H¥0È ¬
¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ°£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ã6½�¡�Í�é�¤0¡n¾
Í,Õ�½�¼�Ø�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�ËiËÙ¢KÊ
¡�Î>¡4£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�ßK¾
Í,Õ
¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø*ÚW¾�À4¼Q½�£�ÕtË�¿2¾�¼�Í�Á�½�é�¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ�Ú0ä Ì
¡W¾�¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß÷Ì
¡�Í�Ê
¡�£Q½�é�ä £>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×{Ú0ä
-Q½�¡4½{¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�È0ðvÌ
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢i£�Í,Ú0Â,À4¼ç½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¬H¥0È ¬BË\¢KÊ
¡�Î>¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡4Ãá¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�Ê
¼>Ë�¼>Ò
Ê,À�È
É<½�¢K¼Q½�Á
¢iÒ,À�ÅQÍ�Á
Â
Á
¼B¢K¼Qã6¾,Ú�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¿ç¢KÁáË�¿÷èR¼B¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢KÁ�Æ�¼>£�Í�Á�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

|z − 5| = 1
Ì�Ú�½�¼>¢*Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�Ã�¾�¼>Ä(¡�Ò
¢bÀ4Ô
Á
Á�¢K¡JãáÊ
¡�£Q½JÕ
Ê�Ú�½�é°Ë6½�¡�Â
¤�Ú�ß�Ê
¼{Ë4¿2Ø�¡W¾,Õ

Ì
Ò
ÁD-Q½�¡�¢�ÅJÀ9Î>Ò,À4Ê
Á
Ô�Ú6¡�ÖHÍ�À4£Q½�Á�ß�½�¡9¾
Í,Õ6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À |z| = 5
-Q½�¡(¡�¤�À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ê
¼>Ë�¡4ÅW¢K¡Hã6Ó

Ê
¿ç¢çÈ�Ü9¢K¼>Ê
Ê
¡�-Q½�¡4½{Ä\À4¤�½\¢K¡Hã�¼Q½\£�Í,Ú�ã�Á�½�é{¤
Ò
Á�½�¼>Ò
Á
¼>¢~Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢K¡�£Q½�Á�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¬H¥0È ¬
¾
Í,Õo¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À�ß�Ò,À4£QÌ
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡�Ë6¢KÊ
¡�Î>¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ãg¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�È



Ö�{�× |
ÿ�ý]��ÿ:àô��æ<ý�}�� . �
%&	�����	�'9� ä+ë ¯ ö-�g� ��ï���"�+��¶'9����34����,���������*���,+��,���
���H¯��÷��N�`
aK��X,���,`0�

f(z)
A4X,AWN�`,��`,�0X,AiGiFJ��N�A��Q��`

E
`*X�LQ�4D�L�D�YbG�X,A~G!��AJ�9��X,���6FJZ FJ��N�A��Q��`

E = E + ΓE
I9�6F�`,X,�6L>CED�AWN*FJ� aK��X,���,`,`

f(z)
��F8CED�A4X,`,��L�6H�6FJZ�FJ��N�A��Q��`nD�A�G4LQX

X,�HN �2I\L>��N�`*FJ��N�A��Q���
E
G4F!G�D�LO�M� FJ�>��FJTHAiCED�A4X,`,�,Y^G4�>LgG�D�LÏ�M�*FH�Q��A�LQ�6��� �oFJTHX�FJZ

�Q�6FUD�FJX,Y�Y
∫

ΓE

f(z)dz = 0.
êO¬H¥0È à�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ�Ú�£Q½�é
Γ,Γ1, . . . ,Γn

ÛgË�Ê
¼QèRÊ�Õ�Õ�Á!Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê,Á
¼�Â,À4£Q½�Á�Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¿
¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

ΓE

È�ñ9Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¿
γ1, . . . , γn

ê³Ò
Á
£4È&¬���í�ß.Ì
Ò
¼>Ë�Ò,À�×�À4äM×RÁ
¼°¢KÊ
¡�Î>¡�£>Ë4Õ�ÅQÓ
Ê�Ú0äy¡�Ö�Í�À4£Q½�é

E
Ë�¡W¾�Ê
¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ�Ú0äy£(Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼>Ã

Γ̃ = ΓE + γ+
1 + γ−1 + · · ·+ γ+

n + γ−n .

 �¡�ÎU¾�À�ß,£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼°¬H¥0È ë�Á�£(Ú0Â
¼Q½�¡�¢�½�¡�Î>¡
ß�Â�½�¡áÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¿�Ì
Ò
¡JØ�¡W¾,Õ�½�£�Õo¾�Ë�À�ã6¾�¿
Ë6Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÊ
¿2ØgÊ,À4Ì
Ò,À�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ0Ø?ß�Á
¢K¼>¼>¢

∫

Γ̃

f(z)dz =

∫

ΓE

f(z)dz = 0,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å\+�	�"K���
���	 ä+ë ¯ ö ¯ ä ¯�~K£�Í�Á�¡�ÖWØ�¡W¾�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿2Ø�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�Ë

Γ,Γ1, . . .
ß
. . . ,Γn

Ë(Ä(¡�Ò
¢#Ú�Ó
Í�¼\êO¬H¥0È à�í�£>Â
Á�½�À�½�é{Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢*ê³Ì
Ò
¡4½�Á
Ë\Â,À4£>¡�Ë�¡�Ã6£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á�í�ß�½�¡\¡�Ê,À�¢K¡Hã�¼Q½(Ö�¿÷½�é
ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ4Ê,À6Ë6Ë�Á0¾�¼

∫

Γ

f(z)dz =
n∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz.
êO¬H¥0È â�í

¨{Ò�Ú0Î>Á
¢KÁ�£�Í�¡�Ë�À4¢KÁ�ß�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ~Ì
¡oË�Ê
¼QèRÊ
¼>¢#Ún¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ÚnÒ,À4Ë�¼>Ên£QÚ0¢K¢K¼�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËgÌ
¡
Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
Á
¢�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢çÈ
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡!êO¬H¥0È à�í�ß
Á
¢K¼>¼>¢

∫

Γ

f(z)dz +
n∑

k=1

∫

Γ−

k

f(z)dz = 0.

Ü�ÅW¢K¼>Ê
¼>Ê
Á
¼RÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ!¡�ÖWØ�¡J¾�À�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�Ë
Γk

Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡oÌ
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½o¤8Ä(¡�Ò0Ó
¢#ÚWÍ�¼°êO¬H¥0È â�í�È

ÎiÏ8Ð�Ñ_Ò��
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ÿ��T�Jÿ�ý]�+��Ú¹Û�Ü#��Ý�Þ���ß,Ý0ý�àá Õ ÿÙÝ8âÙ�
ýdãWý�á
ÿ���ÿ:à�ÿÙ���
ýdãWý
å\+�	�"K���
���	 ä+ë ¯ ö ¯ ë ¯<¨(Í,Õ�¾�Ë4Ú�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ãn¡�Ö�Í�À4£Q½�ÁnÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍiÌ
¡åË�Ê
¼QèRÊ
¼>¢#Ú�ê³Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê0Ó
Ê
¼>¢#Ú
í(¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ÚiÒ,À4Ë�¼>ÊiÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ,ÚiÌ
¡oÍ�ä<Ö�¡�¢#ÚnÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�¢#Úi¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú�ß#Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê0Ó
Ê
¡�¢#ÚåËD-Q½�¡�Ãg¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�Áo¡JØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×R¼>¢#Úo¼>¼(Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê,ä<älÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô�Ú�È
�n���������
�
	�+Ëó����
��g¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
È

♦
§<½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼á£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�Õ¶¬H¥0È �
È ¥�Ø�¡�Ò
¡4èR¡gÁ0Í
Í�ä<£Q½�Ò
Á
Ò�Ú�¼Q½�£�ÕÙÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�¢ ¬�¬�È ¬�ß�Ë

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢ Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½4À�½8Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�À4Ê
Á�ÕÙÊ
¼6ÅJÀ4Ë�Á
£>Á�½�¡4½�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀg¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á�ß�Ì
¡g¤0¡HÓ
½�¡�Ò
¡�ÃgË�¼�¾�¼Q½�£�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�À4Ê
Á
¼4È
îg����'9	�� ä+ë ¯ ñ ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

∮

Γ

dz

zn
, n = −∞,∞,

ÎU¾�¼
Γ
ÛáÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃoÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿BÃ�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×RÁ
Ãg½�¡�Â
¤�Ú

z = 0
È

��	8ï�	�����	�¯8õ{L�D�G�YKZ6�Q��FH�>FJ�4;�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢o¾�Ë4Ú�£>Ë4Õ�ÅWÊ�Ú0äv¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß

ÎiÏ8Ð�Ñcê�Ó

Ë�Ê
¼QèRÊ
¼>Ã{Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼>Ã{¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã(Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ\¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Γ
ßJÀçË�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê,¼>Ã

Û!¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é
Γ0 : |z| = R

£�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£>¡�¢çß�¢b¼QÊ
é4èRÁ
¢�¤
Ò,À�½�Â,À4Ã0Ó
èR¼>Î>¡�Ò,À4£>£Q½�¡JÕ
Ê
Á�ÕÙ¢K¼Qã6¾,Ú!Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¡�¢ ¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Á�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢

Γê³Ò
Á
£4ÈB¥4¦�í�È2ð ½�À4¤�¡�Ã ¡�Ö�Í�À�£Q½�Á Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
z−n À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,ÀiÌ
Ò
ÁÍ�ä<Ö�¿2ØoÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ0Ø

n
Ág£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�£�Í�¼�¾�£Q½�Ë4Á
ä ¬H¥0È �
È ¬(¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀHÓ

Ì
Á
£WÀ�½�é
∫

Γ

dz

zn
=

∫

|z|=R

dz

zn
,

¡4½�¤�ÚW¾�À�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ò
¼QÅ>ÚWÍ�éH½�À�½4À�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,Ào¬�¬�È ¬(Ì
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢
∫

Γ

dz

zn
= 2πiδ1,n.

:B�6FUD�FJZn�Q��FH�>FJ�4;?É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢�ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�¥4¦�í

Γ̃ = Γ + Γ+
1 + Γ−

1 + Γ−
0︸ ︷︷ ︸

γ

+Γ+
0 ,

ÎU¾�¼
Γ0

Ûn¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é!Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
R
ß�À

R
¢K¼>Ê
é4èR¼°¤
Ò,À�½�Â,À4Ã�èR¼>Î>¡nÒ,À4£>£Q½�¡JÕ
Ê
Á�Õv¢K¼Qã6¾,Ú

Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¡�¢i¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½RÁá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
Γ
�
Γ1
Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê,À�Õ�ã�¡�Ò�¾�À4Ê
¡�Ë�À(¤
Ò
Á
Ë�À�Õ�ß�£>¡�¼�¾�Á0Ó

Ê�Õ
äM×�À�Õá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¿
Γ0
Á

Γ
È�ø?Ê,À4¤
Á

+
Á − ¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼<¡�ÖWØ�¡J¾�À(¤0¡4Ê�½4Ú0Ò,ÀÌ
Ò
¡4½�Á
Ë�ÁgÌ
¡6Â,À4£>¡�Ë�¡�Ão£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á.ß�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
È� �¡�ÎU¾�À

∫

Γ

dz

zn
=

∫

Γ̃

dz

zn
=

∫

γ

dz

zn
+

∫

Γ+
0

dz

zn
=

∫

Γ+
0

dz

zn
= 2πiδ1,n,

ÎU¾�¼
n = −∞,∞ È?ø�¾�¼>£>éá¢K¿�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>éáÒ
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¡�¢*Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,À�¬�¬�È ¬�ß�À6½�À4¤�ã�¼½�¼>¡�Ò
¼>¢K¡�Ã�¬H¥0È �R¾
Í,Õg¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
È

îg����'9	�� ä+ë ¯ ö ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿

� í ∮
Γk

dz

z
,
Ö�í ∫

γk

dz

z
,

ÎU¾�¼
Γk
Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃoÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�À

γk
Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃg¤�¡�Ê�½4Ú0Òg£9Ê,ÀHÂ,ÀJÓ

Í�¡�¢*Ë�½�¡�Â
¤�¼
z1 = 1

Á8£R¤�¡�Ê
Ô
¡�¢*Ëá½�¡4Â
¤0¼
z2 = z

È?ñ9¡á¡�Ö�¡�Á
¢*¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢*½�¡�Â
¤0À
z = 0¡�ÖWØ�¡W¾�Á�½�£�Õ

k
Ò,À�Å�È
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k = 1
Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê ËiÌ
Ò
Á
¢b¼QÒ
¼~¬�¬�È ¬�È2ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ £�Í,Ú0Â,À4Ã

k = 2
ßM½HÈ ¼4È<ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃl¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

Γ2
¡�ÖWØ�¡W¾�Á�½*Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�¡�¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½¶¾�Ë�À�Ò,À�ÅJÀ�ê³Ò
Á
£4È

¥0¬Hí�ÈB BÒ�ÚJ¾�Ê
¡�£Q½�é
ß<Ë�¡4ÅWÊ
Á
¤0À4äM×�À�Õ�Ës-Q½�¡�¢ £�Í,Ú0Â,À4¼4ß<ÅJÀ4¤0Í�äMÂ,À4¼Q½�£�Õ�Ë�Ì
¡JÕ
Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�½�¡�Â0Ó
¤
Áv£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê
Á
Õ

S
ß#ËnÒ
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¼gÂ
¼>Î>¡�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

Γ2
Ì
¼>Ò
¼>£Q½4À4¼Q½ÙÖ�¿÷½�é�Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢çÈ

Ð&½4Ú�½�Ò�ÚJ¾�Ê
¡�£Q½�éR¢K¡JãáÊ
¡(Ì
Ò
¼>¡W¾�¡�Í�¼Q½�é{Ë�Ë�¼�¾�¼>Ê
Á
¼>¢iÒ,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ
AB
ß�Ò,À�ÅWÖ�Á
Ë�À4äM×R¼>Î>¡{¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

Γ2

Ê,À ¾�Ë�À Ì
Ò
¡�£Q½�¿2Ø?Æ
ACDSBA

Á
ABEGSA

ß�Ì
Ò
¡WØ�¡W¾�Á
¢K¿2Ø�Ë�-Q½�¡�¢tã�¼�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�ê³Ò
Á
£4È�¥�¬Hí�ß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢
Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ

AB
¡�ÖWØ�¡J¾�Á�½�£�Õo¾�Ë�À�ã6¾�¿tË6Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÊ
¿2ØgÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ0Ø?È, �¡�ÎU¾�À

∮

Γ2

dz

z
=

∮

ACDSBA

dz

z
+

∮

ABEGSA

dz

z
.

êO¬H¥0È «�í

¨RÀHÍ�¼>¼9½�À4¤gã�¼4ß
¤0À4¤gÁgË6Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼�¬�¬�È ¬�ß
Ê,ÀHØ�¡J¾�Á
¢

ÎiÏ8Ð�Ñ+ê#Ò

∮

Γ2

dz

z
= 2πi+ 2πi = 4πi.

êO¬H¥0È ��í

Ü�ÅW¢K¼>Ê
Á
Ë�Ë8êO¬H¥0È ��í&Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼\¡�ÖWØ�¡J¾�À�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∮

Γ−

2

dz

z
= −4πi.

êO¬H¥0È ¬J¦�í

Ü�Å�êO¬H¥0È ��íáÁ êO¬H¥0È ¬J¦�íá£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�¾�¡�£Q½4À�½�¡�Â
Ê
¡¶¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿çÃ Ò
¼�Ó
Å>ÚJÍ�éJ½�À�½�¾
Í,ÕgÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é4Ê
¡�Î>¡

k

∫

Γk

dz

z
= 2πki, k = −∞,∞, êO¬H¥0È ¬�¬Hí
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¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢nÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ
¢
k
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½\Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡4¼çÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼ç¡�Ö�Ó

Ø�¡W¾�À
Γk
ß
¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿B¢�Ûá¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼4È

Ö�í\ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z) = 1/z

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À8Ë8¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Ã~Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Áv£
Ë�¿çÒ
¼QÅJÀ4Ê
Ê
¡�Ãg¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�Â,À4£Q½�é�äyË�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Ã�¡�£>Á −π < arg z < π

Á
(ln z)′ =

1/z
ß�½�¡

∫

γ

dz

z
=

z∫

1

dz

z
= ln z − ln 1 = ln z,

ÎU¾�¼
γ
Û�Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ãå¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�£>¡�¼�¾�Á
Ê�Õ
äM×RÁ
Ãå½�¡�Â
¤
Á

z1 = 1
Á
z2 = z

ß0Ê
¼�Ì
Ò
¡WØ�¡J¾,Õ�×RÁ
ÃåÂ
¼�Ó
Ò
¼QÅMÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�¡(¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½\Á�Ê
¼çÌ
¼>Ò
¼>£>¼>¤�À4äB×�Á
Ãá¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê�Ú0ätÂ,À4£Q½�é9¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã
¡�£>Á�È
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ ½�¼>Ì
¼>Ò
é�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

γ1

ß.¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃÙ¡W¾�Á
ÊnÒ,À�Å�Ì
¼�Ó

ÎÏ+Ð�Ñcê�ê

Ò
¼>£>¼>¤0À4¼Q½i¡4½�Ò
Á
Ô,ÀH½�¼QÍ�é�Ê�Ú0ä}Â,À4£Q½�é!¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã¶¡�£>Á�Ì
Ò
Á
¡�ÖWØ�¡W¾�¼\½�¡�Â
¤
Á

z = 0
ËáÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Ávê³Ò
Á
£4È

¥�¥�í�È
©9¡�Ê�½4Ú0Ò

γ1
ß,Ëá¡4½WÍ�Á
Â
Á
¼{¡4½°¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
ß,Ê
¼\Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ì
Ò
¡�Ó

£Q½�¿ç¢çß#½�À4¤v¤0À4¤vÁ
¢K¼>¼Q½n½�¡�Â
¤�Úi£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼WÊ
Á�Õ
S
È#ð2Ë�¼�¾�¼>¢

Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ
AD
ß�Ò,À�ÅWÖ�Á
Ë�À4äM×RÁ
Ã�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

γ1

Ê,ÀR¾�Ë�À�Ì
Ò
¡�£Q½�¿2Ø?Æ�ÅJÀHÓ
¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ

ASCDA
ÁåÊ
¼QÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿BÃ

ADSB
ß�Ì
Ò
¡WØ�¡W¾�Á
¢K¿2ØoË

½�¡�¢�ã�¼�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�ß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢y£WÀ4¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ
AD
¡�ÖWØ�¡J¾�Á�½�£�Õ

¾�Ë�À�ã6¾�¿tË6Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÊ
¿2ØgÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
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∫

γ1

dz

z
=

∮

ASCDA

dz

z
+

∫

ADSB

dz

z
.

§�Â�½JÕ�ß,Â�½�¡
∮

ASCDA

dz

z
= 2πi,

∫

ADSB

dz

z
=

∫

γ

dz

z
= ln z,

Ê,À4Ã0¾�¼>¢
∫

γ1

dz

z
= ln z + 2πi.

êO¬H¥0È ¬H¥�í

Ü�ÅW¢K¼>Ê
Á
Ë�Ë�êO¬H¥0È ¬H¥�í2Ê,À4Ì
Ò,À4ËHÍ�¼>Ê
Á
¼\¡�ÖWØ�¡W¾�À�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∮

γ−

1

dz

z
= ln z − 2πi.

êÏ¬J¥0È ¬Jë�í

Ü�Å9êO¬H¥0È ¬H¥�í�ÁoêO¬H¥0È ¬Jë�í�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡9¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿çÃRÒ
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½4À�½<¾
Í,ÕRÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡
k ∫

γk

dz

z
= ln z + k2πi = Ln z,
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¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢nÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ
¢
k
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½\Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡4¼çÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
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Ø�¡W¾�À
γk
ß�¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿B¢tÛ�¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼4ß�Àá¾
Í,Õ

k = 0
¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

γ
Ê
¼6Ì
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¼>£>¼>¤0À4¼Q½

¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê�Ú0äÑÂ,À4£Q½�é�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã8¡�£>Á�È
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¡v¡4½�¢K¼Q½�Á�½�é
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Ò
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¤
Ô
Á
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¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
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Ò
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È
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f(z)
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E
;

_
FHC�THA�TQN���G4�>L��
z
IM�4D�`,X,A4TQN�L�V AQJ�`0�

E
IM`~�����>FJ�0X�FW�ÏCON�A4TJ�0FJCQFo��FJX,���>D�A

Γ
IM��L�N�`,��F��

N�L�V AQJ6L>C�F�G
E
I&�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4F

J =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)

ζ − z dζ =

{
f(z) z ∈ DΓ

0 z /∈ DΓ
,

êO¬Jë�È ¬Hí

C�T�L
DΓ 8 FJ��N�A��Q���4I÷FHCED�A4X,`,�0LQX,X,AJ�n��FJX,���>D�F�� Γ (

D�`��W;.¥4ë�í�È
Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ß�£Q½�¡JÕ�×RÁ
ÃåË{Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃáÂ,À4£�½�ÁåÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�ÀåêO¬Jë�È ¬Hí�ß�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕåÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢

©9¡4èRÁ~ê³Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã!Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¡�Ã!©9¡4èRÁ�í�ß�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ K(z, ζ) = 1/(ζ − z) Û°Õ0¾�Ò
¡�¢Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�Àá©9¡4èRÁ�È
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J =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)

ζ − z dζ =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)− f(z) + f(z)

ζ − z dζ = J1 + J2,

ÎU¾�¼
J1 =

1

2πi

∫

Γ

f(ζ)− f(z)

ζ − z dζ, J2 =
f(z)

2πi

∫

Γ

1

ζ − z dζ.
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ÛiÍ�ä<Ö�¿ç¼o¾�Ë�¼g½�¡�Â
¤
Á�ß2Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Ê
¿ç¼�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á
ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�Î>¡á¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

Γ
È,Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�ÕgÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú�êO¬Jë�È ¥�í�ß
¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ4Ì
Á
£>À�½�é

f(z1)− f(z0) =
1

2πi

∫

Γ

[ 1

ζ − z1

− 1

ζ − z0

]
f(ζ) dζ.

ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢yË�¤�ÀJÂ
¼>£Q½�Ë�¼°¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À8Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ~¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |ζ| = R
£áÒ,ÀH¾�Á�Ú�£>¡�¢

R
ß
Ö�¡�Í�é4èRÁ
¢¶¡�Ö�¡�Á0ØåÂ
Á
£>¼�Í |z0|

ß |z1|
È, �¡�Î�¾�À�¡�Ô
¼>Ê
¤0À6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�¾�À4¼Q½

|f(z1)− f(z0)| =
∣∣∣∣

1

2πi

∫

|ζ|=R

(z0 − z1)f(ζ)

(ζ − z0)(ζ − z1)
dζ

∣∣∣∣.

§�Â�½JÕ�ß,Â�½�¡ |f(ζ)| < M
ß�¾�À�ã�¼9¤�¡�Î�¾�À |ζ| → ∞ ß,Ê,À4Ã0¾�¼>¢

|f(z1)− f(z0)| <
|z0 − z1|MR

(R− |z0|)(R− |z1|)
.
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§b£Q½�Ò
¼Q¢bÁ
¢

R
¤gÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Á~ê

R→∞ í�ß
£>¡WØ�Ò,À4Ê
Á
Ë z0
Á
z1
Ê
¼>Ì
¡J¾�Ë�Á�ã�Ê
¿ç¢KÁ�È, �¡�Î�¾�À

Õ
£>Ê
¡
ßJÂ�½�¡
f(z1)−f(z0) = 0

ßW½�À4¤{¤0À4¤\Ì
Ò
¼�¾�¼�Í6Ì
Ò,À4Ë�¡�Ã\Â,À4£Q½�Á{Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À<Ò,À4Ë�¼>Ê\Ê�ÚJÍ�ä{È
ð*£>Á0Í,ÚoÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�£Q½�Á

z0

Á
z1

ÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼>¢çß�Â�½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

¼>£Q½�é�Ì
¡�£Q½�¡HÕ
Ê
Ê,À�Õ�È
É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß0Â�½�¡�-Q½�À(½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ9¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4¼Q½{Ê
¼>£>¤0¡�Í�é�¤�¡\¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿2Øá¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
Ã�È0ÉM¾�Ê
¡

Á�ÅMÊ
Á0Ø6ÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼Q½�£�Õ°Ë(½�¡�¢çß�Â�½�¡\¼>£�Í�Á�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼M¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�£Q½�ÁáÅJÀ4¢K¼>Ê
Á�½�é{Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢
Ë�¡4ÅWÒ,À4£Q½�À4Ê
Á�Õo¢K¡W¾,ÚJÍ,Õ |f(z)| Ê
¼�Ö�¿ç£Q½�Ò
¼>¼4ß,Â
¼>¢ M |z|n ß0½�¡ f(z)

Û�Ì
¡�Í�Á
Ê
¡�¢v£Q½�¼>Ì
¼>Ê
ÁgÊ
¼
Ë�¿÷èR¼

n
È�~#×R¼B¡W¾�Ê
¡(¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼ç¢K¿¶Ì
Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>¢ÙÌ
¡4ÅQ¾�Ê
¼>¼4ß�Ì
¡�£�Í�¼ç½�¡�ÎQ¡
ß�¤0À4¤6Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢

Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�È
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Ð&½�À{ÎUÍ�À4Ë�À(Ì
¡�£>Ë4Õ�×R¼>Ê,À{Á�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
ä ¡�£>Ê
¡�Ë4Ê
¿2ØáÌ
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Á
Ã6½�¼>¡�Ò
Á
Á°Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�Ë
È0 �¼>¡�Ó
Ò
¼Q½�Á
Â
¼>£>¤
Á
Ãg¢bÀ�½�¼>Ò
Á,ÀHÍgÁ0Í
Í�ä<£Q½�Ò
Á
Ò
Ú�¼>½�£�ÕoÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò,À4¢KÁ�È
õ�Í�À4Ë�À{£>Ê,À4ÖJã�¼>Ê,À{Ì
Ò
Á0Í�¡Hã�¼>Ê
Á0Ó
¼>¢çß�Î�¾�¼9ËRÚW¾�¡�Ö�Ê
¡�Ã°¾
Í,ÕåÁ
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕoËR½�¼>¡�Ò
Á
ÁgË�¿çÂ
¼Q½�¡�Ë6Ä(¡�Ò
¢K¼�Ì
Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>Ê
¿ Ê
¼>¡�Ö�Ó
Ø�¡W¾�Á
¢K¿ç¼å£>Ë�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ~Á�Å°½�¼>¡�Ò
Á
ÁvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã~Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡�ÃvÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã�ß#¤0À4£WÀ4äM×RÁ
¼>£�Õ
Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼QÊ
Ê,¿2Ø�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë
È

½):6¾ � Ì�� f,�È�Á�
����
�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê,À�ÕRÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {un(z)} ß n = 1,∞ ß z ∈ E ßHÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡�£UØ�¡J¾,Õ�×R¼>Ã
£�Õg¤åÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

u(z)
ß�¼>£�Í�Á°¾
Í,ÕáÍ�ä<Ö�¡�Î>¡

ε > 0
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½

Nε

ß
Ê
¼{ÅJÀ4Ë�Á
£�Õ�×R¼>¼6¡4½

z
Á!½�À4¤�¡�¼4ß�Â�½�¡á¾
Í,Õ!Ë�£>¼�Ø

n > Nε
Á�¾
Í,Õ!Ë�£>¼�Ø

z
ß?Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ0Ø

¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
ß
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

|u(z)− un(z)| < ε.

�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¿çÃ�Ò�Õ0¾

∞∑

n=1

un(z) = f(z), z ∈ E, êO¬Jà�È ¬Hí

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕnÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡°£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õn¤
f(z)
ß�¼>£�Í�Á�¾
Í,Õ�Í�ä<Ö�¡�Î>¡

ε > 0
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½

Nε

ß�Ê
¼2ÅJÀ4Ë�Á
£�Õ�×R¼>¼÷¡4½
z
Á{½�À4¤�¡�¼4ß4Â�½�¡M¾
Í,ÕRË�£>¼�Ø

n > Nε

Á\¾
Í,ÕRË�£>¼�Ø
z
ß�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ0Ø

¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
ß
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

∣∣∣∣∣f(z)−
n∑

k=1

uk(z)

∣∣∣∣∣ < ε.

%&	�����	�'9� ä ;�¯ ä=� )����������
� ®R	���	��ôï��
���,�����Z�H¯��÷��N�`!TQN��nG4�>L��
z
Ib�4D�`,X,A4TQN�L�V AQJ�`0�

FJ��N�A��Q��`
E
I

¬Hí |u(z) − un(z)| 6 an

I
n = 1,∞ `~�0`���N�FHG�AJ����FH�ON�LQT�FHG�A4�6L�N���X�FH�Q��� {an}

����FJ�
TH`,�6�����\X,�HN �2I.�6FM��FH�ON�LQT�FJG�A4��L�N���X�FH�Q��� {un(z)} ����FJTH`,�6���(D�A�G�X�F��(L�D�X�F�G(FJ��N�A��Q��`
E � ¥�í |un(z)| 6 bn

I
n = 1,∞ ` �0`��ON�FJG4FJZ¶D��,T ∞∑

n=1

bn
����FJTH`,�6����I��6FoD��,T¶êO¬Jà�È ¬Hí

����FJTH`,�6���áD�A�G�X�F��(L�D�X�F�GáFJ��N�A��Q��`
E
;

õ{FH��N�LQT�FHG�A4�6LON���X�FH�Q��� {an}
X,AH��YbG�A�LQ�6���g�9A�V�FUD�`4D��9�XJ6LQZ�TQN��n��FH��N�LQT�FHG�A4�6LON����

X�FH�Q��` {un(z)} IbA(D��,T ∞∑
n=1

bn 8 �9A�V�FUD�`4D��9�XJ�`0��TQN��°D��,THA ∞∑
n=1

un(z)
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¾�¡�£�Í�¡�Ë4Ê
¡°Ì
¡�Ë4½�¡�Ò�Õ
¼Q½á¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡å£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�¼>Ã!½�¼>¡�Ò
¼�Ó
¢K¿ ¾
Í,ÕoË�¼Q×R¼>£Q½�Ë4¼WÊ
Ê
¿2Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø�Ò�Õ0¾�¡�Ë
È
%&	�����	�'9� ä ;�¯ ë�� ®R	���	��ôï��
���,�����Z�H¯�õ\���Q���

un(z)
I
n = 1,∞ I 8 A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��`�L�GFJ��N�A��Q��`

E
aK��X,���,`,`�;#_,FJC�TJAHI�L>��N�`\D��,T\êO¬Jà�È ¬Hí÷����FJTH`,�6���åG

E
D�A�G�X�F��(L�D�X�F��RaK��X,���,`,`

f(z)
Ib�6F� ;

f(z) 8 A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��AJ�nG E aK��X,���,`0� �� ;÷D��,TR�(FWV X�F6��FJ��N�LQX,X�F6TH`�a�abL�D�LQX,�,`4D�FHG�A4����N �ç��FHL{�0`��ON�F<D�AH��Y

f (k)(z) =
∞∑

n=1

u(k)
n (z), k = 1,∞;

êO¬Jà�È ¥�í
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ÿÙß Õ ý]�ð� � Ò
� ;÷D��,TåêO¬Jà�È ¥�í(����FJTH`,�6���åD�A�G�X�F��(L�D�X�FáGRN �ç��FJZ!��AJ�9��X,���6FJZ8��FJT�FJ��N�A��Q��`

G
FJ��N�A��Q��`

E �� ;÷D��,TR�(FWV X�F6��FJ��N�LQX,X�F6`,X,�6L>CED�`4D�FHG�A4����Y
∫

Γ

f(z)dz =
∞∑

n=1

∫

Γ

un(z)dz
êO¬Jà�È ë�í

TQN��gN �ç��FHC�F���FJX,���>D�A
Γ
I�N�L�V AQJ6L>C�F�G

E
;

¨{¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡²-Q½�¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Ì
Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>Ê
¡
ß,Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ß�Ë�� ª4¦�ßn�"�EÈ
%&	�����	�'9� ä ;�¯ ñ ¯{:M���,��`,Zn�Q�6LQ��L�X,X�FJZáD��,T

∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n = f(z)

êO¬Jà�È ��í

G�X,���<D�` L>C�F �>D���C�A ����FJTH`��(FH�Q��` ����FJTH`,�6��� � A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ
aK��X,���,`,`8`

f ′(z) =
∞∑

n=1

nCn(z − z0)
n−1.

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯��2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼°ó<Ö�¼�Í,Õ�ß�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á~¤
Ò�Ú0Î�À�£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á~£Q½�¼>Ì
¼>Ê0Ó
Ê
¡�Ã�Ò�Õ0¾�£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ6Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
ß4Â�½�¡(Ë�£>Á0Í,Ú{½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�ð2¼>Ã
¼>Ò�è{½�Ò�À�£W£WÀ�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ{¾�¡�¤�ÀJÓ
ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡�¢ £U¾�¼�Í�À4Ê
Ê
¡�Î>¡
Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á�Õ�È
%&	�����	�'9� ä ;�¯ ö ¯g�<��X,���,`0�

f(z)
I2A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��AJ��G�X,���<D�`!�>D���C�A |z − z0| < R

I�D�AH���
N�A�C�A�LQ�6���nGt6H�6F��^�>D���C�L{Gá�Q�6LQ��L�X,X�FJZáD��,T

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n,

êO¬Jà�È ª�í

C�T�L

Cn =
f (n)(z0)

n!
, n = 0,∞;

êO¬Jà�È à�í

Cn =
1

2πi

∮

Γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0,∞, êO¬Jà�È â�í

A
Γ 8 �4D�FJ`��4G4F�N���X,YKZ8�����>FJ�0X�FJ�OCON�A4TH��`,Z���AJ�9��X,����YKZ���FJX,���>D
I&��L�N�`,��F��yN�L�V AQJ�`,ZnG�>D���C�L |z − z0| < R

`nFQ��G�A4��YbG�AQ�XJ�`,Z!�6FJ�0���
z0
;

�K�,TáêÏ¬Wà�È ª�í(X,AH��YbG�A�LQ�6����D��,T�F�� _
LQZ�N�FUD�AåaK��X,���,`,`
f(z)
;

♦
Ü�Å(Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿^êO¬��
È ��í2£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡8êO¬Jà�È à�í&Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼W¢yêO¬Jà�È â�í�È

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ�Ú�£Q½�é
z
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼QãáÁ�½6¡4½�¤
Ò
¿÷½�¡�¢#Ú°¤
Ò�Ú0ÎQÚ°Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

ρ
ê
ρ < R

íb£
Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢ Ëá½�¡�Â
¤�¼

z0

ß?À
ζ
Í�¼�ãáÁ�½åÊ,Àá¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á!Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

ρ
£RÔ
¼>Ê�½�Ò
¡�¢ Ëá½�¡�Â
¤�¼

z0

È
 �¡�ÎU¾�À

1

ζ − z =
1

ζ − z0 − (z − z0)
=

1

ζ − z0

( 1

1− z−z0

ζ−z0

)
.
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Ý9¡ ∣∣∣ z−z0

ζ−z0

∣∣∣ < 1
Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

1

ζ − z =
∞∑

n=0

1

ζ − z0

(
z − z0

ζ − z0

)n

.
êO¬Jà�È «�í

ò#Õ0¾iêO¬Jà�È «�íb£�Ø�¡W¾�Á�½�£�ÕoÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡6Ì
¡
ζ
¾
Í,Õ |z − z0| < ρ

ß0½4À4¤å¤�À4¤å¡�Êå¢bÀ�ã�¡�Ò
Á
Ò�Ú�¼Q½�£�Õ
Ò�Õ0¾�¡�¢

∞∑

n=0

|z − z0|n
ρn+1

,

½HÈ ¼4È?¼>Î>¡°¢K¡JãáÊ
¡áÌ
¡�Â0Í�¼>Ê
Ê
¡åÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À�½�é
È�¨{¡�¢KÊ
¡JãáÁ
¢yêO¬Jà�È «�íçÊ,À
f(ζ)/(2πi)

Á8Ì
Ò
¡�Ó
Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢*Ì
¡6¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z − z0| = ρ

È
 �¡�ÎU¾�À

f(z) =
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ

f(ζ)dζ

ζ − z .

��¾�Ò�Ú0Î>¡�Ãg£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á�ÕÙêO¬Jà�È «�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) =
1

2πi

∞∑

n=0

∫

|z−z0|=ρ

f(ζ)

ζ − z0

(
z − z0

ζ − z0

)n

dζ =

=
∞∑

n=0

(z − z0)
n 1

2πi

∫

|z−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.

É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
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Cn =

1

2πi

∫

|z−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.
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0 < |z − z0| < R
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Ò�Ú�ãáÊ
¡�£�½�é |z − z0| = ρ

Í�ä<Ö�¿ç¢ ¤�Ú�£>¡�Â
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Ê�Ú�½�¿ç¢
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Γ
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z − 1

2

)2

+ . . .

¨(Í,Õ�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�ÕnÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ°£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁnÒ�Õ0¾�À�¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡°Ö�Í�Á�ã�À4Ã�èR¼>Ã8¤8Ô
¼>Ê�½�Ò�Ú
Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õ

z0 = 1/2
¡�£>¡�Ö�¡�Ão½�¡�Â
¤0¡4Ã�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg½�¡�Â
¤�À

z1 = 0
ß�Ë�¤0¡4½�¡4Ò
¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ê
¼6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À�È�ò#À4£>£�½�¡HÕ
Ê
Á
¼�¢K¼Qã6¾,Ú)-Q½�Á
¢KÁ�½�¡�Â
¤0À4¢KÁ�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£6£UØ�¡�Ó

¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�ß�Ò,À4Ë�Ê
¿çÃ
R = |z1−z0| = 1/2

È� #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß4¡�Ö�Í�À4£Q½�é�ä £UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Ò�Õ0¾�À
 �¼>Ã0Í�¡�Ò,ÀRÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¤
Ò�Ú0Î |z − 1/2| < 1/2

È
îg����'9	�� ä ;�¯ ö ¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) =
1

3− 2zÒ,À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é~Ë~Ò�Õ0¾t �¼>Ã0Í�¡�Ò,ÀiËi¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á ½�¡�Â
¤
Á
z0 = 1 + i

Á�Ú0¤0À�ÅJÀ�½�évÒ,ÀH¾�Á�Ú�£
£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£�½�Á.È
��	8ï�	�����	�¯�ñ9Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q¢*À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß�Ë�¿2¾�¼�Í�Á
Ë�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼

(z − 1− i) Æ

1

3− 2z
=

1

(1− 2i)− 2(z − 1− i) .



Ö C ×��ié�þ��<ý]�ð���c� ��.
ð2¿çÊ
¼>£>¼>¢ ¢KÊ
¡HãáÁ�½�¼�Í�é

(1 − 2i)
Á Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼>¢

êO¬Jà�È ¬�¬Hí�È� �¡�ÎU¾�À

1

3− 2z
=

1[
1− 2(z−1−i)

1−2i

] =
∞∑

n=0

2n

(1− 2i)n+1
(z − 1− i)n.

ò�ÀH¾�Á�Ú�£8£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á*¢K¡JãáÊ
¡�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é~¤�À4¤¶Ò,À4£>£Q½�¡JÕ
Ê
Á
¼8¡4½iÔ
¼>Ê�½�Ò,ÀÙÒ,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á�Õ
z0 = 1 + i

¾�¡�Ö�Í�Á�ã6À4Ã�èR¼>Ãg¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤
Á
z − 1 = 3/2

ß
½JÈ ¼4È

R =
∣∣∣3
2
− 1− i

∣∣∣ =

√
5

2
Á0Í�ÁgÁ�Å(Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õg£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á�ÕiêO¬Jà�È ¬�¬Hí

∣∣∣2(z − 1− i)
1− 2i

∣∣∣ < 1, |z − 1− i| <
√

5

2
.

îg����'9	�� ä ;�¯úù�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z) =

2

(1 + z)3

Ò,À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é�Ë6Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�Ì
¡�£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢
z
È�§�¤�À�ÅJÀ�½�é�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£\£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�È

��	8ï�	�����	�¯.ø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡
2

(1 + z)3
=
( 1

1 + z

)′′

Á�Ú0Â�½�¼>¢�Ë�¡4ÅW¢K¡JãáÊ
¡�£Q½�éÙÌ
¡�Â0Í�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡�¾�Á
Ä(Ä9¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ*Ò�Õ0¾�À� �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�Ë�¤
Ò�Ú0Î>¼
¼>Î>¡�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á.È� �¡�ÎU¾�À�Á�Å°êO¬Jà�È ¬�¬Híb¾�Ë4Ú0¤
Ò,À�½�Ê
¿ç¢�¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼>¢�Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

2

(1 + z)3
=

( ∞∑

n=0

(−1)nzn

)′′
=

∞∑

n=2

(−1)nn(n− 1)zn−2 =

=
∞∑

k=0

(−1)k(k + 2)(k + 1)zk.

½ ? ¾ � Ì���� 
��������
| )���	�"#	�+�	�����	�¯#�K�,T�G�`,THA

∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n = f(z)
êO¬Hâ0È ¬Hí

X,AH��YbG�A�LQ�6���RD��,T�F�� � FUD�A4X,A�;�S?T�L>�Q� z0 8 aK`,���Q`4D�FHG�A4X,X
AJ���6FJ�0��A���F��9��N�LQ���QX�FJZ���N�FH�Q���FH�Q��`�I
z 8 ��L�D�LÏ�(LQX,X,AJ��I&A Cn

I
n = −∞,∞ I 8 X�LQ��FJ�6FUD�YbL\��FJX��Q��A4X,��Y&;ò#Õ0¾vêO¬Hâ0È ¬Hí2£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�Ë�½�¡�Â
¤0¼
z
ß,¼>£�Í�ÁgË�-Q½�¡�Ão½�¡�Â
¤�¼\£UØ�¡W¾,Õ�½�£�Õ�Ò�Õ0¾�¿

ϕ(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n êO¬Hâ0È ¥�í

Á

ψ(z) =
∞∑

n=1

C−n

(z − z0)n
,

êO¬Hâ0È ë�í
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ÎUÍ�À4Ë�Ê
¡�ÃgÂ,À4£Q½�é�ä{È
É�Ö�Í�À4£Q½�é�ä £�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�ÀåêO¬Hâ0È ¥�í#Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õå¤
Ò�Ú0Î |z− z0| < R

ß0ÎU¾�¼
R
Û�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£

£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£�½�Á -Q½�¡�Î>¡gÒ�Õ0¾�À�È�ð2Ê�Ú�½�Ò
ÁÙ¤
Ò�Ú0Î�ÀoÒ�Õ0¾Ù£�Ø�¡W¾�Á�½�£�ÕÙ¤�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡4ÃiÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ϕ(z)
È�ð2¡�Ì
Ò
¡4£<¡R£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�À{Ê,À\Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼�¤
Ò�Ú0Î�ÀRÒ
¼Qè�À4¼Q½�£�ÕoÁ
Ê0¾�Á
Ë�Á0¾,Ú�ÀHÍ�é�Ê
¡\¾
Í,Õ

¤0À�ã6¾�¡�Ão¼>¼9½�¡�Â
¤
Á�È
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�½�¼QÌ
¼>Ò
é°Ò�Õ0¾vêO¬Hâ0È ë�í�Èð�b¾�¼�Í�À4¼>¢�Ë6Ê
¼>¢¶ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚåÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø

z̃ =
1

z − z0

.

 �¡�ÎU¾�À�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶£Q½�¼>Ì
¼>Ê,Ê
¡�Ã�Ò�Õ0¾
∞∑

n=1

C−nz̃
n.

É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢�¼>Î>¡�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£(£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á
1/r
ß
½�¡4Î�¾�À

ψ(z̃) =
∞∑

n=1

C−nz̃
n, |z̃| < 1/r.

ð2¡4ÅWË�Ò,À�×�À�Õ
£>é6¤gÁ
£UØ�¡W¾�Ê
¿ç¢�Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿ç¢çß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ψ(z) =
∞∑

n=1

C−n

(z − z0)n
.

 #À4¤
Á
¢*¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß?Ò�Õ0¾�êO¬Hâ0È ë�íBË�Ê
¼R¤
Ò�Ú0Î�À |z − z0| < r
£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�¤!À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Ã

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ψ(z)
È�~K£�Í�Á

r < R
ß&½�¡~£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�¡�Ö4×�À�Õ*¡4Ö�Í�À4£Q½�é~£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á Ò�Õ0¾�¡�Ë

êO¬Hâ0È ¥�í#ÁnêO¬Hâ0È ë�í�Û�¤
Ò�Ú0Î>¡�Ë�¡�¼<¤0¡�Í�é4Ô
¡
r < |z− z0| < R

ß0Ë{¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢~Ò�Õ0¾ÙêO¬Hâ0È ¬HíK£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ
¤gÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = ϕ(z) + ψ(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n, r < |z − z0| < R.
êÏ¬Jâ0È ��í

%&	�����	�'9� ä F ¯ ä ¯g�<��X,���,`0�
f(z)
I A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��AJ� G �>D���C�FHG4F��

��FUN�����L
r < |z − z0| < R

Iç�4D�LQT��Q��A�G>N���LQ�6���~G�6H�6F�� ��F�N�����L<D��,T�F�� � FUD�A4X,A f(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n �\��FP6Qa�aK`,�,`�LQX,��AJ�9`

Cn =
1

2πi

∫

Γ

f(ω)

(ω − z0)n+1
dω,

êO¬Hâ�È ª�í

C�T�L
Γ 8 �4D�FJ`��4G4FUN���X,YKZt��AJ�9��X,����YKZt��FJX,���>D
I���L�N�`,��F�� N�L�V AQJ�`,Z�G~��F�N�����L r <

|z − z0| < R
`nFQ��G�A4��YbG�AQ�XJ�`,Z!�6FJ�0���

z0
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯6�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡i½�¼>¡4Ò
¼>¢K¼n©9¡4èRÁ ¬H¥0È �*ê ¾
Í,Õ¶¢KÊ
¡�Î>¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�í�ß
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À6Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�À

f(z) =
1

2πi

∫

γ̃

f(ω)dω

ω − z ,
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γ̃ = Γ−
1 + Γ+

2

ß�À
Γ1
ß
Γ2
Û!¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�ÁiÒ,ÀH¾�Á�Ú�£>¡�Ë

ρ1
Á
ρ2
ê
r < ρ1 < ρ2 < R

í�ß
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡
ß�£(Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ë�½�¡�Â
¤�¼
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ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È?¥$��í�È
 �¡�ÎU¾�À�ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êO¬Jë�È ��í�ß

f(z) =
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ2

f(ω)

ω − z dω −
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ1

f(ω)

ω − z dω,

ÎU¾�¼
z ∈ Dγ̃

Æ
ρ1 < |z − z0| < ρ2

È�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢¶¾�Ò
¡4Ö�é

1

ω − z =
1

ω − z0

1

1− z−z0

ω−z0

=
1

ω − z0

∞∑

n=0

(
z − z0

ω − z0

)n

.
êO¬Hâ0È à�í

ò#Õ0¾lêO¬Hâ0È à�íR£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ*Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
ßK½�À4¤�¤0À4¤v¾
Í,Õ¶Ë�£>¼�Ø |z − z0| < R
Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�Õ

∣∣∣ z−z0

ω−z0

∣∣∣ < 1
¾
Í,Õ

ω ∈ Γ2
È
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�¾
Í,Õ

ω ∈ Γ1

ÎiÏ8Ð�Ñ+ê3&

1

ω − z = − −1

z − z0

1

1− ω−z0

z−z0

= − 1

z − z0

∞∑

n=0

(
ω − z0

z − z0

)n

.
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ò#Õ0¾�êO¬Hâ0È â�í�½�À4¤�ã6¼M£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ°Ò,À4Ë�Ê
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Ê
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¡
ω
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f(z)
È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) =
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ2

f(ω)

ω − z0

∞∑

n=0

(
z − z0

ω − z0

)n

dω +

+
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ1

f(ω)

z − z0

∞∑

n=0

(
ω − z0

z − z0

)n

dω =

=
∞∑

n=0

(z − z0)
n 1

2πi

∫

|z−z0|=ρ2

f(ω)

(ω − z0)n+1
dω +

+
∞∑

n=0

1

(z − z0)n+1

1

2πi

∫

|z−z0|=ρ1

f(ω)(ω − z0)
ndω =

=
∞∑

n=0

(z − z0)
nCn +

∞∑

n=1

C−n

(z − z0)n
,

ÎU¾�¼(¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
¡

Cn =
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ2

f(ω)

(ω − z0)n+1
dω, n = 0,∞;

C−n =
1

2πi

∫

|z−z0|=ρ1

f(ω)(ω − z0)
n−1dω, n = 1,∞.
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Ô
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¼>Ê�½�ÀHØ
Cn
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Õ
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Â
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¤
Ô
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Á�Õ
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1

2πi

∫

Γ
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0 < k < 1

È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê,À�Õ Â,À4£Q½�é¶Ò�Õ0¾�À~Þ\¡�Ò,À4Ê,À�ßç£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼Ùó<Ö�¼�Í,Õ�ß
£UØ�¡J¾�Á�½�£�ÕnÀ4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡°Ë�¤
Ò�Ú0Î>¼ |z − z0| < R

Á�Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡°Ë6ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�¢ ¤
Ò�Ú0Î>¼ |z −
z0| 6 kR

È?õ�Í�À4Ë�Ê,À�Õ8Â,À4£Q½�éåÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½o£>¡�Ö�¡�Ã8£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê,¡�ÃnÒ�Õ0¾nÌ
¡°Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã
ζ =

1/(z− z0)
Á�ß�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�½�À4¤�ã6¼MÒ,À4Ë4Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡{£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ°Ë\¡�Ö�Í�À4£Q½�Á |ζ| < k/r

ß�½HÈ ¼4È
Ë�£>ä2¾,ÚåË�Ê
¼(¤
Ò�Ú0Î�À |z − z0| > r/k

È
å\+�	�"K���
���	 ä F ¯ ä ¯ ë ¯(ò�À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼(Ë6Ò�Õ0¾gÞ\¡�Ò,À4Ê,À�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¡
È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ�Ú�£Q½�éåË�¡°Ë�£>¼�Ø8½�¡�Â
¤0ÀHØ

z
Ë�Ê�Ú�½�Ò
ÁnÊ
¼>¤0¡4½�¡�Ò
¡�ÎQ¡o¤0¡HÍ�é�Ô,À°¡W¾�Ê
¡�Ë�Ò
¼�Ó

¢K¼>Ê
Ê
¡�Á
¢K¼>äM½á¢K¼>£Q½�¡�¾�Ë�À6Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õ

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n =
∞∑

n=−∞
C̃n(z − z0)

n.

§�¢KÊ
¡JãáÁ
¢~¡�Ö�À{Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼QÊ
Á�ÕåÊ,À
(z− z0)

−k−1 Á°Ì
Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,Á
Ò�Ú�¼>¢¶Ë�¾�¡�Í�éR¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�ÁÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
ρ0

£6Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢ Ëå½�¡�Â
¤�¼
z0

ß�Í�¼Qã6À�×R¼>Ã�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á�¤�¡�Í�é�Ô,À�ß�Ëo¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã�¡4Ö�ÀåÒ�Õ0¾�À
£UØ�¡J¾,Õ�½�£�Õ�Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
È, �¡�Î�¾�À�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢

∫

|z−z0|=ρ0

(z − z0)
n−k−1dz = 2πiδn,k

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
2πiCk = 2πiC̃k,

Á0Í�Á
Ck = C̃k, k = −∞,∞. #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼(¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�éáÒ,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á�ÕoË�Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�È
å\+�	�"K���
���	 ä F ¯ ä ¯ ñ ¯(©9¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿

Cn

êO¬Hâ�È ª�íBÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM½gÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Ú�©9¡�Ó
èRÁ

|Cn| 6
M

Rn
0

,
ÎU¾�¼

M = max
ω∈Γ0

|f(ω)|, Γ0 : |ω − z0| = R0, r < R0 < R.

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?Ü�Å\Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿�êO¬Hâ0È ª�í2Ë6£>Á0Í,ÚoÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é4Ê
¡�£Q½�Á
Γ
£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

|Cn| 6
1

2π

∫

|ω−z0|=R0

|f(ω)|
|ω − z0|n+1

|dω| 6

6
M

2πRn+1
0

∫

|ω−z0|=R0

|dω| = M

Rn
0

,

¾
Í,Õ
n = −∞,∞ È



Ö C ×��ié�þ��<ý]�ð���c� � �
å\+�	�"K���
���	 ä F ¯ ä ¯ ö ¯�~K£�Í�Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À(Ë9¢KÊ
¡�Î>¡�£>Ë4Õ�ÅWÊ
¡�Ã6¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
ß

¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã�Ë�Ê
¼QèRÊ
Á
¢Ù¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
Γ
Á�Ë4Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê,Á
¢KÁ

Γ1
ß
Γ2
ß
È È È ß

Γn
ß�À�½�¡�Â
¤0À

z0
Ò,À4£�Ó

Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê,À Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á ê³Á0Í�Á Ê,À
Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼Jí\¡W¾�Ê
¡�Î>¡8Á�Åá¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�Ë

Γn
ß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò

Γ1
ê³Ò
Á
£4È#¥�ª�í�ß�Á

ÎiÏ8Ð�Ñcê .

¢K¡HãáÊ
¡RÚ0¤0À�ÅJÀ�½�é�½�À4¤
Á
¼
r < R

ß,Â�½�¡

r = max
ζ∈Γ1

|ζ − z0| <

< R = min
ζ∈Γ+Γ2+···+Γn

|ζ − z0|,
½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
¢K¡Hã�¼Q½gÖ�¿÷½�é�Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê,À�Ò�Õ0¾�¡�¢tÞ\¡�Ò,À4Ê,À

êO¬Hâ0È ¬Hí2£(¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½4À�¢bÁ~êO¬Hâ0È ª�í2Ë6¤�¡�Í�é�Ô
¼
r < |z − z0| < R

È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
È

♦
�bÍ�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼R¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ!£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿ç¢çß?¼>£�Í�Á!¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¿

Γn
Ë�¿çÒ
¡Hã6¾�À4äM½�£�Õ8Ëá¡�£>¡HÓ

Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á
zn

È
îg����'9	�� ä F ¯ ä ¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) =
1

(z2 − 1)2

Ò,À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é�Ë6Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�Ì
¡6£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Õ
¢
(z − 1)

È
��	8ï�	�����	�¯?ñ9¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê,À�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�ÕoÁ
¢K¼>¼Q½�¾�Ë�¼�¡�£>¡�Ö�¿ç¼<½�¡�Â
¤
Á

z0 = 1
ß
z1 = −1

È
ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Úo½�¡�Â
¤�À

z0 = 1
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ!Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢tÒ,À�Å�Í�¡Hã�¼>Ê
Á�Õ�ß�½�¡å£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡å£�Í�¼�¾�£�½�Ë�Á
ä

¬Hâ0È ¬�È �B¾
Í,ÕR¤�¡�Í�é�Ô,À�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á
r < |z−1| < R

Á
¢K¼>¼Q¢
r = |1−1| = 0

ß
R = |−1−

1| = 2
ß,Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�¡�Ö�Í�À4£Q½�é�äy£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¤�¡�Í�é�Ô
¡

0 < |z − 1| < 2
ß

Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM×R¼W¼R£>¡�Ö�¡�Ã�Ë6¾�À4Ê
Ê
¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼{¤
Ò�Ú0Î |z − 1| < 2
£\Ë�¿ç¤0¡�Í�¡4½�¿ç¢*Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢

z = 1
È
~K£�Í�Á�Á�Å{¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã8Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�ÚJ¾�ÀHÍ�Á�½�éá¤
Ò�Ú0Î |z − 1| 6 2

ß
½�¡áÌ
¡�Í,Ú0Â
Á�½�£�Õ8¼Q×R¼
¡W¾�Ê
¡v¤�¡�Í�é�Ô
¡
Æ |z − 1| > 2

ß÷Ëv¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�ÈBò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢
Ì
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡á¡�Ö�¼(¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�È
Ç�È

0 < |z − 1| < 2
È

õ{L�D�G�YKZt�Q��FH�>FJ�HÈk��½�¡�Ö�¿ Ê,À4Ã�½�Á*¤0¡#->Ä9Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿
Cn
ß&Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼Q¢b£�Õ*Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾
Ó

£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡áÄ(¡4Ò
¢KÚWÍ�¡�ÃiêO¬Hâ0È ª�í�È
 �¡�ÎU¾�À

Cn =
1

2πi

∫

Γ1

1/(z2 − 1)2

(z − 1)n+1
dz =

1

2πi

∫

Γ1

dz

(z + 1)2(z − 1)n+3
,

ÎU¾�¼
Γ1
Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃtÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿BÃ�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ßMÔ
¼�Í�Á
¤�¡�¢ Í�¼Qã6À�×RÁ
Ã Ë�¤0¡�Í�é�Ô
¼

0 <
|z − 1| < 2

È
~K£�Í�Á

n 6 −3
ßJ½�¡�Ì
¡J¾�¿÷Ê�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë�¡<Ë�£>¼�Ø\½�¡�Â
¤�ÀJØRË�Ê�Ú�½�Ó

Ò
Ág¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À
Γ1
ß,Ë�¤0Í�ä<Â,À�Õå½�¡�Â
¤�Ú

z0 = 1
ß
Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

Cn =
1

2πi

∫

Γ1

dz

(z + 1)2(z − 1)n+3
= 0.

~K£�Í�Áiã�¼
n > −3

ß�½�¡
ß�£>¡�Î�Í�À4£QÊ
¡¶êO¬Hâ0È ª�í�ß�¾
Í,Õ~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
1/(z + 1)2 ß#À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�ÃË�Ê�Ú�½�Ò
Á

Γ1
ß,Á
¢K¼>¼>¢

Cn =
1

2πi

∫

Γ1

1/(z2 − 1)2

(z − 1)n+1
dz =

1

(n+ 2)!

dn+2

dzn+2

[ 1

(z + 1)2

]∣∣∣
z=1

=

=
1

(n+ 2)!

(−1)n(n+ 3)!

(z + 1)n+4

∣∣∣
z=1

=
(−1)n(n+ 3)

2n+4
.



� Ó Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
 #À4¤
Á
¢Ñ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çßKÒ�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�¾
Í,Õ¶Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á¶Ë�¤0¡�Í�é4Ô
¼

0 <
|z − 1| < 2

Ö4ÚJ¾�¼Q½áÁ
¢K¼Q½�éáË�Á0¾

1

(z2 − 1)2
=

∞∑

n=−∞
Cn(z − 1)n =

∞∑

n=−2

(−1)n(n+ 3)

2n+4
(z − 1)n.

:B�6FUD�FJZ~�Q��FH�>FJ�HÈô��Ú0Â
¼Q½�¡�¢t½�¡�Î>¡
ß.Â�½�¡gÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
1/(z2 − 1)

Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ò,À�Å�Í�À4ÎQÀ4¼Q½�£�Õ
Ê,À,-�Í�¼>¢K¼>Ê�½4À4Ò
Ê
¿ç¼(¾�Ò
¡�Ö�Á

1

z2 − 1
=

1

(z − 1)(z + 1)
=

1

2

( 1

z − 1
− 1

z + 1

)
,

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z)

¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é�¤�À4¤
1

(z2 − 1)2
=
[1
2

( 1

z − 1
− 1

z + 1

)]2
=

=
1

4

[ 1

(z − 1)2
− 2

(z − 1)(z + 1)
+

1

(z + 1)2

]

Á0Í�Ág£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×R¼WÎ>¡áÒ,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á�Õ
1

(z2 − 1)2
=

1

4

[ 1

(z − 1)2
− 1

z − 1
+

1

z + 1
+

1

(z + 1)2

]
.

¨{Ë�À�Ì
¼>Ò
Ë�¿2Ø~£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿2ØiÚ�ã�¼°Á
¢K¼>äM½nÊ�Ú�ãáÊ
¿çÃvË�Á0¾�ß�Õ,ËHÍ,Õ
Õ
£>é8£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁvÒ,À�ÅWÊ
¡�£Q½�Á
(z − 1)

ß�À{¾�Ë�À6Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
Á0Ø�£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
¿ £>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢
1

(z + 1)2
= −

( 1

z + 1

)′
.

 #À4¤
Á
¢¶¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß,£\Ì
¡�¢K¡4×Ré�äy½�¡Hã6¾�¼>£Q½�Ë�¼QÊ
Ê,¿2Ø8Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
Ã�Ë�£�ÕgÅJÀH¾�ÀJÂ,À�£>Ë�¼�Ó
Í�À4£>éá¤�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
älÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

1/(1 + z)
ËáÒ�Õ0¾8Þ\¡�Ò,À4Ê,À�È�¨(Í,Õh-Q½�¡�Î>¡°Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á
¢ ¼>¼

Ë6Ë�Á0¾�¼
1

1 + z
=

1

2 + (z − 1)
=

1

2[1 + (z − 1)/2)]
,

Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
äM×R¼>¢�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À�½�é�£�Õ�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼>¢yêO¬Jà�È ¬�¬Hí�ß
½�À4¤�¤0À4¤ |z − 1|/2 < 1
ê³Á0Í�Á

|z − 1| < 2
í�ß
¡4½�¤�ÚJ¾�À

1

1 + z
=

1

2

∞∑

n=0

(−1)n
(z − 1

2

)n

=
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
(z − 1)n

Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

1

(z + 1)2
= −

( ∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
(z − 1)n

)′
=

= −
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
n(z − 1)n−1 =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(n+ 1)(z − 1)n.

 �¡�ÎU¾�À

1

1 + z
+

1

(1 + z)2
=

∞∑

n=0

(−1)n

2n+1
(z − 1)n +

=
∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(n+ 1)(z − 1)n =

∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(n+ 3)(z − 1)n



Ö C ×��ié�þ��<ý]�ð���c� � Ò
Á�ß
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß

1

(z2 − 1)2
=

1

4

[
1

(z − 1)2
− 1

z − 1
+

∞∑

n=0

(−1)n

2n+2
(n+ 3)(z − 1)n

]
.

É�Ö4æ�¼�¾�Á
Ê
Á
ËBË�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼&ËB¤
Ë�ÀH¾�Ò,À�½�Ê
¿2Ø\£>¤�¡�Ö�¤�ÀHØ(ËB¡W¾�Ê�Ú(£�Ú0¢b¢#Ú4ßH¡�¤0¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡MÁ
¢K¼>¼>¢
Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼

1

(z2 − 1)2
=

∞∑

n=−2

(−1)n

2n+4
(n+ 3)(z − 1)n,

£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4äM×R¼Q¼\£9½�¼>¢çß�¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼(¢K¿ Ì
¡�Í,Ú0Â
Á0Í�Á�Ò,À4Ê
¼>¼4È
ÇÏÇ�È |z − 1| > 2õ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�HÈ�ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ�Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡áÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�ÃiêO¬Hâ0È ª4íQÈ� �¡�Î�¾�À

Cn =
1

2πi

∫

Γ2

dz/[(z2 − 1)2]

(z − 1)n+1
=

1

2πi

∫

Γ2

dz

(z + 1)2(z − 1)n+3
,

ÎU¾�¼
Γ2
Û6Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃáÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿BÃå¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�Ô
¼�Í�Á
¤�¡�¢iÍ�¼Qã6À�×RÁ
Ã°Ë{¤0¡�Í�é�Ô
¼ |z− 1| >

2
Á ¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×RÁ
Ã�½�¡�Â
¤
Á

z0 = 1
Á
z1 = −1

È�~K£�Í�Á
γ0
Á
γ1
Û*Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿ç¼

Ê
¼>Ì
¼>Ò
¼>£>¼>¤0À4äM×�Á
¼>£�Õ6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¿9ß�¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×RÁ
¼÷½�¡�Â
¤
Á
z0 = 1

Á
z1 = −1

ßH½�¡
ß4£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡
êO¬H¥0È â�í�ß0¾
Í,Õo¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë

Cn
Á
¢K¼>¼>¢

Cn =
1

2πi

∫

Γ2

dz

(z + 1)2(z − 1)n+3
=

=
1

2πi

[∫

γ0

dz/[(z + 1)2]

(z − 1)n+3
+

∫

γ1

dz/[(z − 1)n+3]

(z + 1)2

]
.

ñ9¼>Ò
Ë�¿çÃgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8Ú�ã6¼9Ë�¿çÂ
Á
£�Í,Õ0Í�£�Õ�Æ

1

2πi

∫

γ0

dz/[(z + 1)2]

(z − 1)n+3
=

{
0, n 6 −3;
(−1)n(n+ 3)/2n+4, n > −3.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á
¼\Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À6¾�À4¼Q½

1

2πi

∫

γ1

dz/[(z − 1)n+3]

(z + 1)2
=
[ 1

(z − 1)n+3

]′∣∣∣
z=−1

=

= − n+ 3

(z − 1)n+4

∣∣∣
z=−1

= −(−1)n(n+ 3)

2n+4
.

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢s-Q½�¡�Î>¡�¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿
Cn

¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

Cn =





−(−1)n(n+ 3)

2n+4
, n 6 −3;

(−1)n(n+ 3)

2n+4
− (−1)n(n+ 3)

2n+4
= 0, n > −3

Á0Í�Á

Cn =

{
−(−1)n(n+ 3)

2n+4
, n 6 −4;

0, n > −4.



� ê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
Ë6¤�¡�Í�é�Ô
¼ |z − 1| > 2

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼

1

(z2 − 1)2
= −

−4∑

n=−∞

(−1)n(n+ 3)(z − 1)n

2n+4
=

= −
∞∑

n=4

(−1)n(−n+ 3)

2−n+4(z − 1)n
=

∞∑

n=4

(−1)n(n− 3)

2−n+4(z − 1)n
,

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼(Ì
¡�£�Í�¼\Á�ÅW¢K¼>Ê
¼QÊ
Á�Õ8Á
Ê0¾�¼>¤�£WÀ�£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�ÕgÌ
Ò
Á
¢K¼Q½áË�Á0¾

1

(z2 − 1)2
=

∞∑

n=0

(−1)n(n+ 1)2n

(z − 1)n+4
.

:B�6FUD�FJZ��Q��FH�>FJ�HÈ�©(À4¤áÁáË{Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢�£�Í,Ú0Â,À4¼4ß�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ°£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ

1

(z2 − 1)2
=

1

4

[ 1

(z − 1)2
− 1

z − 1
+

1

z + 1
+

1

(z + 1)2

]
,

1

(z + 1)2
= −

( 1

z + 1

)′
.

ÉM¾�Ê,À4¤�¡M¾
Í,Õ{½�¡�Î>¡9Â�½�¡�Ö�¿vË�¡�£>Ì
¡�Í�é�ÅW¡�Ë�À�½�é�£�ÕRÒ,À�ÅQÍ�¡Jã6¼QÊ
Á
¼>¢¶êO¬Hâ0È ¬Hí.Ë�¤0¡HÍ�é�Ô
¼ |z−1| > 2
ß

Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á
¢
1/(z + 1)

Ë�Ë�Á0¾�¼

1

z + 1
=

1

2 + (z − 1)
=

1

(z − 1)[1 + 2/(z − 1)]
,

¡4½�¤�ÚW¾�À

1

z + 1
=

1

z − 1

∞∑

n=0

(−1)n
( 2

z − 1

)n

=
∞∑

n=0

(−1)n2n

(z − 1)n+1
=

=
1

z − 1
− 2

(z − 1)2
+

4

(z − 1)3
−

∞∑

n=3

(−1)n2n

(z − 1)n+1
.

ñ9¡�¢K¼>Ê�Õ
Ë6Á
Ê0¾�¼>¤�£\£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ
n− 3→ n

ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1

z + 1
=

1

z − 1
− 2

(z − 1)2
+

4

(z − 1)3
−

∞∑

n=0

(−1)n2n+3

(z − 1)n+4

Á�ß
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß

1

(z + 1)2
= −

( ∞∑

n=0

(−1)n2n

(z − 1)n+1

)′
=

=
1

(z − 1)2
− 4

(z − 1)3
+

∞∑

n=2

(−1)n(n+ 1)2n

(z − 1)n+2
,

Á0Í�ÁgÌ
¡�£�Í�¼9ÅJÀ4¢K¼>Ê
¿�Á
Ê0¾�¼>¤�£WÀ�£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õiê
n− 2→ n

í

1

(z + 1)2
=

1

(z − 1)2
− 4

(z − 1)3
+

∞∑

n=0

(−1)n(n+ 3)2n+2

(z − 1)n+4
.
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 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼

1

(z2 − 1)2
=

1

4

[ 1

(z − 1)2
− 1

z − 1
+

1

z + 1
− 2

(z − 1)2
+

+
4

(z − 1)3
−

∞∑

n=0

(−1)n2n+3

(z − 1)n+4
+

1

(z − 1)2
− 4

(z − 1)3
+

+
∞∑

n=0

(−1)n(n+ 3)2n+2

(z − 1)n+4

]
=

1

4

∞∑

n=0

(−1)n2n+2

(z − 1)n+4
(−2 + n+ 3) =

=
∞∑

n=0

(−1)n(n+ 1)2n

(z − 1)n+4
,

£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4äM×R¼Q¼\£(Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á
¼>¢çß,Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿ç¢�Ì
¼>Ò
Ë�¿ç¢�£>Ì
¡�£>¡�Ö�¡�¢çÈ
îg����'9	�� ä F ¯ ë ¯(ò#À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�éoËåÒ�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À�Ê,À°Ëå¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�ÁÙÊ�ÚWÍ,ÕnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) =
e1/z È
��	8ï�	�����	�¯�Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�ÕgÁ�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¡�¼\Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼

eω =
∞∑

n=0

ωn

n!
,

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

e1/z =
∞∑

n=0

1

n!zn
.

Ð&½�¡4½áÒ�Õ0¾�£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õo¾
Í,ÕoË�£>¼�Ø
z
ß
¤
Ò
¡�¢K¼

z = 0
ß�½HÈ ¼4È,Ë6¤0¡�Í�é�Ô
¼ |z| > 0

È�©�¡�Í�é�Ô
¡ |z| > 0Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½á£>¡4Ö�¡�ÃåË�£>ä�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê�Ú0äyÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é�£�Ë�¿ç¤�¡�Í�¡4½�¿ç¢�Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�¡�¢v¤�¡�¡�Ò�¾�Á0Ó
Ê,À�½HÈ
îg����'9	�� ä F ¯ ñ ¯(ò#À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é�Ë6Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) =
1

(z − 1)(z − 3)
Ë6¤�¡�Í�é�Ô
¼

1 < |z| < 3
È

��	8ï�	�����	�¯�ð -Q½�¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼

1

(z − 1)(z − 3)
=

1

2

( 1

z − 3
− 1

z − 1

)
;

1

z − 3
= −1

3

1

1− z/3 = −1

3

∞∑

n=0

zn

3n
, |z| < 3;

1

z − 1
=

1

z

1

1− 1/z
=

1

z

∞∑

n=0

1

zn
, |z| > 1.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

1

(z − 1)(z − 3)
= −1

2

( ∞∑

n=0

1

3n+1
zn +

−1∑

n=−∞
zn
)
.



� & Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
îg����'9	�� ä F ¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á�ÁoÌ
¡�£Q½�Ò
¡�Á�½�é°¡�Ö�Í�À�£Q½�Á�£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Ò�Õ0¾�ÀRÞ\¡�Ò,À4Ê,À

∞∑

n=0

(n+ i)
( z

1 + i

)n

+
∞∑

n=0

n2

z2
.

êO¬Hâ0È «�í

��	8ï�	�����	�¯�¬Híçò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ò�Õ0¾
∞∑

n=0

(n+ i)
( z

1 + i

)n êO¬Hâ0È ��í

ÁoÁ
£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢*¼>ÎQ¡áÊ,À�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éá¢K¼Q½�¡W¾�¡�¢�¨RÀHÍ�À4¢KÖ�¼>Ò,À

limn→∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣(n+ 1 + i)[z/(1 + i)]n+1

(n+ i)[z/(1 + i)]n

∣∣∣ =

=
∣∣∣ z

1 + i

∣∣∣ =
|z|√

2
< 1.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ò�Õ0¾vêO¬Hâ0È ��í&£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�Ë6¤
Ò�Ú0Î>¼ |z| < √2
È

¥�í÷ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ò�Õ0¾
∞∑

n=0

n2

z2
.

êO¬Hâ0È ¬J¦�í

ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢¶Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤o¨RÀHÍ�À4¢KÖ�¼QÒ,À

lim
n→∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣(n+ 1)2zn

znzn2

∣∣∣ =
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ò�Õ0¾vêO¬Hâ0È ¬J¦�í&£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ8Ë�Ê
¼(¤
Ò�Ú0Î�À6¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡áÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ |z| > 1
È

ë�í2É�Ö�Í�À4£�½�é�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�ÀåêO¬Hâ0È «�íKÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½6£>¡�Ö�¡�Ã°Ì
¼�Ó

ÎiÏ8Ð�Ñ+ê�û

Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê
Á
¼�¡�Ö�Í�À4£Q½�¼>Ãå£UØ�¡W¾�Á
¢b¡4£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�¡�ËåêO¬Hâ0È ��í#Á!êO¬Hâ0È ¬J¦�í�ß�½HÈ ¼4È
1 <

|z| <
√

2
È

��í{Ü9£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢Ñ£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�é�Ò�Õ0¾�À8Ê,À!ÎQÒ,À4Ê
Á
Ô
¼o¤�¡�Í�é�Ô,À�ÈKð^Ì,ÀJÓ
Ò,À4¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼>£>¤0¡�ÃåÄ(¡�Ò
¢K¼MË�Ê
¼QèRÊ�Õ�Õ°Î>Ò,À4Ê
Á
Ô,À\¤0¡�Í�é4Ô,À\¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼>¢

z =
√

2eiϕ, ϕ ∈ [0, 2π[.Ü9£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢*Ê,À�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÒ�Õ0¾

J =
∞∑

n=0

(n+ i)
(√2eiϕ

1 + i

)n

=

=
∞∑

n=0

(n+ i)
( eiϕ

eiπ/4

)n

=
∞∑

n=0

(n+ i)ei(ϕ−π/4)n.

ø�¾�¼>£>é6¢K¿ Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢

1 + i =
√

2eiπ/4.

ñ9Ò
¡�Ë�¼>Ò�Õ
¼>¢¶Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á
¼\Ê
¼>¡�ÖWØ�¡J¾�Á
¢K¡�Î>¡�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤0À

lim
n→∞

un = lim
n→∞

(n+ i)
{

cos
[(
ϕ− π

4

)]
+ i sin

[(
ϕ− π

4

)]}
=∞.



Ö C ×��ié�þ��<ý]�ð���c� � .
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß,Ë�Ê
¼QèRÊ�Õ�ÕåÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô,ÀR¤�¡�Í�é�Ô,À{Ê
¼�Ë�Ø�¡J¾�Á�½�ËR¡�Ö�Í�À4£Q½�é�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�È
ó<Ê,ÀHÓ
Í�¡�Î>Á
Â
Ê
¡v£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�é�Ò�Õ0¾�ÀtêO¬Hâ0È «�í6Ê,À~Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
¼>Ã Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼n¤�¡�Í�é�Ô,Ài¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£�½�é�äÑÒ�Õ0¾�À

∞∑

n=1

n2

einϕ
=

∞∑

n=1

n2(cosnϕ− i sinnϕ).
êO¬Hâ0È ¬�¬Hí

ñ9Ò
¡�Ë�¼>Ò
Á
¢�Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á
¼{Ê
¼Q¡�ÖJØ�¡W¾�Á
¢K¡�Î>¡�Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�À

lim
n→∞

n2(cosnϕ− i sinnϕ) =∞,
½HÈ ¼4È�Ò�Õ0¾�êO¬Hâ0È ¬�¬Hí�Ò,À4£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�È
É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡(¾
Í,Õá¡�Ö�Í�À4£Q½�Áá£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á°Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1 <
|z| <

√
2
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�¥4à�í�È

îg����'9	�� ä F ¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�£>¼�Í�¡�Ò,À4Ê
¡�Ë�£Q¤
Á
¼\Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
z

z2 + 1
Ì
¡6£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢

z − z0
ß
Î�¾�¼

z0 = 3− i È
��	8ï�	�����	�¯�¬Hí�ò#À�ÅQÍ�¡JãáÁ
¢!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
Ê,À�-�Í�¼Q¢b¼QÊ�½4À4Ò
Ê
¿B¼2¾�Ò
¡�Ö�Á�ß4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
Ë9¢K¼Q½�¡J¾

Ê
¼>¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê
¿÷Øt¤0¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë�È<ñ9¡4£>¤0¡�Í�é�¤�Ú�ÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í�év¾�Ò
¡�Ö�Á Á
¢K¼>¼Q½¶¤�¡�Ò
Ê
Á
z1,2 = ±i ß
½�¡

z

z2 + 1
=

A

z + i
+

B

z − i .ñ9Ò
Á
Ë�¼�¾,ÕoÌ
Ò,À4Ë4Ú0äyÂ,À4£Q½�éá¤o¡�Ö4×R¼>¢#ÚåÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í�ä

z = A(z − i) +B(z + i)

ÁoÌ
Ò
Á
Ò,À4Ë�Ê�Õ
Ë�¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿�Ì
Ò
Ág¡W¾�Á
Ê,À4¤0¡4Ë�¿2Øg£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ0Ø
z

z1

z0

∣∣∣∣
1 = A+B,
0 = −Ai+Bi,

Á�Å°Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕiÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡
A = B

ß�Ì
¡W¾�£Q½4À4Ë�Á
Ë8¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼°Ë�Ì
¼>Ò
Ë�¡�¼
Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼\£>Á
£Q½�¼>¢K¿9ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢

A = 1/2
ß
B = 1/2

È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

z

z2 + 1
=

1

2(z + i)
+

1

2(z − i) .

ð¶¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�ÕgÁ�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿B¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼>¢�êO¬Jà�È ¬�¬Hí�È
¥�í÷ñ9Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼>¢�Ì
¼>Ò
Ë4Ú0ä�¾�Ò
¡�Ö�é6¤oË�Á0¾,Ú

1

z + i
=

1

(i− 3) + 3 + z
=

1/3

1 + (z + i− 3)/3
=

=
1

3

∞∑

n=0

(
−z + i− 3

3

)n

=
1

3

∞∑

n=0

(
−1

3

)n

(z + i− 3)n,

∣∣∣z + i− 3

3

∣∣∣ < 1.



� û Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

1

z + i
=

1

(z + i− 3) + 3
=

1/(z + i− 3)

1 + 3/(z + i− 3)
=

=
1

z + i− 3

∞∑

n=0

(−3)n
( 1

z + i− 3

)n

,
∣∣∣ 3

z + i− 3

∣∣∣ < 1.

ë�í2ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q¢�Ë4½�¡�Ò�Ú0ä�¾�Ò
¡�Ö�é
1

z − i =
1

(z + i− 3)− 2i+ 3
=

=
1

3− 2i

1

1− z+i−3
2i−3

=

=
1

3− 2i

∞∑

n=0

( 1

2i− 3

)n

(z + i− 3)n,

∣∣∣z + i− 3

2i− 3

∣∣∣ < 1

Á

ÎiÏ8Ð�Ñ+ê �

1

z − i =
1

z + i− 3

1

1 + 3−2i
z+i−3

=
1

z + i− 3

∞∑

n=0

(2i− 3)n
( 1

z + i− 3

)n

,

∣∣∣ 2i− 3

z + i− 3

∣∣∣ < 1.

��í�ñ9¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿ç¼&Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õ\¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ävËBÒ,À�ÅQÓ
Ê
¿2Øo¡�Ö�Í�À4£Q½JÕ0Ø?Æ
¬�È
f(z) =

1

6

∞∑

n=0

(
−1

3

)n

(z + i− 3)n +
1

2(3− 2i)

∞∑

n=0

(z + i− 3

2i− 3

)n

.

ò�À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼(£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�ÁgÇ�Æ |z + i− 3| < 3
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�¥�â�í�È

¥0È
f(z) =

1

2(z + i− 3)

∞∑

n=0

(−3)n
( 1

z + i− 3

)n

+

+
1

2(z + i− 3)

∞∑

n=0

(−3)n
( 2i− 3

z + i− 3

)n

.

ò�À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼(£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�ÁgÇUÇÏÇ�Æ |z + i− 3| >
√

13
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�¥�â�í�È

ë�È
f(z) =

1

6

∞∑

n=0

(
−1

3

)n

(z + i− 3)n+

+
1

2(z + i− 3)

∞∑

n=0

(−3)n
( 2i− 3

z + i− 3

)n

.

ñ9¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê
Á,¼9¡�Ö�Í�À4£Q½�¼>Ãå£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁoÒ�Õ0¾�¡�Ë
ß0£Q½�¡HÕ�×RÁ0ØåË{Ì
Ò,À4Ë�¡�Ã°Â,À4£Q½�Á�ß
Ì�Ú�£Q½�¡
ß�½HÈ ¼4È
z ∈ ∅ È

�
È
f(z) =

1

2(z + i− 3)

∞∑

n=0

(−3)n
( 1

z + i− 3

)n

+

+
1

2(3− 2i)

∞∑

n=0

(z + i− 3

2i− 3

)n

.

ò�À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼(£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�ÁgÇUÇ�Æ
3 < |z + i− 3| <

√
13
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�¥�â�í�È
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îg����'9	�� ä F ¯O;�¯(ò#À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z) =
sin z

z2

Ë6Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�Ë6¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Ág½�¡�Â
¤
Á
z0 = 0

È
��	8ï�	�����	�¯�ñ9¼>Ò
¼>Ì
Á�èR¼>¢*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
Ë6Ë�Á0¾�¼

f(z) =
1

z2
sin z

ÁoË�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼Q¢b£�Õ�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼>¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
sin z

Ë�Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) =
1

z2

∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
=

∞∑

n=0

(−1)n z2n−1

(2n+ 1)!
.

É�Ö�Í�À4£Q½�é�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�Î>¡áÒ�Õ0¾�ÀRÛá¤�¡�Í�é�Ô
¡ |z| > 0
È

îg����'9	�� ä F ¯ F ¯�§b£Q½4À4Ê
¡�Ë�Á�½�é�£>Ë4Õ�ÅWé�¢K¼Qã6¾,ÚåÒ�Õ0¾�À4¢KÁoÞ\¡�Ò,À4Ê,À�ÁoÒ�Õ0¾�À4¢KÁh'{Ú0Ò
é�¼4È
��	8ï�	�����	�¯bò#Õ0¾ '{Ú0Ò
é�¼°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
ß�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢K¡�Ã~Ê,Àg¡4½�Ò
¼QÅW¤�¼

[0, 2π]
ß�Ë�¤�¡�¢�Ó

Ì0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¼(¡4Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8£>¡4¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼W¢

f(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

int,
êO¬Hâ0È ¬H¥�í

ÎU¾�¼�¾
Í,Õg¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë�'{Ú0Ò
é�¼\£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À6Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�À

Cn =
1

2π

2π∫

0

f(t)e−intdt, n = −∞,∞. êO¬Hâ0È ¬Jë�í

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢
eit = z

ß
f̃(z) = f(t)

È
 �¡�ÎU¾�À�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À�êO¬Hâ0È ¬H¥�í&Ì
Ò
Á
¢K¼Q½áË�Á0¾

∞∑

n=−∞
Cnz

n.
êO¬Hâ0È ¬���í

§�Â�½�¼>¢çß.Â�½�¡
ß�Ë�¡�Ó�Ì
¼>Ò
Ë�¿2Ø?ß
dt = dz/(iz)

Á�ß�Ë�¡�Ó�Ë4½�¡�Ò
¿2Ø?ß�Ì
Ò
ÁnÁ�ÅW¢K¼>Ê
¼>Ê
Á
Á
t
¡4½oÊ�ÚJÍ,Õ8¾�¡

2π
Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê,À�Õ

z
Ì
Ò
¡�Ö�¼>Î�À4¼Q½RÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃo¤�¡�Ê�½4Ú0Ò |z| = 1

Ë{Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢~Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Ó
Í�¼>Ê
Á
Á�È, �¡�ÎU¾�À�¤0¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿ êO¬Hâ0È ¬Jë�í&¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

Cn =
1

2π

2π∫

0

f(t)e−intdt =
1

2π

∫

|z|=1

f̃(z)dz

zn+1
.

êO¬Hâ0È ¬Hª�í

�2Ò,À4Ë�Ê
Á
Ë~êO¬Hâ0È ¬���í�ß&êO¬Hâ0È ¬Jª�í�£8êO¬Hâ0È ¬Hí�ß2êO¬Hâ0È ª�í�ß.¢K¡JãáÊ
¡g£U¾�¼�Í�À�½�é8Ë�¿çË�¡W¾�ß�Â�½�¡8Ò�Õ0¾ '{Ú0Ò
é�¼
êO¬Hâ0È ¬H¥�í�ß
êO¬Hâ0È ¬Jë�í�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
Ê,À9¡4½�Ò
¼QÅW¤�¼

[0, 2π]
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ò�Õ0¾�¡�¢nÞ\¡�Ò,À4Ê,À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f̃(z) = f(t)
ß,¼>£�Í�Á

z = eit È�É�Ö6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ÀHØiêO¬Hâ0È ¬Hª�í2£>¢çÈ
½�À4¤�ã6¼9Ò,À�ÅQ¾�È�¥4ë�È ¬�È



��� Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
½)U6¾ pW�
øÁ�����
�Ê�������Ä}�¹
�Ãn
1¡�Ä}�ÆÉË
�Å�Â��

�����øÁ���Éô��Å��iÃ_Â��B�¢+-�k��Â/.���È
ä T�¯ ä ¯ � +��,�������g�����
$����¶�����,+���������
����5�-���������5�-��
��/�	��

�
 �¡�Â
¤�À

z0 ∈ E
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ì
Ò,À�Ë�Á0Í�é�Ê
¡�Ã~½�¡�Â
¤�¡�ÃvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß�¼>£�Í�Áv£QÚ�×R¼�Ó

£Q½�Ë4Ú�¼Q½°£UØ�¡J¾,Õ�×RÁ
Ã
£�Õ�£Q½�¼>Ì
¼>Ê,Ê
¡�Ã�Ò�Õ0¾
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n,

¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ!Ë°¡�Ö4×R¼>Ã!Â,À4£Q½�Á!¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
Á8£>Ë�¡�¼>Î>¡å¤
Ò�Ú0Î�À°£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á |z − z0| < R

£UØ�¡�Ó
¾�Á�½�£�Õ�¤vÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
È# �¡�Â
¤
Á

z ∈ Ē
ß#Ê
¼åÕ
Ë�Í,Õ
äM×RÁ
¼>£�Õ�Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê
¿ç¢KÁi¾
Í,Õ

f(z)
ß

Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�£�Õ�¼>¼(¡�£>¡�Ö�¿ç¢KÁo½�¡�Â
¤0À4¢KÁ�È
Ð&½�¡9¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼G->¤
Ë�Á
Ë�ÀHÍ�¼>Ê�½�Ê
¡(¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä*Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê
¿2Ø{½�¡�Â
¼>¤�ß�¾�À4Ê
Ê
¡�¢#Ú{Ê,ÀJÓ

¢KÁ°Ë{Ì
¼>Ò
Ë�¡�Ã°Î�Í�À4Ë�¼<£<Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼>¢~Ì
¡�Ê�Õ�½�Á�ÕoÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�ÁoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
È0 #ÀHÓ

¤0À�ÕoÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�Á
Ò
¡�Ë�¤0À6Ö�¡�Í�¼>¼9ÚW¾�¡�Ö�Ê,ÀR¾
Í,ÕgÔ
¼�Í�¼>Ãå¾�À4Ê
Ê
¡�ÃgÎUÍ�À4Ë�¿9È
�
É�£>¡�Ö�À�Õo½�¡�Â
¤0À

z0
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ã

¡�£>¡�Ö�¡�Ã°½�¡�Â
¤�¡�Ã�ß,¼>£�Í�Ág£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½
ε
Ó�¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�é6½�¡�Â
¤
Á

z0

ß�Ê
¼(£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×�À�Õ°¾�Ò�Ú0Î>Á0Ø
¡�£>¡�Ö�¿2Øå½�¡�Â
¼>¤gÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
È

♦
ð8¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢!¢K¿i¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
Á
¢8Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Á
¼÷Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¢KÁR¡�£>¡�Ö�¿ç¢KÁ\½�¡�Â0Ó

¤0À4¢KÁ�ß�¤0Í�À4£>£QÁ
Ä(Á
¤�À4Ô
Á
äú¤�¡4½�¡�Ò
¿2ØiÖ4ÚJ¾�¼>¢�Ì
Ò
¡�Ë�¡W¾�Á�½�é8ËgÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡�£Q½�Á~¡4½8Ë�Á0¾�ÀoÍ�¡�Ò,ÀJÓ
Ê
¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õiê³Ò�Õ0¾�ÀRÞ\¡�Ò,À4Ê,À�í2Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ë6¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Ág½�¡�Â
¤
Á

z0
È

ò�À�ÅQÍ�¡Hã�Á
¢ÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z)

Ë(Ò�Õ0¾áÞ\¡�Ò,À4Ê,À9Ë\¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á°Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�Ã
½�¡�Â
¤
Á

z0

Æ

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n = ψ(z) + ϕ(z);
êO¬J«�È ¬Hí

ϕ(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n, ψ(z) =

∞∑

n=1

C−n(z − z0)
−n.

�
É�£>¡�Ö�À�Õ°½�¡�Â
¤0À

z0
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õå1?���
���
����'9���¶�����������¶�
��/�������Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß

¼>£�Í�Á�Ë�Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
Á~êO¬J«�È ¬Hí÷Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À6Ê
¼Q½°£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿2Ø�£\¡4½�Ò
Á
Ô,ÀHÓ
½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢KÁ�£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁ�ß�½HÈ ¼4È

ψ(z) = 0
È

�
É�£>¡�Ö�À�Õ�½�¡�Â
¤0ÀÙÊ,À�ÅW¿÷Ë�À4¼Q½�£�Õ�)��,+Ëòå����'e)����?�?"#���

m
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ßb¼>£�Í�Á�Ë

Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
ÁáÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë\Ò�Õ0¾°Þ\¡�Ò,À4Ê,À(£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½�£�Õ°¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼MÂ
Á
£�Í�¡R£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿2Ø
£&¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿B¢KÁ�£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁ

(z−z0)
È4ø�¾�¼>£>é

m
Û9£�½4À4Ò�è�À�ÕR¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê,À�Õ�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
é

z−z0
ß
C−m 6= 0

È�ñ9Ò
Á
m = 1

Ì
¡�Í�ä<£BÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕáÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢çß0À(Ì
Ò
Á
m > 1

Û{¤
Ò,À�½�Ê
¿ç¢çÈ

�
 �¡�Â
¤0À

z0

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õi�41.��	0���
�	������¶�������������
��/�������Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
ß.¼>£�Í�Á

Ë!Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
ÁvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë!Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À8£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½�£�Õ�Ê
¼>¡�ÎQÒ,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�¼gÂ
Á
£�Í�¡
¡4½WÍ�Á
Â
Ê
¿2Ø�¡4½�Ê�ÚWÍ,Õg£�Í�À4ÎQÀ4¼>¢K¿2Øg£(¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢KÁ8£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁ

(z − z0)
È

�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õå$�	�+����&ß�¼>£�Í�Áå¡�Ê,À{Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á
¢bÀR£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê
¿B¢vÒ�Õ0¾�¡�¢

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n,

êO¬J«�È ¥�í

Ò,ÀH¾�Á�Ú�£\£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8¤�¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Ò,À4Ë�¼>ÊgÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Á�È
♦
Ü�ÅR¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�ÕnÔ
¼�Í�¡�Ã!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á!£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡åÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ!Ë�¡

Ë�£>¼>Ã8¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã!Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á!ÅJÀ�Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼W¢çß?¢K¡Hã�¼Q½°Ö�¿÷½�é�ß?Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡°ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê0Ó
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤
Á�ß�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8Ô
¼�Í�¡�Ã�È?É�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß�Â�½�¡°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ez ß sh z
ß
ch z
ß
sin z
ß
cos z
ß�À

½�À4¤�ã�¼(Ì
¡�Í�Á
Ê
¡�¢K¿ ¡4½�Ê
Á0ØåÛáÔ
¼�Í�¿ç¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
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�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ê,À�ÅW¿çË�À�¼Q½�£�ÕÙ'9	�����'9�����g�����&ß�¼>£�Í�ÁÙ¼>¼�¢K¡JãáÊ
¡oÌ
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á�½�é8Ë

Ë�Á0¾�¼
f(z) =

g(z)

ϕ(z)
,

êO¬J«�È ë�í
ÎU¾�¼

g(z)
Á
ϕ(z)

ÛáÔ
¼�Í�¿ç¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
♦
Ý9¼Q½�Ò�ÚW¾�Ê
¡9ÅJÀ4¢K¼Q½�Á�½�é
ß4Â�½�¡9Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

tg z
ß
ctg z

ß
th z
ß
cth z

ß4ÀB½�À4¤�ã�¼2Ì
¡�Í�Á
Ê
¡�¢K¿
¡4½�Ê
Á0Ø°Ûá¢K¼>Ò
¡�¢K¡�Ò
Ä(Ê
¿ç¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
ö2¡�Í�¼>¼bÌ
¡W¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡�¼bÁ(Ì
¡�Í�Ê
¡�¼bÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Á
¼2£>Ë�¡�Ã
£Q½�ËMÔ
¼�Í�¡�Ã{Á(¢K¼>Ò
¡�¢K¡�Ò
Ä(Ê
¡�Ã\Ä9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á
ÃgÖ4ÚW¾�¼Q½áÌ
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>Ê
¡áË6Ò,À�ÅQ¾�È�î4ñ9Ò
Á0Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼(½�¼>¡�Ò
Á
Á�Ë�¿÷Â
¼Q½�¡�Ë
ïHÈ

ä T�¯ ë ¯�ì\���
���
����'9���������������¶�
��/����
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢nÌ
Ò
¡�£Q½�¼>Ã�èRÁ
¼÷£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�ÀMÚ�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¿2ØRÁ�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿2Ø{¡�£>¡�Ö�¿2Ø\½�¡�Â
¼>¤�È

%&	�����	�'9� ä T�¯ ä ¯��÷�ON�`��6FJ�0��A
z0 8 ���Q�<D�A4X,`0�9AJ�6FH�>FJ��AJ���6FJ�0��A<A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ�aK��X,����,`,`

f(z)
I&�6F6�Q�9J6L>�Q�6G���LQ�ú��FJX�LQ�0X,YKZ!�4D�LQT�L�N

lim
z→z0

f(z) = C0, |C0| <∞.
êO¬J«�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯. #À4¤8¤0À4¤!Ì
Ò,À4Ë�À�Õ8Â,À�£Q½�éoÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�ÀnêO¬J«�È ¬HíçÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ!£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê,¿ç¢
Ò�Õ0¾�¡�¢çßç£UØ�¡J¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ Ë�¤
Ò�Ú0Î>¼ |z − z0| < R

ß÷½�¡
ßçÌ
¡v½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼ið2¼>Ã
¼>Ò�è{½�Ò,À4£>£JÀ�ßB¼>Î>¡
£QÚ0¢K¢bÀnÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À!Ë!¤
Ò�Ú0Î>¼oÁ�ß#£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßKÊ
¼QÌ
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,ÀnË!½�¡�Â
¤�¼

z0
ß#Ì
¡#-Q½�¡�¢#Ú

Ì
Ò
Á
z → z0

£QÚ0¢K¢bÀ6Ò�Õ0¾�À6Á
¢K¼>¼Q½áÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�ß�¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ�Ò,À4Ë�¼>Ê
C0
È

�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À6Ág¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ
%&	�����	�'9� ä T�¯ ë ¯��÷�ON�` TQN�� aK��X,���,`,`

f(z)
I A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ G

FJ�>D�L>�Q��X�FH�Q��`o`��4F�N�`4D�FHG�A4X,X�FJZ�FH�>FJ��FJZ��6FJ�0��`
z0

IK�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4FR�>FHFJ��X�FJ�6LQX,`�L(êO¬J«�È ��í�ß
�6F

z0 8 ���Q�<D�A4X,`0�9AJ�nFH�>FJ��AJ�n�6FJ�0��A�6H�6FJZnaK��X,���,`,`�;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ðn£>Á0Í,Ú\£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4¡�Ë�À4Ê
Á�ÕRÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�ÀRêO¬J«�È ��í�Á{À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á�Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Á

f(z)
¢K¡HãáÊ
¡�Ú0¤�À�ÅJÀ�½�é\Ê
¼>¤0¡�½�¡�Ò�Ú0ä ¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�é |z−z0| < R

½�¡�Â
¤
Á
z0
ß�Ë(¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã

-Q½�ÀRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õå¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê,À�ß�½JÈ ¼4È |f(z)| < M
ß�Á�ß0¤
Ò
¡�¢K¼<½�¡�Î>¡
ß�¢K¡Jã6¼Q½RÖ�¿÷½�é�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê,À

Ë�Ò�Õ0¾8Þ\¡�Ò,À4Ê,À�êO¬Hâ0È ¬Hí÷£\¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½4À4¢KÁvêO¬Hâ0È ª�í�ß,ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM×R¼W¢#Ú�Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Ú
©9¡4èRÁoË�£>Á0Í,Úå£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�ÕÙ¬Hâ0È ¬�È ë�ß�½HÈ ¼4È

Cn < MR−n
0 .

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡oêO¬Hâ0È ª�í�ß
R0

¢K¡Jã6¼Q½{Ö�¿÷½�éRË�¿çÖ�Ò,À4Êá£>¤�¡�Í�é{Ú0Î>¡W¾�Ê
¡R¢bÀHÍ�¿ç¢çÈ0Ý9¡\½�¡�ÎU¾�À{Á�Å�Ê
¼>Ò,ÀHÓ
Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À{©9¡4èRÁá£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß0Â�½�¡{¤0¡#-QÄ(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿

Cn = 0
¾
Í,ÕáË�£>¼�Ø

n < 0
È�Ð&½�¡{¡4ÅWÊ,ÀHÂ,À4¼Q½Jß

Â�½�¡�Î�Í�À4Ë�Ê,À�Õ Â,À4£Q½�é¶Ò�Õ0¾�À~Þ(¡�Ò,À4Ê,ÀvÌ
¡�Í�Ê
¡�£Q½�é�ä ¡4½�£QÚ�½�£>½�Ë4Ú�¼Q½*Á ½�¡�Â
¤0À
z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ

Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤0¡�Ã�È
îg����'9	�� ä T�¯ ä ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß�Â�½�¡�½�¡�Â
¤0À

z = 0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã!¡�£Q¡�Ö�¡�Ãg½�¡�Â
¤�¡�Ã

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z) =

sin z

z
.

��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

Ê
¼6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,ÀoÌ
Ò
Á
z = 0

È.ñ9Ò
Á
z 6= 0

¼>¼6¢K¡JãáÊ
¡åÌ
Ò
¼�¾
Ó
£Q½�À4Ë�Á�½�éáÒ�Õ0¾�¡�¢

f(z) =
sin z

z
=

1

z

∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
=

∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n+ 1)!
,



��Ó Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
½HÈ ¼4È
½�¡�Â
¤�À

z = 0
Û�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢bÀ�Õ�¡�£>¡�Ö�À�Õå½�¡�Â
¤0À�È�Ü�Å(Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á�Õg£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

lim
z→0

sin z

z
= 1.

~K£�Í�ÁáÌ
¡�Í�¡Hã�Á�½�é
f(0) = 1

ß�½�¡{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

Ö4ÚW¾�¼Q½�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Ã°ÁáË(½�¡�Â
¤0¼
z = 0

È
Ü9¢K¼>Ê
Ê
¡8Ì
¡#-Q½�¡�¢#Úi¡�£>¡�Ö�ÀHÕÙ½�¡�Â
¤0À8Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ~Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã�ÈbðÑ£>Á0Í,Úq-Q½�¡�Î>¡!£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À
Ì
Ò
Á°Ê
¼>¡�ÖWØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁåË\¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢vÖ4ÚJ¾�¼>¢~Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�éD-Q½4Ú�½�¡�Â
¤�Úá¤�À�¤°Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ó
Ê�Ú0ä{È

ä T�¯ ñ ¯Qîg�,+Ëòå�
%&	�����	�'9� ä T�¯ ñ ¯��÷�ON�`*�6FJ�0��A

z0
��G>N���LQ�6��� ��FUN �B�>F�� ��FUD��,TJ��A

m
A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ

aK��X,���,`,`
f(z)
I&�6F

lim
z→z0

f(z) =∞,
lim
z→z0

f(z)(z − z0)
m = C−m,

êO¬J«�È ª�í

C�T�L
0 < |Cn| <∞

;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯~K£�Í�Á

z0
Û°Ì
¡�Í�ä<£\Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À

m
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß,½�¡
ß�Ì
¡

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß

f(z) =
C−m

(z − z0)m
+ · · ·+ C−1

z − z0

+
∞∑

n=0

Cn(z − z0)

Á0Í�Á

f(z) =
∞∑

n=−m

Cn(z − z0)
n,

Ì
Ò
Á
Â
¼>¢ |C−m| 6= 0
È

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

Φ(z) = (z − z0)
mf(z) =

∞∑

n=−m

Cn(z − z0)
n+m =

∞∑

n=0

Ck−m(z − z0)
k.

 #À4¤
Á
¢n¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¾
Í,Õ6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Φ(z)

½�¡�Â
¤�À
z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�Ã�½�¡�Â
¤�¡�Ã

Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×R¼WÃg½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼4ß

lim
z→z0

Φ(z) = lim
z→z0

(z − z0)
mf(z) = C−m.

 #À4¤å¤�À4¤
lim
z−z0

(z − z0)
m = 0

Á |C−m| 6= 0
ß |C−m| <∞

ß�½�¡�Ì
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢

lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

Φ(z)

(z − z0)m
=∞,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À�½4À�¤�ã6¼(¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ

%&	�����	�'9� ä T�¯ ö ¯��÷�ON�` TQN�� aK��X,���,`,`
f(z)
I A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ G

FJ�>D�L>�Q��X�FH�Q��`o`��4F�N�`4D�FHG�A4X,X�FJZ�FH�>FJ��FJZ��6FJ�0��`
z0
IK�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4FR�>FHFJ��X�FJ�6LQX,`�L(êO¬J«�È ª�í�ß

�6F��6FJ�0��A
z0 8 ��FUN �B��6H�6FJZnaK��X,���,`,`8��FUD��,TH��A m ;
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�n���������
�
	�+Ëó����
���¯c�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡9½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\¬J«�È ¥�ß4½�¡�Â
¤0À

z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ6Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�Ã

½�¡�Â
¤�¡�Ãn¾
Í,Õ�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ
f(z)(z − z0)

m ß.¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼�Ì
¡�-Q½�¡�ÃiÌ
Ò
Á
Â
Á
Ê
¼�¢K¡Hã�¼Q½gÖ�¿÷½�éÒ,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
¡�Ë6Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À

f(z)(z − z0)
m =

∞∑

n=0

an(z − z0)
n,

Ì
Ò
Á
Â
¼>¢
a0 = C−m 6= 0

ß,Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

lim
z→z0

f(z)(z − z0)
m = C−m = a0.

ò�À�ÅQ¾�¼�Í�Á
Ë�Ú0¤�À�ÅJÀ�Ê
Ê
¡�¼(Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼9Ê,À
(z − z0)

m ß�¾
Í,ÕåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á f(z)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢~Í�¡�Ò,ÀHÓ

Ê
¡�Ë�£>¤�¡�¼(Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼

f(z) =
C−m

(z − z0)m
+

∞∑

n=1

an(z − z0)
n−m,

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM×R¼>¼\½�¡�Â
¤�Ú
z0

¤0À4¤gÌ
¡�Í�ä<£(Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
m
È

�
 �¡�Â
¤0À

z0
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ê�ÚJÍ�¼>¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À

m
ß
¼>£�Í�Á

f(z0) = 0, lim
z→z0

f(z)

(z − z0)k
= 0, k = 1,m− 1,

À
lim
z→z0

f(z)

(z − z0)m
6= 0 <∞.

©9Ò
¡�¢K¼\½�¡�Î>¡
ß�¾
Í,Õ!Ì
Ò,À4¤�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Î>¡oÒ
¼QèR¼>Ê
Á�Õ!ÅJÀH¾�ÀJÂ!Ê�Ú�ãáÊ
¡°Ê,À4Ì
¡�¢KÊ
Á�½�é
ß?Â�½�¡å¼>£�Í�Á
½�¡�Â
¤0À

z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕgÊ�ÚJÍ�¼>¢¶Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À

m
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß
½�¡

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0,
À�£WÀ4¢bÀ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ë�¡4¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�½�¡�Â
¤
Á

z0

¢K¡Jã6¼Q½6Ö�¿÷½�éáÌ
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê,À�Ë�Ë�Á0¾�¼

f(z) = (z − z0)
mg(z), g(z0) 6= 0.

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡�Á�Å(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ¬J«�È �6Ë�¿÷½�¼>¤�À4¼Q½
å\+�	�"K���
���	 ä T�¯ ö ¯ ä ¯�~K£�Í�Á6½�¡�Â
¤�À

z0

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ê�ÚWÍ�¼>¢iÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
m
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß4½�¡

¡�Ê,ÀRÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ì
¡�Í�äM£>¡�¢¶Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
m
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

1/f(z)
È

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
1/f(z)

¢K¡JãáÊ
¡<ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é(¤�À4¤
1/[(z−

z0)
mg(z)]

ß
¡4½�¤�ÚJ¾�À6£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

lim
z→z0

(z − z0)
m 1

(z − z0)mg(z)
=

1

g(z0)
= C−m 6= 0, |C−m| <∞.

îg����'9	�� ä T�¯ ë ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß,Â�½�¡�¾
Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
1/(sin z − z) ½�¡�Â
¤�À z0 = 0

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢�½�Ò
¼Q½�é�¼>Î>¡áÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�È
��	8ï�	�����	�¯&¨{¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡iÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
ßbÂ�½�¡

z0 = 0
¼>£Q½�éiÊ�ÚWÍ�é�½�Ò
¼Q½�é�¼>ÎW¡iÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À!¾
Í,Õ

ÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í,Õ
sin z − z

È�¨(Í,Õ}-Q½�¡�Î>¡ÙÊ,À�Ã0¾�¼>¢
(sin z − z)

∣∣
z=0

= 0
ß
(sin z − z)′

∣∣
z=0

=

(cos z − 1)
∣∣
z=0

= 0
ß
(sin z − z)′′

∣∣
z=0

= sin z
∣∣
z=0

= 0
ß
(sin z − z)′′′

∣∣
z=0

= cos z
∣∣
z=0

= 1
È

 #À4¤Ù¤0À4¤iÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê,À�ÕÙ½�Ò
¼Q½�é�¼>ÎW¡!Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À�¡4½WÍ�Á
Â
Ê,À8¡4½8Ê�ÚJÍ,Õ�ß�½�¡�Â
¤0À
z0 = 0

ÛnÊ�ÚWÍ�é
½�Ò
¼Q½�é�¼>Î>¡áÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�È



��ê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
å\+�	�"K���
���	 ä T�¯ ö ¯ ë ¯�~K£�Í�Á8½�¡�Â
¤0À

z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8Ê�ÚWÍ�¼>¢ Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À

m
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(z)
Á

Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
k
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ψ(z)
ß
½�¡�¾
Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = ϕ(z)/ψ(z)
½�¡�Â
¤�À

z0
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ

À�í2Ê�ÚJÍ�¼>¢¶Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
n
ß
¼>£�Í�Á

m− k = n > 0
�

Ö�í&Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã8¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¡�Ã�ß�¼>£�Í�Á
m− k = 0

�
Ë�í2Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢¶Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À

n
ß,¼>£�Í�Á

k −m = n > 0
È

îg����'9	�� ä T�¯ ñ ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß
Â�½�¡�¾
Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
z2/(sin z − z) ½�¡�Â
¤0À z = 0

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢çÈ
��	8ï�	�����	�¯K #À4¤�¤0À4¤

z = 0
¼>£Q½�é8Ê�ÚJÍ�é�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À

m = 2
¾
Í,ÕÙÂ
Á
£�Í�Á�½�¼�Í,Õ~ÁÙÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤�À

k = 3
¾
Í,ÕgÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í,Õ�êì£Q¢BÈ�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�Á
Ã!Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�í�ß�½�¡

n = k −m = 1
ß,½HÈ ¼4È

z = 0ÛáÌ
Ò
¡�£Q½�¡�Ã�Ì
¡�Í�ä<£4È

ä T�¯ ö ¯ å\1.��	0���
�	������Ù�����������¶�
��/����
%&	�����	�'9� ä T�¯úù � å{�0-���$�����34�E£�®R	���	��ôï��
���,�����Z�H¯jõçD�L�T�LONyaK��X,���,`,`

f(z)
GvL>Ln�Q���J6L>�Q�6G4LQX,X�FÙFH�>FJ��FJZ��6FJ�0��L!X�L!�Q�9J6L>�Q�6G���LQ��;1!\D���C�`0�9`���N�FHG�AJ�9`�I�TQN��*N �ç��FHC�FiX,A4�

��L�D�LQT6��A4THA4X,X�FJCQF6��F��9��N�LQ���QX�FHC�F��0`��ON�A
A
�Q�9J6L>�Q�6G���LQ� ��FH��N�LQT�FHG�A4�6LON���X�FH�Q��� {zn}

I
����FJT>�SJ�AJ�������å�Q�9J6L>�Q�6G4LQX,X�F6FH�>FJ��FJZn�6FJ�0��L

z0
I&��A4��AJ�8�0�6F

lim
n→∞

f(zn) = A.
êO¬J«�È à�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯2¬�È�ñ�Ú�£Q½�é
A = ∞ È�É�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß.Â�½�¡�Ë�-Q½�¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�ßÌ
¡�¢K¼>Ê
é4èR¼>Ã¶¢K¼>Ò
¼4ßb¡W¾�Ê,ÀnÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�é {zn} → z0

ß�¾
Í,Õ�¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã¶£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Ó
Í�Á
Ë�¡R£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼áêO¬J«�È à�í�È�¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
¼>£�Í�Áå½�À4¤0¡4ÃoÌ
¡�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡�£Q½�ÁgÊ
¼�£QÚ�Ó
×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½Hß�½�¡áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ö4ÚW¾�¼Q½å¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã8Ë�¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á8½�¡�Â
¤
Á

z0
ß�À6£WÀ4¢bÀ

½�¡�Â
¤0À�Ë9£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
Á�£2½�¼>¡�Ò
¼>¢K¡�Ão¬J«�È ¥<ÁRË�¡�Ì
Ò
¼>¤
Á�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
ä¶¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼>¢K¡�ÃR½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿
Ö4ÚW¾�¼Q½�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¡�Ã�È
¥0È.ñ�Ú�£Q½�é

A 6= ∞ È.ö&ÚJ¾�¼>¢ £>Ê
¡�Ë�À°Á
£�Ø�¡W¾�Á�½�é�Á�Å6Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�Î>¡
È�ñ�Ú�£Q½�é�£>¡4¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼êO¬J«�È à�í�Ê
¼BË�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�È0 �¡�ÎU¾�À<¾�¡�Í,ãáÊ
¿¶£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¡�Ë�À�½�é{¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�é
0 < |z−z0| < δÁoÂ
Á
£�Í�¡

ε > 0
½�À4¤
Á
¼4ß�Â�½�¡ |f(z)− A| > ε

Ì
Ò
Á
0 < |z − z0| < δ

È
ñ9¡�£Q½�Ò
¡�Á
¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

ϕ(z) =
1

f(z)− A.Ð&½�ÀåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ!Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�ÃÙËå¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡4£>½�Á
0 < |z − z0| < δ

Á�ß?¤
Ò
¡�¢K¼
½�¡�Î>¡
ß
ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½áÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Ú

|ϕ(z)| = 1

|f(z)− A| <
1

|ε| .
ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼{¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½Hß�Â�½�¡°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

ϕ(z)
Ëá¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á

0 < |z − z0| < δ
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ

¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã�È
ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú�½�¡�Â
¤0À
z0
Û6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê,À�Õå¡�£>¡�Ö�À�Õá½�¡�Â
¤0À\¾
Í,ÕåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß2½�¡�½�À4¤�¡�Ë�À~ã�¼!¡�Ê,ÀvÁ*¾
Í,Õ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(z)
ÈMÉ�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�£Q½�é¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(z)Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½6Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�À�½�é!ê ½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀg¬J«�È ¥�í�ß
Â�½�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½°Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
z→z0

ϕ(z) = B <∞.
É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
Ë6ÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡�£Q½�é

f(z)
¡4½

ϕ(z)

f(z) = A+
1

ϕ(z)
, 0 < |z − z0| < δ

ÁoË�¿çÂ
Á
£�Í�Á
ËáÌ
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
z→z0

f(z) =

{
A+ 1/B, B 6= 0;
∞, B = 0,
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Ì
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢ ¤�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
ä{ßçÂ�½�¡~½�¡�Â
¤0À

z0
ÛiÍ�Á
Ö�¡iÚ�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢bÀ�Õt¡�£>¡�Ö�À�Õ¶½�¡�Â
¤0À�ß&Í�Á0Ó

Ö�¡8Ì
¡�Í�ä<£°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
ß�Â�½�¡!Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ò
¼>Â
Á�½nÚ�£�Í�¡�Ë�Á
äú½�¼Q¡�Ò
¼>¢K¿ ÁÙ¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½n¼>¼

£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£�½�é
È
Ü�Å?¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿2Øg½�¼Q¡�Ò
¼>¢�¬J«�È ¥RÁ�¬J«�È �6Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡áË�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½

%&	�����	�'9� ä T�¯O;�¯��÷�ON�` TQN�� aK��X,���,`,`
f(z)
I A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ G

FJ�>D�L>�Q��X�FH�Q��`�`��4F�N�`4D�FHG�A4X,X�FJZiFH�>FJ��FJZi�6FJ�0��`
z0

Iç�4D�LQTHLON
lim
z→z0

f(z)
X�L��Q�9J6L>�Q�6G���LQ�

�ûTHA�V�L\��L>�Q��FJX�LQ�0X,YKZ � I&�6FR�6FJ�0��A z0 8 �Q�9J6L>�Q�6G4LQX,X�F�FH�>FJ��AJ���6FJ�0��A°aK��X,���,`,` f(z)
;

♦
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß
¼>£�Í�Á�Ë6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ãg¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¼

¬�È
lim
z→z0

f(z) = C, |C| <∞,
½�¡

z0

Û�Ú�£Q½�Ò,À�Ê
Á
¢&ÀHÕ�¡�£>¡�Ö�À�Õå½�¡�Â
¤�À6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

�
¥0È

lim
z→z0

f(z) =∞, lim
z→z0

f(z)(z − z0)
m = C−m, 0 < |C−m| <∞,

½�¡
z0
ÛáÌ
¡�Í�ä<£(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À

m
�

ë�È
lim
z→z0

f(z)
Ê
¼(£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�ß
¾�À�ã6¼9Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�ß

½�¡
z0
Ûá£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡á¡�£>¡�Ö�À�Õå½�¡�Â
¤0À6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
È

ø?Ê,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼MÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�À\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë\¡�£>¡�Ö�¡�Ã�½�¡�Â
¤�¼
z0
¢K¡HãáÊ
¡9Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�é(Ë\¡�£>Ê
¡�Ë4Ú

¤0Í�À4£>£>Á
Ä(Á
¤0À4Ô
Á
Á�Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿2Øg¡�£>¡�Ö�¿2Øå½�¡�Â
¼>¤�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
È

îg����'9	�� ä T�¯ ö ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß
Â�½�¡áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z) = e−1/z2

Á
¢K¼>¼Q½á£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡á¡�£>¡�Ö4Ú0ä�½�¡�Â
¤�Ú
z = 0

È
��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�4;�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢

lim
z→z0

f(z)
È

¬�È,ñ�Ú�£Q½�é
z = x

È
 �¡�ÎU¾�À

lim
z→0

f(z) = lim
x→0

e−1/x2

= 0.

¥0È,ñ�Ú�£Q½�é
z = iy

ß�½�¡�ÎU¾�À

lim
z→0

f(z) = lim
y→0

e1/y2

=∞.
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

lim
z→z0

f(z)
Ê
¼�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½�Áá½�¡�Â
¤0À

z = 0
Û6£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡6¡�£>¡�Ö�À�Õ�È

:B�6FUD�FJZ��Q��FH�>FJ�4;
ò�À�ÅQÍ�¡HãáÁ
¢iÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z)

Ë{Ò�Õ0¾åÞ\¡�Ò,À4Ê,À(Ë{¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Áå½�¡�Â
¤
Á
z = 0

È�ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿B¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á
¼>¢

ew =
∞∑

n=0

wn

n!
ÁoÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) = e−1/z2

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!
z−2n.

ñ9¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼<Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á
¼<£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½RÖ�¼>£>¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼<Â
Á
£�Í�¡R¡4½JÍ�Á
Â
Ê
¿2Ø°¡4½RÊ�ÚWÍ,Õ°£�Í�À4ÎQÀ4¼�Ó
¢K¿2Ø6£B¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢KÁ°£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁ

z
È+�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�½�¡�Â
¤0À

z = 0
ÛR£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡

¡�£>¡�Ö�À�Õ�È



�3& Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
îg����'9	�� ä T�¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À�Ê
Ê
¿ç¼\¡�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
1

ez − 1Áo¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�éáÁ0Øå½�Á
Ì�È
��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�4;?É�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½�£�ÕgÚ�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢

ez = 1
ß
Á0Í�Á

z = Ln 1 = ln 1 + iArg 1 = 0 + i2πk, k = −∞,∞.
¨{¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é�½�Á
Ìå¡J¾�Ê
¡�Ãá½�¡�Â
¤
Á�ß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>ÒåÌ
Ò
Á

k = 0
È�ñ9Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á
¢

ez ËË�Á0¾�¼(Ò�Õ0¾�À�È
 �¡�Î�¾�À�¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

f(z) = 1
/(
−1 +

∞∑

n=0

zn

n!

)
= 1
/(

z
∞∑

n=1

zn−1

n!

)
=
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�
È,ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú°½�¡�Â
¤
Á
zk
Ò,À�ÅQÍ�Á
Â
Ê
¿�Á

Φ1(zk) = 0
¾
Í,ÕgË�£>¼�Ø

k = 1,∞ ß�½�¡

lim
k→∞

Φ1(zk) = 0.
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Ò
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¿çË�Ê
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Ô
Á
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Φ1(z0) = 0
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Ô
Á
¼>Ê�½
C1 = 0

ß
Á

Φ(z) = (z − z0)
2Φ2(z),

ÎU¾�¼
Φ2(z) =

∞∑

n=0

Cn+2(z − z0)
n.
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Â
Ê
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Á
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C2 = 0
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Ì
Ò
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Ô
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Á
Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Φ(z)
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Φ(z) =
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n=0

Cn(z − z0)
n
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Á*¤
Ò�Ú0ÎQÀ
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D
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È
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Á
¢^½�¡�Â
¤�Ú

z0
£�½�¡�Â
¤�¡�Ã

z̃
Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ã Ê
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Ò
Á
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γ
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Á
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Ô
¼�Í�Á
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Á
Ô
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D
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Ê
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¤0ÀnÌ
¼>Ò
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¼>Ê
Á�Õ¶¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

γ
£å¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�ä |z − z0| = R0

È
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
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Φ(z)
Ë6Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�Ì
¡�£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢

z − ζ1
Æ

Φ(z) =
∞∑

n=0

C1
n(z − ζ1)n.
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ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú
Φ(z) ≡ 0

Ë~¤
Ò�Ú0Î>¼ |z − z0| < R0
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Â
Ê
¡vÌ�Ú0Ê
¤�½4Ú �Ù¾�À4Ê
Ê
¡�Ã
½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿

C1
n ≡ 0

ß
n = 1,∞ È?É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢¶Â
¼>Ò
¼QÅ R1

Ò,ÀH¾�Á�Ú�£\£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8Ò�Õ0¾�À�êO¬���È ¬Hí�È
 �¡�ÎU¾�À

Φ(z) ≡ 0
Ë6¤
Ò�Ú0Î>¼ |z − ζ1| < R1

È
ñ�Ú�£Q½�é

ζ2
ÛvÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê�Õ�Õ*Ì
¡iÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
ä ¤

z̃
½�¡�Â
¤0ÀiÌ
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼WÊ
Á�Õ ¤
Ò
Á
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γ
£

¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�ä |z−ζ1| = R1

ê³£>¢çÈ4Ò
Á
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¢!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
Φ(z)

Ë�Ò�Õ0¾� �¼>Ã0Í�¡�Ò,À
Ì
¡6£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢

z − ζ2
Æ

Φ(z) =
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n=0

C2
n(z − ζ2)n.
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Â
Ê
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n ≡ 0
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n = 1,∞ ß,Á Φ(z) ≡ 0

Ë�¤
Ò�Ú0Î>¼ |z − ζ2| < R2

È
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¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
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Ê
¡ Ö�¡�Í�é4èR¡�¼ÙÂ
Á
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Φ(z) = 0
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Φ(z̃) = 0
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Φ(z) ≡ 0
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¡
ß f(z) = g(z)
¾
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È
�
'{Ú0Ê
¤
Ô
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Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕnÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢ Ì
Ò
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Á
¼>¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
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f(z)
£

¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�À
E
Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�é

G
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¬�È
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)
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Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À�Ê,À6¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¼
E
�

¥0È
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
F (z)

ÛåÀ4Ê,ÀJÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ�Ë6¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
G
ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

E ⊂ G
�

ë�È
F (z) = f(z)

Ì
Ò
Á
z ∈ E È

%&	�����	�'9� ä n�¯ ë�� )�������$���) �
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�Q�6G4F

E
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z0

IB�4D�`,X,A4TQN�L�V AQJ��9��FJ��N�A��Q��`
G
;(_
FHC�THA�A4X,A4�

N�`,��`,��L>�Q��FHL\�4D�FJT�FUN,V�LQX,`�LR���9X�FWV�L>�Q�6G�A
E
GáFJ��N�A��Q���

G
LQTH`,X��Q�6G4LQX,X�F�;

�n���������
�
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���¯0¨{¡�Ì�Ú�£Q½�Á
¢çß�Â�½�¡RÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)
ß0¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê,À�ÕåÊ,À

E
ß0Á
¢K¼>¼�½R¾�Ë�À

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á0ØnÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�Õ
F1(z)

Á
F2(z)

Ëå¡�Ö�Í�À�£Q½�é
G
È? #À4¤8¤�À4¤

F1(z) = F2(z)Ì
Ò
Á
z ∈ E

ß#½�¡ÙÌ
¡n½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�¡�¼�¾�Á
Ê
£�½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�Á
F1(z) = F2(z)

Ì
Ò
Á
z ∈ G

ßbÂ�½�¡�Á
½�Ò
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È
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f1(z)
ß#À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0À�ÕvË!¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
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ß
ÁÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f2(z)
ß�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ~Ë

G2
ê³£>¢çÈ�Ò
Á
£4È#¥"��í�È�ñ�Ú�£Q½�é

G1

⋂
G2 = g 6= ∅ Á
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g
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Ò
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¤�Ú

z0
ß�Ë�¤0¡4½�¡�Ò
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f1(z0) = f2(z0)
È� �¡�ÎU¾�À

£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½å¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

F (z) =

{
f1(z) z ∈ G1,
f2(z) z ∈ G2,

êO¬���È ë�í

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0À�Õ�Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
G = G1∪G2
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¤
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G1
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f2(z)
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���¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
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¤
Ô
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Ò
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∞∑
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∞∑
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Á
£4È
ë�¦�í&Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1(z)
Á
f2(z)

£>¡�Ë�Ì,ÀJ¾�À4äM½HÈ�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f1

Á
f2

Õ
Ë�Í,Õ
äM½�£�Õ À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ�¾�Ò�Ú0Î8¾�Ò�Ú0Î�ÀvÁ -�Í�¼Q¢b¼QÊ�½4À4¢KÁ
¡W¾�Ê
¡�ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

F (z) = 1/(1− z) ß,À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
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Á
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¼QÅ�¾,Ú0ÎQÚ

g
ß�¼>£�Í�Áo£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0À�Õ

Ë6¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
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¢ Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃvÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ¶¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
Γ = γ+

1 + γ+
2

ß#£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
¿çÃ¶Á�Å
¾,Ú0Î

γ1
Á
γ2
ß0Ô
¼�Í�Á
¤�¡�¢ÙÍ�¼Qã�À�×RÁ0ØáË

G1
ß
G2
Áá¡4½�£>¼>¤�À4äM×RÁ0Øå¡4½R¡�Ö4×R¼>Ã°Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¿

g
¡W¾�Ê�Ú

Áå½4Ú�ã6¼�¾,Ú0ÎQÚ
γg

ê³Ò
Á
£4È�ë�¬Hí�È
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ÿ �5�
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢¶¾�ÀJÍ�¼>¼\Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∫

Γ

F (z)dz.

¨(Í,ÕvË�¿çÂ
Á
£�Í�¼QÊ
Á�Õr-Q½�¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ�À!¾�¡�Ö�À4Ë�Á
¢l¤vÊ
¼>¢#Ú~£�Í�À4ÎQÀ4¼Q¢b¿÷¼4ßb£QÚ0¢K¢bÀn¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø
½�¡Jã6¾�¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡áÒ,À4Ë�Ê,À�Ê�ÚJÍ�ä

I =

∫

Γ

F (z)dz +

∫

γ+
g

F (z)dz +

∫

γ−

g

F (z)dz.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡R¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
F (z)

êO¬���È ��í�ß�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
I
¢K¡JãáÊ
¡\ÅWÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é�Ë{Ë�Á0¾�¼

I =

∫

γ+

1

f1(z)dz +

∫

γ+

2

f2(z)dz +

∫

γ+
g

f1(z)dz +

∫

γ−

g

f2(z)dz

Á0Í�Á
I =

∫

γ+

1
+γ+

g

f1(z)dz +

∫

γ+

2
+γ−

g

f2(z)dz.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Úå¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¿
γ+

1 + γ+
g

Á
γ+

2 + γ−g
Û�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿ç¼{ÁoÔ
¼�Í�Á
¤0¡�¢vÍ�¼Qã6À�½Hß,£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�Ó

£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß�Ë
G1

Á
G2

ß�½�¡

I =

∫

Γ

F (z)dz = 0.

É<½�£>ä÷¾�À<Ë<£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
Á�£b½�¼>¡�Ò
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¼>Ò,À<Á{Ë<£>Á0Í,Ú{Ì
Ò
¡�Á�ÅQÓ
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Γ
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¤
Ô
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F (z)
À4Ê,ÀHÓ

Í�Á�½�Á
Â
Ê,À6Ë
G1 ∪ g ∪G2

ß,ÀT-Q½�¡6Áå¡4ÅWÊ,ÀHÂ,À4¼Q½Hß
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f2(z)

Õ,ËHÍ,Õ,¼�½�Ó
£�Õ�Ê
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¼�¾�£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¿ç¢vÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á,¢~Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢

f1(z)Â
¼>Ò
¼QÅ(¾,Ú0ÎQÚ
g
È

 #À4¤
Á
¢n¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¼>£�Í�Á�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
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¤0Ó
Ô
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f2(z)
ßbÕ
Ë�Í,Õ
äM×�À�Õ
£�Õ�Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¿ç¢ Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢ À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼Q£W¤�¡�Ã*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1(z)
Â
¼>Ò
¼QÅ<¾,Ú0ÎQÚ

g
ß�½�¡R¡�Ê,À\Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ°ÁåÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢�Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼>¢}-Q½�¡�ÃåÄ�Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á
Á�ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢¶¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¿ç¢çÈ
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢n½�¼>Ì
¼>Ò
é(£�Í�¼�¾,Ú0äM×�Á
Ã6£>Ì
¼>Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿çÃ�£�Í,Ú0Â,À4Ã�ß4¤�¡�Î�¾�À

g = g1∪g2

È�ñ�Ú�£Q½�é
f1(z)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë6¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
G1
ß�À

f2(z)
Û°Ë

G2
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�ë�¥�í�È,ñ�Ú�£Q½�é

G1

⋂
G2 = g

ß
Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

g1
Á
g2
½4À4¤
Á
¼4ß,Â�½�¡

f1(z) = f2(z), z ∈ g1,

f2(z) 6= f1(z), z ∈ g2.

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢}¡�Ö�Í�À4£Q½�é
G̃ = G \ g2

ß
G = G1

⋃
G2

È

ÎiÏ8Ð�Ñ 	 ê

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡{£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
ä{ß�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À{¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,À�ÕåÀ4Ê,ÀHÍ�Á0Ó
½�Á
Â
¼>£>¤0À�ÕÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

F̃ (z)
ß?Õ
Ë�Í,Õ
äM×�À�Õ
£�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á,¢

Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f1(z)

ß
z ∈ G1 \ g2

ß�Ë8¡�Ö�Í�À4£Q½�é
G̃
ß

F̃ (z) =

{
f1(z) z ∈ G1 \ g2,
f2(z) z ∈ G2 \ g2.
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'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

F̃
¢K¡Jã�¼Q½RÖ�¿÷½�é6À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
ÁoÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê,À{ËR¡�Ö�Í�À4£�½�é

g2
¾�Ë4Ú0¢#Õ°£>Ì
¡�£>¡�Ö�ÀHÓ

¢KÁ�Æ
F1(z) =

{
F̃ (z), z ∈ G̃,
f1(z), z ∈ g2;

F2(z) =

{
F̃ (z), z ∈ G̃,
f2(z), z ∈ g2.

êO¬���È ª�í

ò�À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À°êO¬���È ª�í�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM½(¾�Ë4Ú�ÅWÊ,ÀJÂ
Ê�Ú0ä À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Ú0ä Ë9¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
G
Ä9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á
ä
F (z)

ß�Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4äM×{Ú0ä�Ò,À�ÅQÍ�Á
Â
Ê
¿ç¼MÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ°Ë\¡W¾�Ê
Á0ØáÁ6½�¼�Ø�ã6¼ç½�¡�Â
¤0ÀHØá¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
g2 ⊂ G

È
ð ¡�Ö4×R¼>¢}£�Í,Ú0Â,À4¼�ÀHÍ�Î>¡�Ò
Á�½�¢}Ì
¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
Á�Õ À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Î>¡ Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�ÕlÖ�¿2Í

Ì
Ò
¼�¾
Í�¡Jã�¼>Ê�ð2¼>Ã
¼>Ò�è{½�Ò,À4£>£W¡�¢�ÁåÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼Q½�£�Õ�Ë6£�Í�¼�¾,Ú0äM×�¼>¢çÈ
��	��
��"t®R	���	��ôï��
���,�����

ñ�Ú�£Q½�é�ËM¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
ÅJÀJ¾�À4Ê,À<À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�ÕRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
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f(z)
È�ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢!Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ó

Ê�Ú0ä�½�¡�Â
¤�Ú
z0
ÁgÒ,À�ÅQÍ�¡JãáÁ
¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
Ë�½�¡�Â
¤�¼

z0
Ë�Ò�Õ0¾8 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.
êO¬���È à�í

ñ�Ú�£Q½�é
R0
ÛáÒ,ÀH¾�Á�Ú�£(£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á8Ò�Õ0¾�ÀgêO¬���È à�í�È,ð2¡4ÅW¢K¡HãáÊ
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Á
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E
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Ê
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¤
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Á
Ô
¿
γ
¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
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G1

ß�Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM×6À�Õ�£Q¡�Ö�¡�Ãn¤
Ò�Ú0Î
|z − z0| < R0
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Ëv¡�Ö�Ó
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⋂
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¤
Ô
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Ë�Í,Õ
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E1 = G1

⋃
E
È
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Ò
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z1 ∈ E1

ÁoÒ,À�ÅQÍ�¡HãáÁ
¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
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F1(z) =

{
f(z), z ∈ E,
f1(z), z ∈ G1

Ë6£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê
¡�Ã8Ò�Õ0¾

F1(z) =
∞∑

n=0

1

n!
F

(n)
1 (z1)(z − z1)

n.
êO¬���È â�í

ñ9Ò
¡�Ë�¡W¾,Õ(¾
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¤
Ô
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F2(z) =

{
F1(z), z ∈ E1,
f2(z), z ∈ G2
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f(z) = 1 +
∞∑

k=1

z2k

.
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Ûá¡�£>¡�Ö�À�Õå½�¡�Â
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Á
f(z)
ß,Ì
¡4£>¤0¡�Í�é�¤�Ú

lim
z→1

f(z) =∞,
Ê
¡

f(z) = 1 + z2 +
∞∑

k=1

z2k+1

= z2 + 1 +
∞∑

k=1

(z2)2k

= z2 + f(z2),

ÁoÌ
¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú
lim
z2→1

f(z2) =∞,
½�¡�Á
¢K¼>¼>¢�Ú�ã�¼�¾�Ë�¼(¡�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á�Æ

z1,2 =
√

1 = ±1
È

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

f(z) = 1 + z2 + z4 +
∞∑

k=1

z2k+2

=

= z2 + z4 + 1 +
∞∑

k=1

(z4)2k

= z2 + z4 + f(z4),

lim
z4→1

f(z4) =∞,

ÁoÌ
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢¶Ú�ã�¼(Â
¼Q½�¿çÒ
¼\¡�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á
z1,2,3,4 = 4

√
1 = ±1,±i È,ð ¡�Ö4×R¼>¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼

f(z) = z2 + z4 + · · ·+ 22n + f(z2n),

lim
z2n→1

f(z2n) =∞,

Á�ß<£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß9Á
¢K¼>¼>¢
2n
¡�£>¡�Ö�¿2Ø�½�¡�Â
¼>¤

2n
√

1
È�Ý9¡*Ë�£>¼}-Q½�Á�½�¡�Â
¤
Á�Í�¼Qã6À�½ Ê,À

¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = 1
ß�Á�Ì
Ò
Á

n → ∞ Ê,ÀáÍ�ä<Ö�¡�Ã�£>¤�¡�Í�éoÚ0Î>¡W¾�Ê
¡g¢bÀHÍ�¡�Ã8¾,Ú0Î>¼�Á0ØnÂ
Á
£�ÓÍ�¡åÊ
¼>¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡
È� #À4¤
Á
¢ ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�Ë4¡4ÅW¢K¡HãáÊ
¡�£Q½�éoÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡gÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�Õ
¡4½�£QÚ�½�£Q½�Ë4Ú�¼>½RË�Ë�Á0¾,ÚR£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¡�Ë�À4Ê
Á�Õ²-Q½�¡�Ã�£>Ì0Í�¡4èRÊ
¡�Ã�Í�Á
Ê
Á
Áá¡4£>¡�Ö�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�¼>Ã�ß0Â
¼>Ò
¼QÅM¤0¡HÓ
½�¡�Ò�Ú0ä Ê
¼>Ë�¡4ÅW¢K¡Hã�Ê
¡~Ì
Ò
¡�Ã�½�Á�È��÷À4¢bÀi¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |z| = 1

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ ¼>£Q½�¼>£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡�Ã
Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼>ÃgÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
ó<Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�¼�Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼<¢K¼Q½�¡W¾�¡�¢�ð2¼>Ã
¼>Ò�è{½�Ò,À4£W£WÀRË{Ì
Ò,À4¤�½�Á
Â
¼>£W¤
Á0ØåÌ
Ò
Á0Í�¡�Ó

ã�¼>Ê
Á�Õ0Ø¶¢bÀHÍ�¡#->Ä(Ä(¼>¤�½�Á
Ë�Ê
¡
È÷ñ9Ò
Á*Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
Á*¤�¡�Ê
¤
Ò
¼Q½�Ê
¿2Ø Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã*¢K¿ Ö4ÚW¾�¼>¢
Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀH½�é�Á!¾�Ò�Ú0Î>Á
¼�Ì
Ò
Á
¼>¢K¿9ß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>ÒÙÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼°Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
Á�ÕiÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Ã�È

♦
É�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼°Ì
¡�Ê�Õ�½�Á�ÕvÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á0ØvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã~Ê,À�¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¿ç¼åÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Ì
¡�Ò
¡Jã6¾�À4¼Q½�Ê
¡�Ë�¿çÃ\½�Á
Ì�Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿2ØR¡�£>¡�Ö�¿2Ø\½�¡�Â
¼>¤{Û�½�¡�Â
¤
Á�Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õgê³Ò,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Ó
Í�¼>Ê
Á�Õ�íçÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
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�
 �¡�Â
¤�À

z0
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õg½�¡�Â
¤�¡�ÃgË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õiê³Ò,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�íç¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�Ã�À4Ê,ÀHÓ

Í�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
ß
¼>£�Í�ÁgËRÍ�ä<Ö�¡�Ão¼>¼

ε
Ó�¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡4£Q½�Á�Ê
¼�Í�é4Å>ÕgÒ,À�ÅQ¾�¼�Í�Á�½�éáÒ
¼�Ó

ÎQÚWÍ,Õ
Ò
Ê
¿ç¼åê³¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¿ç¼JíçË�¼Q½�Ë�Á�-Q½�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
�
 �¡�Â
¤�À�Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ

z0
¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�Ã�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ê,À�ÅW¿çË�ÀHÓ

¼Q½�£�Õ8ÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤�¡�Ãg½�¡�Â
¤0¡�ÃgË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À
n
ß,¼>£�Í�Á�Ì
¡�£�Í�¼

n
¡�ÖWØ�¡W¾�¡�Ë6Ë�¡�¤
Ò�Ú0Î

-Q½�¡�Ãá½�¡�Â
¤
Á°Ì
¡{ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�¢#Úá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ
ß�Ê
¼<¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×R¼>¢#Ú�¾�Ò�Ú0Î>Á0Ø°¡�£>¡�Ö�¿2Ø�½�¡�Â
¼>¤�ß

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4¼Q½�Á
£UØ�¡W¾�Ê
¡�¼�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼8ê³Ë�¡4ÅWË�Ò,À�×�À4¼Q½�£�Õ�¤nÁ
£UØ�¡W¾�Ê
¡�Ã�Ë�¼Q½�Ë�Á�í�È
~K£�Í�Á!½�À4¤�¡�Î>¡å¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Î>¡

n
Ê
¼�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�ß�½�¡°½�¡�Â
¤0À

z0
Ê,ÀHÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼�Ó

£>¤�¡�Ãiê³Á0Í�Áo½�Ò,À4Ê
£>Ô
¼>Ê0¾�¼>Ê
½�Ê,¡�Ã�í÷½�¡�Â
¤�¡�Ã�Ë�¼�½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�È

ü�r6¾ � ��¿h����
�Ê�Ä¶À�
�Ê���¦�G��
�Ã_Éô�
♦ � ��L�D�`4D�FHG�A4���Ù�6�9X�FHC�F>��X,A4�0X,Y��9`¶aK��X,���,`0�0�9`�X�LQ��T�FJ�HX�F�;t§#T�FJ�HX�L>L{D�A��>�Ï�9A4���D�`�G�A4���vaK��X,���,`S�

F (z)
��A4��FJTJX�F>��X,A4�0X,�9�2IRX�F�FJ�4D�LQT�L�N�LQX,X,�9��X,Ai��F�N�L>L!��N�FWV X,Y��

�9X�FWV�L>�Q�6G�AJ��I&��LÏ�^��F��9��N�LQ���QX,AJ�n��N�FH�Q��FH�Q���0;
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ ½�¼>Ì
¼>Ò
éi¾�Ë4Ú�ÅWÊ,ÀJÂ
Ê�Ú0ä À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�Ú�ä Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä êO¬���È ª�í6Á*£>¤0Í�¼>Á
¢

¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
G1

Á
G2

Ë(¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
g1

ß�Î�¾�¼BÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f1(z)

Á
f2(z)

£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4äM½Hß�À�¾�Ë�À�->¤�ÅW¼>¢�Ó
Ì0Í,Õ
Ò,À�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

g2
ß
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã�ÀH×RÁ
¼\¡�Ö�Í�À4£Q½HÕ
¢

G1
Á
G1
ß
¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
¿�£>Ë�¡4Ö�¡J¾�Ê
¿ç¢KÁ�È

 �¡�ÎU¾�ÀRÊ,ÀRÌ
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¢�¢KÊ
¡Jã6¼>£Q½�Ë�¼4ß
Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM×R¼W¢¶£>¡�Ö�¡�Ãå¡�Ö4æ�¼�¾�Á
Ê
¼>Ê
Á
¼9¡�Ö�Í�ÀHÓ
£Q½�¼>Ã

G1

Á
G2

ß.£>¤0Í�¼>¼>Ê
Ê
¿2Ø�Ì
¡
g1

ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
F (z)

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�ÃÙÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á0Ó
Â
¼>£>¤�¡�ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�È

�
ñ9¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
Ê
¡4¼�½4À4¤
Á
¢t¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢ ¢KÊ
¡Jã6¼>£�½�Ë�¡oÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�¡�Ã!Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�Ó

£Q½�é�ätÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡4Ã°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
F (z)

ß4Õ
Ë�Í,Õ
äM×R¼>Ã
£�Õ°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢iÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1(z)
ß,ÀR¡4½W¾�¼�Í�é�Ê
¿ç¼�->¤�Å>¼>¢KÌ0Í,Õ,Ò
¿ Ì
¡�Ë4½�¡�Ò�Õ
äM×RÁ0Ø�£�Õg¡�Ö�Í�À4£Q½�¼>ÃåÛ�Ò,À�ÅQÍ�Á
Â
Ê
¿2Ó

¢KÁ°Í�Á
£Q½4À4¢KÁ�Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�¡4ÃgÌ
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�Á
W
È

îg����'9	�� ëSx ¯ ä ñ9¡�¤�À�ÅJÀH½�é
ß.Â�½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z) = z1/n = n

√
z
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕÙ¢KÊ
¡�Î>¡�Í�Á
£Q½�Ó

Ê
¡�Ã�È
��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ì
Ò,À4Ë�Á0Í,ÚåÁ�ÅWË�Í�¼>Â
¼>Ê
Á�Õ�¤�¡�Ò
Ê�Õ�ß

f(z) = n
√
|ρ|ei(ϕ+2πk)/n, k = 0, n− 1;

ρ = |z|, ϕ = arg z; 0 6 ϕ < 2π.
ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢^½4Ú¶Ë�¼Q½�Ë�éiÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = n
√
z
ßb¤0¡4½�¡�Ò,À�Õ¶Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢

Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
u = n
√
x
ß
x > 0

ß�½HÈ ¼4È

w = f1(z) = n
√
ρeiϕ/n, (0 6 ϕ < 2π).

É�Ö�Í�À4£Q½�ég¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ
G1
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é�ä

z
ß.Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ4Ê
Ê�¡�ÃÙÌ
¡gÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ó

Ê
¡�ÃoÂ,À4£Q½�Áo¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Áiê³Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ{¢K¡JãáÊ
¡6Ì
Ò
¡�Ë�¼>£�½�Á8Ì
¡RÍ�ä<Ö�¡�¢#ÚáÍ,Ú0Â�Ú�ß�£>¡�¼�¾�Á0Ó
Ê�Õ
äM×R¼>¢#Úv½�¡�Â
¤
Á

z1 = 0
Á
z2 = ∞ ßbË�¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ f(z) = z1/n Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�Ã�í�È�É�Ö�Í�À4£Q½�é�ä

W1
ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg£>¼>¤�½�¡�Ò

0 6 argw <
2π

n
; w ∈ W.

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢t½�¼>Ì
¼>Ò
éo¡�Ö�Í�À4£Q½�é
G2

Ûo½4Ú�ã�¼RÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
z
£RÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢tÌ
¡åÌ
¡�Í�¡JãáÁ0Ó

½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃvÂ,À4£Q½�Ái¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãv¡�£>Á
Ox
ß�Ê
¡

2π 6 arg z < 4π
È#ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢lË

G2Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f2(z) = n

√
ρei(ϕ+2π)/n, (0 6 ϕ < 2π).É�Ö�Í�À4£Q½�é�ä�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
Ã

W2
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f2(z)
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�£>¼>¤�½�¡�Ò

2π

n
6 argw <

4π

n
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Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

w ∈W Èø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡
Ḡ1

⋂
G2 = Γ1

Û9Í,Ú0Â
arg z = 2π

ß�Ê,À9¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢�£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4äM½(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f1(z)

Á
f2(z)

È
ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f1(z)

Á
f2(z)

Ë�¡W¾�Ê
¡�ÃåÁ°½�¡�Ãåã�¼<½�¡�Â
¤�¼
z
Á
¢K¼>äM½

Ò,À�ÅQÍ�Á
Â
Ê
¿ç¼(ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ�ß,½�¡�¾
Í,Õo½�¡�Î>¡�Â�½�¡�Ö�¿ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

F1(z) =

{
f1(z) z ∈ G1,
f2(z) z ∈ G2Ö�¿2Í�À6¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�Ã�Ë

R1 = G1 ∪G2

ß,Ö4ÚJ¾�¼>¢�£>Â
Á�½�À�½�é
R1

Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�¡�ÃgÌ
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é�ä{ß
£>¤0Í�¼>¼>Ê
Ê
¡�ÃnÁ�Å{Í�Á
£Q½�¡�Ë

G1
Á
G2
Ì
¡å¡�Ö4×R¼>Ã!Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼

Γ1
Û°Í,Ú0Â�Ú

arg z = 2π
ß?Á0Í�Á�ß?¤0À4¤

Ì
Ò
Á
Ê�Õ�½�¡�Î>¡�Ë�¡�Ò
Á�½�é
ß�£>¤0Í�¼>Á
Ë�À4äM½9Ê
Á�ãáÊ
Á
Ã{Ö�¼>Ò
¼>Î2Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀMÍ�Á
£�½4À
G1
£2Ë�¼QÒ�Ø�Ê
Á
¢!Ö�¼>Ò
¼>Î>¡�¢

Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀRÍ�Á
£Q½�À
G2

È
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

fk(z) = n
√
ρei(ϕ+2πk)/n, (0 6 ϕ 6 2π)

F (z) =





f1(z), z ∈ G1;
f2(z), z ∈ G2;È>È>È>È>È
fn(z), z ∈ GnÛ°¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�Õ8À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê,À�Õ!Ê,À�Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�¡�Ã�Ì
¡�Ë4¼>Ò�Ø�Ê
¡�Ó

£Q½�Á
R = G1

⋃
G2

⋃
· · ·
⋃

Gn,£>¤0Í�¼>¼>Ê
Ê
¡�ÃÙÁ�Å
n
Í�Á
£Q½�¡�Ë
È�É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡�Ê
Á�ãáÊ
Á
Ã�Ö�¼>Ò
¼>Î�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ

ÎiÏ8Ð�Ñ 	�	

Í�Á
£Q½�À
Gn

£>¤0Í�¼Q¼>Ê~£áË�¼>Ò�Ø�Ê
Á
¢yÖ�¼>Ò
¼>Î>¡�¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀoÍ�Á
£Q½�À
G1

Èô~K£Q½�¼�Ó
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß�Â�½�¡{Ë(½�Ò
¼�Ø�¢K¼>Ò
Ê
¡�¢~Ì
Ò
¡�£Q½�Ò,À4Ê
£Q½�Ë�¼<Ì
Ò
Á�Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢~£>¤0Í�¼�Ó
Á
Ë�À4Ê
Á
Á�Ê
¼�Í�é4Å>Õ�Á�ÅWÖ�¼Qã6À�½�éá£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê,Á
Ã�È.ÉM¾�Ê,À4¤�¡á¢K¿�Ê
¼\Ö4Ú�Ó
¾�¼>¢ ¡4½�¡Jã6¾�¼>£Q½�Ë�Í,Õ�½�é�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ
¼�Ò,À�ÅWÊ
¿ç¢ Í�Á
£Q½�À4¢

Gk

ß
k =

1, n
½�¡�Â
¤
Á�Í,Ú0Â,À0ß<Ì
¡�¤0¡4½�¡�Ò
¡�¢#Ú Ì
Ò
¡�Á
£UØ�¡W¾�Á�½t£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£Q¼>Â
¼WÊ
Á
¼�È

�&Ú�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½!Í�Á�èRé8¾�Ë�¼á½�¡�Â
¤
Á
z1 = 0

Á
z2 = ∞ ß�Ê,À�ÅW¿çË�À4¼>¢K¿ç¼oÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ½�¡�Â
¤0À4¢KÁ!Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ¶ê³Ò,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�í�ß�¤�¡4½�¡�Ò
¿ç¼�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã�À�½åË�£>¼>¢�Í�Á
£Q½�À4¢

Gk

ß�£>¡�Ó
¼�¾�Á
Ê�Õ�Õ�Á0Ø6¢K¼Qã6¾,ÚR£>¡�Ö�¡�Ã�È�Ý(À9Ò
Á
£4È0ë�ë�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê,À9Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�À9Ì
¡�Ë4¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z) = 3

√
z
È

ñ�Ú�£Q½�é
f(z) = Ln z

È�òKÁ
¢bÀ4Ê
¡�Ë�À�Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é6Í�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢bÀ
w = Ln z

êE¥4¦�È ¬Hí
Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê,À�È�~K¼�Ú�£Q½�Ò
¡�Ã
£Q½�Ë�¡6Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�Ê
¡6Ê,ÀRÒ
Á
£4È,ë"�
È
»g¿t¡�Ì�Õ�½�é6Ö�¼>Ò
¼>¢�¡�Ö�Í�À4£Q½�é
D
Û!Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é

C
£�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢�Ë�¾�¡�Í�é�¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã~Ì
¡�Í,Ú�¡�£>Á�Û8ÁÙË�Ê
¼>ÃiÎUÍ�À4Ë�Ê�Ú0ä

Ë�¼Q½�Ë�é�Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢bÀ
w = f0(z) = ln |z|+ i arg z (−π < arg z < π).Ð&½�À6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡á¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½

D
Ê,À6Ì
¡HÍ�¡�£QÚ

D∗
0 = {−π < Im w < π};£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
¼{Ö�¼>Ò
¼>Î>¡�Ë�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ6ÁgÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô�Ì
¡�Í�¡�£>¿tÚ0¤0À�ÅJÀ4Ê
¡�Ê,À�Ò
Á
£4È�ë"�
È

Þ\¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢¶Á
¢K¼>¼Q½áË6¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
D
Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¢bÊ
¡4Î>¡�Ë�¼Q½�Ë�¼>Ã

w = fk(z) = f0(z) + 2kπi (k = −∞,∞),¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×RÁ0Ø
D
Ê,À(Ì
¡�Í�¡�£>¿

D∗
k

ß�£U¾�Ë�Á
Ê�Ú�½�¿ç¼�Ì
¡\¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
ä�¤
D∗

0

Ê,À(Ô
¼�Í�¡�¼4ß0¤
Ò,À�½�Ó
Ê
¡�¼

2πi
È�ðl£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
Á~£²-Q½�Á
¢�¢K¿^Ö�¼>Ò
¼>¢�£>Â
¼�½�Ê
¡�¼å¢KÊ
¡Jã�¼>£Q½�Ë�¡)->¤0ÅW¼>¢KÌ0Í,Õ
Ò
¡�Ë!¡�Ö�Ó

Í�À4£Q½�Á
D
Á!£>¤0Í�¼>Á
Ë�À4¼>¢tË�¼>Ò�Ø�Ê
Á
ÃnÖ�¼>Ò
¼>Î�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀåÊ,À°Ê�ÚJÍ�¼>Ë�¡�¢ ->¤�ÅW¼>¢KÌ0Í,Õ
Ò
¼�£RÊ
Á�ãáÊ
Á
¢

Ö�¼>Ò
¼>Î>¡�¢ Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀvÊ,ÀvÌ
¼>Ò
Ë�¡�¢ ->¤�ÅW¼>¢KÌ0Í,Õ
Ò
¼4ßMÀ~Ê
Á�ãáÊ
Á
ÃtÖ�¼>Ò
¼>Î�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀvÊ,ÀvÊ�ÚWÍ�¼>Ë�¡�¢
->¤�ÅW¼>¢KÌ0Í,Õ
Ò
¼gÛ~£�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
Á
¢^Ö�¼>Ò
¼>Î>¡�¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀÙÊ,ÀÙÌ
¼>Ò
Ë�¡�¢�->¤�ÅW¼>¢KÌ0Í,Õ
Ò
¼!Á¶½HÈ ¾�È& �¡�Â
¤
Á
z1 = 0

Á
z2 = ∞ Õ
Ë�Í,Õ
äM½�£�ÕnÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ�½�¡�Â
¤�À4¢KÁ�Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�È�ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�ÚË�-Q½�Á0Øg½�¡�Â
¤�ÀHØgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z) = Ln z
Ê
¼\¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À�ß�£>Â
Á�½4À4¼Q½�£�Õ�ß�Â�½�¡°¼>¼\Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�À

Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�éáÊ
¼(£>¡W¾�¼>Ò�ã�Á�½�½�¡�Â
¼>¤�Ê,ÀH¾�½�¡�Â
¤0À4¢KÁ
z1 = 0

ß
z2 =∞ êì£Q¢BÈ
Ò
Á
£4È�ë"��í�È



ÒdÓ3& Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é

ÎiÏ8Ð�Ñ 	 &
üG½�¾ f,�i
�����Ì Ê�Ä Å��ÉË
�Ê

�
©9¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼{Â
Á
£�Í�¡
ß�¤0¡4½�¡�Ò
¡�¼{¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
¡

Res
z=z0

f(z)
Á8Ò,À4Ë�Ê
¡�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
ä Á
Ê�½�¼�Ó

Î>Ò,ÀHÍ�À
Res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∮

γ

f(ω)dω,
êE¥0¬�È ¬Hí

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ°Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�¢�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼Q£W¤�¡�ÃåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë{Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À�Ê
Ê
¡�Ã°¡�£>¡�Ö�¡�Ã6½�¡�Â0Ó
¤�¼

z0
È&ø�¾�¼>£>é

γ
ÛÙÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃ¶¤�Ú�£>¡�Â
Ê
¡�Ó�ÎUÍ�ÀH¾�¤
Á
Ã¶¤0¡�Ê�½4Ú0Ò¶Ö�¼QÅg£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê,Á
Ã�ß

Í�¼Qã6À�×RÁ
ÃnËå¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�ÁÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Án¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×RÁ
Ãn½�¡�Í�é�¤�¡o¡W¾
Ó
Ê�Ú~¡�£>¡�Ö4Ú0ä ½�¡�Â
¤�Ú

z0
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ßK¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ¶Ì
Ò
Á¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Á�¡�ÖWØ�¡J¾�Á�½�£�Õ¶Ë

Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢¶Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Áiê³Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Â,À4£>¡�Ë�¡�Ãg£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á�í�È
%&	�����	�'9� ëiä ¯ ä :y`��4FUN�`4D�FHG�A4X,X�FJZnFH�>FJ��FJZn�6FJ�0��L{�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4F�D0A�G4L�X��Q�6G4F

Res
z=z0

f(z) = C−1,
êE¥0¬�È ¥�í

C�T�L
C−1 8 ��FP6Qa�aK`,�,`�LQX,�^�4D�` (z−z0)

−1 GçD�AH�>N�FWV�LQX,`,`oaK��X,���,`,` f(z)
GçD��,T � FUD�A4X,AGáFJ�>D�LQ�Q��X�FH�Q��`!�6FJ�0��`

z0

;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯� #À4¤R¤�À4¤RË9¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ã�¡�£>¡�Ö�¡�ÃR½�¡�Â
¤
Á

z0

Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
ä

f(z)
¢K¡HãáÊ
¡�Ò,À�ÅQÍ�¡JãáÁ�½�é�Ë6Ò�Õ0¾gÞ\¡�Ò,À4Ê,À

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n,

ÎU¾�¼
Cn = − 1

2πi

∮

γ

f(ω)

(ω − z0)n+1
dω.

 �¡�ÎU¾�À�ß
Ì
¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß

Res
z=z0

f(z) =

∮

γ

∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n dz

2πi
=

∞∑

n=−∞
Cn

∮

γ

(z − z0)
n dz

2πi
.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú�ê³£>¢çÈ,Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�¬H¥0È ë�í
∮

γ

dz

z − z0

= 2πi,
Á ∮

γ

(z − z0)
ndz = 0,

¼>£�Í�Á
n 6= −1,

½�¡
ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
Res
z=z0

f(z) = C−1,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
♦
Ü�ÅBÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�ÀáêE¥0¬�È ¥�í�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½Hß�Â�½�¡\Ë�¿çÂ
¼Q½\Ë(Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê
¡�Ã6Á�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ãá¡�£>¡�Ö�¿2Ø

½�¡�Â
¤0ÀHØgÒ,À4Ë�¼>ÊoÊ�ÚJÍ�ä{È



{#Ö0× |
ÿ�ý]�+��é,��ç6è4ÿV�Jýd� ÒdÓ .
%&	�����	�'9� ëiä ¯ ë��g� ��ï��&²���������������3��÷�ON�`6aK��X,���,`0�

f(z)
A4X,AWN�`
�6`
�0X,A�G<FJTHX�FH�>GW�����

X�FJZ8FJ��N�A��Q��`
E
IK�6F{`,X,�6L>CED�AWNnFJ�úaK��X,���,`,`

f(z)
��FRCED�A4X,`,��L/6H�6FJZ8FJ��N�A��Q��`�D�A�G4LQX

X,�HN �BY
∫

ΓE

f(z)dz = 0.

%&	�����	�'9� ëiä ¯ ñ¥� �������������� �
	�����	�'9� �
	�������� �56/�	��
��>�H¯
õ\���Q���\aK��X,���,`0�

f(z)
A4X,AWN�`,��`,�0X,A(G9FJ��N�A��Q��`

E
`6X�LQ�4D�L�D�YbG�X,A\GM��AJ�9��X,���6FJZ�FJ��N�A4�

�Q��`
E = E+ γE

��A�`��Q�HN �ç��LQX,`�LÏ�Ñ��FJX�L��0X�FHC�F{�0`��ON�A6`��4FUN�`4D�FHG�A4X,X,Y��8FH�>FW�HY��8�6FJ��LQ�
zk (k = 1, n, zk /∈ γE)

;M_
FHC�THA
∮

γE

f(ω)dω = 2πi
n∑

k=1

Res
z=zk

f(z).
êE¥0¬�È ë�í

S?T�L>�Q�°��FJX,���>D
γE 8 CED�A4X,`,�,A°FJ��N�A��Q��` E 8 FJ�>��FJTH`,�6����G6��FUN�FWV `,�6LON���X�F��^X,A4�4D�A�G��N�LQX,`,`�;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ�Ú�£Q½�é
Γk
ÛM¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�éç¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡M¢bÀHÍ�¡�Î>¡BÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ\ê³½JÈ ¼4ÈJË�Ê�Ú�½�Ó

Ò
Á
Γk

Ê
¼(£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½�£�Õ�¡�£>¡�Ö�¿2Øo½�¡4Â
¼>¤�ß�¡4½WÍ�Á
Â
Ê
¿2Ø�¡4½
zk

í2£\Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ë6½�¡�Â
¤�¼
zk

ß,¡�Ò
Á0Ó
¼>Ê�½�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê,À�ÕgË6Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é4Ê
¡�¢¶Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�È�ð £>Á0Í,Ú°½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿y©9¡4èRÁ

∮

γ

f(ω)dω =

∮

γE

f(ω)dω +
n∑

k=1

∮

Γ−

k

f(ω)dω = 0,

ÎU¾�¼
γ = γE +

n∑
k=1

(γ+
k + γ−k + Γ−

k )
ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�ë�ª�í�È_�KÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

ÎiÏ8Ð�Ñ 	�.

∮

γE

f(ω)dω =
n∑

k=1

∮

Γk

f(ω)dω =

= 2πi
n∑

k=1

Res
z=zk

f(z),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
%&	�����	�'9� ëiä ¯ ö-� )��������
���¶)��,+Ëòå����¯�õ\���Q���

z0 8 �4D�FH�Q�6FJZ���F�N �B�W;g_,FHC�THA�G�YK��LQ�aK��X,���,`,`
f(z)

G��6FJ�0��L
z = z0

FJ�4D�LQT�L�N���LQ�6���ÙG�Y?D�A�V�LQX,`�LO�

Res
z=z0

f(z) = C−1 = lim
z→z0

(z − z0)f(z).
êE¥0¬�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯
ðv£�Í,Ú0Â,À4¼<Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Î>¡{Ì
¡�Í�ä<£WÀ\£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡{£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼>¼�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼�Ó
Ê
Á
¼4Æ

f(z) = C−1(z − z0)
−1 +

∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

(z − z0)f(z) = C−1 +
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n+1,

½HÈ ¼4È
C−1 = lim

z→z0

(z − z0)f(z).

ð*£>Á0Í,ÚÙêE¥0¬�È ¥�í&½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀR¾�¡�¤�À�ÅJÀ4Ê,À0È



ÒdÓ�û Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
å\+�	�"K���
���	 ëiä ¯ ö ¯ ä ¯�~K£�Í�Á

z0
Û Ì
Ò
¡�£Q½�¡�ÃlÌ
¡�Í�ä<£vÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = ϕ(z)/ψ(z)
Á

ϕ(z0) 6= 0
ßçÀ

z0
Û�Ì
Ò
¡�£Q½�¡�ÃtÌ
¡�Í�ä<£!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ψ(z)
ê ½HÈ ¼4È

ψ(z0) = 0
ß
ψ′(z0) 6= 0

í�ß
½�¡

Res
z=z0

[ϕ(z)

ψ(z)

]
=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡!êE¥0¬�È ��í�ß

Res
z=z0

[ϕ(z)

ψ(z)

]
= lim

z→z0

ϕ(z)

ψ(z)

/ 1

z − z0

=

lim
z→z0

ϕ(z)
/ψ(z)− ψ(z0)

z − z0

= ϕ(z0)
/

lim
z→z0

ψ(z)− ψ(z0)

z − z0

=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
%&	�����	�'9� ëiä ¯úù � �����
�
��56��)��,+Ëòå���H¯jõ\���Q���

z0 8 ��FUN �B�÷A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZ�aK��X,���,`,`
f(z)

�>D�A4��X�FH�Q��`
m
;R_
FHC�THA�G�YK��LQ� aK��X,���,`,`

f(z)
G!�6FJ�0��L

z = z0

FJ�4D�LQT�L�N���LQ�6���
G�Y?D�A�V�LQX,`�LO�

Res
z=z0

f(z) = C−1 = lim
z→z0

1

(m− 1)!

dm−1[(z − z0)
mf(z)]

dzm−1
.

êE¥0¬�È ª�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯� #À4¤o¤0À4¤

z0
ÛáÌ
¡�Í�ä<£\¤
Ò,À�½�Ê
¡�£Q½�Á

m
ß�½�¡

f(z) =
C−m

(z − z0)m
+ · · ·+ C−1

z − z0

+
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n,

½HÈ ¼4È

f(z)(z − z0)
m = C−m + · · ·+ C−1(z − z0)

m−1 +
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n+m.

ñ9Ò
¡W¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼\Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡
m− 1

Ò,À�Å�È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢
dm−1[f(z)(z − z0)

m]

dzm−1
=

= C−1(m− 1)! +
∞∑

n=0

Cn(z − z0)
n+1(n+m) · · · (n+ 2).

ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾,ÕiË�Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢yÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¼°¤iÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú�ß#Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢ êE¥0¬�È ª�í�ß�Â�½�¡8ÁÙ½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é
¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ëiä ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
1

z(z − i)2

¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�½�¡�Â
¤
Á
z0 = i

Á
z0 = 0

È
��	8ï�	�����	�¯K �¡�Â
¤0À

z0 = i
¾
Í,ÕiÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Û!Ì
¡�Í�ä<£áË4½�¡�Ò
¡�Î>¡8Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�ß�½�À4¤i¤0À4¤

¾
Í,ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
1/f(z) = z(z − i)2 ¡�Ê,À{ÛáÊ�ÚJÍ�é�Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

Res
z=i

1

z(z − i)2
= lim

z→i

1

1!

d

dz

(z − i)2

z(z − i)2
= lim

z→i

d

dz

(1

z

)
= − lim

z→i

1

z2
= 1.

¨(Í,Õå½�¡�Â
¤
Á
z0 = 0

ß�Õ
Ë�Í,Õ
äM×R¼>Ã
£�Õ�Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢çß,Á�Å°êE¥0¬�È ��í2Á
¢K¼>¼>¢

Res
z=i

1

z(z − i)2
=

1

(−i)2
= −1.



{#Ö0× |
ÿ�ý]�+��é,��ç6è4ÿV�Jýd� ÒdÓ �
îg����'9	�� ëiä ¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = cth z
Ë6½�¡�Â
¤�¼

z0 = 0
È

��	8ï�	�����	�¯� #À4¤á¤0À4¤á½�¡�Â
¤0À
z0 = 0

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕåÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
cth z

ß�½�¡
ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
ä^¥0¬�È �
È ¬�ß
Á
¢K¼>¼>¢

Res
z=0

cth z = Res
z=0

ch z

sh z
=

ch z

ch z

∣∣∣
z=0

= 1.

îg����'9	�� ëiä ¯ ñ ¯�Ý(À4Ã�½�Á�Ë4¿çÂ
¼Q½°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)=e1/z Ë�½�¡�Â
¤0¼ z0 =0

È

��	8ï�	�����	�¯<ò#À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z) = e1/z Ëv¡�¤
Ò
¼Q£Q½�Ê
¡�£Q½�Át½�¡�Â
¤
Á z = 0

£>¡�Ó
¾�¼>Ò�ãáÁ�½�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼9¤�¡�Í�Á
Â
¼>£Q½�Ë�¡6£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿2Øå£<¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢KÁo£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Õ
¢KÁ

z
êì£Q¢BÈ

Ì
Ò
Á
¢K¼>Òv¬Hâ0È ¥�í�È�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�½�¡�Â
¤0À
z = 0

Ûg£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡g¡�£>¡�Ö�À�Õ�½�¡�Â
¤�À�È.ò�À�ÅQÍ�¡�Ó
ãáÁ
¢

f(z)
Ë6Ò�Õ0¾gÞ\¡�Ò,À4Ê,À

e1/z =
∞∑

n=0

C−n
1

zn
,

ÎU¾�¼
C−n =

1

n!
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
C−1 = 1

È
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß

Res
z=0

e1/z = 1.

îg����'9	�� ëiä ¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
z3 − 1

(z + 1)(z − 2i)3

Ë6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ãg¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¼
z0 = 2i

È
��	8ï�	�����	�¯.É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
¢¶½�Á
Ì�¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤
Á�È�ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

lim
z→2i

f(z) = lim
z→2i

(z − 2i)f(z) = lim
z→2i

(z − 2i)2f(z) =∞
Á

lim
z→2i

(z − 2i)3f(z) = lim
z→2i

z3 − 1

z + 1
=
−8i− 1

2i+ 1
6=∞,

½�¡°½�¡�Â
¤0À
z0 = 2i

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕnÌ
¡�Í�äM£>¡�¢*½�Ò
¼Q½�é�¼>Î>¡oÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À!êì£Q¢BÈ�½4À4¤�ã�¼RÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò�¥0¬�È ¬Hí�È
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

Res
z=2i

f(z) =
1

2
lim
z→2i

[
(z − 2i)3 z3 − 1

(z + 1)(z − 2i)3

]′′
=

=
1

2
lim
z→2i

[z3 − 1

z + 1

]′′
=

53− 4i

25
.

îg����'9	�� ëiä ¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = z3 exp
( 7

z2

)

Ë6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ãg¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¼
z0 = 0

Ág¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é�½�Á
Ìh-Q½�¡�Ão½�¡�Â
¤
Á�È



ÒdÓ � Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êE¥0¬�È ¥�í�ß

Res
z=z0

f(z) = C−1.

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�Ë�½�¡�Â
¤�¼
z0 = 0

È�ñ�¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(z) = z3

∞∑

n=0

7n

n!

1

z2n
=

∞∑

n=0

7n

n!

1

z3−2n
= z3 + 7z +

49

4z
+ . . .

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú6Ë{Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
ÁáÌ
Ò
Á
£QÚ�½�£Q½�Ë4Ú�¼>½�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼�¤�¡�Í�Á
Â
¼>£Q½�Ë�¡R£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿2Ø°£M¡4½�Ó
Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢KÁ!£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢KÁ

z
ß,½�¡

z0

Ûå£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡å¡�£>¡�Ö�À�Õg½�¡�Â
¤0À�È?Ü�Å\Õ
Ë�Ê
¡�Î>¡áË�Á0¾�À
Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�ÕgÊ,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

Res
z=0

f(z) = C−1 =
49

4
.

îg����'9	�� ëiä ¯O;�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
ez2 − 1− z2

sin z − z + z3/6

Ë6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ãg¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¼
z0 = 0

ß
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
Ë�½�Á
Ìh-Q½�¡4Ãg½�¡�Â
¤
Á�È

��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�4;�ñ9Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á
¢�Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f(z)

Ë6Ë�Á0¾�¼

f(z) =

∞∑
n=0

1
n!
z2n − 1− z2

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)!
− z + z3

6

=

=

1 + z2 + z4

2
+

∞∑
n=3

z2n

n!
− 1− z2

z − z3

6
+ z5

5!
+

∞∑
n=3

(−1)n z2n+1

(2n+1)!
− z + z3

6

=

=

z4

(
1
2

+
∞∑

n=3

z2n−4

n!

)

z5

(
1
5!

+
∞∑

n=3

(−1)n z2n−4

(2n+1)!

) .

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
lim
z→0

f(z) =∞, lim
z→0

[zf(z)] = 60,

½HÈ ¼4È
z0 = 0

Û°Ì
Ò
¡�£Q½�¡�ÃgÌ
¡�Í�ä<£4È� �¡�ÎU¾�À

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

[zf(z)] = 60.

:B�6FUD�FJZn�Q��FH�>FJ�4;?É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢

ϕ(z) = ez2 − 1− z2, ψ(z) = sin z − z +
z3

6
.



{#Ö0× |
ÿ�ý]�+��é,��ç6è4ÿV�Jýd� ÒdÓ5�
 #À4¤å¤�À4¤�ß
£(¡J¾�Ê
¡�Ão£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß

ϕ(z)
∣∣
z=0

= 0,

ϕ′(z)
∣∣
z=0

= 2z(ez2 − 1)
∣∣
z=0

= 0,

ϕ′′(z)
∣∣
z=0

= 2[(1 + 2z2)ez2 − 1]
∣∣
z=0

= 0,

ϕ(3)(z)
∣∣
z=0

= 4z(3 + 2z)ez2∣∣
z=0

= 0,

ϕ(4)(z)
∣∣
z=0

= 4(3 + 4z + 6z2 + 4z3)ez2∣∣
z=0

= 12,
À�£�¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã�ß

ψ(z)
∣∣
z=0

= 0,

ψ′(z)
∣∣
z=0

= cos z − 1 +
z2

2

∣∣∣
z=0

= 0,

ψ′′(z)
∣∣
z=0

= − sin z + z
∣∣
z=0

= 0,

ψ(3)(z)
∣∣
z=0

= − cos z + 1
∣∣
z=0

= 0,

ψ(4)(z)
∣∣
z=0

= sin z
∣∣
z=0

= 0,

ψ(5)(z)
∣∣
z=0

= cos z
∣∣
z=0

= 1,
¢K¿�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼>¢çß?Â�½�¡°½�¡�Â
¤0À

z0 = 0
ÛoÊ�ÚWÍ�éåÂ
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�¡�Î>¡oÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À6¾
Í,Õ

ϕ(z)
Á8Ì�Õ�½�¡�Î>¡

¾
Í,Õ
ψ(z)
Èô�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßô-Q½4Ào½�¡�Â
¤0ÀoÛ8Ì
Ò
¡�£Q½�¡�ÃiÌ
¡�Í�ä<£�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Èô�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡

êE¥0¬�È ��í�ß
Á
¢K¼>¼Q¢

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

zϕ(z)

ψ(z)
= lim

z→0

[zϕ(z)](5)

ψ(5)(z)
=

= lim
z→0

zϕ(5)(z) + 5ϕ(4)(z)

cos z
= 5ϕ(4)(z)

∣∣
z=0

= 5 · 12 = 60.

ø�¾�¼>£>é9¾
Í,Õ�Ò,À4£>¤
Ò
¿÷½�Á�ÕáÊ
¼>¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼WÊ
Ê
¡�£Q½�Á°¢K¿¶Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é\Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�¡�¢�Þ\¡�Ì
Á�½�ÀHÓ
Í,Õ�È,ð&½�¡�Ò
¡�Ãg£>Ì
¡�£>¡�Ö�Ö�¡�Í�¼>¼9ÚJ¾�¡�Ö�¼>ÊgÌ
Ò
Ág¢bÀHÍ�¿2Ø

n
Á
k
È

ñ9¡�Ê�Õ�½�Á
¼BË�¿çÂ
¼Q½�À\Ò,À4£>Ì
Ò
¡�£Q½�Ò,À4Ê�Õ
¼Q½�£�ÕáÁ�Ê,À9£�Í,Ú0Â,À4Ã�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡\ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ã�½�¡�Â
¤
Á�È
�
ð2¿çÂ
¼Q½�¡�¢^À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ë!½�¡�Â
¤0¼

z = ∞ Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�¤�¡�¢�ÓÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼\Â
Á
£�Í�¡
ß,Ò,À4Ë�Ê
¡�¼9ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
älÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À
1

2πi

∮

Γ−

f(ω)dω = − 1

2πi

∮

Γ+

f(ω)dω = Res
z=∞

f(z),
êE¥0¬�È à�í

ÎU¾�¼
Γ+(−) Û6Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿÷Ã°ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃo¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�¡�ÖWØ�¡W¾å¤0¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡R£>¡�Ë4¼>Ò�è�À4¼Q½�£�ÕåËRÌ
¡HÓÍ�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢ ê³¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢&í{Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á~ÁiË�Ê
¼á¤�¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Õ
Ë�Ó

Í,Õ
¼Q½�£�Õ8À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8ÁoÊ
¼(Á
¢K¼>¼Q½á¡�£>¡�Ö�¿2Øå½�¡�Â
¼>¤�ß�¡4½JÍ�Á
Â
Ê
¿2Øg¡4½6½�¡�Â
¤
Á
z =∞ È

%&	�����	�'9� ëiä ¯O;�¯I!�N���G�YK��LQ��A�aK��X,���,`,`
f(z)

G{��L>�Q��FJX�LQ�0X�F\��THAWN�LQX,X�FJZo�6FJ�0��L9�Q�4D�A4�
G4LQTQN�`�G�A°abFUD��9�HN�A

Res
z=∞

f(z) = −C−1.
êE¥0¬�È â�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯� #À4¤å¤0À4¤oÌ
¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
älÁ�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�ÃoÖ�¼>£>¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡6ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê0Ó
Ê
¡�Ã8½�¡�Â
¤
ÁnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕÙÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ëå¤0¡�Í�é�Ô
¼

R < |z| < ∞ ß?½�¡å¼>¼¢K¡JãáÊ
¡�Ò,À�ÅQÍ�¡HãáÁ�½�é6Ë�Ê
¼>¢¶Ë6Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�ß
£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
Ã
£�Õ8ËD-Q½�¡�¢¶¤�¡�Í�é�Ô
¼4ß

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cnz

n, R < |z| <∞; Cn =
1

2πi

∮

Γ

f(z)
dz

zn+1
,



Ò�ÒdÓ Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
ÎU¾�¼

Γ
Û{Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃá¤�Ú�£>¡�Â
Ê
¡�Ó�Î�Í�ÀH¾�¤
Á
Ãá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�Í�¼Qã6À�×RÁ
ÃáË9½�¡�¢Ùã�¼B¤�¡�Í�é�Ô
¼4È+�bÍ�¼�Ó

¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
Res
z=∞

f(z) = −C−1,½HÈ ¼4È
½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê,À�È
å\+�	�"K���
���	 ëiä ¯O;�¯ ä ¯(ñ�Ú�£Q½�é¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë~½�¡�Â
¤�¼

z = ∞ Èç �¡�ÎU¾�À£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Res
z=∞

f(z) = lim
z→∞

z(f(∞)− f(z)).
êE¥0¬�È «�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9¡4£>¤0¡�Í�é�¤�Ú
f(z)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À(Ë�½�¡�Â
¤0¼
z =∞ ß4½�¡(Ë(¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�ÁÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡6ÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤
ÁgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ò�Õ0¾�¡�¢vÞ\¡�Ò,À4Ê,À

f(z) = f(∞) +
C−1

z
+
C−2

z2
+ . . .

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
C−1 = lim

z→∞
[f(z)− f(∞)]z.

ð*£>Á0Í,ÚÙêE¥0¬�È â�í2£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼(¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
å\+�	�"K���
���	 ëiä ¯O;�¯ ë ¯(ñ�Ú�£Q½�é�¾
Í,Õ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
½�¡�Â
¤0À

z = ∞ Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8Ê�ÚJÍ�¼>¢*Ì
¡�ÓÒ�Õ0¾�¤0À
k > 1

ß�½�¡�Î�¾�À
Res
z=∞

f(z) = 0.

�n���������
�
	�+Ëó����
��{¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ßJÌ
¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú(Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼&Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁRËM¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�ÁR½�¡�Â0Ó
¤
Á

z =∞ ß�Õ,ËHÍ,Õ,äB×R¼>Ã
£�ÕgÊ�ÚJÍ�¼>¢�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À k > 1
ß
Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

f(z) =
C−k

zk
+
C−k−1

zk+1
+ . . . , C0 = C−1 = · · · = C−k+1 = 0,

ÁoË�-Q½�¡�¢¶Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼QÊ
Á
Ág¡4½�£QÚ�½�£Q½�Ë4Ú�¼>½°£�Í�À4Î�À4¼>¢K¡�¼
C−1/z

È
å\+�	�"K���
���	 ëiä ¯O;�¯ ñ ¯(ñ�Ú�£Q½�é8Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Á
¢K¼>¼Q½8ËgÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡gÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ã�½�¡�Â
¤�¼

Ì
¡�Í�ä<£(Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À
m
È, �¡�ÎU¾�À�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Res
z=∞

f(z) =
(−1)m

(m+ 1)!
lim
z→∞

[
zm+2f (m+1)(z)

]
.

êE¥0¬�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯bñ9¡8¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä Ì
¡�Í�ä<£WÀ
m
Ó�¡�Î>¡�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À�ß�Ë8Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡8ÚJ¾�ÀHÓ

Í�¼>Ê
Ê
¡�Ão½�¡�Â
¤�¼\Á
¢K¼>¼>¢

f(z) = Cmz
m + · · ·+ C−1

z
+

∞∑

n=1

C−n

zn
.

ñ9Ò
¡W¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò�Ú�¼W¢ -Q½�¡°£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼
m + 1

Ò,À�Å{Ì
¡
z
È
¨{¡�¢KÊ
¡JãáÁ
¢�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿çÃ

Ò
¼QÅ>ÚWÍ�éJ½4À�½°Ê,À
zm+2 ÁgÌ
¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢�¤gÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,ÚoÌ
Ò
Á z →∞ È
 �¡�ÎU¾�À

lim
z→∞

[
zm+2f (m+1)(z)

]
= (−1)m+1(m+ 1)!C−1.

ð*£>Á0Í,ÚÙêE¥0¬�È â�í2£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼(¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
îg����'9	�� ëiä ¯ F ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = 1/z
Ë6½�¡�Â
¤�¼

z0 =∞ È



{#Ö0× |
ÿ�ý]�+��é,��ç6è4ÿV�Jýd� Ò�Ò�Ò
��	8ï�	�����	�¯i'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
¢K¡JãáÊ
¡6Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�éáË6Ë�Á0¾�¼

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cnz

n,

ÎU¾�¼
Cn = δn,−1

È, �¡�ÎU¾�À�ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡áÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êE¥0¬4È â�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Res
z=∞

1

z
= −C−1 = −1.

♦
ð*Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Ê
¡�¢*Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼

lim
z→∞

f(z) = 0.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�½�¡�Â
¤0À
z =∞ ¼>£Q½�éMÚ�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢bÀ�Õ{¡�£>¡�Ö�À�Õ(½�¡�Â
¤0À�È� �¼>¢8Ê
¼&¢K¼>Ê
¼>¼�ß�Ë�¿çÂ
¼Q½ËD-Q½�¡�Ãg½�¡4Â
¤0¼\¡�½JÍ�Á
Â
¼>Ê�¡4½�Ê�ÚJÍ,Õ�È

îg����'9	�� ëiä ¯OT�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
2z + i

z2 + 4
sin
(
π
z + 3

z

)

Ë6Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¼
z0 =∞ È

��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�HÈ�ñ9¡�£Q¤0¡�Í�é�¤�Ú

lim
z→∞

f(z) = 0,

½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë{½�¡�Â
¤�¼
z =∞ Èð�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
Ì
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼6êE¥0¬�È «�í

Res
z→∞

f(z) = lim
z→∞

z[f(∞)− f(z)] = 0.

:B�6FUD�FJZå�Q��FH�>FJ�HÈ� #À4¤�¤0À4¤R½�¡�Â
¤0À
z =∞ Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ6Ê�ÚJÍ�¼>¢�Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡(Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À9Ä9Ú0Ê
¤0ÓÔ
Á
Á

f(z)
ß�½�¡
ß,£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
ä^¥0¬�È à�È ¥0ß

Res
z=∞

2z + i

z2 + 4
sin
(
π
z + 3

z

)
= 0.

îg����'9	�� ëiä ¯On�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ë�¿çÂ
¼Q½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) = z2 sin
2π + i

z
Ë6Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¼

z0 =∞ È
��	8ï�	�����	�¯�õ{L�D�G�YKZ¶�Q�,FH�>FJ�HÈ#Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ë�Ò�Õ0¾~Þ\¡�Ò,À4Ê,ÀgË

¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á8Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤
Á

f(z) = z2 sin
2π + i

z
= z2

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(2π + i)2n+1

(1

z

)2n+1

=

= z(2π + i)− (2π + i)3

6z
+

∞∑

n=2

(−1)n

(2n+ 1)!
(2π + i)2n+1

(1

z

)2n−1

.



Ò�Òdê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

C−1 = −1

6
(2π + i)3.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥0¬�È â�í
Res
z=∞

f(z) = −C−1 =
1

6
(2π + i)3.

:B�6FUD�FJZÙ�Q��FH�>FJ�HÈ? #À4¤8¤0À4¤8½�¡�Â
¤0À
z = ∞ Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ!Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢tÌ
¡�Í�ä<£>¡�¢*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
ß�½�¡
ß,£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êE¥0¬�È ��í�ß

Res
z=∞

z2 sin
2π + i

z
= −1

2
lim
z→∞

z3
(
z2 sin

2π + i

z

)′′
=

= −1

2
lim
z→∞

z3
[
2 sin

2π + i

z
− 2(2π + i)

z
cos

2π + i

z
−

−(2π + i)2

z2
sin

2π + i

z

]
=

= −1

2
lim
z→∞

{[2 sin 2π+i
z
− 2(2π+i)

z
cos 2π+i

z
− (2π+i)2

z2 sin 2π+i
z

]′

(
1
z3

)′
}

=

= −1

2
lim
z→∞

{[(2π + i)3

z4
cos

2π + i

z

]/(
− 3

z4

)}
=

1

6
(2π + i)3.

%&	�����	�'9� ëiä ¯ F ¯��÷�ON�`�aK��X,���,`0�
f(z)

��G>N��,LQ�6���¶A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FJZvX,A�D�A��Q��`4D�LQX,X�FJZ
��F��9��N�LQ���QX�FJZ6��N�FH�Q��FH���6`{��A<`��Q�HN �ç��LQX,`�LO�t��FJX�L��0X�FHC�FM�0`���N�A�`��4FUN�`4D�FHG�A4X,X,Y���FH�>FJ�HY��
�6FJ��LQ�

zk (k = 1, N)
I2G��HN �ç�0AJ�n`

z =∞ (zN =∞)
Ib�6F

N∑

k=1

Res
z=zk

f(z) = 0.
êû¥�¬�È ¬J¦�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯&ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢Ñ¤
Ò�Ú0Î |z| < R
Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

R
½�À4¤0¡�Î>¡
ß#Â�½�¡ |zk| < R

ß
k = 1, N − 1

È, �¡�ÎU¾�À�Ì
¡6¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\¡6Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ�Á
¢K¼>¼>¢

∮

|z|=R

f(z)dz = 2πi
N−1∑

k=1

Res
z=zk

f(z)

Á0Í�Á
1

2πi

∮

|z|=R

f(z)dz =
N−1∑

k=1

Res
z=zk

f(z) =
1

2πi

∮

Γ

f(z)dz,

ÎU¾�¼
Γ
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼QãáÁ�½á¤�¡�Í�é�Ô�Ú

R < |z| <∞ Ág¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4¼Q½�½�¡�Â
¤�Ú z = 0
È
 �¡�Î�¾�À

Res
z=∞

f(z) = − 1

2πi

∮

Γ

f(z)dz

Á0Í�Á

Res
z=∞

f(z) = −
N−1∑

k=1

Res
z=zk

f(z),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È



{#Ö0× |
ÿ�ý]�+��é,��ç6è4ÿV�Jýd� Ò�Ò 	
îg����'9	�� ëiä ¯ ä�x ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∫

|z|=2

z3 cos
(2i

z

)
dz.

��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ãå½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\½�¼>¡�Ò
Á
Á�Ë�¿çÂ
¼Q½�¡4Ë
ß

I = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

f(z),

ÎU¾�¼
zk
ÛvË�£>¼�Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¼8¡�£>¡�Ö�¿ç¼g½�¡�Â
¤
Á*Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á*¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À |z| = 2

È2ð ¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�ÕoÌ
¡4Ì,ÀH¾�À4¼Q½�¡J¾�Ê,À{Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê,ÀHÕå¡�£>¡�Ö�À�Õ�½�¡�Â
¤0À

z = 0
È�Ý(À4Ã0¾�¼>¢~Ò,À�ÅQÓ

Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À�Ë6¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Ág½�¡�Â
¤
Á
z0 = 0

f(z) = z3

∞∑

n=0

(−1)2n

(2n)!

(2i

z

)2n

=

= z3 − 1

2
(2i)2z +

(2i)4

24z
+ z3

∞∑

n=3

(−1)2n

(2n)!

(2i

z

)2n

.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
C−1 =

2

3

Á
Res
z=0

f(z) =
2

3
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
I = 2πi

2

3
=

4

3
πi.

îg����'9	�� ëiä ¯ ä�ä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∫

|z|=1/4

e2z − cos 9z

z ch (zπi)
dz.

��	8ï�	�����	�¯Wõ{L�D�G�YKZn�Q��FH�>FJ�HÈn�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼(½�¼>¡�Ò
Á
Á�Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�Ë
ß

I = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

f(z),

ÎU¾�¼
zk

Û�Ë�£>¼åÁ�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¼o¡�£>¡�Ö�¿ç¼á½�¡�Â
¤
Á�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,ÀnÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�Èbð
¤
Ò�Ú0Î>¼ |z| = 1/4

Ê,ÀHØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�¡J¾�Ê,À6Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê,À�Õg¡�£>¡�Ö�À�Õo½�¡�Â
¤0À�Æ
z = 0

È?É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
¢
¼>¼9½�Á
Ì�È
¨(Í,Õ�-Q½�¡�Î>¡�Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á
¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
Ë6Ë�Á0¾�¼

f(z) =

∞∑
n=0

(2z)n

n!
−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(9z)2n

z ch πiz
=

=

1 + 2z + (2z)2

2
+

∞∑
n=3

(2z)n

n!
− 1 + (9z)2

2
−

∞∑
n=2

(−1)n

(2n)!
(9z)2n

z ch πiz
=

=

2 + 85
2
z +

∞∑
n=3

2n

n!
zn−1 −

∞∑
n=2

(−1)n

(2n)!
92nz2n−1

ch πiz
.



Ò�Ò]& Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
 �¡�ÎU¾�À

lim
z→0

f(z) = 2.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�½�¡�Â
¤0À
z = 0

Û�Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢bÀ�Õå¡�£>¡�Ö�À�Õ�½�¡�Â
¤0À{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
È0ñ9¡#-Q½�¡�¢#Ú

¼>¼\Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼{Ë�Ò�Õ0¾8Þ\¡�Ò,À4Ê,À6Ê
¼\£>¡J¾�¼>Ò�ãáÁ�½°¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø8£Q½�¼>Ì
¼>Ê
¼WÃ
z
Èn�bÍ�¼�¾�¡�Ë�ÀHÓ

½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
Res
z=0

f(z) = 0

Á
I = 0.

:B�6FUD�FJZn�Q��FH�>FJ�HÈ, #À4¤o¤0À4¤o½�¡�Â
¤0À
z = 0

Õ,ËHÍ,Õ,¼�½�£�ÕgÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ê�ÚJÍ�¼>¢�Â
Á
£�Í�Á�½�¼�Í,Õ

(e2z − cos 9z)′
∣∣
z=0

= (2e2z + 9 sin 9z)
∣∣
z=0

= 2 6= 0

ÁåÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í,Õ

(z ch zπi)′
∣∣
z=0

= (ch zπi+ zπi sh zπi)
∣∣
z=0

= 1 6= 0,

½�¡
ß�£>¡4Î�Í�À4£>Ê
¡á£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
ä ¬J«�È �
È ¥0ß
½�¡�Â
¤0À
z = 0

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕgÚ�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã8¡�£>¡�Ö�¡�Ão½�¡�Â
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f ′(z) = (z − z0)
m−1

∞∑
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¼>Ò
é
ß#¼>£�Í�ÁvË�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ó

Ë�À�½�é�£�ÕgÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¡�ÃiêE¥�¥0È ª�í�ß�½�¡�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡�¼>¼\¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

N − P =
1

2πi

∫

Γ

d

dz
(Ln f(z))dz =

=
1

2πi

[
ln |f(z0)|+ iΦ1 − ln |f(z0)| − iΦ0

]
=
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=

Φ1 − Φ0

2π
= n =

∆Γ Arg f(z)

2π
,

êE¥�¥0È â�í

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
~K£�Í�ÁÙË�¢K¼>£Q½�¡�Ê�ÚWÍ�¼>ÃÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é8¼Q¼

a
Óû½�¡�Â
¤
Á�ß.½�¡gË�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼

êE¥�¥0È â�í&Ì
Ò
Á
¢K¼Q½°Ë�Á0¾

Na − P = n =
∆Γ Arg [f(z)− a]

2π
.

êE¥�¥0È «�í

%&	�����	�'9� ë�ë ¯úù � �(1iï�	E�H¯"�÷�ON�`tA4X,AWN�`,��`,��L>�Q��`�L8G�X,���<D�`
Γ
`tX�LQ�4D�L�D�YbG�X,YbL�X,A

ΓaK��X,���,`,`
f(z)

`
ϕ(z)

��T�FHG>N�LQ�6G4FUD��E�B� X�L�D�A�G4LQX��Q�6G��
|f(z)|Γ > |ϕ(z)|Γ,

êE¥�¥0È ��í
�6F\aK��X,���,`,`

f(z)
`
f(z)+ϕ(z)

`0�(LP�ç� G�X,���<D�`
Γ
FJTH`,X,A4��FHG4FHL9��FUN�`,��L>�Q�6G4F\X,�HN�LQZ�;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?Ü�Å\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

arg(f(z) + ϕ(z)) = arg
[
f(z)

(
1 +

ϕ(z)

f(z)

)]
=

= arg f(z) + arg
(
1 +

ϕ(z)

f(z)

)

ÁoË�£>Á0Í,ÚåÌ
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,ÀáÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À�Á
¢K¼>¼>¢

∆Γ arg(f(z) + ϕ(z)) = ∆Γ arg f(z) + ∆Γ arg
(
1 +

ϕ(z)

f(z)

)
.
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ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼9£�Í�À4ÎQÀ�¼>¢K¡�¼(Ëoêû¥4¥0È ¬J¦�í&¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�Ì
Ò
Á
Ò,À�×R¼>Ê
Á
¼\À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½4À{¾
Í,ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w = 1 + ϕ(z)/f(z)

ß,Ê
¡�½�À4¤�¤0À4¤gÌ
Ò
Áå¾�Ë�Á�ã�¼>Ê
Á
Á
z
Ì
¡

Γ

|w − 1| =
∣∣∣ϕ(z)

f(z)

∣∣∣ < 1,

½�¡6½�¡�Â
¤0À
w
Ê
¼(¢K¡Jã6¼Q½6¡�Ö�¡�Ã�½�ÁgÊ,ÀHÂ,ÀHÍ�¡6¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½

w = 0
È�Ü�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∆Γ arg
(
1 +

ϕ(z)

f(z)

)
= 0

Á
∆Γ arg(f(z) + ϕ(z)) = ∆Γ arg f(z).ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼vÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡
ß(£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡tÌ
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì�ÚlÀ4Ò
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¤
Ô
Á
Á

f(z) + ϕ(z)
Á
f(z)

Á
¢K¼>äM½åË�Ê�Ú�½�Ò
Á
Γ
¡W¾�Á
Ê,À4¤0¡�Ë�¡�¼\Â
Á
£�Í�¡°Ê�ÚWÍ�¼>Ã�ß?Â�½�¡°Á�½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é

¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
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Á
£�Í�¡å¤0¡�Ò
Ê
¼QÃ!Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ

z9 + 6z5 + z + 1 = 0
À�íMË°¤
Ò�Ú0Î>¼

|z| 6 1
�,Ö�í2Ë6¤
Ò�Ú0Î>¼ |z| 6 2

È
��	8ï�	�����	�¯�À�íáðú¤
Ò�Ú0Î>¼ |z| 6 1

Ì
¡�Í�¡HãáÁ
¢
f(z) = 6z5 + 1

ß
ϕ(z) = z9 + z

È÷ #À�¤
¤0À4¤!¾
Í,Õ�½�¡�Â
¼>¤i¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = 1

ß�Á
¢K¼>¼>¢ |f(z)| = |6z5 + 1| > 6|z|5 − 1 = 5
Á�ß

£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡
ß |ϕ(z)| = |z9 + z| 6 |z|9 + |z| = 2
ß�½�¡

|f(z)||z|=1 > |ϕ(z)||z|=1,
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ÁoÌ
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¼>¢K¼{ò#Ú�èR¼(Â
Á
£�Í�¡�¤�¡�Ò
Ê
¼>ÃgÁ
£UØ�¡W¾�Ê
¡�Î>¡6Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õg£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½�£9Â
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6z5 + 1 = 0
ß
½JÈ ¼4È�Ò,À4Ë�Ê
¡6Ì�Õ�½�Á�È

Ö�í�Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Â
Á
£�Í�¡M¤�¡�Ò
Ê
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Ò�Ú0Î>¼ |z| 6 2
ÈHñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢

f(z) = z9+1
ß
ϕ(z) = 6z5+z

È
 #À4¤�¤0À4¤g¾
Í,Õ�½�¡�Â
¼>¤!¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = 2

ß�Á
¢K¼>¼>¢ |f(z)| = |z9 + 1| > |z|9 − 1 = 511Á�ß
£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß |ϕ(z)| 6 6|z|5 + |z| = 194
ß
½�¡

|f(z)||z|=2 > |ϕ(z)||z|=2,
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¡R½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{ò#Ú�èR¼(Â
Á
£�Í�¡�¤�¡�Ò
Ê
¼>ÃgÁ
£UØ�¡W¾�Ê
¡�Î>¡6Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õg£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½�£9Â
Á
£�Í�¡�¢�¤�¡�Ò0Ó
Ê
¼>ÃoÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
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z9 + 1 = 0
ß
½HÈ ¼4È,Ò,À4Ë�Ê
¡�¾�¼>Ë4Õ�½�Á�È
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n
`0�(L>LQ��X,A

��F��9��N�LQ���QX�FJZ!��N�FH�Q��FH�Q��`áD�FHG�X�F
n
X,�HN�LQZ

(
�\����LQ�6F��^`0�!�>D�A4��X�FH�Q��`

)
;
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�
	�+Ëó����
���¯?ñ�Ú�£�½�é

Pn(z) =
n∑

k=0

akz
k, an 6= 0,

ÛáÌ
¡�Í�Á
Ê
¡�¢¶£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á
n
È,Ý(À4Ã0¾�¼>¢vÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�Ú�älÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê�Ú0älÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Pn(z)
Æ

ϕ(z) =
P ′

n(z)

Pn(z)
=

n∑
k=1

kakz
k−1

n∑
k=0

akzk

=
n

z
ψ(z),

êE¥�¥0È ¬�¬Hí

ÎU¾�¼

ψ(z) =

n∑
k=1

(kak/nan)zk−n

n∑
k=0

(ak/an)zk−n

= 1 +
∞∑

l=1

αl

zl
.

ø�¾�¼>£>é6¢K¿ Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼>¢

1

1 + q
=

∞∑

n=0

(−1)nqn, |q| < 1,

Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë6Ë6Ê
¼>¢
q = q(z) =

an−1

an

1

z
+
an−2

an

1

z2
+ · · ·+ a0

an

1

zn
.

§b£�Í�¡4Ë�Á
¼ |q| < 1
Ö4ÚW¾�¼Q½<Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ�½�é�£�Õ\Ì
Ò
Á |z| > R

ßWÎ�¾�¼
R
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ{Á�ÅbÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
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|q(R)| = 1
ÈKÜ�ÅåË�¿÷èR¼>£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡�ÁvÄ(¡�Ò
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Ô
Á
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C−1

Ë�Ò,À�Å�Í�¡Hã�¼>Ê
Á
ÁgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(z) =
P ′

n(z)

Pn(z)Ë°Ò�Õ0¾nÞ\¡�Ò,À4Ê,ÀáËå¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡åÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ã!½�¡�Â
¤
Á
z = ∞ ¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢

C−1 = n.�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
Res
z=∞

ϕ(z) = −C−1 = −n.
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Γ
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¤
Á�Ä9Ú0Ê
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Ô
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Á

ϕ(z)
ê³¤
Ò
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z = ∞ í£>¡W¾�¼>Ò�ã6ÀHÍ�Á
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1

2π

∮

Γ

ϕ(z)dz =
1

2πi

∮

Γ

P ′
n(z)

Pn(z)
dz = −Res

z=∞
ϕ(z) = n.
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Ê,À{¾�Ë�À�Æ

P̃n(z) = anz
n Á

Qn−1(z) =
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k=0

akz
k.
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0 <
|Qn−1(z)|
|P̃n(z)|

∣∣∣
|z|=R

< 1,

Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

|P̃n(z)|
∣∣∣
|z|=R

= |an|Rn,

|Qn−1(z)|
∣∣∣
|z|=R
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|ak|Rk,
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Í,Õ~Ë�¿çÂ
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I1 =

2π∫

0

R(cosϕ, sinϕ)dϕ.
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R
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sinϕ
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cosϕ
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R(u, v) 8 D�A4�,`�FJX,AWN���X,AJ� aK��X,���,`0��;6_
FHC�THAi�Q�4D�A�G4LQTH�N�`�G4F6��N�LQTH�9�XJ6L>L��>FHFJ��X�FJ�6LQX,`�L_Y

I1 =

2π∫

0

R(cosϕ, sinϕ)dϕ = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

f(z),
êE¥4ë�È ¥�í

C�T�L
zk 8 FH�>FJ�HYbL{�6FJ�0��`naK��X,���,`,`

f(z) = − i
z
R
(1

2

[
z +

1

z

]
,
−i
2

[
z − 1

z

])

G!�>D���C�LgLQTH`,X,`,�0X�FHC�F�D�A4TH`,���ÏAHI(�4D�`,��LÏ� X,AÙCED�A4X,`,�,L�6H�6FHC�F8�>D���C�A�aK��X,���,`0�
f(z)

X�L
`0�(L>LQ� FH�>FJ�HY��n�6FJ��LQ�0;
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢¶Ì
¡W¾�ÅWÊ,À4¤�¡�¢¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À6ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú

z = eiϕ, dz = ieiϕdϕ = izdϕ,
½�¡�ÎU¾�À

dϕ = −idz
z
.

©9Ò
¡�¢K¼�½�¡�Î>¡
ß
cosϕ =

1

2
(eiϕ + e−iϕ), sinϕ =

1

2i
(eiϕ − e−iϕ).

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
cosϕ =

1

2

(
z +

1

z

)
, sinϕ =

−i
2

(
z − 1

z

)
.

~K£�Í�Á
ϕ
Á�ÅW¢K¼>Ê�Õ
¼Q½�£�Õ6¡4½�Ê�ÚJÍ,Õ\¾�¡

2π
ßH½�¡

z
Ì
Ò
¡�Ö�¼>ÎQÀ4¼Q½�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ�¤�¡�Ê�½4Ú0ÒRÛ9¡�¤
Ò�Ú�ã6Ó

Ê
¡�£Q½�é |z| = 1
Ë�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢¶Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�È

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß

I1 = −i
∮

|z|=1

R
(1

2

[
z +

1

z

]
,
−i
2

[
z − 1

z

])dz
z
.

ð £>Á0Í,Ú*¡�Ö4×RÁ0Ø £>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë¶À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼Q£>¤,Á0ØtÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼
Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½6£>¡�Ö�¡�Ã°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�Ú0ä�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä Ë�Ê�Ú�½�Ò
Áå¤
Ò�Ú0Î�À |z| = 1

ß�ÅJÀ{Á
£>¤0Í�ä<Â
¼�Ó
Ê
Á
¼>¢t¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Î>¡oÂ
Á
£�Í�À°½�¡�Â
¼>¤�ß?Õ
Ë�Í,Õ
äM×RÁ0Ø�£�ÕnÊ�ÚJÍ,Õ
¢KÁ!ÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í,Õ�ß.Â�½�¡oÁ�¾�¡�¤�À�ÅW¿2Ó
Ë�À4¼Q½6Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼4È
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I1 =

2π∫

0

dϕ

1− 2a cosϕ+ a2
,

ÎU¾�¼
0 < a < 1

È
��	8ï�	�����	�¯ø�b¾�¼�Í�À4¼>¢ ËåÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼6ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú8Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿÷Ø

cosϕ = (z − z−1)/2
ß
dϕ =

−i dz/z È
 �¡�ÎU¾�À

I1 = −i
∮

|z|=1

dz

z[1− a(z + z−1) + a2]
= −i

∮
dz

(1− az)(z − a) .



Òdê�ê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z) = (−i)/[(1− az)(z − a)] Á
¢K¼>¼Q½áË�Ê�Ú�½�Ò
Á�¤
Ò�Ú0ÎQÀ |z| < 1
¡W¾�Á
ÊgÌ
Ò
¡�£Q½�¡�Ã

Ì
¡�Í�ä<£
z = a

ê³Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
1/f(z)

Á
¢K¼>¼Q½8Ë�-Q½�¡�ÃÙ½�¡�Â
¤�¼áÌ
Ò
¡�£Q½�¡�ÃÙÊ�ÚJÍ�é�í�È�ñ9¡gÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼
êE¥0¬�È ��í&Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

Res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z) =
−i

1− a2
.

 �¡�ÎU¾�À
∫

|z|=1

dz

(1− az)(z − a) = 2πiRes
z=a

f(z) =
2π

1− a2
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
I1 =

2π

1− a2
.

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ë ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

2π∫

0

1

6 +
√

35 sin t
dt.

��	8ï�	�����	�¯i�b¾�¼�Í�À4¼>¢�Ë6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼\ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú

sin t =
1

2i

(
z − 1

z

)
, dz = ieitdt, dt =

dz

iz
.

 �¡�ÎU¾�À

I =

∫

|z|=1

f(z)dz =

∫

|z|=1

−i dz
z
[
6 +
√

35 (z − 1/z) /(2i)
] =

=

∫

|z|=1

−i dz
6z +

√
35z2/(2i)−

√
35/(2i)

=

= 2

∫

|z|=1

dz

12iz +
√

35z2 −
√

35
= 4πi

N∑

n=1

Res
z=zk

f(z).

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�¤0¡�Ò
Ê
ÁoÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í,Õ
√

35z2 + 12iz −
√

35 = 0.
ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Úá¾�Á
£>¤
Ò
Á
¢KÁ
Ê,À4Ê�½

D = −144 + 4 · 35 = −4
ß�½�¡

z1 =
−12i+ 2i

2
√

35
= −5

i√
35
,

z2 =
−12i− 2i

2
√

35
= −7

i√
35
.

 �¡�Â
¤0À
z = z2

Ê
¼bÌ
¡�Ì,ÀH¾�À4¼Q½<ËM¤
Ò�Ú0Î |z| < 1
ÈH �¡�Â
¤�À

z = z1
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ{Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢!Ì
¡�Í�ä<£>¡4¢

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

Res
z=−5i/

√
35
f(z) = lim

z→−5i/
√

35

1
√

35
(
z + 7i√

35

) = − i
2
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
I = 4πi

(
− i

2

)
= 2π.
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ë�ñ ¯ ë ¯ ·g	0���������
�	�����56	���������1.����56	������
	�34����+�5
ð ¤�Ú0Ò
£>¼�¢bÀ�½�¼>¢bÀ�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡gÀ4Ê,ÀHÍ�Á�ÅJÀ!ê³£>¢çÈ�½4À4¤�ã�¼Rñ9Ò
Á0Í�¡Jã6¼>Ê
Á
¼Rñ�¬HíBÖ�¿2Í�¡°Ë�Ë�¼�¾�¼�Ó

Ê
¡{Ì
¡�Ê�Õ�½�Á
¼�Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿2ØåÁ
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ�¡�Ë6¡4½RÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Î>¡�Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ó
Î>¡
ß.£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×RÁ0ØnÍ�Á
Ö�¡g¡�£>¡�Ö�¿ç¼6½�¡4Â
¤
ÁiÊ,Ào¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¼!ê³¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�í9Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�ß.Í�Á0Ó
Ö�¡°Ê
¼>¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¿B¼6¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¿ ê³¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�í<Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�È.ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¿ç¼6Ì
¡�Ê�Õ�½�Á�Õ
¢K¡JãáÊ
¡9Ë�Ë�¼>£Q½�Á�¾
Í,Õ6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡\Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡{Á�ß�Ö�¡�Í�¼>¼÷½�¡�Î>¡
ß�-Q½�¡\¢K¡JãáÊ
¡
£U¾�¼�Í�À�½�éáË6Ö�¡�Í�¼>¼(¤�¡�¢KÌ,À4¤�½�Ê
¡�Ã�Ä(¡�Ò
¢K¼4È
ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú�Ê,À*¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃÑÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�ÁÑÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡ ÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê,À�Õy½�¡�Â
¤0À ¼�¾�Á
Ê0Ó

£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,À�ß�½�¡!¡�Ö�Ào½�Á
Ì,À8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ën¢K¡JãáÊ
¡�¡�Ö4æ�¼�¾�Á
Ê
Á�½�é
ß�¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
Á
Ë8Ë8£�Í,Ú0Â,À4¼°Ê
¼>¡�Ö�Ó
Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Ái¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¼á¡�£>¡�Ö�¿ç¼6½�¡�Â
¤
ÁiÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�ÃiÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ê,Ào¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¼

γÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�ÃÙ½�¡�Â
¤�¡�Ã�È3¨9£>Ê
¡
ß�Â�½�¡8Ëg£>Á0Í,ÚiÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á~¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¡�Î>¡!Á
Ê0Ó
½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À*ê³£>¢çÈ<êO¬�¬�È à�íUí\¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡i¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é~Ê
¼>£>¡4Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¿çÃ*Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ £g¡�£>¡�Ö�¡�Ã
½�¡�Â
¤�¡�Ã�ß�Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Ê
¡�Ã!Ëå¡W¾�Ê
¡�¢ Á�Å6¤�¡�Ê
Ô
¡�Ëå¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À�ß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�Ë°½�¡�Â
¤�¼

a
ß�Ê
¼QÅJÀHÓ

Ë�Á
£>Á
¢K¡6¡4½6½�¡�Î>¡
ß,Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
a
¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Ã�Á0Í�ÁgÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¡�Ã�È

Ý9¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿ç¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢v¡4½�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ì
¡R¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ
£<¡�£>¡�Ö�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�é�ä�Ë

½�¡�Â
¤�¼
a
Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½ ∫

γ

f(z)dz = lim
ε→0

∫

γε

f(z)dz,
êE¥4ë�È ë�í

ÎU¾�¼
γε
ÛåÂ,À4£Q½�é°¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
ß,Í�¼Qã6À�×�À�Õ�Ë�Ê
¼{Ì
Ò
¡�Á�Å>Ë�¡�Í�é�Ê
¡�Ã8¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á8½�¡�Â
¤
Á

a
ß
Ø�ÀHÓ

Ò,À4¤�½�¼>Ò
Á�Å>Ú�¼W¢K¡�Ã�¢&À�¤0£>Á
¢bÀHÍ�é�Ê
¿ç¢�¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò
¡�¢
ε
È�~K£�Í�Á�Ì
Ò
¼�¾�¼�ÍyêE¥4ë�È ë�í\£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½iÁ

¤�¡�Ê
¼>Â
¼>Ê�ß
Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿çÃgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½6£UØ�¡J¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�ß
ËRÌ
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢v£�Í,Ú0Â,À4¼<Û
Ò,À4£UØ�¡W¾,Õ
×RÁ
¢K£�Õ�È# #À4¤�ã�¼á¤0À4¤~Á�¾
Í,ÕiÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ãi¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Î>¡nÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡¶ê³£>¢çÈ
Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,Ú ê��c��í,í�ß#Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍlêE¥4ë�È ë�í{Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡Ù£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�ßb¼>£�Í�Á�£�Ø�¡�Ó
¾�Á�½�£�Õ�Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿çÃ8¤
Ò
Á
Ë�¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿çÃ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍnÌ
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ò
¡W¾�À

∫

γ

|f(z)| |dz| = lim
ε→0

∫

γε

|f(z)| |dz|.

ð~½�¼�Øá£�Í,Ú0Â,À�Õ0Ø?ß�¤0¡�ÎU¾�À9½�¡�Â
¤�À
a
ÛRË�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê�Õ�Õá½�¡�Â
¤0À\¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
ß�¼>Î>¡{¢K¡JãáÊ
¡(Ò,À�ÅWÖ�Á�½�é

Ê,Ài¾�Ë�À�Æ
γ̄
Á
γ̃
½4À4¤�ßBÂ�½�¡

γ = γ̄ + γ̃
ßMÀv½�¡�Â
¤0À

z = a
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�ÎQÒ,À4Ê
Á
Â
Ê
¡�Ãt¾
Í,Õ

¤0À�ã6¾�¡�Î>¡å¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À�È�ð�Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¼�Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿çÃÙÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ~¢K¡JãáÊ
¡åÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�égË
Ë�Á0¾�¼(£QÚ0¢K¢K¿

∫

γ

f(z)dz = lim
ε1→0

∫

γ̄ε1

f(z)dz + lim
ε2→0

∫

γ̃ε2

f(z)dz.
êE¥4ë�È ��í

Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ^êE¥4ë0È ��í6Ö4ÚJ¾�¼Q½~£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ.ß2¼>£�Í�Á £QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½�¡�Ö�À�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�À�ß

ÎiÏ8Ð�Ñ 	0�

£Q½�¡JÕ�×RÁ
¼�Ë{Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃáÂ,À4£Q½�Á�ß�ÁáÒ,À4£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�ß�¼>£�Í�ÁáØ�¡4½JÕ°Ö�¿*¡W¾�Á
Ê°Á�Å�Ì
Ò
¼�Ó
¾�¼�Í�¡�Ë6Ê
¼(£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½�È_~K£�Í�Á�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ¶êE¥4ë�È ��í2Ò,À4£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�ß�¤�¡�ÎU¾�À

ε1
Á
ε2£Q½�Ò
¼>¢#Õ�½�£�ÕÙ¤nÊ�ÚJÍ�ä�Ê
¼QÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡o¾�Ò�Ú0Î6¡4½å¾�Ò�Ú0ÎQÀ�ß.¢K¡Hã�¼Q½o¡�¤�À�ÅJÀ�½�é�£�Õ�ß.Â�½�¡

£QÚ0¢K¢bÀq-Q½�Á0Ø�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¡�Ëi¤0¡�Ê
¼>Â
Ê,À�ß&¤�¡�ÎU¾�À
ε1 = ε2 = ε

ê³£>¢çÈ&Ò
Á
£4È2ë�â�í�È2ð
-Q½�¡�¢v£�Í,Ú0Â,À4¼�Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿BÃoÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�ÕåËR£>¢K¿ç£�Ó
Í�¼(ÎUÍ�À4Ë�Ê
¡�Î>¡6ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õiê³Ì
¡á©9¡4èRÁ�í÷Áo¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4äM½

©RÈ ª�È ∫
γ

f(z)dz = lim
ε→0

[∫

γ̄ε

f(z)dz +

∫

γ̃ε

f(z)dz

]
= lim

ε→0

∫

γε

f(z)dz.
êE¥4ë�È ª�í

ø�¾�¼>£>é
γε = γ̄ε + γ̃ε

Û�Â,À4£Q½�é6¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À
γ
ß0Í�¼Qã6À�×�À�ÕåË�Ê
¼�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z − a| = ε

ê³Á0Í�Á
|z| = 1/ε

ß
¼>£�Í�Á
a =∞ í�ÈÜ�Å(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿��c��¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß,Â�½�¡�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼\£�Ø�¡W¾,Õ�×R¼>Î>¡�£�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À!êE¥4ë�È ë�í2£>¡�Ë�Ì,ÀHÓ

¾�À4¼Q½�£(¼>Î>¡�ÎUÍ�À4Ë�Ê
¿ç¢�ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼>¢yêE¥4ë�È ª�í�È
ð2Ë�¼�¾�¼>Ê
Á
¼�Ê
¼>£>¡4Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¿2ØnÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËåÌ
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½å£QÚ�×R¼>£>½�Ë�¼>Ê,Ê
¿ç¢t¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢*Ò,À4£�Ó

èRÁ
Ò
Á�½�éá¡�Ö�Í�À4£Q½�é�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
¼>Ê
Á�Õg½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿y¥0¬�È ëgê³¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ãå½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¡6Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ,í�È
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ñ�Ú�£Q½�é
ß�¤0À4¤�Á�Ë<½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼M¥0¬�È ë�ß

E
Û(¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß4¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê,À�Õ6¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

γ
Á
z = a ∈ γ ß¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢¶Â
¼>Ò
¼QÅ

γρ
Â,À4£Q½�éá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
ß�Í�¼Qã�À�×{Ú0älË�Ê
¼(¤
Ò�Ú0Î�À |z − a| 6 ρ

ê³Á0Í�Á |z| >
1/ρ
ßb¼>£�Í�Á

a = ∞ í�ß&ÀnÂ
¼>Ò
¼QÅ γρ

ÛiÂ,À4£Q½�éiÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô
¿ -Q½�¡�Î>¡i¤
Ò�Ú0Î�À�ßbÌ
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×{Ú0ä
¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
ß
½HÈ ¼4È

γ = γρ + γρ

Èn�tÌ
¡�¢K¡4×Ré�äyË�Ë�¼�¾�¼>Ê
Ê
¿2Ø8¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
Ã�£>Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�Á
Ò�Ú�¼>¢
¡W¾�Ê
¡6Á�Å\¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿l¥0¬�È ë�È

%&	�����	�'9� ë�ñ ¯ ä ¯jõ\���Q���{aK��X,���,`0�
f(z)

A4X,AWN�`,��`,�0X
A\G(FJ��N�A��Q��`
E
��A9`��Q�HN �ç��LQX,`�LÏ�

��FJX�LQ�0X�FHC�F8�0`��ON�A�`��4F�N�`4D�FHG�A4X,X,Y��*FH�>FJ�HY��*�6FJ��LQ�
zk (k = 1, n)

`*FWTHX,AÙ`��nFH�>FJ�HY��
�6FJ��LQ�4I&X,A4�4D�`��(L�D

zn

I&�4D�`,X,A4TQN�L�V `,� ��FJX
�6�>D��
γ
;M_
FHC�THAHI2L>�ON�`

lim
ρ→0

∣∣∣
∫

γ̄ρ

f(z)dz
∣∣∣ = 0,

êE¥4ë�È à�í

�6F�`,X
��LQCûD�AWNnGá�Ï�9Yb��N�LRCON�A�G�X�FHC�FR��X,A4��LQX
`0�n�Q�9J6L>�Q�6G���LQ� `

V.p.

∫

γ

f(z)dz = 2πi
n−1∑

k=1

Res
z=zk

f(z).
êE¥4ë�È â�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯#~K£�Í�ÁRÊ
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿BÃRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8êE¥4ë�È â�í�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�ß�½�¡
ßH£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡
êE¥4ë�È ª�í�ß

©RÈ ª�È ∫
γ

f(z)dz = lim
ρ→0

∫

γρ

f(z)dz.
êE¥4ë�È «�í

��¾�Ò�Ú0Î>¡�Ãg£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢
γ = γρ + γρ

Áo½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿y¥0¬�È ë�¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

∫

γρ

f(z)dz +

∫

γρ

f(z)dz = 2πi
n−1∑

k=1

Res
z=zk

f(z).
êE¥4ë�È ��í

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃvÌ
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾¶Ì
Ò
Á
ρ → 0

Ë8Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼�êE¥4ë�È ��í9£áÚ0Â
¼Q½�¡�¢úêE¥4ë�È à�í(Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½n¤
êE¥4ë�È â�í�È
 �À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß
½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀR¾�¡�¤�À�ÅJÀ4Ê,À�È
~K£Q½�¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß�Â�½�¡°¼>£�Í�Á8Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼RÌ
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼�ãáÁ�½

m
¡�£>¡�Ö�¿2Øg½�¡�Â
¼>¤�ß�ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ0Ó

äM×RÁ0ØåÚ�£�Í�¡4Ë�Á
äúêE¥4ë�È à�í�ß0½�¡�£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼(Ë6Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃgÂ,À�£Q½�Á~êE¥4ë�È â�í&Ë�¼�¾�¼Q½�£�Õo¾�¡
n−mË�¢K¼>£Q½�¡

n− 1
È

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡6½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ4¢ �c�,ß_�c��Ò,À�£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢¶½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�À4Ê
Á�Õg¤oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)
ß
Ê
¼>¡�Ö�Ó

Ø�¡W¾�Á
¢K¿ç¼9¾
Í,ÕgË�¿çÌ
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á�ÕoÚ�£�Í�¡�Ë�Á�ÕiêE¥4ë�È à�í�È,ñ�Ú�£Q½�é

M(ρ) = max
z∈γρ

|f(z)|. êE¥4ë�È ¬J¦�í

 �¡�ÎU¾�À�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À

M�	�'9'9� ë�ñ ¯ ä ¯g�<��X,���,`0�
f(z)

��T�FHG>N�LQ�6G4FUD���LQ� ���ON�FHG�`S�lêE¥4ë�È à�í�I&L>�ON�`

lim
ρ→0

M(ρ)l̄(ρ) = 0,
êE¥4ë�È ¬�¬Jí

C�T�L
l̄(ρ) 8 TQN�`,X,Aá��FJX,���>D�A γ̄ρ

;
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�n���������
�
	�+Ëó����
���Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡8Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½8Á�Å6½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ¡�Öo¡�Ô
¼>Ê
¤0¼6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È à�í�ß

lim
ρ→0

∣∣∣
∫

γ̄ρ

f(z)dz
∣∣∣ 6 lim

ρ→0

∫

γ̄ρ

|f(z)| |dz| 6 lim
ρ→0

M(ρ)l̄(ρ) = 0.

¨(Í,ÕáÌ
Ò,À4¤�½�Á
Â
¼>£>¤
Á�Ø°Ô
¼�Í�¼>Ã°Ú�£�Í�¡�Ë�Á�ÕnêE¥4ë�È ¬4¬HíK¢K¡JãáÊ
¡\Ò,À4£>Ì
Á
£WÀ�½�é�Ë\ÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡�£�½�Áå¡4½
½�¡�Î>¡
ß�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õá¡�£>¡�Ö�À�Õ�½�¡�Â
¤�À

a
¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÃáÁ0Í�ÁáÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡\ÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ã�È0 #À4¤6¤0À4¤6¾
Í,Õ

a 6=∞ ß l̄(ρ) 6 2πρ
ß
½�¡�Á�Å

lim
ρ→0

ρM(ρ) = 0
êE¥4ë�È ¬H¥�í

£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nêE¥4ë�È ¬�¬Hí�È,ð*£>Ë�¡�äy¡�Â
¼>Ò
¼�¾�é
ß�¾
Í,Õ
a =∞ ß l̄(ρ) 6 2π/ρ

ß,£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¡

lim
ρ→0

1

ρ
M(ρ) = 0

êE¥4ë�È ¬Jë�í

Á0Í�Á�ß,¼>£�Í�Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Á�½�é
1/ρ = R

ß
M(1/ρ) = ε(R) = maxz∈γR

|f(z)| ß

lim
R→∞

Rε(R) = 0.
êE¥4ë0È ¬���í

É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß#Â�½�¡8¼>£�Í�Á~Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê�Ú�äúÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
äú¢K¡JãáÊ
¡�Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�é!Ë�Ë�Á0¾�¼
f(z)eiaz ßb½�¡�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼vêE¥4ë�È ¬���íR¢K¡JãáÊ
¡nÅJÀ4¢K¼>Ê
Á�½�éiÖ�¡�Í�¼>¼�¢#Õ
Î>¤
Á
¢ÑÚ�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢çß&¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½
M�	�'9'9� ë�ñ ¯ ë«�¬ ����"#�
���Z�H¯t�÷��N�`oaK��X,���,`0�

f(z)
G\��FUN�����N�FH�Q��FH�Q��`

Im z > y0 (
�Ï�\;

D�`��W;�ë�«�í(��T�FHG>N�LQ�6G4FUD���LQ� ����N�FHG�`S�
lim

R→∞
ε(R) = 0,

êE¥4ë�È ¬Jª�í
�6F

lim
R→∞

∫

γR

eiazf(z)dz = 0,
êE¥4ë�È ¬Jà�í

L>��N�`
a > 0

`
γR 8 TH��C�A�FJ�>D���V X�FH�Q��` |z − iy0| = R

I&N�L�V AQJ�AJ�~Go��FUN�����N�FH�Q��FH�Q��`
Im z > y0

;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯ Ý9¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�¼ Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á
¼ Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À
êE¥4ë�È ¬Jà�í&Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢�ÅJÀ4¢K¼>Ê
¡�Ã

z = Reiϕ + iy0

Æ

∫

γR

eiazf(z)dz =

π∫

0

eia(Reiϕ+iy0)f(Reiϕ + iy0)Rie
iϕdϕ.

êE¥4ë�È ¬Hâ�í

É�Ô
¼>Ê
¤0À6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À8êE¥4ë�È ¬Hâ�í2Ì
¡6¢K¡W¾,ÚJÍ�ä�¾�À4¼Q½
∣∣∣∣
∫

γR

eiazf(z)dz

∣∣∣∣ 6

6

π∫

0

∣∣∣eia[R cos ϕ+i(R sin ϕ+y0)]
∣∣∣
∣∣f(Reiϕ + iy0)

∣∣Rdϕ 6
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ÎiÏ8Ð�Ñ 	 �

ÎiÏ8Ð�Ñ 	 �

6Rε(R)e−ay0

π∫

0

e−aR sin ϕdϕ = 2Rε(R)e−ay0

π/2∫

0

e−aR sin ϕdϕ,
êE¥4ë�È ¬J«�í

Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�ÚåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
sinϕ

£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â,Ê,À�¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ϕ = π/2

È
ð�£>Á0Í,Ú�¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡�Î>¡RÊ,À

[0, π/2]
£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

sinϕ > 2ϕ/π
¡�Ô
¼>Ê
¤�Ú8êE¥4ë�È ¬J«�í#¢K¡Hã6Ó

Ê
¡�ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é
∣∣∣∣
∫

γ

eiazf(z)dz

∣∣∣∣ 6 2Rε(R)e−ay0

π/2∫

0

e−2aRϕ/πdϕ =

=
π

a
ε(R)e−ay0(1− e−aR).

êE¥4ë�È ¬���í
~K£�Í�Á

a > 0
ß�½�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃoÌ
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾�ËoêE¥4ë�È ¬���íKÌ
Ò
Á

R→∞ Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½�¤°Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼�ÓÊ
Á
ä êE¥4ë�È ¬Jà�í�ß�Â�½�¡áÁå½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
ñ9Ò
Á¶Ì
¡�Ë�¡�Ò
¡4½�¼�£>Á
£Q½�¼>¢K¿ ¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½iÁ�ÅoÍ�¼>¢K¢K¿ ( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�Ê
¼Q½�Ò�ÚW¾�Ê
¡iÌ
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é

¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿ç¼\£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�Õ�È
å\+�	�"K���
���	 ë�ñ ¯ ë ¯ ä ¯(ñ�Ú�£Q½�é

f(z)
ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½RÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢�Í�¼>¢K¢K¿ ( ¡�Ò�¾�À4Ê,À\Ë\Ì
¡�Ó

Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
Im z 6 y0

ÈB �¡�ÎU¾�ÀvÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À�êE¥4ë�È ¬Hª�í°¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ã�ßM¼>£�Í�Á
a < 0

Á
γ
Ûo¾,Ú0Î�Àå¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z−iy0|=R

ß�Í�¼Qã6À�×�À�Õ!ËåÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á
Im z6 y0ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�ë�«�í�È

å\+�	�"K���
���	 ë�ñ ¯ ë ¯ ë ¯(ñ�Ú�£Q½�é
a = −ib Èi'R¡�Ò
¢#ÚJÍ�ÀnêE¥4ë�È ¬Hª4íBË<-Q½�¡�¢t£�Í,Ú0Â,À4¼�Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�Ó¼Q½�£�Õ�¤oË�Á0¾,Ú

lim
R→∞

∫

γR

ebzf(z)dz = 0
êE¥4ë�È ¥4¦�í

Á¶¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ*£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ã�ß&¼>£�Í�Á*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(z)

ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½iÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢ÑÍ�¼>¢K¢K¿
( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�Æ
¬�ÈçËåÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

Re z > x0
ß?Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

b < 0
Á
γR
Û°¾,Ú0ÎQÀåÌ
¡HÍ,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z −

x0| = R
ß
Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Ê,À�ÕoË�-Q½�¡�ÃgÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�

¥0ÈçËåÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
Re z 6 x0

ß?Ì
Ò
Á
Â
¼>¢
b > 0

Á
γR

Û°¾,Ú0ÎQÀåÌ
¡HÍ,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z −
x0| = R

ß
Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Ê,À�ÕoË�-Q½�¡�ÃgÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á~ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È�ë#��í�È
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ë�ñ ¯ ñ ¯ ·g	0���������
�	�����56	������
	�34����+�5

����"#���������E`����
$��������
+Ëó���5�- �å1�����$����
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�¿�Ë�Á0¾�À

I2 =

∞∫

−∞

R(x)dx,
êE¥4ë0È ¥0¬Hí

ÎU¾�¼ R(x)
Û<¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡�Ó�Ò,À4Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê,À�Õ\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�È#�bØ�¼>¢#Ú{Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�ÕR½�À4¤
Á0Ø{Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë

£>Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò�Ú�¼>¢�Ë6Ë�Á0¾�¼(£�Í�¼�¾,Ú0äM×�¼>Ã�½�¼>¡�Ò
¼Q¢b¿�È
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯ ë ¯jõ\���Q��� aK��X,���,`0� R(x)

I���A4THA4X,X,AJ��X,A�T�LQZ��Q�6G�`,�6L�N���X�FJZyFH�Q`
] −

∞,∞[
I(�(FWV�LQ� �HYK���vA4X,AWN�`,��`,��L>�Q��` �4D�FJT�FUN,V�LQX,AvX,AvG4L�D��,XS�X�}��FUN�����N�FH�Q��FH�Q���

Im z > 0
I\��Ai`��Q�HN �ç��LQX,`�LO� ��FJX�LQ�0X�FHC�F��0`��ON,A~`��4F�N�`4D�FHG�A4X,X,Y��tFH�>FJ�HY�� �6FJ��LQ�

zk
I

k = 1, N
I�X�L�N�L�V AQJ�`0�6X,A<T�LQZ��Q�6G�`,�6LON���X�FJZ�FH�Q`�;�_,FHC�THAHI?L>�ON�`6�Q�9J6L>�Q�6G��9�ç�

M > 0
I

ε > 0
`
R > 0

��A4��`�L�I&�0�6F

|R(z)| 6 M

R1+ε
, Im z > 0, |z| > R.

êE¥4ë�È ¥�¥�í
�6F

∞∫

−∞

R(x)dx = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

R(z),
êE¥4ë�È ¥4ë�í

C�T�L
zk 8 FH�>FJ�HYbL{�6FJ�0��`naK��X,���,`,` R(z)

GáG4L�D��,X�LQZ!��FUN�����N�FH�Q��FH�Q��`�;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,ñ�Ú�£Q½�é R(z)

Û6À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�¼�Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼

ÎiÏ8Ð�Ñ�&$Ó

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(x)
Ê,À(Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£�½�é

Im z > 0
È0ò�À4£>£>¢K¡4½�Ó

Ò
Á
¢vÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Γ
ß
£>¡�£Q½�¡JÕ�×RÁ
Ã�Á�Å(¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

γ
Û6Í�¼Qã6À�×R¼>Ã

Ë{Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>ÃåÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�ÁoÂ,À4£Q½�Áå¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�ÁoÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
R
£<Ô
¼>Ê0Ó

½�Ò
¡�¢ÑË�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼o¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½ÙÁ~¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò,À�-Q½�¡�Ã¶¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á�ßKÕ
Ë�Ó
Í,Õ
äM×R¼>Î>¡�£�Õ�¡4½�Ò
¼QÅW¤0¡�¢^¡�£>Á

Ox
ê³£>¢çÈbÒ
Á
£4È¦��¦�í�È&ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢^Ò,ÀH¾�Á�Ú�£

R
½�À4¤
Á
¢çß÷Â�½�¡4Ö�¿�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á*¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À

Γ
Í�¼Qã6ÀHÍ�Á�Ë�£>¼8¡�£>¡�Ö�¿ç¼g½�¡�Â0Ó

¤
Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z)
ß.Ê,ÀHØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¼>£�ÕiËoË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>ÃÙÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

Im z > 0
ß�½JÈ ¼4È�Â�½�¡�Ö4¿

Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ0Í�¡�£>éåÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡iêE¥4ë�È ¥�¥�í�È�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡o¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ã8½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�½�¼>¡�Ò
Á
Á�Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�Ë
ß
Á
¢K¼>¼>¢

∮

Γ

R(z)dz =

R∫

−R

R(x)dx+

∫

γ

R(z)dz = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

R(z).

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡åÂ
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�¡�¢#Ú!£QË�¡�Ã
£Q½�Ë4Ú8Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¡4Ëg¡�½oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á!¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡oÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê0Ó
Ê
¡�Î>¡ R(z)

Ì
¡�¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã
γ

J =

∣∣∣∣∣∣

∫

γ

R(z)dz

∣∣∣∣∣∣
6

∫

γ

|R(z)| |dz| 6 πM

Rε+1
R.

ø�¾�¼>£>é�¢K¿ Ú0Â0Í�Á�ß�Â�½�¡ |dz| = Rdϕ
Ê,À6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¼

γ
Á
ϕ ∈ [0, π]

È�ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾,Õ8Ë6Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢
Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¼\¤oÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú

R→∞ ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

lim
R→∞

J = 0.



Òdê � Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

lim
R→∞

∫

γ

R(z)dz = 0.

ñ9Ò
Á
Ê�Õ
Ë6Ë�¡6Ë�Ê
Á
¢bÀ4Ê
Á
¼4ß,Â�½�¡áË6£>Á0Í,ÚÙêE¥4ë�È ¥�¥4í

lim
R→∞

R∫

−R

R(x)dx =

∞∫

−∞

R(x)dx,

Ë6Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼
R→∞ Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

I2 =

∞∫

−∞

R(x)dx = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

R(z),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ñ ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∞∫

−∞

dx

1 + x2
.

��	8ï�	�����	�¯�Ý9¼Q½�Ò�ÚW¾�Ê
¡�ÅJÀ4¢K¼Q½�Á�½�é
ß�Â�½�¡6À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�¼9Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼<Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ó
Ê
¡�ÃåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁoÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢v½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¥4ë�È ¥0Èð�*¡J¾�Ê
¡�Ãå£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß�¾
Í,Õ°Í�äBÓ
Ö�¡�Î>¡

R > 0
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½

M > 0
½4À4¤�¡�¼4ß,Â�½�¡6¾
Í,ÕoË�£>¼�Ø |z| > R

£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡
∣∣∣∣

1

1 + z2

∣∣∣∣ 6
M

|z|2 .
��¾�Ò�Ú0Î>¡�Ãg£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß�Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼

f(z) =
1

z2 + 1
=

1

(z + i)(z − i)
Î>¡�Ë�¡�Ò
Á�½~¡Ù½�¡4¢Bß&Â�½�¡~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(z)
Á
¢K¼>¼Q½i¾�Ë�ÀÙÌ
Ò
¡�£Q½�¿2Ø*Ì
¡�Í�ä<£WÀ�Æ

z1 = i
Á
z2 =

−i ßbÊ
¼åÍ�¼Qã6À�×RÁ0Ø¶Ê,À!¾�¼>Ã
£Q½�Ë4Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á�È&ñ9¡�Í�ä<£ z1 = i
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼QãáÁ�½iË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Ã

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�È?ñ9¡#-Q½�¡�¢#Ú
∞∫

−∞

dx

1 + x2
= 2πiRes

z=i
f(z).

¨(Í,ÕoË�¿çÂ
¼Q½�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë�Ì
Ò
¡�£Q½�¡�¢¶Ì
¡�Í�ä<£>¼
z1 = i

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Res
z=i

f(z) = lim
z→i

z − i
1 + z2

=
1

2i
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
∞∫

−∞

dx

1 + x2
= π,

Â�½�¡�£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½�£(Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¡�¢çß�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿B¢�Á�Å\¤�Ú0Ò
£WÀ�¢bÀ�½�¼>¢bÀ�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡°À4Ê,ÀHÍ�Á�ÅJÀ�È



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Òdê5�
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ö ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∞∫

−∞

dx

x4 + 10x2 + 9
.

��	8ï�	�����	�¯?ó<Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£W¤�¡�¼{Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼

f(z) =
1

z4 + 10z2 + 9

Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á{ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢8½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿¶¥4ë0È ¥0ÈW¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ó
Ê
¡
ßW¾
Í,Õ(Í�ä<Ö�¡�Î>¡

R > 0
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½

M > 0
½�À4¤�¡�¼4ß4Â�½�¡M¾
Í,Õ{Ë�£>¼�Ø |z| > R

£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

|f(z)| =
∣∣∣ 1

z4 + 10z2 + 9

∣∣∣ 6 M

|z|4 .

ö2Á
¤
Ë�ÀH¾�Ò,À�½�Ê
¡�¼(Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
z4 + 10z2 + 9 = 0

Á
¢K¼>¼Q½á¤�¡�Ò
Ê
Á

z1,2 = ±i, z3,4 = ±3i,

¤�¡4½�¡�Ò
¿ç¼(Ê
¼�Í�¼Qã6À�½�Ê,À�Ë�¼Q×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Ã�¡�£>ÁgÁåÕ
Ë�Í,Õ
äM½�£�ÕgÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢KÁ�Ì
¡�Í�ä<£WÀ4¢KÁgÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Á

f(z)
È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

f(z)
¢K¡JãáÊ
¡�Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Á�½�éáË�Ë�Á0¾�¼

f(z) =
1

(z − i)(z + i)(z − 3i)(z + 3i)
.

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Ë�¿çÂ
¼Q½�¿ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

Ë8Ì
¡�Í�ä<£WÀHØ
z1 = i

ß
z3 = 3i

ß�Í�¼Qã6À�×RÁ0ØiË8Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Ã
Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�Æ

Res
z=i

f(z) = lim
z→i

f(z)(z − i) =

= lim
z→i

z − i
(z − i)(z + i)(z − 3i)(z + 3i)

=
1

16i
= − i

16
.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

Res
z=3i

f(z) = lim
z→3i

f(z)(z − 3i) = lim
z→3i

1

(z − i)(z + i)(z + 3i)
=

i

48
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ÎiÏ8Ð�Ñ�&8Ò

I =

∫

Γ

dz

z4 + 10z2 + 9
=

= 2πi[Res
z=i

f(z) + Res
z=3i

f(z)] =

= 2πi
[ i
48
− i

16

]
=

π

12
,

ÎU¾�¼�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Γ
Ë�¿çÖ�Á
Ò,À4¼Q½�£�ÕoÀ4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡R½�¡�¢#Ú�ß�¤0À4¤<-Q½�¡�£U¾�¼�Í�À4Ê
¡�ËRÌ
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢�Ì
Ò
Á0Ó

¢K¼>Ò
¼áê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4Èð�
¬Hí�È



Ò 	 Ó Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
ë�ñ ¯ ö ¯ ·g	0���������
�	�����56	������
	�34����+�5

���!����$���+�+�����1iò°����-��o1.����$����
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�¿�Ë�Á0¾�À

I3 =

∞∫

−∞

eiaxf(x)dx, a > 0.
êE¥4ë�È ¥$��í

�bØ�¼>¢#Ú{Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�ÕR½4À4¤
Á0ØRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë�ÚW¾�¡�Ö�Ê
¡�£>Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò
¡�Ë�À�½�é9Ë<Ë�Á0¾�¼2£�Í�¼�¾,Ú0äM×�¼>Ã
½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿9È
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯ ñ ¯jõ\���Q����aK��X,���,`0�

f(x)
I(��A4THA4X,X,AJ�tX,AvG4�>LQZtT�LQZ��Q�6G�`,�6L�N���X�FJZ FH��`

−∞ < x <∞ I��(FWV�LQ�ú�HYK���áA4X,AWN�`,��`,��L>�Q��`8�4D�FJT�F�N,V�LQX,AáX,A�G4L�D��,XS�X�y��FUN�����N�FH�Q���FH�Q���
Im z > 0

��Aá`��Q�HN �ç��LQX,`�LÏ����FJX�LQ�0X�FHC�F��0`��ON�A°`��4FUN�`4D�FHG�A4X,X,Y��ÙFH�>FJ�HY����6FJ��LQ�
zk (k = 1, N)

IBX�L{N�L�V AQJ�`0�vX,AgT�LQZ��Q�6G�`,�6LON���X�FJZ~FH�Q`�IM`~��T�FHG>N�LQ�6G4FUD���L�� G�6H�6FJZ
��FUN�����N�FH�Q��FH�Q��`!���ON�FHG�`0�0�lN�LO�M�9Y«® FUD�THA4X,A�;<_,FHC�THA

∞∫

−∞

eiaxf(x)dx = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

eiazf(z),
êE¥4ë�È ¥�ª�í

C�T�L
zk 8 FH�>FJ�HYbL{�6FJ�0��`naK��X,���,`,` f(z)

GáG4L�D��,X�LQZ!��F�N�����N�FH�Q��FH�Q��`�;
�n���������
�
	�+Ëó����
��{£KÚ0Â
¼Q½�¡�¢�Í�¼>¢K¢K¿}( ¡�Ò�¾�À4Ê,ÀçÌ
¡�Í�Ê
¡�£Q½�é�ä�À4Ê,ÀHÍ�¡4Î>Á
Â
Ê
¡B¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ó
£Q½�Ë4Úå½�¼Q¡�Ò
¼>¢K¿l¥4ë�È ¥0È
îg����'9	�� ë�ñ ¯úù�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿

I1 =

∞∫

−∞

cosαx

x2 + b2
dx, I2 =

∞∫

0

x sinx

x2 + a2
dx,

ÎU¾�¼
α > 0

ß
b > 0

ß
a > 0

È
��	8ï�	�����	�¯�¬�È�Ü�Å(Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿�Ð2Ã0Í�¼>Ò,À�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡

I1 = Re

∞∫

−∞

eiαx

x2 + b2
dx,

ÎU¾�¼�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼Q£W¤�¡�¼�Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼gÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Î>¡iË�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�ÕvÚJ¾�¡�ËHÍ�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½
Ú�£�Í�¡�Ë�Á
ä�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿}¥4ë�È ë�Á�ËÙË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Ã*Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á*Á
¢K¼>¼Q½i½�¡�Í�é�¤0¡Ù¡J¾�Ê�Ú�¡�£>¡�Ö4Ú0ä
½�¡�Â
¤�Ú

z0 = ib
ÛáÌ
Ò
¡�£Q½�¡�Ã�Ì
¡�Í�ä<£�ß,½�À4¤g¤�À4¤

lim
z→ib

z − ib
z2 + b2

=
1

2ib
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

I1 = Re

∞∫

−∞

eiαx

x2 + b2
dx = Re

{
2πiRes

z=z0

f(z)eiαz

}
.
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ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

Res
z=ib

eiαz

z2 + b2
= lim

z→ib

eiαz(z − ib)
z2 + b2

=
ei2αb

2ib
,

½�¡
I1 = Re

{
2πi

e−αb

2ib

}
=
πe−αb

b
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

I1 =

∞∫

−∞

cosαx

x2 + b2
dx =

πe−αb

b
, α > 0, b > 0.

¥0È
ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡á£�Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Â
¼Q½�Ê
¡�£Q½�Á�Ì
¡J¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

I2 =

∞∫

0

x sin x

x2 + a2
dx =

1

2
Im

∞∫

−∞

xeix

x2 + a2
dx =

=
1

2
Im
[
2πiRes

z=ia

zeiz

z2 + a2

]
= Im iπ lim

z→ia

zeiz

z + ia
=
π

2
e−a.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

I2 =

∞∫

0

x sin x

x2 + a2
dx =

π

2
e−a, a > 0.

ë�ñ ¯úù�¯Q÷g���
	�34����+�5 R����'9���/���£�®R�
34��	����
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�¿�Ë�Á0¾�À

I4 =

α+i∞∫

α−i∞

ebzf(z)dz, b > 0.
êE¥4ë�È ¥4à�í

♦
©9¡�Ê�½4Ú0Ò�Á
Ê�½�¼QÎ>Ò,Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�ß�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�Á
Ã�Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

Re z = α, −∞ < Im z <∞,
Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢*ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,À�ß,À6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�êE¥4ë�È ¥4à�í�ß
Ë6¤0¡4½�¡�Ò
¡�¢¶Ë�£>¼(¡�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
Á
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
¿�£�Í�¼>Ë�À�¡4½á¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À°ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,À6Á

α > 0
ß
b > 0

ß�Û°Á
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢�ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,ÀHÛ0ð÷À4Î>Ê
¼>Ò,À�ÈW~K£�Í�ÁiË�£>¼6¡�£>¡�Ö�¿ç¼6½�¡�Â
¤
ÁÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z)
Í�¼Qã6À�½oÍ�¼>Ë�¼>¼

¡�£>Á
Oy
ß�½�¡6ÅJÀ6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò8ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,À6Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4äM½á¡�£>é

Oy
È

É<½�¢K¼Q½�Á
¢çßbÂ�½�¡nÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿úË�Á0¾�ÀvêE¥4ë�È ¥4à�í\Á
¢K¼>äM½�Ë�À�ãáÊ
¡�¼áÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼gË!Ì
Ò
Á0Í�¡Jã�¼�Ó
Ê
Á�Õ0Ø?ß�Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM×RÁ0ØåÁ
Ê�½�¼>ÎQÒ�ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼�Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�Õ!ê Þ{À4Ì0Í�À4£WÀ(Á6¾�Ò�È í�Èc�bØ�¼>¢#Ú�Ë�¿2Ó
Â
Á
£�Í�¼>Ê
Á�Õ{½4À4¤
Á0Ø{Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë�ÚW¾�¡�Ö�Ê
¡�£>Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò
¡�Ë�À�½�é�Ë<Ë�Á0¾�¼2£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼WÃR½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿9È
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯ ö ¯��÷�ON�`*aK��X,���,`0�

f(z)
T�FJ�,���Q��A�LQ� A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FHLo�4D�FJT�F�N
V�LQX,`�L8�

�4D��0�(FJZ
Re z = α

X
A���FUN�����N�FH�Q��FH�Q���
Re z 6 α

I���A6`��Q�HN �ç��LQX,`�LO� �0FWX�LQ�0X�FHC�FR�0`��ON�A
`��4FUN�`4D�FHG�A4X,X,Y��nFH�>FJ�HY��n�6FJ��LQ�

zk
I
k = 1, N

I&X�LMN�L�V AQJ�`0�nX,Aá�4D��0�(FJZ
Re z = α

I&`
��T�FHG>N�LQ�6G4FUD���LQ�^G/6H�6FJZá��F�N�����N�FH�Q��FH�Q��`°����N�FHG�`0�0� N�LO�M�9Y¯® FUD�THA4X,AHI��6F<�4D�`

b > 0

I4 =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

f(z)ebzdz =
N∑

k=1

Res
z=zk

f(z)ebz,
êE¥4ë�È ¥�â�í

C�T�L
zk 8 FH�>FJ�HYbL{�6FJ�0��`naK��X,���,`,` f(z)

G���F�N,����N�FH�Q��FH�Q��`
Re z<α

;



Ò 	 ê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò

γR
ß,Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM×�Á
Ã8£>¡�Ö�¡�Ão¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é

Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
R
£\Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢çß,Í�¼Qã6À�×RÁ
¢*Ê,À6Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

Re z = α
ß,£>¡J¾�¼>Ò�ã6À�×{Ú0äÑË�Ê�Ú�½�Ò
Á8£>¼>ÖJÕ

Ë�£>¼�¡�£>¡�Ö�¿ç¼g½�¡�Â
¤
Á
zk

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(z)

ê³Ò
Á
£4ÈG�c�0í�È÷É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢^Â
¼>Ò
¼QÅ
γ+

R

Í�¼>Ë4Ú0ä Ì
¡HÓ
Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é

γR
Á�Â
¼>Ò
¼QÅ

δR
¾�Á,À4¢K¼Q½�Òi¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á

γR
ß.£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4äM×RÁ
Ãi£6Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

Re z = α
È�ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢*Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼{Ê,À4Ì
Ò,À�Ë�Í�¼>Ê
Á
¼{¡�ÖWØ�¡W¾�À6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ+
R + δR

Á�Ò,À4£�Ó
£>¢K¡4½�Ò
Á
¢¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ

1

2πi

(∫

δR

f(z)ebzdz +

∫

γ+

R

f(z)ebzdz

)
.

êE¥4ë�È ¥4«�í

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼(½�¼>¡�Ò
Á
Á�Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�Ë8ê ½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ°¥0¬�È ë�í�ß
Á
¢K¼>¼>¢

1

2πi

(∫

δR

f(z)ebzdz +

∫

γ+

R

f(z)ebzdz

)
=

N∑

k=1

Res
z=zk

f(z)ebz.
êE¥4ë�È ¥"��í

Ü�ÅvêE¥4ë�È ¥"��í�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿ç¢ Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾�¡�¢
R → ∞ £�Ú0Â
¼Q½�¡�¢ £�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�Õ ¥4ë�È ¥0È ¥!Í�¼>¢K¢K¿( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�Ì
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤gÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êE¥4ë�È ¥4«�í�ß�Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È

îg����'9	�� ë�ñ ¯O;�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿

I(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

etz

z
dz, α > 0;

êE¥4ë0È ë�¦�í

I(t, τ) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

e(t−τ)z

z
dz;

êE¥4ë�È ë�¬Hí

I(t, τ1, τ2) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ezt e
−zτ1 − e−zτ2

z
dz

êE¥4ë�È ë�¥�í

Ì
Ò
Á
τ1 < τ2

È
��	8ï�	�����	�¯�À�íçñ9Ò
Á

t > 0
ß,£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È ¥�â�í�ß
Á
¢K¼>¼>¢

I(t) = Res
z=0

ezt

z
= 1, t > 0.

êE¥4ë�È ë4ë�í

ñ9Ò
Á
t < 0

ß&Ë�¿çÖ�Ò,À4Ë�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃ ¤�¡�Ê�½4Ú0Ò ËÙË�Á0¾�¼
δR + γ−R

ê³Ò
Á
£4ÈG�c�0í6Á�Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õ
£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á
¼8¥4ë�È ¥0È ¥oÍ�¼>¢K¢K¿Ç( ¡�Ò�¾�À4Ê,À8Á�£QË�¡�Ã
£Q½�Ë�¡ÙÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ezt/z
Ë

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
Re z > α

ß,Á
¢K¼>¼>¢
∫

δR

etz

z
dz +

∫

γ−

R

etz

z
dz = 0,

ÎiÏ8Ð�Ñ8& 	
ÎÏ+Ð�Ñ8&�&
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¡4½�¤�ÚW¾�À�Ì
Ò
Á

R→∞ Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

I(t) = 0, t < 0.
êE¥4ë�È ë"��í

 #À4¤
Á
¢v¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿^êE¥4ë�È ë�ë�í&ÁÙêE¥4ë�È ë$��íbÅJÀH¾�À4äM½�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼\Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê,Á
¼
¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Ã�Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

θ(t)
ê³Ò
Á
£4Èð��ë�í

I(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

etz

z
dz = θ(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0 .

êE¥4ë�È ë�ª�í

Ö�í÷Ü�Å°êE¥4ë�È ë�ª�í&Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡á£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nê³Ò
Á
£4Èð�#��í

I(t, τ) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

e(t−τ)z

z
dz = θ(t− τ) =

{
1, t > τ
0, t < τ .

êE¥4ë�È ë�à�í

♦
'R¡�Ò
¢#ÚJÍ�ÀoêE¥4ë�È ë�à�íb£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�ÅJÀ4Ì,À�ÅQ¾�¿çË�À4Ê
Á�ÕoË�¡�Ì
¼>Ò,À�Ô
Á
¡�Ê
Ê
¡�¢�Á
£�Ó

Â
Á
£�Í�¼>Ê
Á
Á~ê³£>¢çÈ,Ò,À�ÅQ¾�È�î#�2Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À6Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕoÞ{À4Ì0Í�À4£WÀ�ï�í�È

ÎiÏ8Ð�Ñ8& .
Ë�í÷Ü�Å°êE¥4ë�È ë�à�í&Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡á£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nê³Ò
Á
£4Èð��ª�í

I(t, τ1, τ2) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ezt e
−zτ1 − e−zτ2

z
dz =

= θ(t− τ1)− θ(t− τ2) =

{
0, t < τ1;
1, τ1 < t < τ2;
0, τ2 < t.

êE¥4ë�È ë�â�í

'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
I(t, τ1, τ2)

Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½9Ø�À4Ò,À4¤�½�¼>Ò
Á
£Q½�Á
Â
¼W£>¤�¡�ÃáÄ9Ú0Ê
¤6Ô
Á
¼>Ã�¡4½�Ò
¼QÅW¤0À
[τ1, τ2]Áo¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ,À4äB½

h(t, τ1, τ2)
È

îg����'9	�� ë�ñ ¯ F ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

etz

z2 + 1
dz, α > 0.

��	8ï�	�����	�¯?ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡áÌ
Ò
¼�¾�¿&¾,Ú0×R¼>¢#ÚgÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò�Ú

I =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

etz

z2 + 1
dz =

=

{
Res
z=i

etz

z2 + 1
+ Res

z=−i

etz

z2 + 1
=
eit

2i
− e−it

2i
= sin t, t > 0

0, t < 0

}
=

= θ(t) sin t.
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ë�ñ ¯O;�¯ ·g	0���������
�	�����56	������
	�34����+�5

�
��)��n�����
	�34����+��� � ��+�	����
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�¿�Ë�Á0¾�À

I5 =

∞∫

0

xα−1R(x)dx,
êE¥4ë0È ë�«�í

I6 =

∞∫

0

xα−1R(x)(lnx)mdx,
êE¥4ë�È ë#��í

I7 =

1∫

0

( x

1− x
)α

R(x)dx,
êE¥4ë0È ��¦�í

ÎU¾�¼ R(x)
Û°Ò,À4Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê,À�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�À

α ∈]0, 1[
È�Ý9Á�ã�¼(Ö4ÚJ¾�¼Q½áÌ
¡�¤�ÀHÅJÀ4Ê
¡
ß�Â�½�¡�Á
Ê�½�¼�Ó

Î>Ò,ÀHÍ�¿
I6
ß
I7
£>Ë�¡J¾,Õ�½�£�Õo¤åÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ,Ú

I5
ß�¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ�ß�ÅJÀ4¢K¼Q½�Á
¢çß
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕoÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>¡�Ë�ÀHÓ

Ê
Á
¼>¢*»g¼�Í
Í�Á
Ê,À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(x)
È

%&	�����	�'9� ë�ñ ¯úù�¯jõ\���Q����aK��X,���,`0� R(x)
I{��A4THA4X,X,AJ� X,AvT�LQZ��Q�6G�`,�6LON���X�FJZ ��FUN���FH�Q`

[0,∞[
IRT�FJ�,���Q��A�LQ� A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FHL8�4D�FJT�FUN,V�LQX,`�LnGi��F��9��N�LQ���QX,�9����N�FH�Q��FH�Q���4I\��A

`��Q�HN �ç��LQX,`,LÏ� ��FJX�LQ�0X�FHC�F<�0`���N�A(��FUN �B�>FHG
zk
I
k = 1, N

I�aK��X,���,`,` R(z)
I�X�LKN�L�V AQJ�`0�

X,A�����AH��A4X,X�FJZ8��F�N���FH�Q`�;M_
FHC�THAHI÷L>��N�`!`,X,�6L>CED�AWNÙêE¥4ë�È ë�«�í(�Q�9J6L>�Q�6G���LQ�{Ib�6F6FJXáD�A�G4LQX
∞∫

0

xα−1R(x)dx =
2πi

1− ei2πα

N∑

k=1

Res
z=zk

[zα−1R(z)].
êE¥4ë�È ��¬Hí

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?Ý(À4Ì
¡�¢KÊ
Á
¢çß,Â�½�¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�êE¥4ë�È ë�«�í2£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�ß�¼>£�Í�Á
lim
x→0
|x|α|R(x)| = lim

x→∞
|x|α|R(x)| = 0.

êE¥4ë�È ��¥�í

ð £>Á0Í,ÚåÚ�£�Í�¡4Ë�Á
Ãg½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Ì
¡J¾�¿÷Ê�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ~êE¥4ë�È ë�«�íb¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4¼Q½°£>¡�¡4½�Ó
Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�¼>¼{À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�¼\Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼9Ë6Ë�Á0¾�¼

xα−1R(x)→ zα−1R(z)
È,ð -Q½�¡�¢

£�Í,Ú0Â,À4¼9Ú�£�Í�¡�Ë�Á�ÕiêE¥4ë�È ��¥�í&Ë�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4äM½°Ë�Á0¾

lim
z→0
|z|α|R(z)| = lim

z→∞
|z|α|R(z)| = 0.

êE¥4ë�È ��ë�í

Ý9¼{¡�Î>Ò,À�Ê
Á
Â
Á
Ë�À�Õ8¡�Ö4×RÊ
¡�£Q½�Á!ÅJÀJ¾�ÀHÂ
Á�ß�Ö4ÚJ¾�¼>¢*£>Â
Á�½�À�½�é
ß?Â�½�¡°½�¡�Â
¤0À
z = 0

Ê
¼{Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
Ê
ÁvÊ�ÚJÍ�¼>¢çßKÊ
Á�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢lÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z)

ÈKð^Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢Ñ£�Í,Ú0Â,À4¼4ßbË�¿2¾�¼�Í�Á
Ë�Á�Å R(z)¢KÊ
¡JãáÁ�½�¼�Í�é
zn ê n Û6Ô
¼�Í�¡�¼�Â
Á
£�Í�¡�í�ß�¢K¿ Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢vÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ê�Ú0äyÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä�Ë�Á0¾�À

zα+nR1(z)
ß,ÎU¾�¼ R1(0) 6= 0;∞ È�É<½�£>ä2¾�À�£(Ì
¡�¢K¡4×Ré�äy£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�Á0Ø�Ì
¼>Ò
¼>¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÓÂ
¼>Ê
Á
ÃgÌ
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß,ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡4Ò�Õ
äM×R¼>Ã8Ë�¿ç£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�¢#ÚoÌ
Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Á
ä{È

�8¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã\£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ßJ¾
Í,Õ(Ò,À4Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z)
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�ÀB£�Í�¼�¾,Ú0äM×�À�Õ

À4£>Á
¢KÌ�½�¡4½�Á
Â
¼>£W¤0À�Õ�¡�Ô
¼>Ê
¤0À�Æ

R(z) ∼ A

zk
, z →∞, k − Ô
¼�Í�¡�¼ . êE¥4ë�È �#��í

 #À4¤�¡�¼&Ì
¡�Ë�¼�¾�¼>Ê
Á
¼÷Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z)
Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½�ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò
Á�½�é�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢¶êE¥4ë�È ��ë�í�½�¡�Í�é�Ó

¤�¡R¾
Í,Õ
α > 0

Á
k − α > 0

ß
½JÈ ¼4È
0 < α < k.

êE¥4ë�È ��ª4í
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¨RÀHÍ�¼>¼{Ë°¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃnÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�ÁnÌ
Ò
¡�Ë4¼�¾�¼>¢ Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ�Ë�¾�¡�Í�é�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�ÃnÌ
¡HÓ

Í,Ú�¡�£>Á
[0,∞[

ÁáÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢v¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
ê³Ò
Á
£4È+��à�í�È�É�Êá£>¡�£Q½�¡�Á�½�Á�Å�¡4½�Ò
¼QÅW¤0À

[ρ,R]
ß0Ì
Ò
¡�Ó

Ø�¡W¾�Á
¢K¡�Î>¡6Ë�¾�¡�Í�é6Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Î>¡�Ö�¼>Ò
¼>Î�Àgê³Ë
È Ö
È í2Ò,À�ÅWÒ
¼QÅWÀ�ß
ÅJÀ�½�¼>¢¶Ë�Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Ó
Í�¼>Ê
Á
Á°Ë�¾�¡�Í�é\¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á

γR
Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

R
£<Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢~Ë{Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼M¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½oê |z| = R

í�ß
ÅJÀ�½�¼>¢ÑËH¾�¡�Í�énÊ
Á�ãáÊ
¼>Î>¡nÖ�¼>Ò
¼>Î�À�ê³Ê�È Ö
È í{Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀnÌ
¡!¡4½�Ò
¼QÅW¤�Ú

[R, ρ]
Á�ß#Ê,À4¤�¡�Ê
¼>Ô�ß#Ën¡4½�Ó

Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢ Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á!Ë�¾�¡�Í�é°¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á
γρ

Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
ρ
£RÔ
¼>Ê�½�Ò
¡�¢ Ë°Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼

¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½nê |z| = ρ
í�È�©9¡�Ê�½4Ú0Ò

γ
ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½°Á�Ê
¼\¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4¼Q½åÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�¡�¤0¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½HÈ�ñ9¡�Ó

¾�¡�Ö�Ê
¿çÃ�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò Ê
¼>¡�ÖWØ�¡W¾�Á
¢^ÅJÀH½�¼>¢çß÷Â�½�¡~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
zα−1 Ê
¼>¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,ÀiËi¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�ß£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×R¼>Ã�Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�¡6¤0¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½!ê

z = 0
Û�½�¡�Â
¤0À�Ò,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�í�ß?À�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

¤o¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú�ß�¡WØ�Ë�À�½�¿çË�À4äM×R¼>¢#Úo½�¡�Â
¤�Ú
z = 0

ß,Ê
¼(Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢bÀ6½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ6¡�Ë�¿çÂ
¼�½4ÀHØ?È
ò�À�ÅWÒ
¼QÅ<Á�Ë4¿çÖ�Ò,À4Ê
Ê,À�Õ�¤�¡�Ê
Ä(Á
ÎQÚ0Ò,À4Ô
Á�Õ�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
Ì
¡4ÅWË�¡�Ó

ÎiÏ8Ð�Ñ�&$û

Í,Õ
äM½�Ë�¿2¾�¼�Í�Á�½�é°¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê�Ú0älË�¼Q½�Ë�é�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
zα−1 ß,¼>£�Í�ÁÅJÀH¾�À�½�éoÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼áÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½4À

z
Ëo¤0À4¤0¡�Ã0ÓEÍ�Á
Ö�¡å½�¡�Â
¤�¼�Ì0Í�¡�£�Ó

¤�¡�£Q½�Á�Èçö&ÚJ¾�¼>¢ £>Â
Á�½�À�½�é
ß÷Â�½�¡vÊ,ÀiË�¼QÒ�Ø�Ê
¼>¢ Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ
arg z = 0

È�ñ9Ò
Á�¡�ÖWØ�¡J¾�¼\Ì
¡�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�¢#Ú�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ
Ë�¡�¤
Ò�Ú0Î

Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�À!¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�¢K¿ £åË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Î>¡�Ö�¼>Ò
¼>Î�ÀnÒ,À�ÅWÒ
¼QÅJÀnÌ
¡�Ì,ÀJÓ
¾�À4¼>¢�Ê,À6Ê
Á�ãáÊ
Á
Ã�ß
Ì
Ò
Á�-Q½�¡�¢�À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½

z
Ì
¡�Í,Ú0Â,À4¼Q½6¾�¡�Ì
¡�Í
Ó

Ê
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼o£�Í�À4ÎQÀ4¼>¢K¡�¼
2π
ß#Á�ß#£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßbÊ,À!Ê
Á�ãáÊ
¼>¢

Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚoÒ,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ
arg z = 2π

È
É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
Ë |z| = r

ß,Ö4ÚJ¾�¼>¢¶Á
¢K¼Q½�é
Ê,À6Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>¢�Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ�Æ

z = x+ i0

r = x, z = x, zα−1 = xα−1;
êE¥4ë�È ��à�í

Ê,À�Ê
Á�ãáÊ
¼>¢¶Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ�Æ
z = x− i0

r = x, z = xei2π, zα−1 = xα−1ei2πα;
êE¥4ë�È ��â�í

Ê,À
γR
Æ |z| = r = R, z = Reiϕ, 0 < ϕ < 2π

�
Ê,À

γρ

Æ |z| = r = ρ, z = ρeiϕ, 0 < ϕ < 2π
È

ò�À4Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê,À�Õ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ R(z)
ßM£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×�À�Õ ½�¡�Í�é�¤�¡�Ô
¼�Í�¿ç¼Ù£Q½�¼>Ì
¼>Ê,Á�ß<¤0À4¤�Ê,À

Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>¢çß,½�À4¤gÁgÊ,À6Ê
Á�ãáÊ
¼Q¢¶Ö�¼>Ò
¼>Î�ÀHØgÁ
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾ R(x)
È

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ
∫

γ

zα−1R(z)dz,

¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃÙ£6Ú0Â
¼Q½�¡�¢ êE¥4ë�È ��à�í�ßbêE¥4ë�È ��â�í<Á�£>¡�Î�Í�À�£>Ê
¡�¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ã�½�¼>¡�Ò
¼Q¢b¼�¡gË�¿çÂ
¼Q½4ÀHØ~¥0¬�È ë
¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

R∫

ρ

xα−1R(x)dx+

∫

γR

zα−1R(z)dz +

ρ∫

R

xα−1ei2παR(x)dx+

+

∫

γρ

zα−1R(z)dz = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

[zα−1R(z)dz].
êE¥4ë�È ��«�í

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾
ρ→ 0

ß
R→∞ Ë�êE¥4ë�È ��«�íb¾�À4¼Q½

(1− ei2πα)

∞∫

0

xα−1R(x)dx+ lim
ρ→0

∫

γρ

zα−1R(z)dz+

+ lim
R→∞

∫

γR

zα−1R(z)dz = 2πi
N∑

k=1

Res
z=zk

[zα−1R(z)dz].
êE¥4ë�È ����í
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ñ9¡�¤0À�ã�¼>¢çß
Â�½�¡�¡�Ö�À�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�À�ËRÍ�¼>Ë�¡�ÃgÂ,À4£Q½�Áiêû¥�ë�È ����í2Ò,À4Ë�Ê
¿ Ê�ÚWÍ�ä{È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
ρ→0

∫

γρ

zα−1R(z)dz
êE¥4ë0È ª4¦�í

Ò,À4Ë�¼>ÊoÊ�ÚJÍ�ä{ß�¼>£�Í�Á�ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡áÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êE¥4ë�È ¬H¥�í�ß�¡�Ö�Ò,À�×�À4¼Q½�£�Õ�Ë6Ê�ÚJÍ�é�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
ρ→0

ρM(ρ)
êE¥4ë�È ª0¬Hí

ÎU¾�¼
M(ρ) = max

z∈γρ

[zα−1R(z)] = ρα−1R(ρ).
êE¥4ë�È ª�¥�í

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êE¥4ë�È ª�¥�í2Ë�êE¥4ë�È ª0¬Hí�ß�Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢¶£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢yêE¥4ë�È ��ë�í�ß�êE¥4ë�È ��ª�í

lim
ρ→0

ρM(ρ) = lim
ρ→0

ραR(ρ) = 0,

¡4½�¤�ÚW¾�À�Ág£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡�Ê�ÚJÍ�äyÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�À8êE¥4ë�È ª4¦�í�È
§<½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼4ß�Â�½�¡

lim
R→∞

∫

γR

zα−1R(z)dz = 0,
êE¥4ë�È ª4ë�í

¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�£(Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼>¢¶Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿^êE¥4ë�È ¬���í�È
 #À4¤
Á
¢ ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çßbÁ�ÅvêE¥4ë�È ����íR£gÚ0Â
¼�½�¡�¢}êE¥4ë�È ª4¦�í�ß<êE¥4ë�È ª4ë�íR£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½ êE¥4ë�È �
¬Hí�ßbÂ�½�¡iÁ

½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£Qé6¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢t¤!Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Á
ä�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËiêE¥4ë�È ë#��í�ß#êE¥4ë�È ��¦�í�È�Þ\¼>Î>¤�¡°ÅJÀ4¢K¼Q½�Á�½�é
ß�Â�½�¡

Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿^êE¥4ë�È ë#��íb¢K¡JãáÊ
¡RÌ
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é6Á�Å�êE¥4ë�È ë�«�í�ß0Ì
Ò
¡W¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ë�Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
Á
Ã
Ì
¡6Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò�Ú

α
È�¨{¼QÃ
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∞∫

0

xα−1R(x)(lnx)mdx =
dm

dαm

∞∫

0

xα−1R(x)dx.
êE¥4ë0È ª$��í

ð*£>Ë�¡�äy¡�Â
¼>Ò
¼�¾�é
ß,Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ¶êE¥4ë�È ��¦�í&¢K¡JãáÊ
¡6£>Ë�¼>£Q½�Á�¤iêE¥4ë�È ë�«�íbÅJÀ4¢K¼>Ê
¡�Ã
x

1− x = y.
êE¥4ë�È ª�ª�í

¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Ì
¡�£�Í�¼9ÅJÀ4¢K¼>Ê
¿�êE¥4ë�È ª�ª4í2Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ¶êE¥4ë0È ��¦�í2Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4¼Q½áË�Á0¾
∞∫

0

yαR̄(y)dy,
êE¥4ë0È ª4à�í

ÎU¾�¼
R̄(y) = (1 + y)−2R

( y

1 + y

)
.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Úá¾
Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R̄(y)
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À�À4£>Á
¢KÌ�½�¡4½�Á
Â
¼W£>¤�À�Õ�¡�Ô
¼>Ê
¤0À

R̄(y) ∼ A

y2
, y →∞,

½�¡*Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿ êE¥4ë�È ª4à�í�ß<À¶£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß9Á êE¥4ë�È ��¦�íåÖ4ÚJ¾,Ú�½ £�Ø�¡W¾�Á�½�é�£�Õ�ß9£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡
êE¥4ë�È ��ª�í�ß0½�¡�Í�é�¤0¡R¾
Í,Õ

0 < α + 1 < 2
Á0Í�Á −1 < α < 1

È
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ê
¼Q£>¤0¡�Í�é�¤�¡�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�Ë
È
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îg����'9	�� ë�ñ ¯OT�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÙÐ&Ã0Í�¼>Ò,À

I =

∞∫

0

xα−1

1 + x
dx.

êE¥4ë�È ª�â�í

��	8ï�	�����	�¯�ñ9Ò
¼Qã6¾�¼�Ë�£>¼>Î>¡
ß
¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß
Â�½�¡R¾
Í,Õ°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z) = 1/(1 + z)
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Ó

Í�Á
Ë�À6À4£>Á
¢KÌ�½�¡4½�Á
Â
¼W£>¤0À�Õ�¡�Ô
¼>Ê
¤�À

1

1 + z
∼ A

z
, z →∞,

Á�ß#£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßb£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡*êE¥4ë�È ��ª�í�ß�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÑêE¥4ë�È ª�â4í{Ö4ÚJ¾�¼Q½Ù£UØ�¡W¾�Á�½�é�£�Õ¶Ì
Ò
Á
0 <

α < 1
ÈG� Ú0Â
¼Q½�¡�¢^½�¡�Î>¡
ß2Â�½�¡~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

1/(1 + z)
Á
¢K¼>¼Q½vÌ
Ò
¡�£�½�¡�Ã Ì
¡�Í�ä<£8ËÙ½�¡�Â
¤�¼

z = −1 = eiπ ß,Ì
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼áêE¥4ë�È �
¬Hí2Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

∞∫

0

xα−1

1 + x
dx =

2πi

1− ei2πα
Res
z=eiπ

zα−1

1 + z
=

=
2πi

eiπα(e−iπα − eiπα)
lim

z=eiπ
zα−1 =

= − πe−iπα

(eiπα − e−iπα)/2i
[eiπ]α−1 =

π

sin πα
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

I =

∞∫

0

xα−1

1 + x
dx =

π

sinπα
.

êE¥4ë�È ª4«�í

îg����'9	�� ë�ñ ¯On�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx.

êE¥4ë�È ª"��í

��	8ï�	�����	�¯.ø�À4¢K¼>Ê
¡�Ã
ex = y

Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½�£�Õg¤gË�Á0¾,Ú

I =

∞∫

0

yα−1

1 + y
dy,

¡4½�¤�ÚW¾�À�ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È ª4«�í�ß
I =

π

sin πα
.

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä�x ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é
∞∫

0

xα−1

(1 + x)2
dx.

êE¥4ë�È à�¦�í
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��	8ï�	�����	�¯�¨(Í,Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Î>¡áÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�ÕgÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

zα−1

(1 + z)2

êE¥4ë�È à�¬Hí

Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼\£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á~êE¥4ë�È ��ª�í2Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�Õ8Ì
Ò
Á
0 < α < 2

È_'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ~êE¥4ë�È à�¬Hí2Á
¢K¼>¼Q½
Ë�½�¡�Â
¤0¼

z = −1
¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¿çÃáÌ
¡�Í�ä<£BË4½�¡�Ò
¡�Î>¡\Ì
¡4Ò�Õ0¾�¤0À�È� �¡�Î�¾�À�Ì
¡(Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼{êE¥4ë�È �
¬Hí

Á
¢K¼>¼>¢
∞∫

0

xα−1

(1 + x)2
dx = −πe

−iπα

sinπα
Res
z=eiπ

zα−1

(1 + z)2
.

êE¥4ë�È à�¥�í

ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
¢�Ë�¿çÂ
¼Q½áË6Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃoÂ,À4£Q½�Á~êE¥4ë�È à�¥�í�Æ

Res
z=eiπ

zα−1

(1 + z)2
= lim

z→eiπ

d

dz
(zα−1) =

= (α− 1) lim
z→eiπ

zα−2 = (α− 1)eiπα.
êE¥4ë�È à�ë�í

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êE¥4ë�È à�ë�í2Ë�êE¥4ë�È à�¥�í�ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢
∞∫

0

xα−1

(1 + x)2
dx =

π(1− α)

sinπα
.

êE¥4ë�È à"��í

Ü�ÅáêE¥4ë�È à"��í�ß
Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ß
¾
Í,Õ
α = 1/2

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∞∫

0

dx√
x(1 + x)2

=
π

2
.

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä�ä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∞∫

0

ln x√
x(1 + x)2

dx.
êE¥4ë�È à�ª�í

��	8ï�	�����	�¯W�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡á£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
ä êE¥4ë0È ª$��í�ß
Á
£�Ø�¡W¾�Ê
¿çÃ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍn¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é
Ë6Ë�Á0¾�¼

∞∫

0

ln x√
x(1 + x)2

dx =
d

dα

∞∫

0

xα−1dx

(1 + x)2

∣∣∣
α=1/2

.
êE¥4ë�È à�à�í

ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ë4èRÁ
£>é�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼W¢yêE¥4ë�È à"��í�ß
Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼áêE¥4ë�È à�à�í2Ì
¼>Ò
¼>Ì
Á�èR¼>¢�¤�À4¤
∞∫

0

ln x√
x(1 + x)2

dx =
d

dα

(π(1− α)

sinπα

)∣∣∣
α=1/2

=

=
π

sin2 πα
[π(α− 1) cos πα− sinπα]

∣∣
α=1/2

= −π.
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä+ë ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

1∫

0

√
1− x
x

dx

(2 + x)2
.

êE¥4ë�È à�â�í



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Ò 	 �
��	8ï�	�����	�¯G�2Ò,À4Ë�Ê
Á
Ë¶êE¥4ë�È à�â�í\£ÙêE¥4ë�È ��¦�í�ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢

α = −1/2
È&É<½�£>ä2¾�Àn£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ßbÂ�½�¡

Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍv£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�ß�½�À4¤i¤0À4¤
α
ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½!Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Ú −1< α < 1

È�ø�À4¢K¼>Ê
¡�Ã
Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã~êE¥4ë�È ª�ª�í&Á
£�Ø�¡W¾�Ê
¿çÃ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ!£>Ë�¡W¾�Á�½�£�Õ�¤gË�Á0¾,Ú

I =

∞∫

0

dy√
y(2 + 3y)2

=
1

9

∞∫

0

dy√
y(2/3 + y)2

.
êE¥4ë�È à�«�í

Ü�ÅáêE¥4ë�È à�«�í�ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È �
¬Hí�ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

I =
2πi

9(1− eiπ)
Res

z=(2eiπ)/3

[ 1√
z(2/3 + z)2

]
=

=
πi

9
lim

z→(2eiπ)/3

d

dz
(z−1/2) = −πi

18

(2

3
eiπ
)−3/2

=
π

4
√

6
.

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä+ñ ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∞∫

0

xβ−1

1 + 3
√
x
dx.

��	8ï�	�����	�¯2Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�ßK¼>£�Í�Á
0 < β < 1/3

Èbø�À4¢K¼>Ê,À8Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã
x = y3Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½áÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!¤gË�Á0¾,Ú�êE¥4ë�È ë�«�í

I = 3

∞∫

0

y3β−1

1 + y
dy.

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë�Ë�êû¥�ë�È ª4«�í
α = 3β

ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

I =
3π

sin 3πβ
.

♦
¨{¡á£>Á0Ø8Ì
¡�Ò8ËáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ÀHØ�êE¥4ë�È ë�«�íûÛ?êE¥4ë�È ��¦�í2¢K¿yÒ,À4£Q£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�ÀHÍ�ÁnÊ
¼>Ô
¼�Í�¿ç¼

α
È?ð

£�Í,Ú0Â,À4¼\Ô
¼�Í�¿2Ø
α
Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À�êE¥4ë�È �
¬Hí2Ì
¼>Ò
¼>£Q½4À4¼Q½�î�Ò,À4Ö�¡4½�À�½�é
ïHß,½4À4¤�¤0À4¤g¼>¼(ÅWÊ,À4¢K¼>Ê,À�½�¼�Í�é

¡�Ö�Ò,À�×�À4¼Q½�£�ÕtË~Ê�ÚJÍ�é
ÈçÝ9¼!Á�ÅQÍ�À4Î�À�Õt¡�Ö4×RÁ0Ø*¢K¼Q½�¡W¾�¡�Ë�Á Ì
Ò
Á
¼Q¢b¡4Ë�Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�ÕtÁ
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ën½4À4¤�¡�Î>¡�½�Á
Ì,À�ß&¢K¿úÁ0Ø¶Ì
Ò
¡�Á0Í
Í�ä<£Q½�Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢�Ê,À�Ò�Õ0¾�¼g¤0¡�Ê
¤
Ò
¼Q½�Ê
¿2Ø�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�Ë
È
Ý(ÀJÂ
Ê
¼>¢¶£(Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËáË�Á0¾�ÀgêE¥4ë�È ��¦�í�È
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä�ö ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =

∞∫

0

lnx

x2 + a2
dx, a > 0.

êE¥4ë�È à#��í

��	8ï�	�����	�¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∫

γ

ln z

z2 + a2
dz,

êE¥4ë�È â4¦�í

ÎU¾�¼(¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>ÊgÊ,À�Ò
Á
£4È���â�È



Ò]&$Ó Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
 #À4¤�¡�Ã ¤�¡�Ê�½4Ú0Ò Ì
¡4Å>Ë�¡�Í,Õ
¼Q½ ¡4Ö�¡�Ã�½�Á

½�¡�Â
¤�Ú
z = 0

ß�Õ
Ë�Í,Õ
äM×{Ú0ä<£�Õ�Í�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�¡�Ã!½�¡�Â
¤�¡�Ã!Ò,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�ß�Á8Ë�¿2¾�¼�Í�Á�½�é
¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê�Ú0ä Ë�¼Q½�Ë�é Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢bÀ�ß Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4äM×R¼>Î>¡ ¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¿B¼
ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ¶¾
Í,Õ

z = x > 0
È2ð2Ê�Ú�½�Ò
Á ¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Hã�¼>Ê,À�½�¡�Â
¤0À

z = ia
ßbÕ
Ë�Ó

Í,Õ
äM×�À�Õ
£�ÕgÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢¶Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õá£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡RÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á°¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿÷ØáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¡�Ë{Áá¡�£>Ê
¡�Ë�Ê�Ú0ä ½�¼>¡�Ò
¼�Ó

¢#Úå¡6Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ8¥0¬�È ë�ß
Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ¶êE¥4ë�È â4¦�í&¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�éáË6Ë�Á0¾�¼

R∫

ρ

lnx

x2 + a2
dx+

∫

γR

ln z

z2 + a2
dz +

−ρ∫

−R

lnx

x2 + a2
dx+

∫

γρ

ln z

z2 + a2
dz =

= 2πiRes
z=ia

ln z

z2 + a2
.

êE¥4ë�È â0¬Hí

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¡�Î>¡
ß,Â�½�¡

−ρ∫

−R

lnx

x2 + a2
dx =

R∫

ρ

ln(−x)
x2 + a2

dx =

R∫

ρ

lnx+ iπ

x2 + a2
dx,

Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡J¾
ρ→ 0

ß
R→∞ Ë8êE¥4ë�È â�¬Híb¾�À4¼Q½

2

∞∫

0

lnx

x2 + a2
dx+ iπ

∞∫

0

dx

x2 + a2
+

∫

γρ

ln z

z2 + a2
dz+

+

∫

γR

ln z

z2 + a2
dz =

π

a

(
ln a+ i

π

2

)
.

êE¥4ë�È â�¥�í

�bÍ�¼�¾,Ú4Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼°êE¥4ë�È ¬H¥�í�ß�Ë�¿çÂ
Á
£�Í�Á
¢

lim
ρ→0

ρM(ρ),

ÎU¾�¼

M(ρ) = max
z∈γρ

∣∣∣ ln z

z2 + a2

∣∣∣ 6 | ln ρ|+ π

a2 − ρ2
, ρ < a.

Þ\¼>Î>¤�¡�Ë�Á0¾�¼Q½�é
ß�Â�½�¡

lim
ρ→0

ρM(ρ) 6 lim
ρ→0

ρ(| ln ρ|+ π)

a2 − ρ2
= 0,

À,-Q½�¡
ß,£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Í�¼>¢K¢K¼{¥4ë�È ¬�ß
¡4ÅWÊ,ÀHÂ,À�¼Q½Hß�Â�½�¡

lim
ρ→0

∫

γρ

ln z

z2 + a2
dz = 0.

êE¥4ë�È â4ë�í

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�ß�Â�½�¡

lim
R→∞

∫

γR

ln z

z2 + a2
dz = 0.

êE¥4ë�È â$��í



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Ò]&8Ò
ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êE¥4ë�È â4ë�í2ÁÙêE¥4ë�È â$��í2Ë�êE¥4ë�È â�¥�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

2

∞∫

0

lnx

x2 + a2
dx+ iπ

∞∫

0

dx

x2 + a2
=
π ln a

a
+ i

π2

2a
.

êE¥4ë�È â�ª�í

�2Ò,À4Ë�Ê
Á
ËR¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é4Ê
¿B¼{Áo¢KÊ
Á
¢K¿ç¼\Â,À4£Q½�Á~êE¥4ë�È â�ª�í�ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢

∞∫

0

lnx

x2 + a2
dx =

π ln a

2a
,

∞∫

0

dx

x2 + a2
=

π

2a
.

êE¥4ë�È â4à�í

É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡ç¾
Í,Õ\Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�ÕRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë<¡�Ö4×R¼>Î>¡MË�Á0¾�À

ÎiÏ8Ð�Ñ�& �

∞∫

0

(lnx)mR(x)dx,

ÎU¾�¼
m
ÛáÔ
¼�Í�¡�¼4ß�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼Q½�éá¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿çÃ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∫

γ

(ln z)m+1R(z)dz,
êE¥4ë�È â�â�í

¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
¤�¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê°Ê,À{Ò
Á
£4Èc��à�È�ñ9Ò,À4Ë�¾�À�ß0¼>£�Í�Á R(x)

Û�Â
¼Q½�Ê,À�ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß
Ë�¢K¼>£Q½�¡8êE¥4ë�È â�â�í2¢K¡JãáÊ
¡�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é°Ö�¡�Í�¼>¼9Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ã�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∫

γ

(ln z)mR(z)dz

£9Ö�¡�Í�¼>¼(Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢*¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
γ
ß
Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Ê
¿÷¢�Ê,À�Ò
Á
£4Èð��â0È

ð2¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á
¼~Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËyêE¥4ë�È ë�«�íå£�Ô
¼�Í�¿ç¢
α
Ì
Ò
¡�Á0Í
Í�ä<£Q½�Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢ £�Í�¼�¾,Ú0äM×�Á
¢

Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�¢çÆ
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä ù�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

∞∫

0

dx

1 + x3
.

êE¥4ë�È â4«�í

��	8ï�	�����	�¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∫

γ

ln z

1 + z3
dz,

êE¥4ë�È â"��í

ÎU¾�¼B¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê6Ê,À9Ò
Á
£4È���à�È� #À4¤�¡�Ã�¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½\¡�Ö�¡�Ã�½�Á6½�¡�Â
¤�Ú

z = 0
ß

Õ
Ë�Í,Õ
äM×{Ú0ä<£�ÕåÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�¡�Ão½�¡�Â
¤0¡4ÃgÒ,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�ß,ÁoË�¿2¾�¼�Í�Á�½�é�¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê�Ú0ä
Ë�¼Q½�Ë�é°Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢bÀ�ß�Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4äM×R¼>Î>¡o¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¿B¼6ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ�Ê,ÀåË�¼>Ò�Ø�Ê
¼>¢ Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ
z = x

Á�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ
z = xei2π Ê,À�Ê
Á�ãáÊ
¼>¢*Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ�È�ð2Ê�Ú�½�Ò
Án¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À γ Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
¿½�Ò
Á ¡�£>¡�Ö�¿ç¼n½�¡�Â
¤
Á
z1 = eiπ/3 ß z2 = eiπ Á z3 = ei5π/3 ß÷Õ
Ë�Í,Õ
äM×RÁ
¼>£�Õ Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢KÁÌ
¡�Í�ä<£WÀ4¢KÁgÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁiêE¥4ë�È â"��í�È
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Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õá£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡RÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á°¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿÷ØáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¡�Ë{Áá¡�£>Ê
¡�Ë�Ê�Ú0ä ½�¼>¡�Ò
¼�Ó

¢#Úå¡6Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ8¥0¬�È ë�ß
Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀJÍ¶êE¥4ë�È â"��í&¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é
R∫

ρ

lnx

1 + x3
dx+

∫

γR

ln z

1 + z3
dz +

ρ∫

R

lnx

1 + x3
dx+

∫

γρ

ln z

1 + z3
dz =

= 2πi
3∑

k=1

Res
z=zk

ln z

1 + z3
.

êE¥4ë�È «�¦�í

§�Â�½�¼>¢çß�Â�½�¡�Ê,À�Ê
Á�ãáÊ
¼>¢¶Ö�¼>Ò
¼>ÎQÚ
ρ∫

R

lnx

1 + x3
dx = −

R∫

ρ

lnx+ 2πi

1 + x3
dx.

 �¡�ÎU¾�À�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾
ρ→ 0

ß
R→∞ Ë8êE¥4ë�È «�¦�íK¾�À4¼Q½

−2iπ

∞∫

0

dx

1 + x3
+ lim

ρ→0

∫

γρ

ln z

1 + z3
dz + lim

R→0

∫

γR

ln z

1 + z3
dz =

= 2πi
[

lim
z→eiπ/3

ln z

(eiπ/3 − eiπ)(eiπ/3 − ei5π/3)
+

+ lim
z→eiπ

ln z

(eiπ − eiπ/3)(eiπ − ei5π/3)
+

+ lim
z→ei5π/3

ln z

(ei5π/3 − eiπ/3)(ei5π/3 − eiπ)

]
.

êE¥4ë�È «�¬Hí

� Ì
¡�¢K¡4×Ré�ä Í�¼>¢K¢K¿y¥4ë�È ¬�Í�¼>Î>¤�¡�Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�é8ê³£>¢çÈ,Ì
Ò
¼�¾�¿&¾,Ú0×RÁ
¼{Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¿Mí�ß�Â�½�¡

lim
ρ→0

∫

γρ

ln z

1 + z3
dz = lim

R→∞

∫

γR

ln z

1 + z3
dz = 0.

êE¥4ë�È «�¥�í

 �¡�ÎU¾�À�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�À�êE¥4ë�È «�¬Hí2Ì
Ò
Á
¢K¼Q½áË�Á0¾
∞∫

0

dx

1 + x3
= − iπ

3

[ 2√
3i(3 +

√
3i)
− 10√

3i(3−
√

3i)
+ 1
]

=
2π

3
√

3
.

É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß&Â�½�¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÑêE¥4ë�È â4«�í{¢K¡JãáÊ
¡nÖ�¿&Í�¡�Ë�¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éÙÌ
Ò
¡4×R¼g£oÌ
¡�¢K¡4×Ré�ä
ÅJÀ4¢K¼>Ê
¿ Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Ã

x3 = y
È
 �¡�ÎU¾�À�ß
£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È ª4«�í�ß

∞∫

0

dx

1 + x3
=

1

3

∞∫

0

y1/3−1

1 + y
dy =

π

3 sin(π/3)
=

2π

3
√

3
.

♦
�bÍ�¼�¾,Ú�¼Q½\¡�½�¢b¼�½�Á�½�é
ß�Â�½�¡<¾
Í,ÕRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËáêE¥4ë�È ë�«�í.¡4½�Â
¼Q½�Ê
¿2Ø6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�£÷Ô
¼�Í�¿ç¢

α
¢K¡JãáÊ
¡6Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡4Ë�À�½�éáÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ,ÚÙêE¥4ë�È ¥4ë�í�ß0½4À4¤g¤0À4¤gËD-Q½�¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼

∞∫

0

R(x)dx =
1

2

∞∫

−∞

R(x)dx.

ð�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼9Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢vÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿t½�Á
Ì,ÀåêE¥4ë�È ë�«�íK£�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿ç¢�Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Ó
Í�¼>¢çÈ



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Ò]& 	
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä ;�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

∞∫

0

cos(lnx)

a2 + x2
dx,

∞∫

0

sin(lnx)

a2 + x2
dx, a > 0.

êE¥4ë�È «�ë�í

��	8ï�	�����	�¯�Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿ êE¥4ë�È «�ë�í�¢K¡JãáÊ
¡MÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é9¤0À4¤(¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê�Ú�ä�Á{¢KÊ
Á0Ó
¢#Ú0äyÂ,À4£Q½�Á�Á
Ê�½�¼QÎ>Ò�ÀHÍ�À

∞∫

0

ei ln x

a2 + x2
dx.

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿çÃ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∫

γ

ei ln z

a2 + z2
dz,

êE¥4ë�È «"��í

ÎU¾�¼
γ
Û¶¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ßBÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Ê
¿çÃtÊ,ÀvÒ
Á
£4ÈG��âiÁt£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×RÁ
ÃtË�Ê�Ú�½�Ò
Á £>¼>ÖHÕ ½�¡�Â
¤�Ú

z = ia
ßJÕ
Ë�Í,Õ
äM×{Ú0ä<£�ÕRÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢nÌ
¡�Í�ä<£>¡�¢çÈ4ð2¿çÖ�¼>Ò
¼>¢n¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê�Ú0ä�Ë�¼Q½�Ë�éBÍ�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢bÀ

½�À4¤�ß�Â�½�¡�Ö�¿
ln z = ln x

¾
Í,Õ
x > 0

Á
ln z = lnx + iπ

¾
Í,Õ
x < 0

Ê,À�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã
¡�£>Á

z = x
È,©(À4¤gÁoË�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú0×RÁ0Ø�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,ÀHØ?ß�Ò,À4£>Ì
Á�èR¼>¢yêE¥4ë�È «"��í

∞∫

0

ei ln x

a2 + x2
dx+ lim

R→∞

∫

γR

ei ln z

a2 + z2
dz +

0∫

−∞

ei ln x

a2 + x2
dx+

+ lim
ρ→0

∫

γρ

ei ln z

a2 + z2
dz = 2πiRes

z=ia

ei ln z

a2 + z2
.

êE¥4ë�È «�ª�í

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¡�Î>¡
ß,Â�½�¡
0∫

−∞

ei ln x

a2 + x2
dx =

∞∫

0

ei(ln x+iπ)

a2 + x2
dx,

lim
R→∞

∫

γR

ei ln z

a2 + z2
dz = lim

ρ→0

∫

γρ

ei ln z

a2 + z2
dz = 0,

Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,ÚÙêE¥4ë�È «�ª�í&¢K¡Hã�Ê
¡6Ì
¼>Ò
¼>Ì
Á
£WÀ�½�é

(1 + e−π)

∞∫

0

ei ln x

a2 + x2
dx =

π

a
ei(ln a+iπ/2),

¡4½�¤�ÚW¾�À
∞∫

0

ei ln x

a2 + x2
dx =

πe−π/2ei ln a

a(1 + e−π)
=

πei ln a

2a ch π/2
.

êE¥4ë�È «�à�í

ñ9Ò
Á
Ò,À4Ë�Ê�Õ
ËR¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¿ç¼{Ág¢KÊ
Á
¢K¿ç¼(Â,À4£Q½�Á~êE¥4ë�È «�à�í�ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢
∞∫

0

cos(lnx)

a2 + x2
dx =

π cos(ln a)

2a ch π/2
,

∞∫

0

sin(lnx)

a2 + x2
dx =

π sin(ln a)

2a ch π/2
.

êE¥4ë�È «�â�í



Ò]&�& Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
ë�ñ ¯ F ¯°�n��1.34��	8��	0���������
�	�����56	������
	�34����+�5
ø�¾�¼>£>éá¢K¿�Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ ¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼{Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×RÁ0Ø8½�¼>¡�Ò
¼>¢ Ê,À�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿9ß?£>¡J¾�¼>Ò0Ó

ã6À�×RÁ
¼(¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¼\¡�£>¡�Ö�¿ç¼9½�¡�Â
¤
ÁgÊ,À6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¼{Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�È
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯O;�¯jõ\���Q���¶aK��X,���,`0� R(x)

��T�FHG>N�LQ�6G4FUD��,LQ�º�<D�LQ��FHG�A4X,`0�0� �6L>FUD�LO�9Y
¥4ë�È ¥n�4D�`~����N�FHG�`,`�IM�0�6Få�0A��Q���!�4D�FH�Q��Y��~��FUN �B�>FHG

N1

`��gFJ�KJ6L>C�Fg�0`���N�A
N
FH�>FJ�HY��

�6FJ��LQ�6N�L�V `,�úX,AáT�LQZ��Q�6G�`,�6LON���X�FJZ!FH�Q`
γx
;B_,FHC�THA

V.p.

∞∫

−∞

R(x)dx = 2πi
[N−N1∑

k=1

Res
z=zk /∈γx

R(z) +
1

2

N1∑

k=1

Res
z=zk∈γx

R(z)
]
.

êE¥4ë�È «�«�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�~K£�Í�Á�¢K¿�¾�¡�¤0À�ã6¼>¢yÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡*êE¥4ë�È «�«�í9¾
Í,Õ
N1 = 1

ß�½�¡!¾�¡�¤0ÀHÓ
ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡v¾
Í,ÕtÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡

N1 6 N
¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ÈBÜ�½�À4¤�ß÷¾
Í,ÕtÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á R(z)

ß
Á
¢K¼>äM×R¼>Ã�Ê,À{¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é4Ê
¡�Ã8¡�£>ÁgÌ
¡�Í�ä<£

z = x1
ß
Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∫

γ

R(z)dz,

Ì
¡6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ
ß,Á�ÅW¡4Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Ê
¡�¢#ÚåÊ,À�Ò
Á
£4Èð��«�È

ÎiÏ8Ð�Ñ8& �ò�ÀH¾�Á�Ú�£>¿�Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã
γρ

Á
γR

Ë�¿çÖ�Ò,À4Ê
¿�½4À4¤�ß�Â�½�¡�Ö�¿�Ë�£>¼B¡�£>¡�Ö�¿ç¼ç½�¡�Â
¤
Á�ß�Ê
¼
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ
¼�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãg¡�£>Á�ß,Ê,ÀHØ�¡W¾�Á0Í�Á
£>é�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Ág¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
È,Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õ

£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡nÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Áv¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¡�Î>¡nÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À!Á~¡�£>Ê
¡�Ë�Ê�Ú0ä ½�¼>¡�Ò
¼>¢#Úi¡8Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ?ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∫

γR

R(z)dz +

x1−ρ∫

−R

R(x)dx+

∫

γρ

R(z)dz +

R∫

x1+ρ

R(x)dx =

= 2πi
N−1∑

k=1

Res
z=zk /∈γ

R(z).
êE¥4ë�È «#��í

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾
ρ→ 0

ß
R→∞ Ë�êE¥4ë�È «#��íb¾�À4¼Q½

lim
R→∞

∫

γR

R(z)dz + lim
ρ→0

∫

γρ

R(z)dz +

x1∫

−∞

R(x)dx+

∞∫

x1

R(x)dx =

= 2πi
N−1∑

k=1

Res
z=zk /∈γx

R(z).
êE¥4ë�È ��¦�í

ñ9Ò
Á°¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é4£Q½�Ë�¼(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿l¥4ë�È ¥0ß
Ö�¿2Í�¡6Ì
¡�¤�À�ÅJÀ4Ê
¡
ß
Â�½�¡

lim
R→∞

∫

γR

R(z)dz = 0,



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Ò]& .
½�¡�ÎU¾�À�êE¥4ë�È ��¦�í2¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ�Ì
Á
£WÀ�½�é

∞∫

−∞

R(x)dx+ lim
ρ→0

∫

γρ

R(z)dz = 2πi
N−1∑

k=1

Res
z=zk /∈γx

R(z).
êE¥4ë�È ��¬Hí

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ö�¡�Í�¼>¼(Ì
¡W¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∫

γρ

R(z)dz.
êE¥4ë�È ��¥�í

 #À4¤�¤0À4¤�½�¡�Â
¤0À
z = x1

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕiÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢çß�½�¡�Ëg¤0¡�Í�é�Ô
¼
0 < |z − x1| <

ρ1
ßKÊ
¼g£>¡W¾�¼>Ò�ã�À�×R¼Q¢l¾�Ò�Ú0Î>Á0Ø¶¡�£>¡�Ö�¿2Ø~½�¡�Â
¼>¤�ß&Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä R(z)

¢K¡HãáÊ
¡nÒ,ÀHÅQÍ�¡HãáÁ�½�é�Ë
Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡!£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
Ã
£�Õ¶Ò�Õ0¾�Þ\¡�Ò,À4Ê,À0ß#¼>£�Í�Á

ρ1 > ρ
Áv£>¤�¡�Í�é!Ú0Î>¡W¾�Ê
¡�Ö�Í�Á�ÅW¤�¡n¤

ρ
È

 �¡�ÎU¾�À�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�êE¥4ë�È ��¥�í2¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ�Ì
Á
£WÀ�½�é

∫

γρ

R(z)dz = C−1

∫

γρ

dz

z − x1

+
∞∑

k=0

Ck

∫

γρ

(z − x1)
kdz.

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë
z − x1 = ρeiϕ ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢�Ò,À4Ë�¼QÊ
£Q½�Ë�¡

∫

γρ

R(z)dz = iC−1

0∫

π

dϕ+
∞∑

k=0

Cki

0∫

π

ρk+1ei(k+1)ϕdϕ =

= −iπC−1 +
∞∑

k=0

Ck
ρk+1

k + 1
[1− ei(k+1)π],

Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡J¾!Ë6¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢v¾�À4¼Q½

lim
ρ→0

∫

γρ

R(z)dz = −iπC−1

Á0Í�Á
lim
ρ→0

∫

γρ

R(z)dz = −iπ Res
z=x1

R(z)
êE¥4ë�È ��ë�í

£�Ú0Â
¼Q½�¡�¢�½�¡�Î>¡
ß,Â�½�¡
C−1 = Res

z=x1

R(z).

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ê
¡�Ë�¤0À�êE¥4ë�È ��ë�í2Ë�êE¥4ë�È ��¬Hí2Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½á¤

∞∫

−∞

R(x)dx = 2πi
[N−1∑

k=1

Res
z=zk /∈γ

R(z) +
1

2
Res
z=x1

R(z)
]
.

êE¥4ë�È �"��í

ðÙ£�Í,Ú0Â,À4¼çÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡�Â
Á
£�Í�À�Ì
¡�Í�ä<£>¡�Ë
N1
ßHÍ�¼Qã6À�×RÁ0ØRÊ,ÀB¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á�ß

Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�À�êE¥4ë�È �"��í2¡4Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¿ç¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡J¾�Á�½°Ë�êE¥4ë�È «�«�í�È



Ò]&$û Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯ F ¯jõ\���Q���¶aK��X,���,`0� R(x)

��T�FHG>N�LQ�6G4FUD��,LQ�º�<D�LQ��FHG�A4X,`0�0� �6L>FUD�LO�9Y
¥4ë�È ëo�4D�`8����N�FHG�`,`�Ib�0�6FR�0A��Q���°�4D�FH�Q��Y��8��FUN �B�>FHG

N1
`��6FJ�KJ6L>C�F��0`��ON�AáFH�>FJ�HY��!�6FJ�

��LQ�
N
N�L�V `,� X,AáT�L�Z��Q�6G�`,�6LON���X�FJZ!FH�Q`

γx

;M_
FHC�THA

V.p.

∞∫

−∞

eiaxR(x)dx = 2πi
[N−N1∑

k=1

Res
z=zk /∈γx

R(z)eiaz+

+
1

2

N1∑

k=1

Res
z=zk∈γx

R(z)eiaz
]
.

êE¥4ë�È ��ª�í

�n���������
�
	�+Ëó����
��¶À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡!¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë4Ú�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>Ã�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ £oÊ
¼>¡4ÖJØ�¡�Ó
¾�Á
¢K¿ç¢KÁgÁ�ÅWË�Í�¼>Â
¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ�Á�Å9¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�À6½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿y¥4ë�È ¥0È
%&	�����	�'9� ë�ñ ¯OT�¯jõ\���Q���¶aK��X,���,`0� R(x)

��T�FHG>N�LQ�6G4FUD��,LQ�º�<D�LQ��FHG�A4X,`0�0� �6L>FUD�LO�9Y
¥4ë�È ª �4D�`�����N�FHG�`,`�I��0�6F

α 8 X�LQ��FJ�6FUD�FHL��0F��9��N�LQ���QX�FHL��0`���N�F>IáA��0A��Q���*�4D�FH�Q��Y����FUN �B�>FHG
N1
`���FJ�KJ6L>C�F6�0`��ON�A°FH�>FJ�HY��n�6FJ��LQ�

N
N�L�V `,� X,ARN�����L

γx :]0,∞[
;M_,FHC�THA

V.p.

∞∫

0

xα−1R(x)dx =
2πi

1− ei2πα

[N−N1∑

k=1

Res
z=zk /∈γx

R(z)zα−1+

+
1 + ei2πα

2

N1∑

k=1

Res
z=zk∈γx

R(z)zα−1
]
.
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¼>¢K¿ ¥4ë�È ª0È÷É<½�¢K¼Q½�Á
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¡�Ë
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Ê
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Á
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Á
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îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä F ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =
©RÈ ª�È ∞∫

−∞

dx

(x2 + a2)(x− b) , a > 0.
êE¥4ë�È ��â�í

��	8ï�	�����	�¯i'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
R(z) =

1

(z2 + a2)(z − b) ,
êE¥4ë�È ��«�í

Ë�¡�Ó�Ì
¼>Ò
Ë�¿2Ø?ß,Ì
Ò
Á
z →∞ £>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

lim
z→∞

R(z)

z3
= A, A = const , |A| <∞,
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ÀMË�¡�Ó�Ë4½�¡�Ò
¿2Ø?ß4Á
¢K¼>¼Q½�½�Ò
Á�Ì
Ò
¡�£Q½�¿2Ø6Ì
¡�Í�äM£WÀ

z1 = ia
ß
z2 = −ia Á x3 = b

ß�Á�Å÷¤0¡4½�¡�Ò
¿2Ø
z1Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê�Ë�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¼>Ã8Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á.ß

z2
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z3
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¡�Ã

¡�£>Á�È�ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
Ëá£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È «�«�í

Res
z=ia
R(z) = lim

z→ia

1

(z + ia)(z − b) =
1

2ia(ia− b) ,

Res
z=b
R(z) = lim

z→b

1

(z2 + a2)
=

1

b2 + a2

ÁoÌ
¡J¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë�Ë�êE¥4ë�È ��â�í2Ê,À4Ã0¾�¼>Ê
Ê
¿ç¼\Ë�¿çÂ
¼Q½�¿9ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

V.p.

∞∫

−∞

dx

(x2 + a2)(x− b) = 2πi
[ 1

2ia(ia− b) +
1

2(b2 + a2)

]
=

= − πb

a(a2 + b2)
.
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Á
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Î>Ò
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¡
ß�Ò,À�ÅQÍ�¡JãáÁ
¢�êE¥4ë�È ��«�í2Ê,À6Ì
Ò
¡�£�½�¼>Ã�è�Á
¼(¾�Ò
¡�Ö�Á�Æ

R(z) =
1

(x2 + a2)(x− b) =

=
1

b2 + a2

[
− x

x2 + a2
− b

x2 + a2
+

1

x− b
]
.
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I =
1

b2 + a2

[
−

∞∫

−∞

x dx

x2 + a2
− b

∞∫

−∞

dx

x2 + a2
+

∞∫

−∞

dx

x− b
]
.
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ð*Ì
Ò
¼�¾�¿&¾,Ú0×RÁ0Ø�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,ÀHØoÁgñ9Ò
Á0Í�¡Jã�¼>Ê
Á
Ágñ�¬(Ì
¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
ß
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¼QÒ
Ë�¿çÃgÁoÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
Á
Ã
Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿ Ë�êE¥4ë�È ¬J¦�¬Hí\£�Ø�¡W¾,Õ�½�£�Õ¶Ë�£>¢K¿ç£�Í�¼gÎ�Í�À4Ë�Ê
¡�Î>¡nÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ¶¤�Ê�ÚJÍ�ä{ß&ÀnË�½�¡�Ò
¡�Ã
Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ8Ë6¡�Ö�¿çÂ
Ê
¡�¢¶£Q¢b¿÷£�Í�¼

I =
b

b2 + a2

∞∫

−∞

dx

x2 + a2
= − b

a(b2 + a2)

[
arctg

x

a

]∣∣∣
∞

−∞
=

= − bπ

a(b2 + a2)
.

ø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡�Ì
Ò
Á
a→ +0

ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼
I → −∞ ß0½HÈ ¼4È�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ~êE¥4ë�È ��â�íbÒ,À�£�Ø�¡W¾�Á�½�Ó£�Õ�ß�½�À4¤!¤�À4¤�¾�Ë�À°Ì
Ò
¡�£Q½�¿2ØnÌ
¡�Í�ä<£WÀ

z = ±ia £�Í�Á
Ë�À4äM½�£�ÕnË°¡J¾�Á
Êg¾�Ë4Ú0¤
Ò,À�½�Ê
¿çÃ z = 0
È

 #À4¤�¡�Ãåã�¼9Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½°£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°Á�Å°êE¥4ë�È ¬J¦�¬Hí&Ì
Ò
Á
a = 0

Æ

I =
1

b2

[
−

∞∫

−∞

dx

x
− b

∞∫

−∞

dx

x2
+

∞∫

−∞

dx

x− b
]
,

½�À4¤�¤0À4¤�Ë4½�¡�Ò
¡�Ã�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!ê³£>¢çÈ4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò<�c�0í�£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½9Â
¼Q½�Ê�Ú0ä £Q½�¼>Ì
¼>Ê
é
x
Á�Ë�£>¢K¿ç£�Í�¼

ÎUÍ�À4Ë�Ê
¡�Î>¡6ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�ÕgÒ,À4£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õ�È
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îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä T�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =
©RÈ ª�È ∞∫

−∞

eiαx

x
dx.

��	8ï�	�����	�¯bø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß.Â�½�¡8À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�¼áÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼6Ì
¡J¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�ÃiÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Á*Ì
Ò
Á

α > 0
ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢^½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ¥4ë�È «ÙÁ Á
¢K¼>¼�½�¡W¾�Á
Ê Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ã

Ì
¡�Í�ä<£
z = 0

ß0Í�¼Qã6À�×RÁ
ÃoÊ,À{¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãg¡�£>Á�È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß,£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È ��ª�í
Á
¢K¼>¼>¢

©RÈ ª�È ∞∫

−∞

eiαx

x
dx = πiRes

z=0

eiαz

z
= πi.

êE¥4ë�È ¬J¦�¥�í

¨(Í,Õ
α = −|α| < 0

ÅJÀ4¢K¼>Ê
¡�Ã
x→ −x Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

©RÈ ª�È ∞∫

−∞

eiαx

x
dx = −

∞∫

−∞

ei|α|x

x
dx = −πi. êE¥4ë�È ¬J¦�ë�í

ð*Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼,�c�áÌ
¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
ß
Â�½�¡áÌ
Ò
Á
α = 0

©RÈ ª�È ∞∫

−∞

dx

x
= 0.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

©RÈ ª�È 1

2πi

∞∫

−∞

eiαx

x
dx =

{
1/2, α > 0;
0 α = 0;
−1/2, α < 0.

êE¥4ë�È ¬J¦"��í

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ä n�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =

∞∫

−∞

sinx

x
dx.

��	8ï�	�����	�¯�ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ�Ò
¼QÅ>ÚWÍ�éH½�À�½�¡�¢�Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×R¼WÃgÅJÀH¾�ÀHÂ
Á�Æ

I =

∞∫

−∞

sinx

x
dx = Im

( ©RÈ ª�È ∞∫

−∞

eix

x
dx
)

= Im (iπ) = π.
êE¥4ë�È ¬J¦�ª4í

îg����'9	�� ë�ñ ¯ ëSx ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

©RÈ ª�È ∞∫

0

xα−1

1− xdx.
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¤
Ô
Á
Á R(z) = 1/(1−z) £>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡\Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¡�¼B£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

lim
z→∞

1

z(1− z) = 0,

Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êE¥4ë�È ��ª�í�ß,Á
£UØ�¡W¾�Ê
¿çÃ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍn£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õo¾
Í,Õ
0 < α < 1

È
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ R(z)

Á
¢K¼>¼Q½R¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿BÃ°Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ã°Ì
¡�Í�ä<£
z = 1

ß�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×RÁ
Ã�Í,Ú0Â�Ú
]0,∞[

ß,ÁoÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿y¥4ë�È «�È,ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
Ë

Res
z=1

zα−1

1− z = −1,

£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
ä êE¥4ë�È ��à�í&Ê,À4Ã0¾�¼>¢

©RÈ ª�È ∞∫

0

xα−1

1− xdx = −πi1 + ei2πα

1− ei2πα
= π ctg απ.

êE¥4ë�È ¬J¦�à�í

♦
ð ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼!¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß÷Â�½�¡~£>Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¼!Ë�¿÷èR¼�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¡WØ�Ë�À�½�¿2Ó

Ë�À4äM½�¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡~Ú�ÅW¤
Á
Ã*¤0Í�À4£>£�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë
Èçñ9¡#-Q½�¡�¢#Ú¶Á
Ê�½�¼>Ò
¼>£!Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM½vÊ
¼
½�¡�Í�é�¤�¡n£WÀ4¢KÁ~½�¼>¡�Ò
¼Q¢b¿�ßbÊ
¡8½4À4¤�ã�¼åÌ
Ò
Á
¼>¢K¿ Áv¢K¼Q½�¡W¾�¿9ßKÁ
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¼oË�¾�¡�¤0À�ÅJÀHÓ
½�¼�Í�é�£Q½�Ë�ÀHØD-�½�Á0Ø�½�¼>¡�Ò
¼>¢çß�¤0¡4½�¡�Ò
¿÷¼BÊ
¼>Ò
¼�¾�¤�¡(Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
äM½9Ë�¿çÂ
Á
£�Í,Õ�½�é(Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¿¶Ö�¡HÍ�¼>¼
èRÁ
Ò
¡�¤
Á0Øg¤0Í�À4£>£>¡�Ë
È
îg����'9	�� ë�ñ ¯ ëiä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é

I =

∞∫

0

1− cosαx

x2
dx.

��	8ï�	�����	�¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿çÃ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

I =

∫

γ

1− eiαz

z2
dz, α > 0,

êE¥4ë�È ¬J¦�â�í

ÎU¾�¼6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
Á�ÅW¡�Ö�Ò,ÀHã6¼>ÊnÊ,ÀåÒ
Á
£4Èi��«åÌ
Ò
ÁnÚ�£�Í�¡�Ë�Á
Á

x1 = 0
È.ð2Ê�Ú�½�Ò
Á�½4À4¤�¡�Î>¡g¤�¡�Ê�½4Ú�Ó

Ò,ÀáÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê,À�ÕnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ8Ê
¼RÁ
¢K¼>¼Q½å¡�£>¡�Ö�¿2Ø�½�¡�Â
¼>¤�È? �¡�ÎU¾�À�ß�£{¡W¾�Ê
¡�Ã8£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼8©9¡4èRÁ

I = 0
ßbÀn£å¾�Ò�Ú0Î>¡�ÃvÛi£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡Ù£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4Ú¶ÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á

¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿2Ø�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë

I =

−ρ∫

−R

1− eiαx

x2
dx+

∫

γρ

1− eiαz

z2
dz+

+

R∫

ρ

1− eiαx

x2
dx+

∫

γR

1− eiαz

z2
dz = 0.

êE¥4ë�È ¬J¦�«�í

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾
ρ→ 0

ß
R→∞ Ë�êE¥4ë�È ¬J¦�«�í&£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À

−ρ∫

−R

1− eiαx

x2
dx =

R∫

ρ

1− e−iαx

x2
dx
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¾�À4¼Q½

∞∫

0

2− (eiαx + e−iαx)

x2
dx+ lim

ρ→0

∫

γρ

1− eiαz

z2
dz+

+ lim
R→∞

∫

γR

1− eiαz

z2
dz = 0.

êE¥4ë�È ¬J¦#��í

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Í�¼>¢K¢K¼R¥4ë�È ¬(Ì
Ò
Á
α > 0

lim
R→∞

∫

γR

1− eiαz

z2
dz = 0.

êE¥4ë�È ¬�¬J¦�í

¨(Í,Õ8Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ÀåÌ
¡å¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γρ
Ë�¡4£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ!½�¼>¢çß�Â�½�¡°½�¡�Â
¤�À

z = 0¾
Í,Õ~Ì
¡J¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�êE¥4ë�È ¬J¦�â�í9Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢lÌ
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡!Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À!£
Ë�¿çÂ
¼Q½�¡�¢çß,Ò,À4Ë�Ê
¿ç¢

Res
z=0

1− eiαz

z2
= −iα,

Á�ßç£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßMË�¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�½�¡�Â
¤
Á
z = 0

¢K¡Jã6¼Q½�Ö�¿÷½�é¶Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê,ÀvË�Ò�Õ0¾
Þ\¡�Ò,À4Ê,À

1− eiαz

z2
= − iα

z
+

∞∑

n=0

Cnz
n.

êE¥4ë�È ¬�¬�¬Hí

 �¡�ÎU¾�À

lim
ρ→0

∫

γρ

1− eiαz

z2
dz = lim

ρ→0

∫

γρ

[
− iα
z

+
∞∑

n=0

Cnz
n

]
dz.

êE¥4ë�È ¬�¬H¥�í

~K£�Í�Á
z ∈ γρ

ß,½�¡
z = ρeiϕ ß dz = iρeiϕdϕ

ß
0 6 ϕ 6 π

ß�Á�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼åêE¥4ë�È ¬�¬H¥�í2¢K¡HãáÊ
¡
ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

lim
ρ→0

∫

γρ

1− eiαz

z2
dz = lim

ρ→0

0∫

π

[
− iα

ρeiϕ
+

∞∑

n=0

Cnρ
neinϕ

]
iρeiϕdϕ =

= α

0∫

π

dϕ = −απ. êE¥4ë�È ¬�¬Jë�í

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êE¥4ë�È ¬�¬J¦�í�ß.êE¥4ë�È ¬�¬Jë�í2Ë�êE¥4ë�È ¬J¦#��í&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

2

∞∫

0

1− (eiαx + e−iαx)/2

x2
dx = απ

Á0Í�Á
∞∫

0

1− cosαx

x2
dx =

απ

2
.

êE¥4ë�È ¬�¬���í



{ ÿ ×��¦�+� Õ ý]�(ÿÙ����é��Jÿ�ý]�+������ç6è4ÿV�Jýd� Ò . Ò
ë�ñ ¯OT�¯Qîg��	�"K�����
,+�	�����	!�o1.����$����

��������1.����56'9�������
	�34����+��
'9�
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ì
¡W¾�Ò
¡�Ö�Ê
¼>ÃgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿�¡4½�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(z) =
eitz

z

êE¥4ë�È ¬�¬Hª�í

Ì
¡6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À4¢
l
ß
l+
ß
l−
ß
Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Ê
¿ç¢¶Ê,À�Ò
Á
£4È�ª4¦�È

ñ9¼>Ò
Ë�¿çÃ ¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
l
ê³Ò
Á
£4ÈBª4¦�ß AJíáÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½¶£>¡�Ö�¡�Ã Ë�£>ä}¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê�Ú0ä ¡�£>é

Ox
È0ñ9Ò
¡�£Q½�¡�ÃáÌ
¡�Í�ä<£

z = x = 0
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁnêE¥4ë�È ¬�¬Hª�í�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼QãáÁ�½R¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�ÚáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á0Ó

Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�ß�Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Ú�äM×RÁ,Ã�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8¢K¡HãáÊ
¡�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é�Ë
£>¢K¿ç£�Í�¼{ÎUÍ�À4Ë�Ê
¡�Î>¡�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ8Ê,À�Ê
¼>¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�¢*Ì
Ò
¡�¢K¼Qã�Ú�½�¤�¼{¡4½ −∞ ¾�¡ ∞ Ë�¾�¡�Í�é¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á

Ox

©RÈ ª�È ∞∫

−∞

eitx

x
dx.

êE¥4ë�È ¬�¬Jà�í

©9¡�Ê�½4Ú0Ò
¿
l+
ß
l−
Ë�¿çÖ�Ò,À4Ê
¿y½4À4¤�ß�Â�½�¡g¡�Ê
Án¡�ÖWØ�¡W¾,Õ�½gÌ
¡�Í�ä<£

z = 0
Ì
¡o¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á

Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
ε
£>Ë�¼>Ò�Ø0ÚáÁ°£>Ê
Á�Å>Ú�ß�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß�£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À�ÕáË�Ê
¼�-Q½�¡�Ãå¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Áå£<¤�¡�Ê0Ó

½4Ú0Ò
¡�¢
l
ß0½HÈ ¼4È0¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãg¡�£>é�ä

Ox
È
ðs-Q½�¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼9Ë�¢K¼>£Q½�¡6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�êE¥4ë�È ¬�¬Jà�í

Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4äM½�£�Õ8£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¼>£�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿
∫

l+

eitz

z
dz

∫

l−

eitz

z
dz.

êE¥4ë�È ¬�¬Hâ�í

~K£�Í�Á�Ë�Ë�¼Q£Q½�Áo¾�Ë�¼(Ò,À�ÅWÒ
¿çË�Ê
¿ç¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Æ,ÅWÊ,À4¤�¡�Ë4Ú0ä ê dgfO±�hS�p²³Ec� í

sign t =

{
1, t > 0,
−1, t < 0,

êE¥4ë�È ¬�¬J«�í

Áo¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê�Ú0äÑÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
äµ´�¼>Ë�Á
£>À4Ã0¾�À

θ(t) =

{
1, t > 0,
0, t < 0,

êE¥4ë�È ¬�¬���í

½�¡8¾
Í,Õv½�Ò
¼�Ø�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë�êE¥4ë�È ¬�¬Jà�í�ßçêE¥4ë�È ¬�¬Hâ�í\¢K¡JãáÊ
¡!£>Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�Á
Ò
¡�Ë�À�½�é�£�Í�¼�¾,Ú0äM×�Á
¼
Í�¼>¢K¢K¿9È
M�	�'9'9� ë�ñ ¯ ñ ¯I!�N���aK��X,���,`,`

sign t
�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4F��ON�LQTH�9�XJ6L>L°`,X,�6L>CED�AWN���X�FHL��4D�LQTH�

�Q��A�G>N�LQX,`�L_Y
sign t = ¶ ; ·.;

(
1

πi

∞∫

−∞

eitxdx

x

)
.

êE¥4ë�È ¬H¥4¦�í

ÎiÏ8Ð�Ñ . Ó



Ò . ê Ô$Õ ���"��{�×Z|�ÿ�ý]�+�8é,��ç6è4ÿV�Jýd���åÿ�ÿ�á"�+� Õ ý]�(ÿÙ����é
�n���������
�
	�+Ëó����
��g£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½åÊ
¼QÌ
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡áÁ�Å\Ò
¼QèR¼>Ê
Á�Õ�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,Àá¥4ë�È ¬J«�È
M�	�'9'9� ë�ñ ¯ ö ¯I!�N��naK��X,���,`,`�¸\L>G�`��ÏA4Z,THA

θ(t)
�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G4F���N�LQTH�9�XJ6L>L{`,X,�6L>CED�AWN����

X�FHL\�4D�LQT��Q��A�G>N�LQX,`,L_Y

θ(t) =
1

2πi

∫

l+

eitz dz

z
= − 1

2πi

∫

l−

e−itz dz

z
.

êE¥4ë�È ¬H¥0¬Hí

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯.ñ�Ú�£Q½�é
t > 0

È?ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢t¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ
ß�£>¡�£Q½�¡JÕ�×RÁ
Ã!Á�Å\¾�Ë4Ú�Ø8¤�¡�Ê0Ó

½4Ú0Ò
¡�Ë
l+R
Á
γ+

R

Èb©9¡�Ê�½4Ú0Ò
l+R
Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½~£>¡�Ö�¡�Ã�Â,À4£Q½�éÙ¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

l+
Ê,Àn¡4½�Ò
¼QÅW¤�¼

[−R,R]
ß�À

γ+
R

ÛgË�¼>Ò�Ø�Ê�Õ�ÕnÂ,À4£Q½�éo¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�ÁnÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
R
ê³Ò
Á
£4È.ª4¦�ß �>í�È�ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á0Ó

Ò�Ú�¼>¢ Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä êE¥4ë�È ¬�¬Hª�íMÌ
¡o£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê
¡�¢#Ú!½�À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�Å>¡�¢ ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�¢#Ú�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ
ß�Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õ�£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡(ÀH¾
¾�Á�½�Á
Ë�Ê
¡�£Q½�Á6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
Ê
¿2Ø6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë9ÁR¡�£>Ê
¡�Ë�Ê�Ú0ä¶½�¼>¡�Ò
¼>¢#Ú
¡6Ë�¿çÂ
¼Q½�ÀHØ8¥0¬�È ë�ß

1

2πi

[∫

l+R

eitz dz

z
+

∫

γ+

R

eitz dz

z

]
= Res

z=0

eitz

z
.

êE¥4ë�È ¬H¥�¥�í

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ!Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾
R → ∞ Ë!êE¥4ë�È ¬H¥�¥�í÷£\Ú0Â
¼Q½�¡�¢�½�¡�Î>¡
ß�Â�½�¡°Ë4½�¡�Ò
¡�Ã8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Í�¼>¢K¢K¼j( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∫

γ+

R

eitz dz

z
= 0,

À
Res
z=0

eitz

z
= 1,

¾�À4¼Q½
1

2πi

∫

l+

eitz dz

z
= 1.

êE¥4ë�È ¬H¥4ë�í

ñ�Ú�£Q½�ég½�¼>Ì
¼>Ò
é
t < 0

È�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍv¡4½gÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á*êE¥4ë�È ¬�¬Hª�íMÌ
¡o¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�Ú
γ = l+R + γ−R

ê³Ò
Á
£4È?ª�¦�ß �>í�È�ñ9¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{©9¡4èRÁ
∫

γ

eitz dz

z
=

∫

l+R

eitz dz

z
+

∫

γ−

R

eitz dz

z
= 0,

êE¥4ë�È ¬H¥$��í

½�À4¤g¤0À4¤o½�¡�Â
¤0À
z = 0

Ê,ÀHØ�¡W¾�Á�½�£�Õ�Ë�Ê
¼(¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,À
γ
È

ñ9Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡J¾
R→∞ Ë�êE¥4ë�È ¬H¥$��íK¾�À4¼Q½
∫

l+R

eitz dz

z
+ lim

R→∞

∫

γ−

R

eitz dz

z
= 0.

Ü�Å(£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�ÕÙ¬�Í�¼>¢K¢K¿ ( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�Á
¢K¼>¼>¢

lim
R→∞

∫

γ−

R

eitz dz

z
= 0
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Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∫

l+

eitz dz

z
= 0.

êE¥4ë�È ¬H¥�ª�í

�2¡�Ë�¡�¤�Ú0Ì
Ê
¡�£Q½�é êE¥4ë�È ¬H¥0¬Hí�ß êE¥4ë�È ¬H¥�ª�í Á ¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½ Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼
êE¥4ë�È ¬�¬���í�È
¨{¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡ç¾
Í,Õ(¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

l−
Ì
Ò
¡�Ë�¡W¾�Á�½�£�Õ\À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
ßW£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½BÍ�Á�èRéçÚ0Â
¼>£Q½�é
ß

Â�½�¡�¡�ÖWØ�¡J¾�¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À
γ−R
ê³Ò
Á
£4È�ª4¦�ß GWí2£>¡�Ë�¼>Ò�è�À4¼Q½�£�Õ�Ë6¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢*Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�È

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�ß�À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¿ç¼RêE¥4ë�È ¬�¬���í�ß�Ö�¿2Í�Á�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
¿*Ò,À4Ê
¼>¼M£BÌ
¡�¢K¡4×Ré�ä Á
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë�ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,ÀHÛ0ð÷À4Î>Ê
¼>Ò,À6Ág¼>£�Í�ÁgÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
Á
¼\£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
¿�£9Ì
Ò
Á0Í�¡Hã�¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ�ß,Á
£>Ì
¡�Í�é�Ó
Å>Ú0äM×RÁ
¢KÁáÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼çÞ{À4Ì0Í�À4£WÀ�ß4½�¡\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ!êE¥4ë�È ¬�¬���í�£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
¿¶£BÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,ÀHÓ
ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼>¢s'{Ú0Ò
é�¼4È
ð¶ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼QÊ
Á
¼(¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß
Â�½�¡6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿^êE¥4ë�È ¬�¬Jâ�íbÁ
Ê
¡�ÎU¾�À{ÚJ¾�¡�Ö�Ê
¡{ÅJÀ4Ì
Á
£>¿çË�À�½�é6Ë

Ë�Á0¾�¼
∫

l+

eitz dz

z
=

∞∫

−∞

eitx dx

x− i0 ,
∫

l−

eitz dz

z
=

∞∫

−∞

eitx dx

x+ i0
.

êE¥4ë�È ¬H¥4à�í

ñ9¡JÕ
£>Ê
Á
¢r-Q½�Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á�Õ�È�ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú°ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼
ε
¢K¡Hã�¼Q½�Ö�¿÷½�é�£>¤�¡�Í�é6Ú0Î>¡W¾�Ê
¡á¢bÀHÓ

Í�¿ç¢çß,Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼\Ë�êE¥4ë�È ¬�¬Hâ�í&Á0¾�¼Q½áÄ\À4¤�½�Á
Â
¼>£>¤
Á�Ì
¡R¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á
Ox
ÅJÀ

Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢ £>¤0¡�Í�é�Ú0Î>¡J¾�Ê
¡°¢bÀHÍ�¡�Ã�¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á8½�¡�Â
¤
Á
z = 0

È_~K£�Í�Á!Ì
¡�Í�ä<£{Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
ÁiêE¥4ë0È ¬�¬Hª�í2£>¢K¼>£Q½�Á�½�éáÊ,À6Ë�¼�Í�Á
Â
Á
Ê�Ú

ε
Ì
¡�¢KÊ
Á
¢K¡�Ão¡�£>ÁgË�Ë�¼>Ò�ØÙê ½�À4¤�ß,Â�½�¡�Ö�¿�¡�ÊoÊ,ÀHØ�¡�Ó

¾�Á0Í�£�Õ�Ê,ÀH¾á¡�£>é�ä
Ox
í�ß4½�¡\Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼M¢K¡JãáÊ
¡9Ò,À4£>Ì
Ò
¡�£Q½�Ò,À4Ê
Á�½�é{Ê,À�Ë�£>ä�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á0Ó

½�¼�Í�é�Ê�Ú0ä*¡�£>é�£÷Ì
¡�£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ
¢ÙÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿ç¢�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾�¡�¢
ε→ 0

È4 #À4¤0À�Õ{Ì
Ò
¡�Ô
¼�¾,Ú0Ò,À9Ö4Ú�Ó
¾�¼Q½{Ì
¡�Í�Ê
¡�£Q½�é�ät£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¡4Ë�À�½�éRÌ
Ò,À4Ë�Á0Í,Ú6¡�ÖWØ�¡W¾�À(Ì
¡�Í�ä<£WÀ

z = 0
ß�Ì
Ò
¼�¾�Ì
Á
£>¿çË�À4¼>¢K¡�Î>¡

¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
l+
ß�½HÈ ¼4È

∫

l+

eitz dz

z
=

∞∫

−∞

eitx dx

x− i0 = lim
ε→0

∞∫

−∞

eitx dx

x− iε .
êE¥4ë�È ¬H¥�â�í

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
ß�£>¢K¼Q×R¼>Ê
Á
¼oÌ
¡�Í�ä<£WÀ8Ë8½�¡�Â
¤�Ú −iε £>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½ÙÌ
Ò,À4Ë�Á0Í,ÚÙ¡�ÖWØ�¡W¾�À�Ì
¡�ÓÍ�ä<£WÀ
z = 0

ß
Ì
Ò
¼�¾�Ì
Á
£>¿çË�À4¼>¢K¡�Î>¡°¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
¡�¢
l−
êìÌ
¡W¾�¡�£>é�ä

Ox
íQÈ



õ�Þ\ó�ð2ólë
¢�£�¤¦¥)¤G§�¨�¤©£«ª�¤G¬��¨�®
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ü � ¾ m �i
�¿h�Éô����Å��iÃ_Â���È±Ãn¿hÄ}Ã�Á±À���
��/�Ê�
����
�È
�����øÁ���Éô��Å��iÃ_ÂG
�È½+-�k��Â/.����

ñ�Ú�£Q½�é
w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Û�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ Ëv¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E
Ä9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á�Õ�È�ø?Ê,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w = u + iv

Ö4ÚW¾�¼>¢�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6À�½�éo½�¡�Â
¤0¡�ÃÙÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
uOv
È

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢tÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ�ß�Ì
Ò
Án¤0¡4½�¡�Ò
¿2Ø!½�¡�Â
¤�¼
z = x + iy

ËoÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�ÁÙÊ
¼QÅJÀ4Ë�Á
£QÁ
¢b¡4Î>¡
Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡

z
Ö4ÚJ¾�¼Q½n£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¡�Ë�À�½�én¡J¾�Ê,Àg½�¡�Â
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f ′(z) 6= 0.
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J =

∂(u, v)

∂(x, y)
6= 0.
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∂(u, v)

∂(x, y)
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∂x

∂v
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∂u

∂y

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂y
.
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∂y
,

∂u

∂y
= −∂v
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∂x
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= |f ′(z)|2.
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Arg w′(t0) = Arg
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Arg f ′(z0) = Arg w′(t0)− Arg z′(t0).
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ϕ = ϕ1 − ϕ2, Φ = Φ1 − Φ2.
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Φ1 = Arg f ′(z0) + ϕ1, Φ2 = Arg f ′(z0) + ϕ2.
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f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
z→z0

w − w0

z − z0

, z ∈ γ
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|w − w0|
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|f ′(z0)| = lim
z→z0

|w − w0|
|z − z0|

= lim
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|∆w|
|∆z| .
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£�Í�¡
b
ß�£9¡W¾�Ê
¡�Ã

Ê
¼>Ì
¡W¾�Ë�Á�ãáÊ
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¼Q½�£�Õ�Ä9Ú0Ê
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Ê
¡
ß&Ë!½�¡�Â
¤
Á

w1 = 0
Á
w2 = −2i

ßKÌ
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢Ñ£>Á
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Á�Õ

a
Á
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w = 1/z
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w = 1/z
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¡�ÃÙÄ(¡�Ò
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z = ρeiϕ ß w = reiθ È�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êE¥4à�È ¥�í
r = 1/2

ß
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w =
1
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e−iϕ.
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£UØ�¡W¾�Ê,À�Õg¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�éá¡�ÖWØ�¡W¾�Á�½�£�ÕgÌ
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w(∞) = lim
z→∞
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¢KÁv¾�Ò
¡�Ö�Ê
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cz + d
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¤
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Á
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ÅJÀH¾�À4Ë<¾�Ë�¼ç½�Ò
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zk = xk

ß
wk = uk

¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
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x
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È0 #À4¤°¤0À4¤°Â
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£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
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Ò
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w =
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,
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Á
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¤
Ô
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¿ç¢KÁå¤0¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
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Ò
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Ou
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¡
ß

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
z
Ëg¡J¾�Ê�ÚnÁ�ÅáÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�¼>Ã

w
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Á�ãáÊ
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Á
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¼>Ö4Ú�¼>¢çß2Â�½�¡�Ö�¿ Ì
Ò
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¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�ß
½HÈ ¼4È

w′(z)
∣∣
z=x

=
ad− bc

(cx+ d)2
> 0,

¡4½�¤�ÚW¾�À
ad− bc > 0

È� #À4¤
Á
¢~¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß0Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�ÀoêE¥�â0È ¬H¥�íKÌ
Ò
Áá¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¿÷Øo¤�¡#->Ä�Ó
Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�ÀHØ?ß�ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM×RÁ0ØnÚ�£�Í�¡�Ë�Á
ä

ad − bc > 0
ß�¾�À4¼Q½o¡�Ö4×RÁ
ÃnË�Á0¾!Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿2Ø

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�ß,¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4äM×RÁ0ØoË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<älÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�éáÊ,À6Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<älÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
È
îg����'9	�� ë F ¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ö�Ò,À�Å

G
¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E : |z + 1| 6 3
Ì
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á

w =
z + 3

z + 1
.
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¡�Ö�Ê
¡�ÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê�Ú0ä Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä ¢K¡JãáÊ
¡�Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�é�Ë�Ë�Á0¾�¼
£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼>Ã8£QÚ0Ì
¼>Ò
Ì
¡4ÅWÁ
Ô
Á
Á8¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ã�Æ

w = 1 +
2

z + 1
= 1 + p; p = 2T ; T =

1

t
; t = z + 1.

êû¥4â0È ¬Jë�í

ñ9¼>Ò
Ë�¡�¼!¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼
t = z + 1

Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½¶¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |z + 1| = 3
Ëv¡�¤
Ò�Ú�ã6Ó

Ê
¡�£Q½�é |t| = 3
Ì
Ò
¡�£Q½�¼>Ã�èRÁ
¢vÌ,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é�Ê
¿ç¢vÌ
¼>Ò
¼>Ê
¡�£Q¡�¢çÈ
Ý(À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼<¡�ÖWØ�¡W¾�À\£>¡JØ�Ò,ÀHÓ

Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�È�ñ9Ò
¡�¡�Ö�Ò,À�Å
E
Á�¡�Ö�Ò,À�Å
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Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í,Õ
äM½�£>¡�Ö�¡�ÃnË�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê,Á
¼�Â,À4£Q½�ÁnÚ0¤�À�ÅJÀ4Ê0Ó

Ê
¿2Ø6¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã8ê³Ò
Á
£4È�à�¥0ßÄÃ0ßvÅ4í�È��bÍ�¼�¾,Ú0äM×�¼>¼<¡4½�¡4Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼çÌ
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½{¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é
|t| = 3

Ë°¡�¤
Ò�Ú�ã�Ê
¡�£Q½�é |T | = 1/3
È�Ý9À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼R¡�ÖJØ�¡W¾�Àá¢K¼>Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�ÈW�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡åÌ
Ò
Á
Ê0Ó

Ô
Á
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Á
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ET

Õ
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¼Q½�£�Õ Ë�Ê
¼QèRÊ�Õ�Õ Â,À4£Q½�év¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á
|T | = 1/3

ê³Ò
Á
£4È�à�¥0ßvÅ�ß Æ�í�È�ñ9Ò
¡W¾�¡�Í,ã6À�ÕnËo£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á
Ái£�êE¥�â0È ¬Jë�í�ß�¡�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Ó
Í,Ú0Â
Á
¢

G : |w − 1| > 2/3
È

îg����'9	�� ë F ¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ö�Ò,À�Å
G
¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E : |z − 2| 6 1
Ì
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Á

w =
1

z − 3
.

ÎiÏ8Ð�Ñcû 	
��	8ï�	�����	�¯÷É�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |z − 2| = 1
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Ë!½�¡�Â
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¼>£>¼>Â
¼WÊ
Á�Õ�¡�Ö�Ò,À�Å>Ú0äM½

Ú0ÎUÍ�¿9ß�Ò,À4Ë�Ê
¿ç¼
π/2
È_'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = 1/(z − 3)
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê�Ú�äÑ¡�£>é

Ox
Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½åË

¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê�Ú0ä ¡�£>é
Ou
ß�À<¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |z−2| = 1

Û(Ë�Ì
Ò�Õ
¢#Ú0ä{ß�½�À4¤6¤0À4¤
w(3) =∞ È§�Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼\Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã�Á
¢K¼>¼Q½°Ë4Á0¾

Re w = u = −1/2
ß
½4À4¤�¤0À4¤

w(1) = −1/2
ÁgÌ
Ò�Õ
¢bÀ�Õ

¾�¡�Í,ãáÊ,À(Ö�¿÷½�é{Ì
¼>Ò
Ì
¼>Ê0¾�Á
¤�ÚJÍ,Õ
Ò
Ê,ÀR¡�£>Á
Ou
È0ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
¢i¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡RÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼

w
Ë

½�¡�Â
¤�¼
z = 2− i ß
½HÈ ¼4È

w(2− i) =
1

2− i− 3
= − 1

1 + i
= −1

2
(1− i).
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z = 1
¤�½�¡�Â
¤�¼

z = 2−i ½�À4¤�¡�Ë�¡
ß4Â�½�¡(¡�Ö�Í�À4£Q½�é E ¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ�£�Í�¼>Ë�À�È �¡�ÎU¾�ÀáÁ
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G
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Ò
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Á
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Ì
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Re w 6 −1/2

ß
½�À4¤�¤0À4¤gÁ
¢K¼>Ê
Ê
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Á
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w = −1/2
¤R½�¡�Â
¤�¼

w = −(1−i)/2 ê³Ò
Á
£4È�à�ë�í�È4Ð&½�¡9¢K¡HãáÊ
¡<Ö�¿2Í�¡<Ú�£Q½�À4Ê
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Ê,ÀJÂ
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¤
Ô
Á
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z = 2

ßJÌ
Ò
Á
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E
È
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Á
¢
w(2) = −1
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¤�À
w = −1

Ì
Ò
Á
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Re w 6 −1/2
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È
îg����'9	�� ë F ¯O;�¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ö�Ò,À�Å

G
¡4Ö�Í�À4£Q½�Á

E : |z − 1/
√

2| 6 1 ∩ |z + 1/
√

2| 6 1
Ì
Ò
Á

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
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w =

√
2z − i√
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z1 =
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√
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¡�ÓEÍ�Á
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√

2z − i)/(
√

2z + i)
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¿ç¼(ËR½�¡�Â
¤
ÁgÌ
¼>Ò
¼>£>¼QÂ,¼>Ê
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¢KÊ
¡6Ì
¼>Ò
Ì
¼>Ê0¾�Á
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√
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Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
¿yË¹Ç{¬�È ß

½�À4¢�ã�¼áÖ�¿2Í�¡8Ú�£Q½�À4Ê
¡�Ë�Í�¼>Ê
¡
ß#Â�½�¡!Ì
¼>Ò
Ë�À�Õ~Á�Å�-Q½�Á0Ø~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã~¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�ß#À�Ë4½�¡�Ò,À�Õ
n
ÓûÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�ß
ÅJÀ�Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼W¢¶½�¡�Â
¼>¤

z = 0
Á
z =∞ È



Ò � Ó Ô$Õ ���"� ÿ ×�ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��ÚsÝ�ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���\ÿÙ����ß
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = zn êE¥4«�È ¬Hí
ÛRÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�ÀHÕ°Ê,À9Ë�£>¼>Ãá¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃáÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�ß�ÅJÀ(Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢i½�¡�Â
¤
Á

z =∞ ßÕ
Ë�Í,Õ
äM×R¼>Ã
£�ÕiÌ
¡�Í�ä<£>¡�¢
n
Ó�Î>¡�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�À�È�ðy½�¡�Â
¤�¼

z = 0
Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê,À�Õ

(zn)′ = nzn−1¡�Ö�Ò,À�×�À4¼Q½�£�Õ�Ë6Ê�ÚWÍ�é
È
~K£�Í�ÁiËgÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½JÕ0Ø

z
Á
w
Ë�Ë�¼>£Q½�ÁiÌ
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¿ç¼�¤0¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�¿

(ρ, ϕ)
Á

(r, θ)
ß�£>¡�¡4½�Ó

Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
ß,½�¡á£Q¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�ÕvêE¥4«�È ¬Hí&¢K¡HãáÊ
¡�Ì
¼>Ò
¼>Ì
Á
£WÀ�½�é

r = ρn, θ = nϕ.
êE¥4«�È ¥�í

ÎiÏ8Ð�Ñcû .
ñ�Ú�£Q½�é

z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½Ù¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

ρ
ËnÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢ÑÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�ß

½�¡�ÎU¾�ÀÙ¡4Ö�Ò,À�Å
w
ßK£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡*êE¥4«�È ¥�í�ßKÖ4ÚJ¾�¼Q½i¡�Ì
Á
£>¿çË�À�½�éi¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�éÙÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

r = ρnËv½�¡�¢ ã6¼!Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�È<ñ9Ò
ÁÆ-Q½�¡�¢ú¼>£�Í�Át½�¡�Â
¤0À
z
¡�Ì
Á�èR¼Q½�Ì
¡�Í�Ê�Ú0ä ¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é

ê
0 6 ϕ < 2π

í�ß�½�¡!½�¡�Â
¤0À
w
¡�Ì
Á�èR¼Q½�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é

n
Ò,À�Å�Èbø�À4£Q½�À4Ë�Á
¢y½�¼>Ì
¼>Ò
én½�¡�Â
¤�Ú

z
Ì
Ò
¡�Ö�¼>Î�À�½�éoÍ,Ú0Â

arg z = ϕ
¡4½gÊ�ÚWÍ,Õn¾�¡ ∞ ÈW�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡~êE¥4«�È ¥�í�ß�¡�Ö�Ò,À�Å w ½�¡Jã6¼�Ö4ÚJ¾�¼Q½Ì
Ò
¡�Ö�¼>Î�À�½�éåÍ,Ú0Â

argw = θ = nϕ
Ëå½�¡�¢ ã�¼�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Án¡4½gÊ�ÚWÍ,Õ!¾�¡ ∞ ß?½HÈ ¼4È.¡�Ö�Ò,À�ÅÁ
£UØ�¡J¾�Ê
¡4Î>¡6Í,Ú0Â,À6Ì
¡�Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½�£�Õ8Ê,ÀRÚ0Î>¡�Í

(n− 1)ϕ
ê³Ò
Á
£4È�à�ª�í�È

�¶Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼>¢çß�Â�½�¡
ß
Ë�¡�Ó�Ì
¼>Ò
Ë�¿2Ø?ß�Í�ä<Ö�¡�Ã°£>¼>¤�½�¡�Òg£MÚ0Î�Í�¡�¢vÒ,À4£�Ó
½�Ë�¡�Ò,À

ϕ
ê
0 6 ϕ < 2π/n

í�¡4½�¡�Ö4Ò,À�ã�À4¼Q½�£�Õ6Ë9£>¼>¤�½�¡�Ò�Ê,À�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
w
£÷Ú0ÎUÍ�¡�¢�Ò,À4£Q½�Ë�¡�Ò,À

θ = nϕ
ß�Ë

n
Ò,À�Å6Ö�¡HÍ�é4èRÁ
¢ ê³Ì
¡#-Q½�¡�¢#Ú!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

w = zn Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM½�¤0À�ã6¾�¿çÃnÒ,À�Å�ß¤�¡�ÎU¾�ÀáÊ�Ú�ãáÊ
¡°¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�éå¡W¾�Á
Ê�Ú0Î>¡�Í�Ê,À�¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã�ß?Ö�¡�Í�é4èRÁ
Ã8Ú0Î>¡�Í?í�È?ð2¡�Ó�Ë4½�¡�Ò
¿2Ø?ß?¡�£QÚ�Ó
×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼>¢K¡�¼8¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼g¤0¡4Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡ÙË�¡ÙË�£Q¼�Ø�½�¡�Â
¤�ÀHØ?ßbÅJÀ�Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢^½�¡�Â
¼>¤
z = 0

Á
z = ∞ ßbÌ
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú~Ú0Î�Í�¿ £gË�¼>Ò�èRÁ
Ê,À4¢KÁ�Ë�-Q½�Á0Ø�½�¡�Â
¤�ÀHØvÚ0Ë�¼�Í�Á
Â
Á
Ë�À4äM½�£�ÕÌ
Ò
Á�½4À�¤0¡�¢*¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á!Ë

n
Ò,À�Å�È?Ü�ß�Ë�Óû½�Ò
¼Q½�é�Á0Ø?ß?½�¡�Â
¤
Á

z1
Á
z2
ß?Á
¢K¼>äM×RÁ
¼RÒ,À4Ë�Ê
¿ç¼

¢K¡W¾,ÚJÍ�Á!Á8Ò,À�ÅQÍ�Á
Â,À4äM×RÁ
¼>£�Õ�À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À4¢KÁnÊ,ÀáÔ
¼�Í�¡�¼�¤
Ò,À�½�Ê
¡4¼
2π/n

ß?Á�½�¡�Í�é�¤0¡á½4À4¤
Á
¼
½�¡�Â
¤
ÁvÌ
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾,Õ�½ÙÌ
Ò
Áv¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á

w = zn Ën¡W¾�Ê�ÚÙ½�¡�Â
¤�Ú�È��bÍ�¼�¾�¡4Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß#¾
Í,Õ¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡�£Q½�Áv¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ
w = zn Ë�Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã~¡�Ö�Í�À4£Q½�Á D Ê
¼>¡�ÖWØ�¡W¾�Á
¢K¡8Á�¾�¡HÓ£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡
ß�Â�½�¡�Ö�¿¶¡�Ö�Í�À4£Q½�é

D
Ê
¼ç£>¡W¾�¼>Ò�ã6ÀHÍ�À9Ê
Á
¤0À4¤
Á0ØR¾�Ë4Ú�ØR½�¡�Â
¼>¤

z1
Á
z2
ß�£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
Ê
¿2Ø

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ
|z1| = |z2|, arg z1 = arg z2 +

2πk

n
,

êE¥4«�È ë�í
ÎU¾�¼

k = 1, n
ÛáÔ
¼�Í�¡�¼4È

Ð&½�¡�¢#ÚåÚ�£�Í�¡�Ë�Á
äyÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM½Hß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ß,£>¼>¤�½�¡�Ò
¿

k
2π

n
< ϕ < (k + 1)

2π

n
, k = 0, n− 1,

êE¥4«�È ��í
¤0À�ã6¾�¿çÃ!Á�Å�¤�¡4½�¡�Ò
¿2ØnÄ�Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã

w = zn ¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡oÁ!¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡å¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�ÕË6Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
w
£(Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Ê
¡�Ã�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃgÌ
¡�Í,Ú�¡�£>é�ä ê³Ò
Á
£4È�à�ª�í�È

©(À4¤åÚ�ã6¼�Ú0Ì
¡�¢KÁ
Ê,ÀHÍ�¡�£>é
ß,Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = n
√
z,

êE¥4«�È ª�í



{ ] ×�üW�JÿÙá
ÿÙ����ç÷ÿ�Û�Ü#��Ý�Þ��8� Ò � Ò
¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

z = wn ß n ÓûÅ>Ê,ÀHÂ
Ê,ÀnË�¡�Ë�£>¼�Øv½�¡�Â
¤�ÀHØ?ßKÅJÀ�Á
£>¤0Í�ä<Â
¼QÊ
Á
¼W¢ z = 0
ß

z =∞ ß,Ë6¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø w = 0
Á
w =∞ È,Ü�Å\Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿

z = wn Á0Í�Á
x+ iy = rn(cosnθ + i sinnθ),

¤�¡4½�¡�Ò,À�Õ8Ò,À4Ë�Ê
¡�£>Á0Í�é�Ê,À!êE¥4«�È ª�í�ß�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½Hß�Â�½�¡åÌ
Ò�Õ
¢K¿ç¢
x = x0

ß
y = y0

ËáÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
z£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�äM½°¤
Ò
Á
Ë�¿ç¼4ß�Ë6Ì
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¿2Øg¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�ÀHØoÅJÀH¾�À4Ë�À4¼>¢K¿ç¼9Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ
¢KÁ

r = n

√
x0

cosnθ
, r = n

√
y0

sinnθ
.

ñ9Ò
Á
n = 2

-Q½�Á\¤
Ò
Á
Ë�¿ç¼bË�¿çÒ
¡Jã6¾�À4äM½�£�Õ\ËBÎ>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Í�¿9ÈH©(À4¤(Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½�Á�Åb¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ�ß
ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼R¤0¡�Ò
Ê�Õ

n
√
z
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼>¢tÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À�ß�Ë�¿çÖ�Ò,À4Ê
Ê
¿ç¢�¾
Í,Õ�½�¡�Â
¤
Á

z
ê³Â�½�¡g£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½8Ë�¿çÖ�¡�Ò�Ú8¡W¾�Ê
¡�ÃnÁ�Å�Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê�Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê
¡�Î>¡o¢KÊ
¡�Î>¡4Ú0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤0À�ß.Ë
¤�¡4½�¡�Ò
¿2ØgÒ,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
¿�¤�¡�Ò
Ê
Á�í�È�É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢¶Â
¼>Ò
¼QÅ

arg z0
¡J¾�Ê
¡6Á�Å(½�À4¤
Á0ØoÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
Ã�È

ø�À4£Q½�À4Ë�Á
¢�½�¡�Â
¤�Ú
z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À�½�é
ß�Ê,ÀJÂ
Á
Ê,À�Õ{£

z0
ßHÊ
¼>¤0¡4½�¡�Ò�Ú0ä¶Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê�Ú�ä�Í�Á
Ê
Á
ä

γ
ßHÊ
¼

Ì
Ò
¡WØ�¡J¾,Õ�×{Ú0ä*Â
¼>Ò
¼QÅMÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�¡9¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½HÈ�ði£>Á0Í,Ú�Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡4£>½�Á
arg z

Á |z| ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼
w = n

√
z
ß�¤0¡4½�¡�Ò
¡�¼°Ë�Ì
¡�Í�Ê
¼á¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õv£�¾�¼�Í�À�Ê
Ê
¿ç¢lË�¿çÖ�¡�Ò
¡�¢yÀ4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½4À�ß�½�À4¤�ã6¼

Ö4ÚW¾�¼Q½áÁ�ÅW¢K¼>Ê�Õ�½�é�£�Õ�Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡
È
ñ9Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢çßçÂ�½�¡�¤
Ò
Á
Ë�À�Õ

γ
ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�À�ÁtÊ
¼�£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½¶Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á £>¼>ÖJÕt½�¡�Â
¤�Ú

z = 0
È� �¡�ÎU¾�ÀRÌ
Ò
ÁåÌ
¡�Í�Ê
¡�¢�¡�ÖWØ�¡W¾�¼9¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À

γ
½�¡�Â
¤0À

w = n
√
z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½�Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò�Ú0ä

ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½4Ú0äy¤
Ò
Á
Ë4Ú0ä
Γ
ß�Ë�¡4ÅWË�Ò,À�×�À�Õ
£>é�¤o£>Ë�¡�¼>¢#ÚáÌ
¼>Ò
Ë�¡�Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡�¢#ÚáÌ
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Á
ä{ß�Á
Ö�¡

arg z
Ë�¡4ÅWË�Ò,À�×�À4¼Q½�£�Õ�¤gÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡6Ë�¿çÖ�Ò,À4Ê
Ê
¡�¢#Ú°ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
ä

arg z0

ê³Ò
Á
£4È�à�à�í�È

ÎiÏ8Ð�Ñcû�û
ø?Ê,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õå¤�¡�Ò
Ê�Õ�ß�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼>¢K¿ç¼�¾�Ò�Ú0Î>Á
¢�Ë�¿çÖ�¡�Ò
¡�¢~Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡�Î>¡RÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ

arg z0ê³¡4½WÍ�Á
Â,À4äM×RÁ
¢K£�Õ�Ê,ÀnÔ
¼�Í�¡�¼o¤
Ò,À�½�Ê
¡�¼
2π
íRÌ
Ò
Á�Ì
¡�Í�Ê
¡�¢Ñ¡�ÖWØ�¡J¾�¼

γ
ßK¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß#½�À4¤�ã6¼

¡�Ì
Á
£>¿çË�À4äM½�À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¿ç¼vÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿ç¼¶¤
Ò
Á
Ë�¿ç¼
Γk
ß9¡4½JÍ�Á
Â,À�äM×RÁ
¼W£�Õ ¡4½t¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

Γ½�¡�Í�é�¤�¡6Ì
¡�Ë�¡�Ò
¡4½�¡�¢�Ê,ÀRÚ0Î>¡�Í
2kπ/n

ß
k = 1, n− 1

ê ¾
Í,Õ
n = 3

£>¢çÈ
Ò
Á
£4È�à�à�ß�£>Ì0Í�¡4èRÊ
¿ç¼
Í�Á
Ê
Á
Á�í�È�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�½�¼>Ì
¼>Ò
é!£�Í,Ú0Â,À4Ã�ß�¤�¡�ÎU¾�À

γ̃
Û8ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½4À�Õ�Í�Á
Ê
Á�Õ�ß�Ì
¡�Ó�Ì
Ò
¼QãáÊ
¼>¢#Ú

Ì
Ò
¡WØ�¡J¾,Õ�×�À�Õ8Â
¼>Ò
¼QÅ
z0
ß�Ê
¡°£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×�À�Õ8Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á!£>¼>ÖJÕ�½�¡�Â
¤�Ú

z = 0
È� �¡�Î�¾�À�Ì
Ò
Á8Ì
¡�Í
Ó

Ê
¡�¢Ñ¡�ÖWØ�¡W¾�¼
γ̃
Ê
¼gË�¡4ÅWË�Ò,À�×�À4¼Q½�£�Õ�Ë�£>Ë�¡�¼gÌ
¼>Ò
Ë�¡�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼gÌ
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼4ß&ÀnÅJÀ4Ê
Á
¢bÀ4¼�½

Ê
¡�Ë�¡�¼÷Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼
w

(1)
0 = w0e

i2π/n È�Ð&½�¡(¡�Ö4æ.Õ
£>Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�½�¼>¢çß�Â�½�¡ arg z
Ì
Ò
Á�¡�ÖJØ�¡W¾�¼ç¤
Ò
Á0Ó

Ë�¡�ÃgÌ
¡�Í,Ú0Â,À4¼Q½°Ì
Ò
Á
Ò,À�×R¼>Ê
Á
¼
2π
È�© £>Ë�¡�¼>¢#ÚoÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡�¢#ÚoÌ
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Á
ä�½�¡�Â
¤�À

w = n
√
zË�¡4ÅWË�Ò,À�½�Á�½�£�Õ~Í�Á�èRé�Ì
¡�£�Í�¼

n
Ó�¤
Ò,À�½�Ê
¡�Î>¡�¡�ÖWØ�¡J¾�À8¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

γ̃
ê ¾
Í,Õ

n = 3
£>¢çÈ#Ò
Á
£4Èbà�à�ß

è{½�Ò
Á0Ø�¡�Ë�À�ÕoÍ�Á
Ê
Á�Õ�í�È
 #À4¤
Á
¢8¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�ËMÍ�äMÖ�¡�ÃR¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

D
ß�Ê
¼2£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×R¼>Ã�Ê
ÁR¡W¾�Ê
¡�Ã{ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�Ã6¤
Ò
Á0Ó

Ë�¡�Ã�ß�¡�ÖJØ�¡W¾,Õ�×R¼>Ã
z = 0
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Ò,À�½�Ê
¡�½4À4¤�ßBÂ�½�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Àr-Q½�¡�Ã ½�¡�Â
¤
Á

Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡gÒ,À4£Q½�¼Q½8¡4½o¢KÁ
Ê�Ú�£�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Án¾�¡oÖ�¼>£>¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Á�ß.½�¡
w
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½

£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�äM×{Ú�ä ¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¢KÊ
¡�Î>¡�Ò,À�Å�Ëg¡W¾�Ê
¡�¢ Á�½�¡�¢ ã�¼�ê³Ì
¡�Í�¡�Ó
ãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢&í÷Ê,À4Ì
Ò,À�Ë�Í�¼>Ê
Á
Á�È
~K£�Í�Ágã�¼9½�¡�Â
¤0À

z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½°Ì
Ò�Õ
¢#Ú0ä

z = x+ iy0
ê
y0 = const

í�ß,Ì,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é�Ê�Ú0ä
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãá¡�£>Á�ß�½�¡

w
ß�¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß�Ì
Ò
¡�Ö�¼>Î�À4¼Q½\Í,Ú0Â�ß�Ë�¿2Ø�¡J¾,Õ�×RÁ
ÃáÁ�ÅMÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�À9¤0¡4¡�Ò0Ó

¾�Á
Ê,À�½6Ág¡4Ö�Ò,À�Å>Ú0äM×RÁ
Ã�£9Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃoÂ,À4£Q½�é�ä�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>ÁåÚ0Î>¡�Í
θ = y0

È
ñ9Ò
Áh-Q½�¡�¢çß�¤0¡�ÎU¾�À6½�¡�Â
¤0À

z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½°Ì
Ò�Õ
¢#Ú0äl¡J¾�Ê
¡�¤
Ò,À�½�Ê
¡�½�À4¤�ß�Â�½�¡°¼Q¼RÀ4Ö�£>Ô
Á
£>£WÀ

xÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�Ò,À4£Q½�¼Q½�¡4½ −∞ ¾�¡ ∞ ß�½�¡�Á w ¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½6£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�äM×RÁ,Ã°Í,Ú0Âå¡W¾�Ê
¡�Ó¤
Ò,À�½�Ê
¡�½�À4¤�ß�Â�½�¡9Ò,À4£>£Q½�¡JÕ
Ê
Á
¼ç¡4½�½�¡�Â
¤
ÁR¾�¡�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�À�¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½(Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡(Ò,À4£Q½�¼Q½(¡4½
Ê�ÚWÍ�ä ¾�¡ ∞ ê³¡�Ö�À°Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�é�Ê
¿2Ø�£�Í,Ú0Â,ÀHÕ.ß�¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡
ß�Á
£>¤0Í�ä<Â,À4äM½�£�Õ�í�È�É<½�£>ä2¾�Ào£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ßÂ�½�¡(Í�ä<Ö�À�Õ�Ì
¡�Í�¡�£WÀ

0 < y < y0

Ê,À
z
ê
y0 < 2π

íK¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡{¡4½�¡�Ö�Ò,ÀHã�À4¼Q½�£�ÕáÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã
w = ez Ê,À�£>¼>¤�½�¡�Ò 0 < θ < y0

£(Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê
¡�Ã�Ë6Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¼(¤0¡4¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Ê,À6Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
w
È

♦
ñ9¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê�Ú0ävÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä�Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM½HßH¤0¡�ÎU¾�ÀçÊ�Ú�ãáÊ
¡B¤0¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡B¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�é

Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò�Ú0älÌ
Ò�Õ
¢K¡�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê�Ú0älÌ
¡�Í�¡�£QÚåÊ,À6Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
ä<älÂ,À4£Q½�é�Ú0ÎUÍ�À�È
ðtÂ,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á.ß?Ì
¡�Í�¡�£WÀ

0 < y < π
¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡á¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½�£�Õ8Ê,À�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä Ì
¡�Í,Ú�Ó

Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
w
ß�À6Ì
¡�Í�¡�£WÀ

0 < y < 2π
Û°Ê,À6Ë�£>äyÌ0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é

w
£(Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢�Ì
¡�Ì
¡�Í�¡HãáÁ0Ó

½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãå¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã8Ì
¡�Í,Ú�¡�£>Á
0 < θ < 2π

ê³Ò
Á
£4È�à�â�í�È
Ü�Å&£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡MË�¿÷èR¼�êìÀ÷½�À4¤�ã6¼bÌ
¼>Ò
Á
¡W¾�Á
Â
Ê
¡�£Q½�ÁRÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á{£bÌ
¼>Ò
Á0Ó

¡W¾�¡�¢
2πi
í&£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß,Â�½�¡�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼4ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼>¢K¡�¼(Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�ß

Ö4ÚW¾�¼Q½~Ë�ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡Ù¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¿ç¢^Ë!Í�ä<Ö�¡�Ã¶Ì
¡�Í�¡�£>¼oèRÁ
Ò
Á
Ê
¡�Ã
h 6 2π

ßbÌ,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é�Ê
¡�Ã
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

z
È���¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã�£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ßK¾
Í,Õ�½�¡�Î>¡iÂ�½�¡�Ö�¿ ¡�Ö�Í�À�£Q½�é

Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
z
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6ÀHÍ�À4£>éoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã

ez Ë4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡o¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡gÊ,Àå£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äBÓ×{Ú0ä ¡�Ö�Í�À�£Q½�é�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
w
ß.Ê
¼Q¡�ÖJØ�¡W¾�Á
¢K¡�Á8¾�¡�£Q½4À�½�¡�Â
Ê
¡
ß�Â�½�¡�Ö�¿ ¡�Ê,ÀåÊ
¼6£>¡J¾�¼>Ò�ã6ÀHÍ�À
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ÎiÏ8Ð�Ñcû �

Ê
Á
¤0À4¤
Á0Ø�¾�Ë4Ú�Ø�½�¡�Â
¼>¤�ß2£>Ë4Õ�ÅJÀ4Ê
Ê
¿2Ø�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼W¢
z2 − z1 = 2πki

ê
k = −∞,∞ í�È #À4¤�¡�¢#Ú�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
ä�¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½�Ë�£�Õ
¤�À�Õ!¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Ê,À�Õ�Ë

Ì
¡�Í�¡�£>¼
2kπ+y0 < y < 2(k+1)π+y0

È�¨(Í,Õ�½�¡�Î>¡\Â�½�¡�Ö�¿�¡4½�¡�Ö4Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼BÖ4¿2Í�¡\Ë4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡
¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¿ç¢ Ê
¼o½�¡�Í�é�¤�¡ÙË�Ê�Ú�½�Ò
Á¶Ì
¡�Í�¡�£>¿9ßbÊ
¡�Á�Ê,ÀnË�£>¼>Ã¶¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡4Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
z
ß�Ê
¼>¡�ÖWØ�¡W¾�Á
¢K¡8Ë�¢K¼>£Q½�¡8¡J¾�Ê
¡�Î>¡oÍ�Á
£Q½4À�Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á

w
Ì
¡�£Q½�Ò
¡�Á�½�é!Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê�Ú�ä

Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë4ÚáÌ
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é8ê³£>¢çÈ�Ò
Á
£4È�ë"��í&£>¤0Í�¼>Á
Ë�À4Ê
Á
¼>¢¶Ê
Á�ãáÊ
¼QÎ>¡6¤
Ò,À�ÕoÒ,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ�¤0À�ã6¾�¡�Ó
Î>¡6Í�Á
£Q½4À°£{Ë�¼>Ò�Ø�Ê
Á
¢ ¤
Ò,À4¼>¢*Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ�Í�Á
£Q½�À�ß�Í�¼Qã6À�×R¼>Î>¡åÌ
¡W¾8¾�À4Ê
Ê
¿ç¢¶Í�Á
£Q½�¡�¢çÈ? �¡�Î�¾�À
¼>£�Í�Á�½�¡�Â
¤0À

z
¾�Ë�Á�ã�¼Q½�£�ÕáÌ,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é�Ê
¡\¡�£>Á

Oy
Ë�Ë�¼>Ò�Ø?ß�½�¡(½�¡�Â
¤0À

w
ß�Ë�Ò,À�×�À�Õ
£>é\Ì
Ò
¡4½�Á
Ë

Â,À4£>¡�Ë�¡�ÃÙ£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á~Ë�¡�¤
Ò�Ú0ÎáÊ,ÀJÂ,ÀHÍ�Àg¤0¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½Hß�¤�À4¤ÙÖ�¿ î�Ì
¡J¾�Ê
Á
¢bÀ4¼Q½�£�Õ�ï!Ê,ÀgÒ
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ó
Ë�¡�Ã�Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�ÁáÌ
¡9£>Ì
Á
Ò,ÀHÍ�Á�ß�Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾,Õ�£ç¡W¾�Ê
¡�Î>¡<Í�Á
£Q½4À9Ê,À<¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã�È� #À4¤
Á
¢n¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢
¡�Ö�¼>£>Ì
¼>Â
Á
Ë�À�¼Q½�£�ÕgË4ÅJÀ4Á
¢KÊ,À�Õ°¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�£Q½�é6¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ã�ß0ÅJÀH¾�À4Ë�À4¼>¢K¿2ØåÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ó
Ê
¡�ÃoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�ß�Ê,À6Ë�£>¼>ÃgÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

z
ÈM���3J�
�����g'9��/�	0������� �o1.����$����iÖ�¿2Í�Àá¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À°¤0À4¤8¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ�Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�Ó

Ê
¡�Ã�Æ

Ln z = ln z + i2kπ = ln |z|+ i(arg z + 2kπ) = ln |z|+ iArg z.
êE¥"��È ë�í

©(À4¤�Á!¾
Í,ÕÙÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Ê
¿2ØiË�¿÷èR¼�¢bÊ
¡4Î>¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¿2ØÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�ß.ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼
Ln z

¡�Ì
Ò
¼�Ó
¾�¼�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼>¢ À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À�ß?¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼{Ì
Ò
Á
Ì
Á
£WÀ4Ê
¡�½�¡�Â
¤0¼

z
È�ñ9Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢çß�Â�½�¡

½�¡�Â
¤0À
z
ßWÊ,ÀJÂ
Á
Ê,À�Õ(¡4½BÌ
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Á�Õ

z0 6= 0
ßW¡�Ì
Á
£>¿çË�À�¼Q½<Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò�Ú0ä�¤
Ò
Á
Ë4Ú0ä

γ
ßWÊ
¼KÌ
Ò
¡JØ�¡�Ó

¾,Õ�×{Ú0ätÂ
¼>Ò
¼QÅ�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�¡\¤0¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½HÈ0©(À4¤�ÁáÒ,À4Ê
é4èR¼4ß�Â
¼>Ò
¼QÅ
arg z

¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢Ù¡J¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ0Ó
Ê�Ú0ä�Á�Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê�Ú�ä ËH¾�¡�Í�é

γ
Ë�¼Q½�Ë�égÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Arg z
ß.¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼>¢#Ú0ä ¤0À4¤
Á
¢�ÓEÍ�Á
Ö�¡

Ä(Á
¤�£>Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿ç¢�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢!ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼>¢
arg z0

È4ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡9Â
¼>Ò
¼QÅ
ln z
¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼>¢

ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼
Ln z

Ì
Ò
Á\Ë�¿çÖ�Ò,À4Ê
Ê
¡�¢gÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
Á
arg z

È�É�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ßJÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ln z
ßJËM¡4½WÍ�Á
Â
Á
¼

¡4½
Ln z
ß
Ö4ÚJ¾�¼Q½á¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�ÃgÁgÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�Ã�Ë�¾�¡�Í�é

γ
È

ÎiÏ8Ð�Ñcû �
ñ9Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢çß0Â�½�¡R¤
Ò
Á
Ë�À�Õ

γ
ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�ÀRÁ°Ê
¼<£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Áå£>¼>ÖJÕá½�¡�Â
¤�Ú

z =
0
È�©9¡�ÎU¾�À

z
¡�Ì
Á
£>¿çË�À4¼Q½

γ
ß4½�¡�Â
¤0À

w = ln z
Ì
Ò
¡�Ö�¼>Î�À4¼Q½{Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò�Ú0ä ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½4Ú0ä ¤
Ò
Á
Ë4Ú0ä

Γ
È#¨{Ò�Ú0Î>Á
¼�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ�Í�¡�ÎQÀ�Ò
Á
Ä(¢bÀ�ß&¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼>¢K¿ç¼g¾�Ò�Ú0Î>Á
¢�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢ ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼>¢

arg z0
ß÷¡�Ì
Á�è{Ú�½¶¤
Ò
Á
Ë�¿ç¼

Γk
ß÷¡4½WÍ�Á
Â,À4äM×RÁ
¼W£�Õ ¡4½

Γ
£U¾�Ë�Á
Î>¡�¢ Ê,À~Ë�¼>¤�½�¡�Ò

2πik
ß
k =

−∞,∞ ê³Ò
Á
£4È�à�«�ß
£>Ì0Í�¡4èRÊ
¿ç¼9Í�Á
Ê
Á
Á�í�È
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~K£�Í�Ág½�¼>Ì
¼>Ò
é

γ̃
ÛáÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�À�Õ8¤
Ò
Á
Ë�À�ÕgÖ�¼QÅ\½�¡�Â
¼>¤�£WÀ4¢K¡�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>Â
¼>Ê,Á�Õ�ß�£>¡W¾�¼>Ò�ã6À�×�À�Õ

z = 0
Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á £>¼>ÖHÕ�ßb½�¡~Ì
Ò
Á*Ì
¡�Í�Ê
¡�¢�¼>¼8¡�ÖWØ�¡J¾�¼g½�¡�Â
¤0¡�Ã

z
ËiÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢�Ê,ÀHÓ

Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
Áå½�¡�Â
¤0À
w = ln z

Ê
¼9Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½�£�Õg¤å£>Ë�¡�¼>¢#Ú°Ì
¼>Ò
Ë4¡�Ê,ÀHÂ,ÀHÍ�é�Ê
¡�¢#ÚáÌ
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Á
ä{ß
À
ÅJÀ4Ã
¢K¼Q½áÊ
¡�Ë�¡�¼9Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼

w
(1)
0 = w0 + 2πi

ê³Ò
Á
£4È�à�«�ß�è{½�Ò
Á0Ø�¡�Ë�¿ç¼9Í�Á
Ê
Á
Á�í�È
É<½�£>ä2¾�À!£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½HßKÂ�½�¡!ËgÍ�ä<Ö�¡�Ãi¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

D
ß�¤�¡4½�¡�Ò,À�Õ~Ê
¼á£>¡J¾�¼>Ò�ãáÁ�½8ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿÷Ø

¤
Ò
Á
Ë�¿2Ø?ßJ¡�ÖWØ�¡W¾,Õ�×RÁ0Ø9½�¡�Â
¤�Ú
z = 0

ßJ¢K¡JãáÊ
¡çË�¿2¾�¼�Í�Á�½�é<Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¼&¢KÊ
¡Jã6¼>£Q½�Ë�¡BÊ
¼>Ì
Ò
¼�Ó
Ò
¿çË�Ê
¿2Ø!Á!¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¿&ØnË�¼Q½�Ë�¼>Ãn¢KÊ
¡�Î>¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�ÃnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

w = Ln z
ß�ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õn¤�¡�Ó

½�¡�Ò
¿2Ø�Ëg¤0À�ã6¾�¡�ÃnÄ(Á
¤�£>Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ã�½�¡4Â
¤0¼�¡4½WÍ�Á
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2kπi
È4©(À�ã6¾�À�Õ{½�À4¤�À�Õ�Ë�¼Q½�Ë�é

ln z
Ö4ÚJ¾�¼Q½(¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ�½�é(Ë4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡9¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡�¼ç¡4½�¡�Ö�Ò,ÀHÓ

ã�¼>Ê
Á
¼b¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
D
Á�ßJ£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßHÌ
¡B½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼2¡BÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê
¡�Ã{¡�Ö�Ò,ÀH½�Ê
¡�Ã{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Ö4ÚW¾�¼Q½á¡�Ö�Í�ÀH¾�À�½�é�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê
¡�Ã

(Ln z)′ =
1

(ew)′
=

1

ew
=

1

z
,

ñ9Ò
Á
Â
¼>¢ Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê,À�Õ�¡W¾�Ê,ÀåÁn½�Àåã6¼{¾
Í,ÕnË�£>¼�Ø�Ë�¼Q½�Ë�¼>Ã�È. #À4¤
Á
¢t¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�Ë�£>¼�½4À4¤
Á
¼
Ë�¼Q½�Ë�ÁgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Ln z
Ö4ÚJ¾,Ú�½°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢KÁ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
¢KÁ�È

~K£�Í�ÁÙã�¼�¡�Ö�Í�À4£Q½�é
D
£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½gØ�¡4½JÕiÖ�¿ ¡J¾�Ê�Ú!ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½4Ú�äú¤
Ò
Á
Ë4Ú0ä{ß�¡WØ�Ë�À�½�¿çË�ÀHÓ

äM×{Ú0äú½�¡�Â
¤�Ú
z = 0

ß�½�¡!Ë8½�À4¤�¡�Ãv¡�Ö�Í�À�£Q½�ÁvË�¼Q½�Ë�Á~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Ln z

Ê
¼�Í�é4Å>Õ~¡4½J¾�¼�Í�Á�½�é
¾�Ò�Ú0Îá¡4½o¾�Ò�Ú0Î�À�È� �¡�Â
¤0À

z = 0
ß�Ëg¤0¡�½�¡�Ò
¡�Ãi¤0À4¤ÙÖ�¿ î�£>¡�¼�¾�Á
Ê�Õ
äM½�£�Õ�ï!Ë�£>¼�Ë�¼Q½�Ë�Á

Ln z
ß

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤0¡�Ã8½�¡�Â
¤�¡�Ã!Ò,À�ÅWË�¼�½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ¡-Q½�¡�Ã!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ávê Ø�¡4½JÕ
Ln z

Ë
½�¡�Â
¤�¼

z = 0
Ê
¼(¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê�í�È

 �¡�Â
¤0À
z =∞ Û<½�À4¤�ã�¼#Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�À�Õ\½�¡�Â
¤0ÀBÒ,À�ÅWË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�ßH½�À4¤\¤�À4¤(¤�À�ã6¾�¿çÃ¡�ÖWØ�¡W¾8Ë�¡�¤
Ò�Ú0Î(Ê
¼>¼(Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õo½4À4¤�ã�¼(¡�ÖWØ�¡W¾�¡�¢¶Ë�¡�¤
Ò�Ú0Î(Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�À6¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½

z = 0
È

òKÁ
¢bÀ4Ê
¡�Ë�À�Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é9Í�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢bÀ�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê,À�È8~K¼çË�Á0¾áÌ
¡�¤0À�ÅJÀ4Ê6Ê,À�Ò
Á
£4È
ë"�
È
îg����'9	�� ë n�¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ö�Ò,À�Å(¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
ê³Ò
Á
£4È�à#��ß AJí2Ì
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á

w = ez È

ÎiÏ8Ð�Ñcû5�
��	8ï�	�����	�¯��2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡~êE¥"��È ¥�í�ß?¾�¼>¤0À4Ò�½�¡�Ë�Àg¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Ê,À�ÕÙ£>¼Q½�¤0À�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�ÕÙËg£>¼�Ó
¢K¼>Ã
£Q½�Ë�À�¤�¡�Ê
Ô
¼>Ê�½�Ò
Á
Â
¼W£>¤
Á0Ø8¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã�ÁåÍ,Ú0Â
¼>Ã�È?òKÁ
£4È�à#�0ßvÅR£>¡�Ë�¢K¼>£Q½�Ê
¡á£(Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á0Ó
Ì
¡�¢�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á�Õ�Î>Ò,À4Ê
Á
Ôå¾�À4¼Q½áÊ,À4ÎUÍ,Õ0¾�Ê
¡�¼(Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼{¡�Ö6¡�Ö�Ò,À�ÅW¼(¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
È

îg����'9	�� ë n�¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á¶¡�Ö�Ò,À�Å�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
z
£gÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ Ì
¡Ù¡4½�Ò
Á
Ô,ÀHÓ

½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃgÂ,À4£Q½�Áo¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã8¡4£>ÁgÌ
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Á
w = ln z
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ÿ��T�Jÿ�ý]�+��ÚsÝ�ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���\ÿÙ����ß
��	8ï�	�����	�¯Kñ9Ò
Á�Ò,À4£Q£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Á,ÁÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

w = ez ¢b¿lÚ�£Q½�À4Ê
¡�Ë�Á0Í�Á�ß�Â�½�¡åÍ�ä<Ö�À�Õ�Ì
¡HÓÍ�¡�£WÀ
y0 < y < y0 + 2π

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�Õs-Q½�¡�Ã Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã*Ê,ÀÙÌ
¡�Í�Ê�Ú0ä Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é~£
Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢�Ì
¡åÍ,Ú0Â�Ú

argw0 = y0

È�ñ�¡�Í�¡HãáÁ
Ë
y0 = −π ß�¢K¡JãáÊ
¡oÚ�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�À�½�é
ß�Â�½�¡�Ì
¡�ÓÍ�¡�£WÀ −π < y < π

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�£�ÕiÊ,ÀoË�£>ä Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é8£6Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢�Ì
¡�¡4½�Ò
Á
Ô,ÀH½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã
Â,À4£Q½�Á8¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á�È�É<½�£>ä2¾�Ào£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß.Â�½�¡oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = ln z
ß?¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ!¤

w = ez ß�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�¡�Ö�Í�À4£Q½�é E ê³Ò
Á
£4Èbâ4¦�ß AJí\Ë!¡�Ö�Í�À4£Q½�é G : −π < Im w < π
ê³Ò
Á
£4È

â4¦�ß �>í�È

�1r6¾ wÈ�k��Â/.���Ì�É �kÂG
�Ê�Ã_ÂG
10_

�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w =
1

2

(
z +

1

z

) êìë�¦�È ¬Hí
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã}( Ú0¤�¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡
ÈË'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ ( Ú0¤�¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡iêìë�¦�È ¬Hí<¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À�Á
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,ÀÙÊ,À�Ë�£>¼>Ã¶¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¡�Ã�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á�ß&ÅJÀ�Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢^½�¡�Â
¼>¤

z1 = 0
Á

z2 =∞ ß,¤�¡4½�¡�Ò
¿ç¼(Õ
Ë�Í,Õ
äM½�£�ÕgÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢KÁ8Ì
¡�Í�ä<£WÀ4¢KÁ�È, #À4¤o¤0À4¤

w′ =
1

2

(
1− 1

z2

)
,

½�¡!¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼4ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼>¢K¡�¼oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã êìë�¦�È ¬Hí�ß�¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡!Ë4¡!Ë�£>¼�Øi½�¡4Â
¤�ÀHØ
¡�Ö�Í�À4£Q½�Án¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡�£Q½�ÁÙÁ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á�ß.ÅJÀåÁ
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢ ½�¡�Â
¼>¤

z = ±1
ß�Ëo¤�¡�Ó

½�¡�Ò
¿2Ø
w′ = 0

È
Ý(À4Ã0¾�¼>¢ ¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�È�¨(Í,Õ¡-Q½�¡�Î>¡�Ì
Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢çß.Â�½�¡

z1
Á
z2
Ì
¼>Ò
¼�Ó

Ø�¡W¾,Õ�½áË6¡W¾�Ê�Ú°½�¡�Â
¤�Ú
w
ß�½HÈ ¼4È

z1 +
1

z1

= z2 +
1

z2

,
¡4½�¤�ÚW¾�À

(z1 − z2)
(
1− 1

z1z2

)
= 0.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
z1 = z2

Á0Í�Á
z1z2 = 1. #À4¤
Á
¢Ù¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼4ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼W¢K¡�¼<Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�( Ú0¤0¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡åêìë�¦�È ¬Hí

Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
D
Ö4ÚW¾�¼Q½°¡W¾�Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê
¿B¢çß�¼>£�Í�Á8¡�Ö�Í�À4£Q½�é

D
Ê
¼\£>¡W¾�¼>Ò�ã�Á�½�¾�Ë4Ú�Øg½�¡�Â
¼>¤�ß�£QË4Õ0Ó

ÅJÀ4Ê
Ê
¿2Ø�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢
z1z2 = 1

È&É�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ßKÂ�½�¡q-Q½�¡�¢#Ú~Ú�£�Í�¡�Ë�Á
ä ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½
¤
Ò�Ú0Î(¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡áÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ |z| < 1

Á0Í�Ág¤�¡�Í�é�Ô
¡ |z| > 1
È

ð2¿÷Õ
£>Ê
Á
¢çß�¤0À4¤�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ8êìë�¦�È ¬Hí�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½\¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |z| = ρ
ÁRÍ,Ú0Â
Á

arg z =
ϕ
È0¨(Í,Õ�-Q½�¡�Î>¡áÌ
¡�Í�¡JãáÁ
¢

z = ρeiϕ, w = u+ iv. �¡�ÎU¾�À�Á�Å°êìë�¦�È ¬Hí2Á
¢K¼>¼>¢

u =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
cosϕ, v =

1

2

(
ρ− 1

ρ

)
sinϕ.
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Ü9£>¤0Í�ä<Â
Á
Ë�Á�Å°êìë�¦�È ¥�í2Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò
ϕ
ß,Ì
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤oÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
ä

u2
/[1

2

(
ρ+

1

ρ

)]2
+ v2

/[1
2

(
ρ− 1

ρ

)]2
= 1,

êìë�¦�È ë�í
¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼(¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½<-�Í
Í�Á
Ì
£\£(Ì
¡�Í,Ú�¡�£�Õ
¢KÁ

aρ =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, bρ =

1

2

∣∣∣ρ− 1

ρ

∣∣∣ êìë�¦�È ��í
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ÁáÄ(¡�¤�Ú�£WÀ4¢KÁ°Ë\½�¡�Â
¤0ÀHØ

w = −1
Á
w = 1

Èc�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�¤�¡�Ê
Ô
¼>Ê�½�Ò
Á,Â
¼>£>¤,Á
¼�¡�¤
Ò�Ú�ã6Ó
Ê
¡�£Q½�Á |z| = ρ
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Í�Á
Ì
£Q¿~£KÄ(¡�¤�Ú�£WÀ4¢KÁ\Ëç½�¡�Â
¤0ÀHØ
w = −1

ß
w = 1

Á�£{Ì
¡�Í,Ú�¡�£�Õ
¢KÁ
aρ

Á
bρ
êìë�¦�È ��í�È�ñ9Ò
Á�Ë�¡4ÅWÒ,À4£Q½�À4Ê
Á
Á

ρ
¡4½°Ê�ÚWÍ,Õg¾�¡á¼�¾�Á
Ê
Á
Ô
¿yÌ
¡HÓ

Í,Ú�¡�£>Áh-Q½�Á0Ø�-�Í
Í�Á
Ì
£>¡�Ëá¢K¡�Ê
¡4½�¡�Ê
Ê
¡6Ú0Ö�¿çË�À4äM½á¡4½�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Ág¾�¡6ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
Ã
a1 = 1

ß
b1 = 0

È#ñ9Ò
Á
ρ = 1

-�Í
Í�Á
Ì
£åË�¿çÒ
¡Jã6¾�À4¼Q½�£�Õ~Ë8¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤Ù¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãv¡�£>Á
[−1, 1]

ß
Ì
Ò
¡WØ�¡J¾�Á
¢K¿çÃ6¾�Ë�À�ã6¾�¿9È�ñ9Ò
Á6¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢~Ë�¡4ÅWÒ,À4£Q½�À4Ê
Á
Á°Ò,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ

ρ
¡4½
ρ = 1

Ì
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-�Í
Í�Á
Ì
£>¡�Ë!Ê,ÀJÂ
Á
Ê,À4äM½n¢K¡�Ê
¡4½�¡�Ê
Ê
¡8Ë�¡4ÅWÒ,À4£Q½�À�½�é
ß�½�À4¤~¤�À4¤i¤0À�ã6¾�¿çÃ}-�Í
Í�Á
Ì
£°Ë�¡4ÅWÊ
Á
¤�À4¼Q½
Ë4½�¡�Ò
¡�ÃnÒ,À�Å�Èi~K£�Í�Á�Ê,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼6¡�ÖJØ�¡W¾�ÀåÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¿2Ø�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã�Ë�¿çÖ�Ò,À�½�é
Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¢çßK½�¡ÙÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼�¡�ÖWØ�¡W¾�À�£Q¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0ä<×RÁ0Ø�Á
¢�-�Í
Í�Á
Ì
£>¡�ËÙÖ4ÚW¾�¼Q½
½�À4¤�ã�¼�Ì
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é4Ê
¿ç¢ ¾
Í,ÕnÒ,ÀH¾�Á�Ú�£>¡�Ë

ρ > 1
Á!Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ì
¡�Í�¡HãáÊ
¿ç¢*¾
Í,ÕnÒ,ÀH¾�Á�Ú�£>¡�Ë

ρ < 1
ß
Â�½�¡áÊ
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡á£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°Á�Å\Ë4½�¡�Ò
¡�ÃgÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿^êìë�¦�È ��í�È
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Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¤
Ò�Ú0Î |z| < 1

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�ÕiÊ,À�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê�Ú0ä Ì0Í�¡�£Q¤0¡�£Q½�é
w
£

Ë�¿çÒ
¼QÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¢*¡4½�Ò
¼QÅW¤�¡�¢
[−1, 1]
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£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã8¡�£>Á�ß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢�Ë�¼>Ò�Ø�Ê�Õ�Õ�Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ã6Ó
Ê
¡�£Q½�é |z| = 1

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½�£�Õ�ËÙÊ
Á�ãáÊ
Á
Ã¶Ö�¼>Ò
¼>Î�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ�ß2À�Ê
Á�ãáÊ�Õ�ÕvÛ~ËÙË�¼>Ò�Ø�Ê
Á
Ã�È
©9¡�Í�é�Ô
¡ |z| > 1
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¼WÀHÍ�Á�Å>Ú�¼>¢K¿2Øa-Q½�¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�È�É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß?Â�½�¡°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
tg zÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,ÀRË�£>ä÷¾,Ú�ß0ÅJÀRÁ
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢�½�¡�Â
¼>¤

z = π/2 + kπ
ê
k = −∞,+∞ íbÁå¢K¡Jã6¼Q½Ö�¿÷½�é�Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê,Àá£QÚ0Ì
¼>Ò
Ì
¡4ÅWÁ
Ô
Á
¼>Ã8£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ�Ø�¡�½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Ã�Æ

z1 = 2iz, z2 = ez1 , w = −iz2 − 1

z2 + 1
.

êìë�¬�È ª�í

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡{£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ
¢ êEâ0È ¬�¬Hí�ß�Î>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Í�Á
Â
¼>£>¤
Á
¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á°£>Ò,À4Ë�Ê
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡RÌ
Ò
¡�£Q½�¡
Ë�¿çÒ,À�ã6À4äM½�£�ÕgÂ
¼>Ò
¼QÅ\½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á,Â
¼>£W¤
Á
¼

sh z = −i sin iz, ch z = cos iz,

th z = −i tg iz, cth z = i ctg iz

ÁoÌ
¡#-Q½�¡�¢#ÚoÊ
¼>£QÚ�×R¼>£>½�Ë�¼>Ê
Ê
¡á¡4½�Ê
Á0Øg¡4½WÍ�Á
Â,À4äM½�£�Õ�È
�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡t£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ
¢eêEâ0È ¬���í�ß<¡�Ö�Ò,À�½�Ê
¿ç¼~½�Ò
Á
Î>¡�Ê
¡�¢K¼Q½�Ò
Á,Â
¼>£W¤
Á
¼�ÁyÎ>Á
Ì
¼>Ò
Ö�¡�Ó

Í�Á
Â
¼>£>¤
Á
¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Át¢K¡Hã�Ê
¡vË�¿çÒ,À�ÅWÁ�½�é�Â
¼>Ò
¼QÅnÍ�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤
Á
¼4ÈB #À4¤�ß÷Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ß
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = Arcsin z = −Ln (iz +
√

1− z2)¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼Q½oË4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡�¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê
¡�¼\ÁgÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�¼R¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼\Ë�£>¼>Ã�¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Ã
Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

w
Ê,À(Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Í�Á
£Q½�Ê�Ú�ätÒ
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë4Ú�Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�éR£ç½�¡�Â
¤0À4¢KÁáË�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê�Á�Õ

Ë4½�¡�Ò
¡�Î>¡áÌ
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�Ê,ÀH¾
z = ±1

ÁgÍ�¡4ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�¡�Ã8½�¡�Â
¤�¡�Ã!Ò,À�Å>Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�ÕnÊ,ÀH¾
z =

∞ ß,£>¡�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Ê�Ú0äÑÁ�Å9Í�Á
£Q½�¡�Ë
ß,Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Ê
¿2ØoÊ,À6Ò
Á
£4È�â4à�Èó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w = Arctg z = − i
2

Ln
i− z
i+ z

Ë4ÅJÀ4Á
¢KÊ
¡i¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê
¡~¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½iË�£>ä ¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê�Ú0ä Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é
w
Ê,ÀÙÒ
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë4Ú

Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�é
ß
À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê�Ú0ä�Ò
Á
¢bÀ4Ê
¡�Ë�¡�Ã°Ì
¡�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
¡�£Q½�Á°Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�¡�ÃoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß
Ê
¡6Á
¢K¼>äM×{Ú0ä�Í�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤
Á
¼(½�¡�Â
¤
Á�Ë�¼Q½�Ë�Í�¼>Ê
Á�Õ�Ê,ÀH¾g½�¡�Â
¤�À4¢KÁ

z = i
Á
z = −i È

îg����'9	�� ñiä ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á°¡�Ö�Ò,À�ÅW¿�Ì
¡�Í�¡�£>¿
E : −π/4 < Re z < π/4

ÁáÒ,À4£>Ì
¡HÍ�¡Hã�¼>Ê
Ê
¿2Ø
Ë6Ê
¼>ÃgÌ
Ò�Õ
¢b¡4Ã

Re z = π/6
Ág¡4½�Ò
¼QÅW¤0À

Im z = π/4
Ì
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á

w = tg z
È



Ò � ê Ô$Õ ���"� ÿ ×�ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��ÚsÝ�ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���\ÿÙ����ß
��	8ï�	�����	�¯��2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡gÄ9¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼�êìë�¬�È ª�í�ß?Á
¢K¼>¼>¢

p = 2iz
ß
R = ep ß s = (R − 1)/(R +

1)
ß
w = −is È÷ñ9¼>Ò
Ë�¡�¼�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�¼n¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼ p = 2iz = 2eiπ/2z

Ì
¡�Ë�¡�Ò,ÀJÂ
Á
Ë�À4¼Q½
Á
£UØ�¡J¾�Ê�Ú0äÑÌ
¡�Í�¡�£QÚ

E
Ê,À

π/2
Ì
Ò
¡4½�Á
ËáÂ,À4£>¡�Ë�¡�Ãg£Q½�Ò
¼�Í�¤,Á8Á�Ò,À4£QèRÁ
Ò�Õ
¼Q½å¼>¼\Ë�¾�Ë�À�Ò,À�ÅJÀ�ß

½HÈ ¼4È�Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½gË°Ì
¡�Í�¡�£QÚ
Ep : −π/2 < Im p < π/2

È�ñ9Ò
Áa-Q½�¡�¢tÌ
Ò�Õ
¢bÀ�Õ
Re z = π/6Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾�Á�½�Ë�Ì
Ò�Õ
¢#Ú0ä

Im p = π/3
ß
À{¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

Im z = π/4
Û6Ë�¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

Re p = −π/4ê³Ò
Á
£4È�â4«�ß A4ß �>í�È
�bÍ�¼�¾,Ú0äM×R¼W¼å¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼

R = ep Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½nÌ
¡�Í�¡�£QÚ Ep

Ë�Ì
Ò,À4Ë4Ú0ä Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£�Ó
¤�¡�£Q½�é

ER : Re R > 0
ß,½4À4¤8¤0À4¤ |R| ¢K¼>Ê�Õ
¼Q½�£�Õ!¡4½°Ê�ÚWÍ,Õg¾�¡ ∞ ß?À argR

Ûå¡4½ −π/2 ¾�¡
π/2
È�ñ9Ò�Õ
¢bÀ�Õ

Im p = π/3
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½�£�ÕgËRÍ,Ú0Â

argR = π/3
ß,¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

Re p = −π/4ÛáË6Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�é |R| = e−π/4 ß0Í�¼Qã�ÀH×{Ú0älË6Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃoÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á ER

È

ÎiÏ8Ð�Ñ � �
¨{Ò
¡�Ö�Ê
¡�ÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê,À�Õ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

s = (R − 1)/(R + 1)
¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡°Á8£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡å¤
Ò�Ú�Ó

Î>¡�Ë�¡�¢#ÚÙ£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4Úi£>Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½�Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
ER

Ë�¡!Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼QÊ
Ê,ä<ä Â,À4£Q½�én¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡
¤
Ò�Ú0Î�À

Es : |s| < 1
È#Ð&½�¡n¡�Ö4æ.Õ
£>Ê�Õ
¼Q½�£�Õi½�¼>¢çß#Â�½�¡

s(0) = −1
ß
s(∞) = 1

ß#À�Ì
Ò�Õ
¢K¿ç¼
Re R = 0

Á
Im R = 0

Ì
¼>Ò
Ì
¼>Ê0¾�Á
¤�ÚHÍ,Õ
Ò
Ê
¿9ß�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�ÁÙÁ0ØÙ¡�Ö�Ò,À�Å>¿Ñ¾�¡�Í,ãáÊ
¿
Ö�¿÷½�éoÌ
¼>Ò
Ì
¼>Ê0¾�Á
¤�ÚJÍ,Õ
Ò
Ê,¿9È�Ý9¡°½�¡�ÎU¾�Ào¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤ −1 < Re s < 1

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ8¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò
¡�¢
¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |s| = 1

È0ñ9¡�-Q½�¡�Ãáã6¼BÌ
Ò
Á
Â
Á
Ê
¼MÍ,Ú0Â
argR = π/3

Ì
¼>Ò
¼>Ã0¾�¼Q½6Ë\Â,À4£Q½�é\¾,Ú0Î>Á
¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á�ß�Ì
Ò
¡WØ�¡J¾,Õ�×R¼>Ã�Â
¼>Ò
¼QÅM½�¡�Â
¤
Á

s = ±1
Ì
¡W¾�Ú0Î�Í�¡�¢�Ë

π/3
¤�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã

¡�£>Á�È#Ý(À4¤�¡�Ê
¼>Ô�ß�Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�én£°Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢lË8½�¡�Â
¤�¼
R = 0

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�£�Õ�Ë8Â,À4£Q½�é
¾,Ú0Î>Á~¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á~£°Ô
¼QÊ�½�Ò
¡�¢lË�½�¡�Â
¤�¼

s = −1
ê ½�¡�Â
¤0À

R = 0
Ì
¼>Ò
¼�Ø�¡W¾�Á�½nË�½�¡�Â
¤�Ú

s = −1
í�Á6Ì
¼>Ò
Ì
¼QÊ0¾�Á
¤
ÚJÍ,Õ
Ò
Ê
¡�ÃáË�£>¼>¢!Í�Á
Ê
Á�Õ
¢çß�¤0¡4½�¡�Ò
¿ç¼B¡�Ê,À�Ì
¼>Ò
¼>£>¼>¤�À4¼Q½åê³Ò
Á
£4È0â4«�ß G�ß CÏí�È

ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼R¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼
w = −is = e−iπ/2s

£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼>½oÌ
¡4Ë�¡�Ò
¡4½4Úg¤
Ò�Ú0ÎQÀáÊ,À
Ú0Î>¡�Í

π/2
Ì
¡{Â,À4£>¡�Ë�¡�Ãá£Q½�Ò
¼�Í�¤�¼4È
òKÁ
£4È
â4«�ß T2¾�À4¼Q½RÊ,À4ÎUÍ,Õ0¾�Ê
¡�¼<Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Á,¼�¡\Ì
¡�Í�¡Jã6¼�Ó

Ê
Á
Ág¡�Ö�Ò,À�ÅJÀ
G
Á
£UØ�¡W¾�Ê
¡�Ã�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
Ì
Ò
Ág¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Á

w = tg z
È

ñ9¡W¾�Ë�¡W¾,ÕgÁ�½�¡�Î�ß�¢K¡Hã�Ê
¡6£>¤0À�ÅJÀ�½�é
ß�Â�½�¡áÌ
¡�Í�¡�£WÀ
E : −π/4 < Re z < π/4

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6ÀHÓ
¼Q½�£�ÕáË\¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¿çÃ°¤
Ò�Ú0Î

G : |w| < 1
ß�Ì
Ò
Á�-Q½�¡�¢iÌ
Ò�Õ,¢bÀ�Õ

Re z = π/6
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�Õ�Ë

î�¢K¼>Ò
Á0¾�Á,À4Ê�ï�-Q½�¡�Î>¡{¤
Ò�Ú0Î�À�ß�Ì
Ò
¡WØ�¡W¾,Õ�×RÁ
ÃáÂ
¼>Ò
¼QÅB½�¡�Â
¤
Á
w = ±i Á w = tg π/6 = 1/

√
3
ß

À�¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤
Im z = π/4

ÛnË�î�Ì,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�é
ïa-Q½�¡�Î>¡n¤
Ò�Ú0Î�À�ß#Ì
Ò
¡WØ�¡W¾,Õ�×{Ú0ä Â
¼>Ò
¼QÅå½�¡�Â
¤�Ú
w = tg (iπ/4) = i th π/4

È
ð*ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼{¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡áË�¡�Ö4×R¼>¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼(¾�¼>¤0À4Ò�½�¡�Ë�À�¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�Ê,À�Õ�£>¼Q½�¤0À�ß

Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Ê,À�Õ�Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á8Ì
¡�Í�¡�£>¿ −π/4 < Re z < π/4
ß�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�£�Õ8Ëá£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�Ó

äM×RÁ
¼áî�Ì,À4Ò,ÀHÍ
Í�¼�Í�Á�ïáÁiî�¢K¼>Ò
Á0¾�Á,À4Ê
¿9ïHß�Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Ê
¿ç¼(Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á�¤
Ò�Ú0ÎQÀ |w| < 1
È

�¦üG¾ h!Ã_��
�Ê����øÌ¾��Ë���WÅ��
ÉË�i
������þÂG
��V+Æ
���¿���Ä�Ç
�ÉË
1¡����ø�������È
ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢t½�¼>Ì
¼>Ò
ég¤n¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ã8ÅJÀH¾�ÀJÂ
¼�½�¼>¡�Ò
Á
Á�¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¿2Ø!¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Ã�ß

¤�¡4½�¡�Ò,À�ÕiÅJÀ4¤0Í�ä<Â,À4¼Q½�£�Õ�Ë8Ì
¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
Á
Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w = f(z)

ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
äM×R¼WÃ�¤�¡�Ê0Ó
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡�¼9¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(¡J¾�Ê
¡�ÃåÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¡�Ãg¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E
Ê,ÀR¾�Ò�Ú0ÎQÚ0äyÅJÀH¾�À4Ê
Ê�Ú0äl¡�ÖHÍ�À4£Q½�é



ÿ {�×���âÙ�
ýd���c��é�����þð��è$�j�Jÿ�ý]�+���DÝ0ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���(ÿÙ����ß Ò � 	
G
È�óBÍ�Î>¡�Ò
Á�½�¢�Áå£Q½�Ò�Ú0¤�½�Ú�Ò,À6Ò
¼QèR¼>Ê
Á�Õ�-Q½�¡�ÃåÅJÀH¾�ÀHÂ
Áå£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿B¢¶¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢~¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Ó
Í,Õ
¼Q½�£�Õ°Ë�Á0¾�¡�¢i¡�Ö�Í�À4£Q½�¼>Ã

E
Á
G
È0Ý(ÀHÂ
Ê
¼>¢i£<Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø°¤0Í�À4£>£>¡�Ë{ÅJÀH¾�ÀJÂ�ß�¾
Í,Õá¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø

¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡oÁ
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕnÁ�Å>Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿2ØnÚ�ã�¼R¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ã�ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�ËHÍ,Õ,¼>¢K¿2Ø�-�Í�¼�Ó
¢K¼>Ê�½�À4Ò
Ê
¿ç¢KÁ8Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ,¢KÁ�È�ò#À�£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ò�Õ0¾8Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�Ë
È
îg����'9	�� ñ�ë ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�ÁlÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ß(¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡ ¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×{Ú0ä ¡�Ö�Í�À4£Q½�ét¢K¼Qã6¾,Ú
¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½JÕ
¢KÁ |z| = 1

ß |z − 1| = 2
Ê,À6¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¿çÃ8¤
Ò�Ú0Î |w| < 1

È

ÎiÏ8Ð�Ñ � �
��	8ï�	�����	�¯MÉ�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢ÑÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¿ç¼�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á¶Â
¼>Ò
¼QÅ

γ1

Á
γ2

ß&À�¡�Ö�Í�À�£Q½�éi¢K¼Qã6¾,Ú
Ê
Á
¢KÁRÂ
¼>Ò
¼QÅ

E
ê³Ò
Á
£4È�â"��ß AJí�ÈJ¨{Ò
¡�Ö�Ê
¡HÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê,À�Õ�Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

p = (z+1)/(z−1)
ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡

¤
Ò�Ú0Î>¡�Ë�¡�¢#Ú*£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4ÚÑê³£>¢çÈçÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò�¥�â0È ª�í�ß÷¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�¡�Ö�Í�À4£Q½�é
E
Ë�Ì
¡�Í�¡�£�Ú

Ep :
0 < Re p < 1/2

ß÷½�À4¤t¤0À4¤
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£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãi¡�£>Á�ê³Ò
Á
£4È�«�¥0ß GWí�ÈW'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
s = eiπR = −R Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ�£<¡4½�Ò
Á
Ô,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃoÂ,À4£Q½�Áá¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãå¡�£>Á°Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

R
Ê,À{Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ó

Ê�Ú0ä Â,À4£Q½�é�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãv¡�£>ÁiÌ0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á
s
ê³Ò
Á
£4È#«�¥0ß CÏí�È�Ý(À4¤�¡�Ê
¼>Ô�ß�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼

w =
√
s
£>Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½(¡�Ö�Í�À4£Q½�é

Es

Ê,À<Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä�Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
G
Æ
Im w > 0

ê³Ò
Á
£4È�«�¥0ß C�ß T>í�È



Ò � û Ô$Õ ���"� ÿ ×�ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��ÚsÝ�ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���\ÿÙ����ß
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß�¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
äM×�À�Õi½�Ò
¼>Ö4Ú�¼>¢K¡�¼å¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼4ß�Á
¢K¼>¼Q½

Ë�Á0¾

w =

√
z2 + 2z + 1

17z/4− z2 − 1
.

îg����'9	�� ñ�ë ¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ß2¡4½�¡�Ö4Ò,À�ã�À4äM×{Ú0ä�Ë�Ê
¼QèRÊ
ä<ä Â,À4£Q½�éi¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡
¤
Ò�Ú0Î�À |z| > 1

£nÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ Ê,À~¾�¼QÃ
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á ¡4½
z = −2

¾�¡
z = −1

Ê,À
Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<älÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
È

ÎiÏ8Ð�Ñ � 	
��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

p = 1/z
Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡W¾�Á�½~Ë�Ê
¼�èRÊ
ä<ä Â,À�£Q½�éi¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡i¤
Ò�Ú0Î�À

Eê³Ò
Á
£4È�«�ë�ß AJíbË�¡RË�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
ä<ä�Â,À4£Q½�é�¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡6¤
Ò�Ú0Î�À |p| < 1
ß�À{Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ9Ê,À(¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á0Ó

½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á¶¡4½
z = −2

¾�¡
z = −1

Û~Ë�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ8Ì
¡n¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢#Ú�¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò�Ú
¡4½

p = −1
¾�¡

p = −1/2
ê³Ò
Á
£4È#«"�
ß �>í�ÈKø�ÀH¾�ÀJÂ,À�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õi¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

Ep

Ê,À�Ë�¼>Ò�Ø�Ó
Ê
ä<ä¶Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é(Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê,À9Ë<Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼4È��bÍ�¼�¾,Ú�Õ6ÀHÍ�Î>¡�Ò
Á�½�¢#ÚR¼QÎ>¡
Ò
¼QèR¼>Ê
Á�Õ�ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢

w(z) =

√
2z2 + 5z + 2

−z2 + 2z − 1
.

îg����'9	�� ñ�ë ¯O;�¯(Ý(À4Ã�½�ÁåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ß�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×{Ú0ä ¤
Ò�Ú0Î
E
Æ |z− 2| < 1

Ê,À{¤
Ò�Ú0Î
G
Æ

|w − 2i| < 2
½4À4¤�ß,Â�½�¡�Ö�¿

w(2) = i
ß
argw′(2) = π/2

êìÒ
Á
£�È�«"�
ß A4ß �>í�È

ÎiÏ8Ð�Ñ � &
��	8ï�	�����	�¯�ñ9Ò
ÁáÒ
¼QèR¼>Ê
Á
ÁåÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò,ÀR¥�â0È ¬<Ê,À4¢KÁáÖ�¿2Í�¡{Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
¡R£>¡4¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼�êE¥�â0È â�í�È
Ý9¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�¼9Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
¼>Ê
Á
¼�-Q½�¡�Î>¡R£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�ÕoË(¾�À4Ê
Ê
¡�¢~Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼�Ê
¼>Ë�¡4ÅW¢K¡Jã6Ó
Ê
¡
ß�¡J¾�Ê,À4¤�¡8¢K¼Q½�¡J¾�¼>Î>¡!Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Á�Õ�ß#Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM×RÁ,Ãv£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡n£>¡WØ�Ò,À4Ê
¼>Ê
Á�Õv£>Á
¢K¢K¼Q½�Ó
Ò
Á
Â
Ê
¿2Øo½�¡�Â
¼>¤~ê ½�¼>¡�Ò
¼Q¢&Àá¥�â0È ¥�í�ß
Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½�Ò
¼QèRÁ�½�é�ÅJÀH¾�ÀJÂ�Ú�È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�¼>£�Í�Á�Ô
¼>Ê�½�Ò8¤
Ò�Ú0Î�À

z1 = 2
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�£�Õ�Ë�½�¡�Â
¤�Ú

w1(z) = i
ß
½�¡

½�¡�Â
¤0À
z2 = ∞ ¾�¡�Í,ãáÊ,À�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�é�£�Õ�Ë�½�¡�Â
¤�Ú w2

ß�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê�Ú�ä ½�¡�Â
¤�¼
w1 = i¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡á¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |w − 2i| = 2

ß
½JÈ ¼4È,½�¡�Â
¤�Ú
w2 = −2i

È
~#×R¼{¡W¾�Ê�Úo½�¡�Â
¤�Úg¢K¡JãáÊ
¡�Ê,À4Ã�½�Á�ß�¼>£�Í�Á8Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À�½�é�£�Õ�Î>¼>¡�¢K¼Q½�Ò
Á
Â
¼W£>¤
Á
¢ £>¢K¿ç£�Ó

Í�¡�¢�À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½4ÀáÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡J¾�Ê
¡�Ã�È�Ü�Å{Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À
argw′(2) = π/2

£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡°Ò,ÀH¾�Á�Ú�£4ß
Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>Ê
Ê
¿çÃ~Á�Åá½�¡�Â
¤
Á

z1 = 2
Ëg½�¡�Â
¤�Ú

z3 = 3
ß�Ì
Ò
ÁÙÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¡�¢�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
ÁiÌ
¡�Ó

Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½�£�ÕåÊ,À\Ú0Î>¡�Í
π/2
Ì
Ò
¡4½�Á
ËRÂ,À4£>¡�Ë�¡�Ãá£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á.ß0½HÈ ¼4È�¼>Î>¡R¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢iÖ4ÚW¾�¼Q½�¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤å¡4½

w1 = i
¾�¡

w3 = 4i
ß
Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢v½�¡�Â
¤
Á

z3 = 3
Ö4ÚW¾�¼Q½á½�¡�Â
¤0À

w3 = 4i
È
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ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú8Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿Ñ½�Ò
Án½�¡�Â
¤
Á
z1
ß
z2
ß
z3
ÁnÁ0Ø!¡�Ö�Ò,À�ÅW¿

w1
ß
w2
ß
w3
ß?½�¡o¢K¡JãáÊ
¡

Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡4Ë�À�½�é�£�ÕgÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¡�ÃiêE¥�â0È à�í�È
 �¡�ÎU¾�À

(w − i)(−2i− 4i)

(w − 4i)(−2i− i) =
z − 2

z − 3
.

É<½�£>ä2¾�À�Ì
¡�£�Í�¼(Ú0Ì
Ò
¡4×R¼>Ê
Á
Ã�Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢

w = 2i
1− z
z − 4

.

ò�¼QèR¼>Ê
Á
¼j-Q½�¡�Î>¡áÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò,À�Ô
¼�Í�Á
¤�¡�¢�¡�£>Ê
¡�Ë�À4Ê
¡6Ê,À6Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì
¼\£>¡JØ�Ò,À4Ê
¼>Ê
Á�Õ�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ó
Ò
Á
Áå½�¡�Â
¼>¤gÌ
Ò
Á°¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡�ÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�¢�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Á�ß
¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃ�ß,Ë�¡�¡�Ö4×R¼9Î>¡�Ë�¡�Ò�Õ�ß
¢K¡JãáÊ
¡
Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�é{¤0À4¤6Â,À4£Q½�Ê
¿çÃ°£�Í,Ú0Â,À4Ã�Ö�¡�Í�¼>¼B¡�Ö4×R¼>Î>¡\Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,À�Û{Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,À\£>Á
¢K¢K¼Q½�Ó
Ò
Á
Ág¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¿2Øg¡4½�¡�Ö4Ò,À�ã6¼>Ê
Á
Ã�ß,Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò
¡�Ë�¤�Úo¤�¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡�¾�À4¼Q½á£�Í�¼�¾,Ú0äB×6À�Õ
%&	�����	�'9� ñ�ë ¯ ä=� )�������$���)t����'9'9	��
�������H¯�õ\���Q���(CED�A4X,`,�,A�FJ��N�A��Q��`

E1

�>FJT�L�D,V `,�
FJ�<D�L��4FJ��T�LQZ��Q�6G�`,�6L�N���X�FJZ¶FH�Q`

γ (
��FJX�LQ�0X,YKZv`�N�`���L>�Q��FJX�LQ�0X,YKZ

),
AnaK��X,���,`0�

w =
f1(z)

D�LÏAWN�`�����LQ� ��FJX�abFUD��9X�FHL8FJ�6FJ��D�A�V�LQX,`�L�6H�6FJZ*FJ��N�A��Q��`*X,AÙFJ��N�A��Q���
G1
��A4�

��FHL�I÷�0�6F
γ
��L�D�L���FJTH`,� GoFJ�<D�L��4FJ��T�LQZ��Q�6G�`,�6L�N���X�FJZÙFH�Q`

Γ
Ib��G>N��S�XJ�`,Z����~�0A��Q���9�

CED�A4X,`,�,Y
G1
;�:�6H��`0�g����N�FHG�`0�0�8aK��X,���,`0�

f1(z)
T�FJ�,���Q��A�LQ��A4X,AWN�`,��`,��L>�Q��FHL��4D�FJT�FUN��

V�LQX,`�L
f2(z) = f ∗

1 (z∗)
��L�D�L��\TH��C��

γ
G\FJ��N�A��Q���

E2
I��Q`0�M�(LQ�<D�`,�0X,�9� FW�6X,FH�Q`,�6LON���X�F

γ
I#�4D�`,��LO� aK��X,���,`0�

w = f2(z)
D�LÏAWN�`�����LQ� ��FJX�abFÏD��9X�FHL\FW��FW��D�A�V�LQX,`�L\FJ��N�A��Q��`

E2X,AáFJ��N�A��Q���
G2
I&�Q`0�M�(LQ�<D�`,�0X,�9�lFJ��X�FH�Q`,�6L�N���X�F

Γ
I&A°aK��X,���,`0�

w = F (z) =

{
f1(z), z ∈ G1;
f1(z) = f2(z), z ∈ γ;
f2(z), z ∈ G2

D�LÏAWN�`�����LQ�y��FJX�abFUD��9X�FHLBFJ�6FJ��D�A�V�LQX,`�LçFJ��N�A��Q��`
E1+γ+E2

X,A9FJ��N�A��Q���
G1+Γ+G2

;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯<É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢�Â
¼>Ò
¼QÅ

z
Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê�Ú0ä ½�¡�Â
¤�Ú�ß÷Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×{Ú0ä

¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
E2
Á�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê�Ú0äÑ½�¡�Â
¤0¼

z∗ ∈ E1
¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡

γ
ê³Ò
Á
£4È�«�ª0ß AJí�È?É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÓ

Â
Á
¢�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡!Â
¼>Ò
¼QÅ
f2(z)

½�¡�Â
¤�Ú�ß�Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼Qã6À�×{Ú0äú¡�Ö�Í�À�£Q½�Á
G2

Ái£>Á
¢K¢K¼Q½�Ó
Ò
Á
Â
Ê�Ú0ä¶½�¡�Â
¤�¼

f1(z
∗)
¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡

Γ
ê³Ò
Á
£4È4«�ª0ß �>í�È4Ý9¡<½�¡�Â
¤�¡�Ã�ß4£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê,¡4Ã�½�¡�Â
¤0¼

f1(z
∗)
¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é4Ê
¡

Γ
ß�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ~Ái½�¡�Â
¤0À

f ∗
1 (z∗)

ê³Ò
Á
£4È�«�ª0ß �>í�È#É<½�£>ä÷¾�À8Ái£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß
Â�½�¡

f2(z) = f ∗
1 (z∗).

êìë�¥0È ë�í
ñ9¡�¤0À�ã�¼>¢v½�¼>Ì
¼>Ò
é
ß�Â�½�¡6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f2(z)
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë6¡�Ö�Í�À�£Q½�Á

E2

Ág¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½�¼>¼oÊ,À!¡�Ö�Í�À4£Q½�é

G2
ß�½HÈ ¼4ÈbÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f2(z)
Ën¤�À�ã6¾�¡�Ã~½�¡�Â
¤�¼g¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

E2Á
¢K¼>¼Q½á¡4½WÍ�Á
Â
Ê�Ú0äÑ¡�½�Ê�ÚJÍ,ÕgÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê�Ú0ä
f ′

2(z)
È�¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

f ′
2(z) = lim

∆z→0

f2(z + ∆z)− f2(z)

∆z
=
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= lim

∆z→0

f ∗
1 (z∗ + ∆z∗)− f ∗

2 (z∗)

∆z
=

= lim
∆z→0

[f1(z
∗ + ∆z∗)− f2(z

∗)

∆z∗

]∗
= [f ′

1(z
∗)]∗.

êìë�¥0È ��í

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú�ß�Ì
¡åÚ�£�Í�¡�Ë�Á
ä ½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿9ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f1(z)

¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡o¡�½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½
E1

Ê,À
G1
ß�½�¡�£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½\¡4½JÍ�Á
Â
Ê,À�Õ�¡4½9Ê�ÚWÍ,Õ6Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê,À�Õ

f ′
1(z

∗)
ß4À�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ë�£>Á0Í,Ú

êìë�¥0È ��í&ÁgÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê,À�Õ
f ′

2(z)
¾
Í,ÕgË�£>¼�Ø

z ∈ E2
È

¨{¡�¤0À�ã�¼>¢i£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼>¼�Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼<½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ¡\½�¡�¢çß0Â�½�¡
f2(z)

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕåÀ4Ê,ÀHÍ�Á0Ó
½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢ Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼>¢

f1(z)
ß?½HÈ ¼4È�Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡

f1(x) = f2(x)
ß?¡4ÅWÊ,ÀHÓ

Â,À4äM×R¼>¼\£>¡4Ë�Ì,ÀH¾�¼>Ê
Á
¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
f1(z)

Á
f2(z)

Ê,À�Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼
γ
È

¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡6½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�¥$�
È ë�ß
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½åÌ
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
z∗→x

f1(z
∗) = f1(x),

Ê
¡
ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡!êìë�¥0È ë�í�ß

f2(x) = lim
z→x

f2(z) = lim
z∗→x

f ∗
1 (z∗) = f ∗

1 (x).

 #À4¤
Á
¢ ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß
f2(x) = f ∗

1 (x)
ß.Àå£RÚ0Â
¼Q½�¡�¢ ½�¡�Î>¡
ß.Â�½�¡

f1(x)
Ì
Ò
Á
Ê,ÀH¾
Í�¼QãáÁ�½�Î>Ò,À4Ê
Á0Ó

Ô
¼
Γ
ß�Í�¼Qã�À�×R¼>ÃÙÊ,Àå¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡4Ã~¡�£>Á�ß�Á
¢K¼>¼>¢

f ∗
1 (x) = f1(x)

ß�¡4½�¤�ÚW¾�À8ÁÙ£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½
f2(x) = f1(x)

È&ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡iÌ
¡ÙÌ
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì�Ú¶Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿÷Ë�Ê
¡�Î>¡~Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á�Õ
¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½Hß,Â�½�¡

f2(z)
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢�Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼>¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1(z)
È,ð2£>¼

£>¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�¼(Ë�¿÷èR¼�¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼(Ú�½�Ë�¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿9Æ�¡�½�¡�¢çß
Â�½�¡�Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á�Õ

F (z)
êìë�¥0È ¬HíKÒ
¼WÀHÍ�Á�Å>Ú�¼Q½�¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡�¼<¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼

E1 + γ+E2

Ê,À
G1 + Γ +G2

È
♦
ñ9Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Á�¡�£Q½�À4¼Q½�£�Õ¶£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿ç¢ Á�Ë!½�¡�¢Ñ£�Í,Ú0Â,À4¼4ßb¼>£�Í�Á¶Ën¼>Î>¡

Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�Á
Ò
¡�Ë�¤�¼&¡4½�Ò
¼QÅW¤
Á(¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¿÷Ø\¡�£>¼>Ã(ÅJÀ4¢K¼>Ê
Á�½�é<Ê,ÀB¡4½�Ò
¼�ÅW¤
ÁRÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿2Ø
Ì
Ò�Õ
¢K¿2ØiÁ�ß�Ö�¡�Í�¼>¼�½�¡�Î>¡
ß�Ê,À�Â,À4£Q½�ÁÙ¾,Ú0Î°Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø~¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã�È��2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£Q½�é
½�À4¤�¡�Î>¡8ÅJÀ4¢K¼>Â,À4Ê
Á�ÕiË�¿÷½�¼>¤�À4¼Q½nÁ�Åå¤
Ò�Ú0Î>¡�Ë�¡�Î>¡8£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�Àg¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡�ÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�Ã~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß
Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
äM×R¼>Î>¡á¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�éáÚ0¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¼\Í�Á
Ê
Á
Á�Ëá¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤g¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã8¡�£>Á�È� #ÀHÓ
¤
Á
¢~¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß0ËR½�¼�Øå£�Í,Ú0Â,À�Õ0Ø?ß�¤0¡�ÎU¾�ÀR¡�½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼>¢bÀ�Õá¡�Ö�Í�À4£Q½�é�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê,À�¡4½�Ê
¡�£>Á0Ó
½�¼�Í�é�Ê
¡�¡J¾�Ê
¡�ÃåÁ�Å<Í�Á
Ê
Á
Ã�ß�Ú0¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿2ØoË�¿÷èR¼4ß
¡�£>Ê
¡�Ë�Ê,À�ÕáÅJÀH¾�ÀJÂ,À{½�¼>¡�Ò
Á
Ág¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¿2Ø
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ã!¢K¡Hã�¼Q½åÖ�¿÷½�éåÚ0Ì
Ò
¡4×R¼>Ê,ÀoË�îJ¾�Ë�À°Ò,À�ÅJÀ�ïáÛg¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢t¡W¾�Ê
¡�ÃnÁ�Å�¼>¼
î�Ì
¡�Í�¡�Ë�Á
Ê�ïJÈ
ñ9¡�¢KÁ
¢K¡ -Q½�¡�Î>¡
ß9Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ìy£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
ÁÑ¢K¡JãáÊ
¡*Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�ét¼Q×R¼~Áy¤0À4¤yÁ
£�Ó

¤0Í�ä<Â
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡¶Ì
Ò
¡�£Q½�¡�Ãt¢K¼Q½�¡J¾�Ì
¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
Á�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡¶Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�ÕtÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Á

f(z)
Â
¼>Ò
¼QÅ°Î>Ò,À4Ê
Á
Ô�Ú

γ
È�¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�¼>£�Í�Á

Γ
£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½�£�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã

¡�£>é�ä{ß�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�Àoêìë�¥0È ë�íd��¼>£�Í�Á
Γ
£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½6£9¢KÊ
Á
¢K¡�Ão¡�£>é�ä{ß0½�¡

f2(z) =
−f ∗

1 (z∗)
�,¼>£�Í�Á

Γ
£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À�¼Q½á£(Ö�Á
£>£>¼>¤�½�Ò
Á,£>¡�Ã8Ì
¼>Ò
Ë�¡4Ã�Â
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�Á�ß�½�¡

f2(z) = if ∗
1 (z∗)

Á
½HÈ ¾�È
�2¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�¼çË�¿÷èR¼ç¢K¡JãáÊ
¡�Á
Ê�½�¼>Ò
Ì
Ò
¼Q½�Á
Ò
¡�Ë�À�½�é\ÁR¤�À4¤RÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ{¾
Í,Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f1(z)
ß

¾�¡�Ì�Ú�£>¤0À4äM×R¼>Ã�Ú0¤�À�ÅJÀ4Ê
Ê
¿ç¼~À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤,Á
¼~Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á�Õ�ÈM #À4¤�ßBË�Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢ £�Í,Ú0Â,À4¼
Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢�Õ,ËHÍ,Õ,¼�½�£�Õ

Im f1(z)|z∈γ = Im f1(z)|z∈x = 0ê ½�À4¤g¤0À4¤
Γ ∩ v = 0

íd�,Ë�¡6Ë4½�¡�Ò
¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼9Û

Re f1(z)|z∈γ = Re f1(z)|z∈x = 0

ê ½�À4¤g¤0À4¤
Γ ∩ u = 0

í�ß
ÁgË�½�Ò
¼Q½�é4¼W¢�Û

Re f1(z)|z∈γ = Im f1(z)|z∈γ

Á0Í�Á
Re f1(x) = Im f1(x)

ê ½�À4¤g¤�À4¤
Γ ∈ u = v

í�È



ÿ {�×���âÙ�
ýd���c��é�����þð��è$�j�Jÿ�ý]�+���DÝ0ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���(ÿÙ����ß Ò � �

ÎiÏ8Ð�Ñ � û

ñ9Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>¢¶Ò�Õ0¾�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�Ë
ß,Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM×RÁ0ØgÌ
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ìg£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Á.È?ÉM¾�Ê,À4¤�¡6Ì
¼>Ò
¼�¾
-Q½�Á
¢8Ë�¼>Ò
Ê
¼>¢K£�Õ{¤(ÅJÀH¾�ÀJÂ
¼b¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã

sin z
Ì
¡�Í,Ú0Ì
¡�Í�¡�£>¿ −π/2 < Re z <

π/2
ß
Im z > 0

ÁÙË�£>¼>ÃiÌ
¡�Í�¡�£>¿ −π/2 < Re z < π/2
È�ðlÌ
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢yÒ,À�ÅQ¾�¼�Í�¼²-Q½�Á

ÅJÀH¾�ÀJÂ
ÁnÒ
¼Qè�ÀHÍ�Á
£QégÊ
¼QÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡°¾�Ò�Ú0Î6¡4½á¾�Ò�Ú0ÎQÀ�È.Ü9£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼�Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,Àå£>Á
¢K¢K¼Q½�Ó
Ò
Á
Á�Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½6¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡åÌ
Ò
¡�£�½�¡°Ê,À4Ã�½�Á8Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼{Ë4½�¡�Ò
¡�ÃgÅJÀH¾�ÀHÂ
Á�ß�¼>£�Í�Á�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¡
Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼\Ì
¼>Ò
Ë�¡�Ã�È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

f1(z) = sin z
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½(Ú0¤�À�ÅJÀ4Ê
Ê�Ú0ä Ì
¡�Í,Ú0Ì
¡�Í�¡�£QÚ6Ê,À\Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
ßMÌ
Ò
Á¹-Q½�¡�¢ú¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤
γ
Æ −π/2 < x < π/2

ß
y = 0

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�À4¼Q½�£�Õ
Ëi¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

Γ
Æ −1 < u < 1

ß
v = 0

È÷ñ9Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì £>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Á*¾�À4¼Q½�Ë4¿çÒ,À�ã6¼>Ê
Á
¼g¾
Í,Õ
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Î>¡áÌ
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�Õ

f1(z) = sin z
Â
¼>Ò
¼QÅ{¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

γ
Ë�Ë�Á0¾�¼áêìë�¥�È ¬Hí�ß�½HÈ ¼4È

f2(z) = (sin z∗)∗ =
(eiz∗ − e−iz∗

2i

)∗
=

= −e
−iz − eiz

2i
=
eiz − e−iz

2i
= sin z.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á,¢~Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢
sin z

£>Ê
¡�Ë�À9Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ
sin z
È0Ý9¡(½�¡�Ó

ÎU¾�ÀgÊ
Á�ãáÊ�Õ�Õ�Ì
¡�Í,Ú0Ì
¡�Í�¡�£WÀg¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�£�ÕiÊ,ÀgÊ
Á�ã�Ê
ä<ä Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
ß�ÀoË�£�ÕÙÌ
¡�Í�¡�£WÀ
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã

sin z
¡4½�¡�Ö�Ò,ÀHÅWÁ�½�£�ÕåÊ,À\Ë�£>ät¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê�Ú0ä�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é�£MÒ,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ4¢KÁ°Ì
¡\¾�¼>Ã0Ó

£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Ág¡4½ −∞ ¾�¡ −1
Ág¡�½�¬�¾�¡ ∞ ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È?â4à�íQÈ

îg����'9	�� ñ�ë ¯ F ¯(Ý(À4Ã�½�Á\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w(z)
ß>¤0¡�Ê
Ä9¡�Ò
¢KÊ
¡B¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×RÁ
¼KË�Ê
¼QèRÊ
ä<ävÂ,À4£Q½�é

¤
Ò
¼>£Q½�À8ê³Ò
Á
£4È�«�à�ß AJí2Ê,À
À�í2Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<älÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é

Im w > 0
�

Ö�í2Ë�Ê
¼QèRÊ
ä<älÂ,À4£Q½�é�¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡á¤
Ò�Ú0Î�À |w| > 1
È

��	8ï�	�����	�¯Kñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�ÚnÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢bÀ�ÕÙ¡�Ö�Í�À4£Q½�é�¡�Ö�Í�ÀH¾�À4¼Q½�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
¼WÃi¡4½�Ê
¡�£>Á0Ó
½�¼�Í�é�Ê
¡i¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãt¡�£>Á�ß2Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢ Ì
¡~Ê
¼>Ã Ë�£>Ì
¡�¢K¡�Î�À�½�¼�Í�é�Ê
¿çÃtÒ,À�ÅWÒ
¼QÅnÁ*Ò,À4£�Ó
£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä^Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�éo£RÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢tÌ
¡°¢KÊ
Á
¢K¡�Ã!¡�£>Á!¡4½

z = 0
¾�¡

z = i
È

©(À4¤�Ì
¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡gË�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼áë�¥0È ë�ß.Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
s =
√
z2 + 1

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½8¼>¼�Ê,ÀoË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä
Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é{Ì0Í�¡�£>¤0¡�£�½�Á

s
ß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢Ù½�¡�Â
¤
Á

A,B,C
¡4½�¡�Ö�Ò,À�Å>Õ�½�£�ÕáË9½�¡�Â
¤
Á�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á0Ó

½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãg¡�£>Ág£(¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,ÀH½4À4¢KÁ�ß,£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡
ß −√2
ß�¦�ß √

5
ê³Ò
Á
£4È�«�à�í�È

'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
s =
√
z2 + 1

ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½BÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢gÌ
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,ÀB£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Á
Im s(x) =

Im
√
x2 + 1 = 0

Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4¼Q½°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�¼\Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼

F (z) =
√
z2 + 1 =





√
z2 + 1, Im z > 0;√
x2 + 1, Im z = 0;√
z2 + 1, Im z < 0,

êìë�¥0È ª�í

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼÷Ì
¡�Í�Ê�Ú0älê³Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä*Á�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê�Ú0ä ¼>Ã�Ê
Á�ãáÊ
ä<ä9í�Ë�Ê
¼QèRÊ
ä<ä*Â,À4£Q½�é9¤
Ò
¼>£Q½�À
¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½åÊ,Àá¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê�Ú0ä^Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é

s
£{Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢tÌ
¡�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á8¡4½

½�¡�Â
¤
Á
A(−
√

2)
¾�¡�½�¡�Â
¤
Á

C(
√

5)
È�ñ9Ò
Á
Â
¼>¢nË�êìë�¥0È ª�í�Ë�¿çÖ�Á
Ò,À4¼Q½�£�Õ6½�À9Ë�¼Q½�Ë�é9¤�¡�Ò
Ê�Õ�ß�¾
Í,Õ

¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã
F (x+ i0) > 0

Ì
Ò
Á
x > 0

È�¨RÀHÍ�¼>¼(Ë6£�Í,Ú0Â,À4¼
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À�í.Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

T = (
√

2+s)/(
√

5−s) Ì
Ò
¼>Ë�Ò,À�×�À�¼Q½(¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅçÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á s ËÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃgÒ,À�ÅWÒ
¼QÅ\Ì
¡R¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ãg¡�£>ÁoÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
T
ê³Ò
Á
£4È_�c�,ß AJí�ß,ÀRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w =
√
T
£>Ë�¡�Ò,ÀJÂ
Á
Ë�À4¼Q½gÌ0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é

T
£6Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ ËoÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é

Im w > 0
ê³Ò
Á
£4È

�c�
ß �>í�È, #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß,Á
£>¤�¡�¢bÀ�ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
w
Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

w(z) =

√√
2 +
√
z2 + 1√

5−
√
z2 + 1

;

Ö�í\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
T̃ = (2s +

√
2 −
√

5)/(
√

2 +
√

5)
Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q½Ù¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ

Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
s
ê³Ò
Á
£4È.«�à�ß CÏíBËå¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃnÒ,À�ÅWÒ
¼QÅ�Ì0Í�¡4£>¤0¡�£Q½�Á

T̃
Ì
¡°¾�¼QÃ
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á

¡4½!½�¡�Â
¤
Á
T̃1 = −1

¾�¡8½�¡�Â
¤
Á
T̃2 = 1

ê³Ò
Á
£4ÈK«�â0ß AJí�ß#À8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
w = T̃ +

√
T̃ 2 − 1ê

w(∞) =∞ í�ß�¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á²( Ú0¤0¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡
ß�Ì
¼>Ò
¼>Ë�¡J¾�Á�½{Ë�Ê
¼QèRÊ
ä<ä Â,À4£Q½�é{¡4½�Ò
¼QÅQÓ¤0ÀgÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
T̃
Ë�¡�Ë�Ê
¼QèRÊ
ä<ä Â,À4£Q½�é8¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Î>¡8¤
Ò�Ú0Î�À�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

w
ê³Ò
Á
£4È�«�â0ß �>í�È

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¿çÃ�Ë�Á0¾8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w
¾�À4¼Q½�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼

w(z) =
2√

2 +
√

5

[√2−
√

5

2
+
√
z2 + 1 +

+
√
z2 + 1 + (

√
2−
√

5)
√
z2 + 1

]
.

îg����'9	�� ñ�ë ¯OT�¯(ñ<Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é
z
£÷Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢çß�Á�ÅW¡�Ö�Ò,ÀHã6¼>Ê
Ê
¿ç¢nÊ,À<Ò
Á
£4È�«�«0ß A4ß4¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�é

Ê,À�Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<älÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
È

��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã
p = e−iπ/2z = −iz Ì
¡�Ë�¼>Ò
Ê
¼>¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ!Ê,À π/2 Ì
¡~Â,À4£>¡�Ë�¡�Ã£Q½�Ò
¼�Í�¤�¼°ê³Ò
Á
£4È,«�«�ß �>í&½�À4¤�ß,Â�½�¡�Ö�¿tÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢bÀ�Õg¡�Ö�Í�À4£Q½�é6Ö�¿2Í�À�£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê,À�¡4½�Ó

Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡9¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ãá¡�£>Á�ß�Ì
¡(¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã�¢K¿�Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢ÙË�£>Ì
¡�¢K¡�Î�À�½�¼�Í�é�Ê
¿çÃáÒ,À�ÅQÓ
Ò
¼QÅ�È4ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢nË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä�Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
È8'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�ÕD( Ú0¤�¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡

R = (p+1/p)/2Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é\¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½(Ê,À9Ë�£>ä*Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é
R
£çÒ,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ÙÌ
¡�¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á0Ó

½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á6¡4½ −∞ ¾�¡ −1
Á6¡4½�¬÷¾�¡

+∞ È�ò�À�ÅWÒ
¼QÅ<Ì
¡�¾,Ú0Î>¼B¼�¾�Á
Ê
Á
Â
Ê
¡�Ã�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á�ßÍ�¼Qã6À�×R¼>Ã8Ë4¡áË4½�¡�Ò
¡�Ã�Â
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�Á�ß�ÚW¾
Í�Á
Ê
Á�½áÍ�¼>Ë�¿çÃ8Ò,À�ÅWÒ
¼QÅR¡4½ −1
¾�¡�Ê�ÚJÍ,Õvê³Ò
Á
£4È�«�«�ß GWí�È

¨{Ò
¡�Ö�Ê
¡�ÓEÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê,À�ÕtÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
s = R/(R − 1)

¡4½�¡4Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
R
£!Ú0¤0À�ÅJÀ4Ê0Ó

Ê
¿ç¢KÁ�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅJÀ4¢KÁ�Ê,ÀnÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
s
£o¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿B¢ Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ Ì
¡nÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã

Â,À4£Q½�Á8¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>Á�ß�¤�¡4½�¡�Ò�Ú0ä�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
T =

√
s
ê³Ë�¿çÖ4Á
Ò,À4¼>¢t¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Ê�Ú0ä

Ë�¼Q½�Ë�é
ß#¾
Í,Õ�¤0¡4½�¡�Ò
¡�Ã √
2 = 1

í�ßKË�£>Ë�¡�ä�¡�Â
¼>Ò
¼�¾�é
ßb£>Ë�¼>Ò
Ê
¼Q½~Ê,ÀnË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä}Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£�Ó
¤�¡�£Q½�é

Im T > 0
ß�Ì
Ò
Á
Â
¼>¢*½�¡�Â
¤
Á

A
ß
B
ß
C
¡4½�¡�Ö�Ò,À�Å>Õ�½�£�Õ�ß?£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¡
ß�Ë�½�¡�Â
¤
Á!£

¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½�À4¢KÁ −√5/3
ß,¦�ß.¬�È

'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
T =

√
p2 + 1/(p−1)

ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½RÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢~Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì,À\£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Á

Im T (p)
∣∣
Im p=0

= Im
[√(Re p)2 + 1

Re p− 1

]
= 0

ÎiÏ8Ð�Ñ � �



ÿ {�×���âÙ�
ýd���c��é�����þð��è$�j�Jÿ�ý]�+���DÝ0ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���(ÿÙ����ß Ò��#Ò

ÎiÏ8Ð�Ñ ���

Á�ß�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�¾�¡�Ì�Ú�£>¤0À4¼Q½�À�Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�¼�Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼
F (x) =

√
p2 + 1/(p −

1)
ß�¤0¡�½�¡�Ò
¡�¼6Ì
¡�Í�Ê�Ú0ä}ê³Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä�Án£>Á
¢K¢b¼�½�Ò
Á,Â
Ê�Ú0ä ¼>Ã�Ê
Á�ãáÊ
ä<ä9í<Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é

p
£�Ì
¡�Ó

Ë�¼>Ò
Ê�Ú�½�¿ç¢ Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢ ¡4½�¡�Ö4Ò,À�ã�À4¼Q½�Ê,À�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê�Ú0ä Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
T
£�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅ>¡�¢ Ì
¡

¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡�Ã*¡�£>Á¶¡4½Ù½�¡�Â
¤
Á
A(−
√

5/3)
¾�¡�½�¡�Â
¤
Á

C(1)
È#¨RÀHÍ�¼>¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

L =
(1 − T )/(

√
5/3 + T )

Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q½�¼>Î>¡nË!Ö�¼>£>¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¿çÃ�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅoÌ
¡nÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã
Â,À4£Q½�Á8¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã�¡�£>ÁnÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

L
È�Ü�ß�Ê,À4¤�¡�Ê
¼>Ô�ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w =
√
L
¡4½�¡�Ö�Ò,ÀHÓ

ã6À4¼Q½RÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
L
£�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¢�Ò,À�ÅWÒ
¼QÅW¡�¢vËRË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä�Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�é

Im w > 0
È

�2¡�Ö�Ò,À4Ë6Ë�£>¼(Ì
Ò
¡�¢K¼Qã�Ú�½�¡�Â
Ê
¿ç¼\¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ�ß,Ê,À4Ã0¾�¼>¢¶Õ
Ë�Ê
¿çÃgË4Á0¾8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w(z)

w(z) =

√
z − i−

√
z2 − 1

i
√
z2 − 1 +

√
5(z − i)/3

.

îg����'9	�� ñ�ë ¯On�¯(Ý(À4Ã�½�Á~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ß�¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡8¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×{Ú0ä ¡�Ö�Í�À4£Q½�é
ß�Á�ÅW¡�Ö�Ò,ÀHÓ
ã�¼>Ê
Ê�Ú0äyÊ,À�Ò
Á
£4È�«#��ß A4ß
Ê,À6¤
Ò�Ú0Î |w| < 1

È

ÎiÏ8Ð�Ñ � �
��	8ï�	�����	�¯.ð2£>äyÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é

z
Í,Ú0Â,À4¢KÁ

γ
Æ
arg z = 0

ß
γ1

Æ
arg z = e−2iπ/3 Á γ2

Æ
arg z =

e−4iπ/3 Ò,À�ÅW¡�Ö4é�¼>¢�Ê,À�£>¼>¤�½�¡�Ò
¿ E ß E1
ß
E2
È,ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�£>¼>¤�½�¡�Ò

E
ê³Ò
Á
£4È�«#��ß AJí�Èð'{Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á�Õ
p = −z3/2 ¡4½�¡�Ö4Ò,À�ÅWÁ�½�¼>ÎQ¡vÊ,ÀÙË�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ä Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡4£>¤0¡�£Q½�é Re p > 0

ß2¤�¡4½�¡�Ò�Ú0ä
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

R = p+
√
p2 − 1

ß4¡�Ö�Ò,À�½�Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�( Ú0¤0¡�Ë�£>¤�¡�Î>¡
ß4¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½\Ë9Ê
Á�ãáÊ
Á
Ã
Ì
¡�Í,Ú0¤
Ò�Ú0Î |R| < 1

ß
Im R < 0

ê³Ë�¿çÖ�Á
Ò,À4¼Q½�£�Õ�Ë�¼Q½�Ë�é
R(∞) = 0

í�È,Ý(À4¤0¡�Ê
¼>Ô�ß,Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

w(z) = ei2π/3R2/3 = ei2π/3(−z3/2 +
√
z3 − 1)2/3

¡4½�¡�Ö�Ò,À�ÅWÁ�½�-Q½�¡4½°Ì
¡�Í,Ú0¤
Ò�Ú0Î\Ê,À�£>¼>¤�½�¡�Ò
G
ê³Ò
Á
£4È�«#��ß �Hß G�ß CÏí�È

�bÍ�¼�¾,Ú0äM×RÁ,Ã £>¼>¤�½�¡�Ò
E1
¢K¡JãáÊ
¡iÌ
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é~Á�Å

E
Ì
¡�Ë�¡�Ò
¡4½�¡4¢�Ê,À�Ú0Î>¡�Í

2π/3
Ì
¡

Â,À4£>¡�Ë�¡�Ã�£Q½�Ò
¼�Í�¤0¼�Á�ß?£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡
ß�£>¼>¤�½�¡�Ò
G1

Á�Å�£>¼>¤�½�¡4Ò,À
G
Ì
¡�Ë�¡�Ò
¡4½�¡�¢*Ê,À�Ú0Î>¡�Í

2π/3
Ì
Ò
¡4½�Á
ËáÂ,À4£>¡�Ë4¡�Ãg£Q½�Ò
¼�Í�¤
Á�È� �¡�ÎU¾�À

w1(z) = e2iπ/3w(e2iπ/3z), z ∈ E1,

Á�ß
Ì
¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú
w1(z) = w(z), z ∈ γ1,
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½�¡

w1(z)
¢K¡JãáÊ
¡6£QÂ
Á�½4À�½�é°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á
¢*Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼>¢

w(z)
Â
¼>Ò
¼QÅ(Í,Ú0Â

γ1
È

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

w2(z) = ei4π/3w(ei4π/3z), z ∈ E2,

w2(z) = w1(z), z ∈ γ2,Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
w2(z)

ÛåÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�¼{Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼
w1(z)

Â
¼>Ò
¼QÅ(Í,Ú0Â
γ2
È

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

F (z) =





w(z), z ∈ E;
w1(z) = w(z), z ∈ γ;
w1(z), z ∈ E1;
w2(z) = w1(z), z ∈ γ1;
w2(z), z ∈ E2;
w(z) = w2(z), z ∈ γ

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
Á,¢�Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á
¼>¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

w(z) = e2iπ/3(−z3/2 +
√
z3 − 1)2/3

Ê,À6Ë�£>äy¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê�Ú0äÑÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�éáÁ�¤�¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¡�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4¼Q½6ÅJÀH¾�À4Ê
Ê�Ú0äÑ¡�Ö�Í�À4£�½�éáÊ,À
¤
Ò�Ú0Î |w| < 1

È

�1�6¾ pÆ��ÉË�a0����øÁ}sÆ����Ã_ÉË
1+W+Æ�nÁ�Ì¦Ò�Ó Ê����/.��
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ ¼Q×R¼o¡W¾�Á
Êv¤0Í�À4£>£o¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Ã~ÅJÀH¾�ÀJÂ
Á~½�¼>¡�Ò
Á
Á�¤0¡�Ê
Ä(¡�Ò
¢KÊ
¿2Ø~¡4½�¡�Ö�Ò,ÀHÓ

ã�¼>Ê
Á
Ã�Æ,¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼\Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á!Ê,À�ÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¿çÃ�¢KÊ
¡�Î>¡4Ú0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�È?ø�ÀH¾�ÀH¾�Á
¢v¾
Í,Õ
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�Á!Ê,À�Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

z
Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<äÑÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡4£Q½�é

Im z > 0
ß�À�Ê,À6Ì0Í�¡�£>¤0¡�Ó

£Q½�Á
w
Û
n
ÓûÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤i£áË�¼>Ò�èRÁ
Ê,À4¢KÁiËg½�¡�Â
¤0ÀHØ

A1
ß
A2
ß
. . .
ß
An
£6Ú0ÎUÍ�À4¢KÁ

α1π
ß
α2π
ß

. . .
ß
αnπ

ê³Ò
Á
£4È���¦�í�È

ÎiÏ8Ð�ÑR��Ó
~K£�Í�ÁáÌ
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼MÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼M¡�ÖJØ�¡W¾�À

n
ÓûÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�À\£>¡�¡�½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�¼Q½�Ë�¡4ÅWÒ,À4£�Ó

½�À4Ê
Á
ä Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�¡�Ë�¡�Î>¡vÊ
¡4¢b¼QÒ,À
k
½�¡�Â
¼>¤

Ak
ß&½�¡�Á0Ø*Ì
Ò
¡�¡�Ö�Ò,À�ÅW¿

ak
ß2Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Hã�¼>Ê
Ê
¿ç¼

Ê,ÀgÎ>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼°Ì
¡HÍ,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á
Im z = 0

ß�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8Ì
Ò
Á
Ê
Ô
Á
Ì�ÚÙ£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�Á�Õ~Î>Ò,À4Ê
Á
Ô�ß
Ì
Ò
¡�Ê�Ú0¢K¼>Ò
¡�Ë�À4Ê
¿ Ë�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤�¼(Ë�¡4ÅWÒ,À4£Q½4À4Ê
Á�Õg£WÀ4¢KÁ0ØoË�¼�Í�Á
Â
Á
Ê

ak

È
Ý(À4Ì
¡�¢KÊ
Á
¢çß�Â�½�¡�£QÚ0¢K¢bÀ{Ú0ÎUÍ�¡�Ë

n
ÓûÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤0ÀRÒ,À4Ë�Ê,À

π(n− 2)
È
É<½�£>ä2¾�À{¾
Í,Õ°ÅWÊ,ÀJÂ
¼�Ó

Ê
Á
Ã
αk
Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½áÚ�£�Í�¡�Ë�Á
¼

n∑

k=1

αk = n− 2,

Á�Å�¤�¡4½�¡�Ò
¡�Î>¡
ß�Ë°£>Ë�¡�ä ¡�Â
¼>Ò
¼�¾�é
ß?Ì
¡�Í,Ú0Â,À4¼>¢ Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼ −2 6 αk 6 0
ß?¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
Á
Ë�À4äM×R¼>¼

ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼9Ú0Î�Í�À
αk

ß
¼>£�Í�Ág¼>Î>¡�Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê,À
Ak

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕgÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡6ÚJ¾�ÀJÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¡�Ã�È
©(À4¤�Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�¡
ß�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4¼>¢K¡�¼R¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼{Ê
¼{¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ!£{Ì
¡�¢K¡4×Ré�ä

-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�À4Ò
Ê
¿÷Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�È� �¼>¢nÊ
¼B¢K¼>Ê
¼>¼4ß�¢K¡JãáÊ
¡9Ì
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é\Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼MÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Ó
Í�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

w = f(z)
ß
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
äM×R¼>Ã)-Q½�¡�¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼4È



ÿ�ÿ ×�yk�f�JÿÙãP�ð� Õ æ¦�+�fâV�Jý�Û6ÛBÿ Õ é�Ô_Õ �"�V�+Þc� Ò�� 	
%&	�����	�'9� ñ�ñ ¯ ä=�g� �������
�����o	�+��&£&Ö ��
��$��Z�H¯��÷��N�`vaK��X,���,`0�

w = f(z)
D�LÏAWN�`������

LQ�e��FJX�abFUD��9X�FHL!FJ�6FJ��D�A�V�LQX,`�L8G4L�D��,X�LQZ ��FUN�����N�FH�Q��FH�Q��` X,AiG�X,���<D�LQX,XS�X� �0A��Q���
FHCED�A4X,`,��LQX,X�FHC�F

n
����C�F�N���X,`
��A��(��CON�AJ�9`

αkπ (k = 1, n)
G�G4L�D���`,X,AJ�

Ak

�(�4D�FHFJ��D�AH��A4�
�9`

ak (−∞ < a1 < a2 < · · · < an <∞)
I&�6F6FJX,Aá�4D�LQT��Q��A�G>N���LQ�6���n`,X,�6L>CED�AWN�F��

w = f(z) = C

z∫

z0

(z − a1)
α1−1(z − a2)

α2−1 · · ·

· · · (z − an)αn−1dz + C1,
êìë�ë�È ¬Hí

C�T�L
z0

I
C
I
C1 8 X�LQ��FJ�6FUD�YbLR��FH�Q�6FQ�,X,X,YbLW;3%\X,�6L>CED�AWN~êìë�ë�È ¬Hí{X,AH��YbG�A�LQ�6���n`,X,�6L>CED�A4�N�F���#çD�`��Q�6F�a�abL�N�� 8p× G�A�D��,A�;

ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢�£>Ò,À�Å>Ú9¤(¡�Ö�£QÚ�ã6¾�¼>Ê
Á
ä~Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿�êìë�ë�È ¬Hí�ß>¡�Ì�Ú�£Q½�Á
ËB¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡MË�£�Í�¼�¾
Ó
£Q½�Ë�Á
¼o¼>Î>¡�Î>Ò
¡�¢K¡4ÅQ¾�¤�¡�£Q½�Á�ê³£>¢çÈG� ë�ª0� í�ÈKÜ9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍlêìë�ë�È ¬Hí(ÅJÀH¾�À4¼Q½�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

w = f(z)½�¡�Í�é�¤�¡{Ë(½�¡�¢Ù£�Í,Ú0Â,À4¼4ß0¼>£�Í�ÁáÁ�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿ Ì
Ò
¡�¡�Ö�Ò,À�ÅW¿
ak
Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê

Ak
È�ðvÌ
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�¢i£�Í,Ú�Ó

Â,À4¼(½�¡�Â
¤
Á
ak

ß�¤0À4¤�Á8Ì
¡4£Q½�¡HÕ
Ê
Ê
¿ç¼
C
ß
C1

ß
¾�¡�Í,ãáÊ
¿�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ�½�é�£�Õ!Ì
¡6Ø�¡W¾,ÚgÒ
¼QèR¼>Ê
Á�Õ
ÅJÀH¾�ÀJÂ
Á�ß,Â�½�¡�Ág£>¡�£Q½�À4Ë�Í,Õ
¼Q½°¡�£QÊ
¡�Ë�Ê�Ú0äy½�Ò�ÚW¾�Ê
¡�£Q½�éáÁ
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕgÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿�êìë�ë�È ¬Hí�È
�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£Q½�ÁnÒ,ÀH¾�Á8£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½åÅJÀ4¢K¼Q½�Á�½�é
ß�Â�½�¡á½�Ò
Á8½�¡�Â
¤
Á

a1
ß
a2
ß
a3
¢K¡HãáÊ
¡6ÅJÀHÓ

¾�À�½�é�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é4Ê
¡
ß�À6¡�£�½4ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼9¾�¡�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é
ß�Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ß�Á�Å(Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Ã

Lk = |Ak+1 − Ak|,
ÎU¾�¼

Lk

Û6¾
Í�Á
Ê,À6£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿�¢K¼Qã6¾,ÚåË�¼>Ò�èRÁ
Ê,À4¢KÁ
Ak+1

Á
Ak

ß,À

Ak = f(ak) = C

ak∫

z0

(z − a1)
α1−1(z − a2)

α2−1 · · · (z − an)αn−1dz + C1.

©9Ò
¡�¢K¼�½�¡�Î>¡
ß�¼>£�Í�Á�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�é
z0 = a1

ß
½�¡
C1 = A1

È
�&Ú�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½{Â,À4£Q½�Ê
¿ç¼ç£�Í,Ú0Â,À4Á6Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿�êìë�ë�È ¬Hí�Û(¤�¡�¢KÖ�Á
Ê,À4Ô
Á
ÁR½4À4¤
Á0Ø?ß�¤�¡�ÎU¾�À�Ö�¼>£�Ó

¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡RÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãå½�¡�Â
¤�¡�ÃåÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�ß
Ë�¡�Ó�Ì
¼>Ò
Ë�¿2Ø?ß�Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê,À
An
ß�Ë�¡�Ó�Ë�½�¡�Ò
¿2Ø?ß0Û6Ì
Ò
¡�Ó

¡�Ö�Ò,À�Å
an

½�¡�Â
¤
Á
An

È0ð¶Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢i£�Í,Ú0Â,À4¼�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À°êìë�ë�È ¬HíK¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õå£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ã�ß
¼>£�Í�ÁoÌ
¡J¾

αn
Ì
¡�Ê
Á
¢bÀ�½�éR¾�À4Ê
Ê
¡�¼9Ò,À4Ê
¼>¼9¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼(Ú0Î�Í�À�¢K¼Qã6¾,Ú°Ì
Ò�Õ
¢K¿ç¢KÁoË6Ö�¼>£>¤�¡�Ó

Ê
¼>Â
Ê
¡6ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¼4È�ð2¡�Ë4½�¡�Ò
¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼\Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À�êìë�ë0È ¬Hí&Ú0Ì
Ò
¡4×�À4¼Q½�£�Õ�¤gË�Á0¾,Ú

w = f(z) = C

z∫

z0

(z − a1)
α1−1(z − a2)

α2−1 · · ·

· · · (z − an−1)
αn−1−1dz + C1.

êìë�ë�È ¥�í
'R¡�Ò
¢#ÚWÍ�Àoêìë�ë�È ¥4íK¡4½JÍ�Á
Â,À4¼Q½�£�Õo¡4½oêìë�ë�È ¬HíK¡4½�£QÚ�½�£Q½�Ë�Á
¼>¢�¢KÊ
¡JãáÁ�½�¼�Í,Õ

(z− an)αn−1 ß0¡4½�Ê
¡�Ó£�Õ�×R¼>Î>¡�£�Õ�¤gÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�ÚW¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ãg½�¡�Â
¤�¼
an
È

ñ9Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>¢nÊ
¼>£>¤�¡�Í�é�¤0¡9Ì
Ò
¡�£Q½�¿2Ø�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¡�Ë9Ì
¡�£Q½�Ò
¡�¼>Ê
Á�Õ6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
w = f(z)

ß�¡4½�¡�Ö�Ó
Ò,À�ã6À4äM×R¼>ÃgÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�éáÊ,À6Ì
Ò
¡�£Q½�¼>Ã�èRÁ
Ã8¢KÊ
¡�Î>¡4Ú0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤oÛ�½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�È
îg����'9	�� ñ�ñ ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ßJ¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×{Ú0ä~Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ävÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£�½�é

Im z >
0
Ê,À�Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
ä�älÂ,À4£Q½�é�½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤0À

A1A2A3
ß,Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡6Ê,À6Ò
Á
£4È���¬�È

��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤å½�Ò
Á�Ì
Ò
¡�¡�Ö�Ò,À�ÅJÀ�Ë�¼>Ò�èRÁ
Ê
Ak

¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4äM½áÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¿çÃgË�¿çÖ�¡�Ò�ß
Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢

a1 = 0
ß
a2 = 1

ß
a3 = ∞ Èb©9Ò
¡�¢K¼å½�¡�Î>¡
ßbË�¿çÖ�¼>Ò
¼>¢ z0 = a1 = 0

ÈK �¡�ÎU¾�À�ß
£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êìë�ë�È ¥�í�ß
Á
¢K¼>¼>¢

w = f(z) = C

z∫

0

zα1−1(z − 1)α2−1dz + C1.
êìë�ë�È ë�í



Ò��3& Ô$Õ ���"� ÿ ×�ØË��ÿûþ�ÿÙ���
ÿ��T�Jÿ�ý]�+��ÚsÝ�ýd�fÛBý]�cà��ç��°ý��Jý5 ]�ð���\ÿÙ����ß
Ü�Å(Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë

A1 = f(a1) = 0,

A2 = f(a2) = C

1∫

0

zα1−1(z − 1)α2−1dz + C1,

Ê,ÀHØ�¡W¾�Á
¢
C1 = 0

Á

C =
1

1∫

0

zα1−1(z − 1)α2−1dz

=
e−iπ(α2−1)

B(α1, α2)
,

êìë�ë�È ��í

ÎU¾�¼

B(α1, α2) =

1∫

0

zα1−1(1− z)α2−1dz
êìë�ë�È ª�í

Û6½4À4¤oÊ,À�ÅW¿çË�À4¼>¢bÀ�ÕgÖ�¼Q½�ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ß,¤0¡�½�¡�Ò,À�ÕgÖ4ÚW¾�¼Q½áÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê,À�Ì
¡4ÅQ¾�Ê
¼Q¼°ê³£>¢çÈ
Ò,À�ÅQ¾�È
î4ö2¼Q½�ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ï�í�È�ñ9¡W¾�£Q½4À4Ë�Á
Ë8êìë�ë�È ��í�ß.êìë�ë�È ª�í2Ë�êìë�ë�È ë�í�ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

f(z) =
1

B(α1, α2)

z∫

0

zα1−1(1− z)α2−1dz.
êìë�ë0È à�í

îg����'9	�� ñ�ñ ¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ßJ¡4½�¡�Ö�Ò,À�ã6À4äM×{Ú0ä~Ë�¼>Ò�Ø�Ê
ä<ävÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£�½�é
Im z >

0
Ê,À{Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
ä<ä�Â,À4£Q½�é�Ê
¼>¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Î>¡�½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�À

A1A2A3
ß0Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Ê
¡�Î>¡

Ê,À�Ò
Á
£4È���¥0È
��	8ï�	�����	�¯�Ü�Å°êìë�ë�È à�í2Ì
Ò
Á

α1 = 1/4
ß
α2 = 7/6

Ê,À4Ã0¾�¼>¢

f(z) =
1

B(1/4, 7/6)

z∫

0

z−3/4(1− z)−1/6dz.

ÎiÏ8Ð�Ñ��#Ò
ÎiÏ8Ð�ÑR��ê
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� � ¾ 	 ���i
1¡������
�Ê��������-� ��À�Á���Ãn�
�
õçD�L>FJ��D�AH�4FHG�A4X,`�LÏ� � A4��N�A��ÏA6��A4THA4X,X�FJZ�aK��X,���,`,` f(t)

T�LQZ��Q�6G�`,�6LON���X�FHC�F���L�D�LQ�
�(LQX,X�FHC�F

t
X,AH��YbG�A�LQ�6�����4D�L>FJ��D�AH�4FHG�A4X,`�L�I��Q��A�GW�SJ6L>LBG(�>FHFJ�6G4LQ�6�Q�6G�`�LBaK��X,���,`,`

f(t)aK��X,���,`S�
ϕ(p)

��F��9��N�LQ���QX�FHC�F6��L�D�LÏ�(LQX,X�FHC�F
p
�\��F��(F5J��9��D�A�G4LQX��Q�6G�A

ϕ(p) =

∞∫

0

e−ptf(t)dt.
êìë"�
È ¬Hí

%\X,�6L>CED�AWNÙêìë"�
È ¬Hí9X,AH��YbG�A�LQ�6���8`,X,�6L>CED�AWN�F�� � A4��N�A��ÏA�;
♦
Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍåÞ{À4Ì0Í�À4£WÀáêìë"�
È ¬Hí�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕáÊ
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿B¢~Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢çß�ÅJÀ4Ë4Á
£�Õ�×RÁ
¢

¡4½°¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�Î>¡åÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¡�Î>¡
p = s + iσ

¤0À4¤8¡4½°Ì,À4Ò,À4¢K¼Q½�Ò,À0È�Ý9¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿çÃnÁ
Ê0Ó
½�¼>Î>Ò,ÀHÍ~êìë"�
È ¬HíK£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕgÊ
¼M¾
Í,Õ°Ë�£>¼�Ø°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

f(t)
Á°Ê
¼�Ì
Ò
ÁåË�£>¼�Ø°Å>Ê,ÀHÂ
¼>Ê
Á�Õ
¢vÌ,À4Ò,ÀHÓ

¢K¼Q½�Ò,À
p
È,ñ9¡#-Q½�¡�¢#Úå¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á
¢¶¤0Í�À4£>£(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

f(t)
ß�¾
Í,Õo¤0¡4½�¡�Ò
¿2ØoÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼

êìë"�
È ¬Hí&Á
¢K¼>¼Q½°£>¢K¿ç£�Í�È
�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ6¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çß4¼>£�Í�Á�¡�Ê,À<ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½\£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ,¢

Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢çÆ
¬�È
f(t) ≡ 0

Ì
Ò
Á
t < 0

�
¥0ÈçÌ
Ò
Á

t > 0
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
Ê,À°Í�ä<Ö�¡�¢t¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¢tÚ0Â,À4£Q½�¤�¼á¡�£>Á

Ot
Á
¢K¼>¼Q½8Ê
¼6Ö�¡�Í�¼>¼

Â
¼>¢¶¤0¡�Ê
¼QÂ
Ê
¡�¼\Â
Á
£�Í�¡6½�¡�Â
¼>¤�Ò,À�ÅWÒ
¿çË�À6Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ò
¡W¾�Àc�
ë�ÈçÌ
Ò
Á

t → ∞ f(t)
Á
¢K¼>¼Q½n¡�Î>Ò,À�Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê�Ú0ä £Q½�¼>Ì
¼>Ê
énÒ
¡�£Q½�À�ß�½HÈ ¼4È#£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½n½�À4¤
Á
¼

M > 0
Á
s > 0

ß
Â�½�¡á£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡

|f(t)| 6 Mest.
êìë"�
È ¥�í

�
 �¡�Â
Ê,À�Õ\Ê
Á�ãáÊ�Õ�Õ\Î>Ò,À4Ê
é�ê

inf s = s0

í�½�¼�Ø\ÅWÊ,ÀHÂ
¼QÊ
Á
Ã
s
ßW¾
Í,Õ{¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø{Á
¢K¼>¼Q½9¢K¼>£Q½�¡

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë"�
È ¥�í�ß
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ8Ì
¡4¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�¼>¢�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á8Ò
¡�£Q½�À6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)
È

♦
É<½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡åÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡Ùêìë"��È ¥�íBË�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�ÕnÌ
Ò
Á

s = s0 + ε
¾
Í,ÕgÍ�ä<Ö�¡�Î>¡

ε > 0
ß�À�Ì
Ò
Á

s = s0
¡�Ê
¡�¢K¡Jã�¼Q½�ÁoÊ
¼\Ë4¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ�½�é�£�Õ�È

îg����'9	�� ñfö ¯ ä ¯\É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�éáÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�Á�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á8Ò
¡�£Q½�À�£�Í�¼�¾,Ú0äM×RÁ0Ø�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�Æ
� í f(t) = tn, n = 0,∞;

Ö�í
f(t) = e3t sin t,

Ë�í
f(t) = tg t.

��	8ï�	�����	�¯�À�í&¨(Í,ÕoË�£>¼�Ø
s > 0

Á
¢K¼>¼>¢

lim
t→∞

∣∣∣∣
tn

est

∣∣∣∣ = lim
t→∞

tn

est
.

ñ9¡6Ì
Ò,À4Ë�Á0Í,Ú°Þ\¡�Ì
Á�½�ÀHÍ,Õ

lim
t→∞

tn

est
= lim

t→∞

n!

snest
= 0.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß,¾
Í,ÕoË�£>¼�Ø
t ∈ [0,∞[

£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

tn

est
< M,
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¡4½�¤�ÚW¾�À

|tn| < Mest

¾
Í,Õ!Ë�£>¼�Ø
s > 0

È.ø�¾�¼>£>é
s
Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�¼�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¼�Â
Á
£�Í�¡
ÈW�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

½�¡�Â
Ê,À�ÕoÊ
Á�ãáÊ�Õ�ÕoÎ>Ò,À4Ê
é
inf s = 0

Á
s0 = 0

ß0Ø�¡4½JÕgÌ
Ò
Á
s = 0

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë"�
È ¥�íb¾
Í,Õ
n > 0

Ê
¼(Ë�¿çÌ
¡�Í�Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�È
Ö�í2 #À4¤o¤0À4¤å¾
Í,ÕåÍ�ä<Ö�¡4Î>¡

M > 1
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

|e3t sin t| 6 Me3t, t→∞,
½�¡�Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�¼>¢�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á8Ò
¡�£Q½�À6Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ

s0 = 3
È

Ë�í� #À4¤(¤�À4¤\Ì
Ò�Õ
¢&ÀHÕ
t = π/2

¼>£Q½�é�Ë�¼>Ò�½�Á
¤0ÀHÍ�é�Ê,À�ÕRÀ4£>Á
¢KÌ�½�¡4½4À<Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t) = tg t

ß
½�¡�¾
Í,ÕoÊ
¼>¼\Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�éá£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á�Ò
¡�£Q½4À6Ê
¼(£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�È

�
ñ�Ú�£Q½�é{¾
Í,ÕáÅJÀH¾�À4Ê
Ê
¡�Î>¡R¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À

f(t)
Á�¾
Í,Õ

Re p > s0
£QÚ�×R¼>£>½�Ë4Ú�¼Q½�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

êìë"�
È ¬Hí�È
 �¡�ÎU¾�À�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ¶êìë"�
È ¬Hí2¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
ϕ(p)

¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£QÊ
¡�Î>¡°Ì
¼>Ò
¼Q¢b¼QÊ0Ó
Ê
¡�Î>¡

p

ϕ(p) =

∞∫

0

f(t)e−ptdt,
êìë"��È ë�í

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼>¢K¡�ÎQ¡BÍ�À4Ì0Í�À4£>¡�Ë�£>¤
Á
¢�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢~ê³Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢�Ì
¡BÞ{À4Ì0Í�À4£QÚ
í�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)
È
�2Ë4Õ�ÅWé6¢K¼Qã6¾,ÚåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
¢KÁ

f(t)
Á
ϕ(p)
ß
¡�£QÚ�×R¼>£Q½�Ë�Í,Õ
¼>¢#Ú0äÑ£9Ì
¡�¢K¡4×Ré�äyÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,ÀHÓ

ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕåÞ{À4Ì0Í�À4£WÀgêìë"�
È ë�í�ß
Ö4ÚJ¾�¼>¢¶¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À�½�é

ϕ(p)←: f(t), f(t)→: ϕ(p).
%&	�����	�'9� ñfö ¯ ä ¯�%\X,�6L>CED�AWNnêìë"�
È ë�í�����FJTH`,�6����A4���>F�N �ç��X�F�G�FJ��N�A��Q��`

Re p > s0

IKC�T�L
s0 8 ��FJ��AH��A4�6L�N��6�Q�6LQ��LQX,`\D�FH�Q��ARaK��X,���,`,` f(t)

;�õçD�`,��LÏ�yG{FJ��N�A��Q��`
Re p > α > s0`,X,�6L>CED�AWNÙêìë"�
È ë�í(����FJTH`,�6���!A4���>F�N �ç��X�F6`áD�A�G�X�F��(L�D�X�F�;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ð2¿çÖ�¼QÒ
¼>¢tÌ
Ò
¡�Á�ÅWË4¡�Í�é�Ê
¡�¼
ε > 0

È,¨(Í,Õ8Ë�£>¼�Ø
p = s + iσ

Á
Re p =

s > s0 + ε
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡áÊ
¼>Ò,À4Ë4¼>Ê
£Q½�Ë�¡

|e−ptf(t)| = |e−(s−iσ)t| |f(t)| 6
6 e−stMe(s0+ε)t = Me−(s−s0−ε)t.

ø�¾�¼>£>é�¢K¿}Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>év½�¼>¢çßBÂ�½�¡v¾
Í,ÕtË�£>¼�Ø
s > s0

£>Ì
Ò,À�Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡¶Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡
|e−(s−iσ)t| = e−st ß�Ái¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼>¢ÑÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í,Õv£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á�Ò
¡�£Q½�À!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á f(t)

ß�½HÈ ¼4È
Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼>¢ |f(t)| < Me(s0+ε)t È�ð*£>Á0Í,Ú�-Q½�¡�Î>¡�Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∞∫

0

e−ptϕ(t)dt

¢bÀ�ã�¡�Ò
Á
Ò�Ú�¼Q½�£�Õ8À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡�£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢

M

∞∫

0

e−(s−s0−ε)tdt =
M

s− s0 − ε
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡9Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤�ÚR£>Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕR¾
Í,Õ�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á�Ê
¼>£>¡�Ö�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿2Ø�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÓ
Í�¡�Ë6¡�Êå½�¡Hã�¼(£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ8À4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡
ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡

|ϕ(p)| 6 M

s− s0

.
êìë"�
È ��í
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ÿ�����á Õ �0â]� Ò�� �
Ü9£>£�Í�¼�¾,Ú�¼>¢ ½�¼>Ì
¼>Ò
é�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ êìë"�
È ë�í°Ê,À�Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê�Ú0ä £�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�é
È�ð}£�Í,Ú0Â,À4¼

Re p > α > s0
À4Ê,ÀHÍ�¡�ÎQÁ
Â
Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

|f(t)e−pt| 6 Me−(α−s0)t.�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

|ϕ(p)| 6
∞∫

0

|f(t)e−pt|dt 6 M

∞∫

0

e−(α−s0)tdt =
M

α− s0

.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çßHÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8êìë"�
È ë�í.Ì
Ò
Á
Re p > α > s0

£UØ�¡W¾�Á�½�£�ÕRÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
ßH½�À4¤R¤0À4¤
¡�Êg¢bÀ�ã�¡�Ò
Á
Ò�Ú�¼Q½�£�Õ�£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢çß�Ê
¼(ÅJÀ4Ë�Á
£�Õ�×RÁ
¢�¡4½

p
ê³Ì
Ò
Á�ÅWÊ,À4¤8ð2¼>Ã
¼>Ò0Ó

è{½�Ò,À4£>£WÀ(Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡�Ã�£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�ÁáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�Ë�í�È+�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¾�¡�¤0À�ÅJÀHÓ
Ê,À�È
%&	�����	�'9� ñfö ¯ ë ¯g�<��X,���,`0�

ϕ(p)
I#FJ�4D�LQT�L�N���LÏ�9AJ�6D�A�G4LQX��Q�6G4F�� êìë"�
È ë�í�ß
��G>N���LQ�6���gA4X,A4�

N�`,��`,��L>�Q��FJZ�aK��X,���,`�LQZ ��F��9��N�LQ���QX�FHC�F~��L�D�LO�(LQX,X�FHC�F
p
Gv��F�N�����N�FH�Q��FH�Q��`

Re p >
α > s0

I2C�T�L
s0 8 ��FJ��AH��A4�6L�N��o�Q�6LQ��LQX,`�D�FH�Q��A°aK��X,���,`,` f(t)

;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯K¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ßb£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡n½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�ë"�
È ¬�ß�Ì
Ò
Á

Re p > α > s0Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍvêìë"�
È ë�íb£UØ�¡J¾�Á�½�£�ÕgÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
È
ñ9¡#-Q½�¡�¢#Ú°¼>Î>¡�¢K¡HãáÊ
¡RÌ
¡�Â0Í�¼>Ê
Ê
¡{¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê0Ó
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À�½�é
ß,¼>£�Í�ÁgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍn¡4½�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡W¾�Ê
¡�ÃgÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�é�Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õ�Æ

∣∣∣∣∣∣
−

∞∫

0

tf(t)e−ptdt

∣∣∣∣∣∣
6

∞∫

0

Mte−(α−s0)tdt =
M

(α− s0)2
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!£UØ�¡W¾�Á�½�£�Õ8Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡
ß
Â�½�¡áÁ°¾�¡�¤�À�ÅW¿çË�À4¼Q½�½�¼>¡�Ò
¼>¢#Ú�È
%&	�����	�'9� ñfö ¯ ñ ¯��÷�ON�`

p
�Q�<D�LO�9`,�6���g�6��L>�Q��FJX�LQ�0X�FH�Q��`g��A4�4I��0�6F

Re p = s
X�L>FHCED�A4�

X,`,��LQX,X�F�G4F>��D�A��Q��A�LQ�{I&�6F�`0�(L>LQ� �(L>�Q�6F<D�A�G4LQX��Q�6G4F
lim

Re p→∞
ϕ(p) = 0.

êìë"�
È ª�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�Á�Å\Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À8êìë"�
È ��í&Á
¢K¼>¼>¢

|ϕ(p)| 6 M

s− s0 − ε
, Re p = s.

ñ9¼>Ò
¼�Ø�¡W¾,Õ�¤oÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú
s→∞ ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼åêìë"�
È ª�í�Èå\+�	�"K���
���	�¯ø~K£�Í�ÁÙÖ�¼>£Q¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¡oÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê,À�Õn½�¡�Â
¤�ÀåÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕnÚ�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�ÃÙÁ�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ó

Ë�À4Ê
Ê
¡�Ão¡�£>¡�Ö�¡�Ãå½�¡�Â
¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ϕ(p)
ß
½�¡

lim
p→∞

ϕ(p) = 0.
êìë"�
È à�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯Bñ9¡i¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä Ú�£Q½�Ò,À4Ê
Á
¢K¡�Ã Á�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¡�Ã*¡�£>¡�Ö�¡�Ã¶½�¡�Â
¤
Á
p =∞ Á
¢K¼>¼>¢

ϕ(p) =
∞∑

k=0

Ck

pk
.

É<½�£>ä2¾�À
lim
p→∞

ϕ(p) = C0

Ë�Ê
¼�ÅJÀ4Ë�Á
£>Á
¢K¡�£Q½�Á8¡4½�£>Ì
¡�£>¡�Ö�À�£Q½�Ò
¼>¢�Í�¼>Ê
Á
Õ
p
¤gÖ�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Á�È�ð Â,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á�ß

lim
Re p→∞

ϕ(p) = C0 = 0

Ë6£>Á0Í,ÚÙêìë"�
È ª�í�Èð�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
C0 = 0

ß
Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
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%&	�����	�'9� ñfö ¯ ö-� �������
��	������3�H¯��÷�ON�`�aK��X,���,`0�

f(t)
��G>N���LQ�6���áFUD�`�C�`,X,AWN�F��<I�A

ϕ(p)8 L>L<N�A4��N�A��>FHG4�Q��`0��`��4FJ��D�A�V�LQX,`�LO�<I2�6F�TQN���G4�QL�� t I2C�T�L{FUD�`�C�`,X,AWNnX�LQ�4D�L�D�YbG4LQX�I

f(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ϕ(p)eptdp,
êìë"��È â�í

�4D�`,��LO� `,X,�6L>CED�`�D�FHG�A4X,`�Lå�4D�FJ`��4G4FJTH`,�6������F8G4�>LQZ¶�4D��0�(FJZ
Re p = α > s0

I(C�T�L
s08 �,FJ��AH��A4��L�N����Q�6LQ��LQX,`°D�FH�Q��AgaK��X,���,`,` f(t)

I÷`�`,X,�6L>CED�AWNÙ��FJX,`0�9A�LQ�6���ÙGå�Ï�9Yb��N�L
CON�A�G�X�FHC�F{��X,A4��LQX,`0��êE¥4ë�È ë�í�Ib��; LW;

α+i∞∫

α−i∞

ϕ(p)eptdp = lim
R→∞

α+iR∫

α−iR

ϕ(p)eptdp.

��FUD��9�HN�Aoêìë"�
È â�í9X,AH��YbG�A�LQ�6���!abFUD��9�HN�FJZ8�!L�N�N�`,X,A�;
�n���?�����
�
	�+Ëó?���
���¯�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢iÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

ψ(p)
ß�Õ
Ë�Í,Õ
äM×{Ú0ä<£�Õ�Ì
Ò
¼�Ó

ÎiÏ8Ð�ÑR� 	

¡�Ö�Ò,ÀHÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼>¢�Þ{À4Ì0Í�À4£WÀ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)

êìë"�
È â�í

ψ(p) =
1

2πi

∞∫

0




α+i∞∫

α−i∞

etωϕ(ω)dω


 e−ptdt,

ÎU¾�¼
ϕ(p)→: f(t)

Á
s0 < α < ∞ È� �¼>¡�Ò
¼>¢bÀgÖ4ÚW¾�¼Q½�¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê,À�ß�¼>£�Í�Ái¢K¿Ì
¡�¤0À�ã�¼>¢çß
Â�½�¡

ψ(p) = ϕ(p)
È

ð £>Á0Í,ÚgÒ,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡�Ã�£UØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á!Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>Î>¡°Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�Àá¢K¡JãáÊ
¡6Á�ÅW¢K¼>Ê
Á�½�éåÌ
¡HÓ
Ò�Õ0¾�¡�¤gÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ

ψ(p) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

dω

∞∫

0

dt e(ω−p)tϕ(ω).
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¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£Q¤0¡�£Q½�Á
s0 < α 6 Re p

Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢i¤0¡�Ê�½4Ú0Ò
γR
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Á
£4È8��ë�í�ß�Õ
Ë�Í,Õ
äM×RÁ
Ã0Ó

£�ÕgÂ,À4£Q½�é�äy¡�¤
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R
£(Ô
¼>Ê�½�Ò
¡�¢�Ë�½�¡�Â
¤�¼

(α, 0)
È
 �¡�Î�¾�À

ψ(p) =
1

2πi





α+i∞∫

α−i∞

ϕ(ω)

ω − pdω+

+ lim
R→∞

∫

γ+

R

ϕ(ω)dω

ω − p + lim
R→∞

∫

γ−

R

ϕ(ω)

ω − pdω





=

=
1

2πi





lim
R→∞

∫

ΓR

ϕ(ω)dω

ω − p + lim
R→∞

∫

γ−

R

ϕ(ω)

ω − pdω




,

ÎU¾�¼
ΓR
£>¡�£Q½�¡�Á�½°Á�Å\Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á

γR
Áå¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò,À�-Q½�¡�Ã�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á�ß
Í�¼Qã6À�×R¼>Î>¡

Ê,À{¡�£>Á
Re p = α

È
É�ÖWØ�¡W¾�-Q½�¡�Î>¡6¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À�£>¡�Ë�¼>Ò�è�À4¼Q½�£�ÕgËRÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�¢vÊ,À4Ì
Ò,À4Ë�Í�¼�Ó
Ê
Á
Á�È, #À4¤o¤0À4¤

lim
ω→∞

ϕ(ω) = 0, lim
ω→∞

1

ω − p = 0,



ÿ5' ×�yX�>ý5 ]�ð���\ÿÙ����éDá"��ý�âV�JÿÙß9}����<Û�Ü#��Ý�Þ���ß Ò��5�
½�¡

lim
R→∞

∫

γ−

R

ϕ(ω)

ω − pdω = 0

Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

ψ(p) =
1

2πi

∮

Γ

ϕ(ω)

ω − pdω = ϕ(p),

Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ϕ(p)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À{Ë{Ì
¡HÍ,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á
Re p > α

ê³£>¢çÈ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ó
Ê�Ú0ä^Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,Ún©9¡4èRÁ¶êO¬Jë�È ¬HíUí�È.ø�¾�¼>£Qé

Γ = lim
R→∞

ΓR
È? #À4¤
Á
¢ ¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß?½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀá¾�¡�¤�ÀJÓ

ÅJÀ4Ê,À�È

%&	�����	�'9� ñfö ¯úù � 	�"#�������
�	����������
���H¯"�÷�ON�`�T�G4LçX�LQ�4D�L�D�YbG�X,YbLçaK��X,���,`,`�`0�(LP�ç�ÑFJTH�
X�F�`8�6FRV�L\`��4FJ��D�A�V�LQX,`�L�I&�6F6FJX,`!�6FWV T�L>�Q�6G4LQX,X�F<D�A�G�X,Y&;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯4ñ�Ú�£Q½�é {f(t)→: ϕ(p), g(t)→: ϕ(p)} ÈHò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä Φ(t) =
f(t)− g(t) È�ð*£>Á0Í,Ú°Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�£Q½�Á8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�ËáÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Φ(t)→: ϕ(p)− ϕ(p) = 0.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼{»g¼�Í
Í�Á
Ê,À

Φ(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

0 · eptdt = 0,

½HÈ ¼4È
{g(t) ≡ f(t)},

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È

��*G¾ pW�
1¡����ø�������Ì À���
�Ã_ÉË�ÈV~ �B�¿+-�k��Â/.���È
îg����'9	�� ñ ù�¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼

θ
Ó�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á¹´�¼>Ë�Á
£WÀ4Ã0¾�À

θ(t) =

{
1 t > 0
0 t < 0 .

��	8ï�	�����	�¯.Ý9¼Q½�Ò�ÚW¾�Ê
¡áÅJÀ4¢K¼Q½�Á�½�é
ß�Â�½�¡�Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�éá£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á8Ò
¡�£Q½�À
θ
Ó�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Ò,À4Ë�¼>Ê

Ê�ÚWÍ�ä{Æ
s0 = 0

È�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß

θ(t)→:
∞∫

0

e−ptθ(t)dt =

∞∫

0

e−ptdt = −1

p
e−pt

∣∣∣
∞

0
=

1

p
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
θ(t)→: 1

p
, Re p > 0.

êìë�ª0È ¬Hí

îg����'9	�� ñ ù�¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t) = θ(t)eλt È



ê�Ó�Ó Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
��	8ï�	�����	�¯�ð -Q½�¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼

s0 = λ
È
 �¡�ÎU¾�À

θ(t)eλt→:
∞∫

0

e−pteλtdt =

∞∫

0

e(λ−p)tdt =
e(λ−p)t

λ− p

∣∣∣∣
∞

0

=
1

p− λ,

½�À4¤�¤0À4¤
Re p > λ

ß4ÎU¾�¼
λ
Û(Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é9£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á6Ò
¡�£Q½4À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

eλt È#�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

θ(t)eλt→: 1

p− λ.
êìë�ª0È ¥�í

îg����'9	�� ñ ù�¯ ñ ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
f1(t) = θ(t) cos t

ß
f2(t) = θ(t) sin tÁ

f3(t) = θ(t) tg t
È

��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤ | cos t| < 1
Á?ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

s0 = 0
ß
½�¡

θ(t) cos t→: ψ(p) =

∞∫

0

cos t e−ptdt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢ Ì
¡nÂ,À4£Q½HÕ
¢çßKÌ
¡�Í�¡JãáÁ
Ë
e−pt = U

ß
dV = cos tdt

ß
dU = −pe−ptdt

ß
V = sin t

È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ψ(p) = e−pt sin t
∣∣∣
∞

0
+

∞∫

0

p sin te−ptdt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢ ¼Q×R¼ÙÒ,À�ÅÙÌ
¡¶Â,À4£Q½JÕ
¢çßBÌ
¡�Í�À4ÎQÀ�Õ
e−pt = U

ß
dV = sin tdt

ß
dU =

−pe−ptdt
ß
V = − cos t

È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ψ(p) = −p cos te−pt
∣∣∣
∞

0
− p2

∞∫

0

cos te−ptdt =

= p− p2

∞∫

0

cos te−ptdt = p− p2ψ(p).

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Á
¢K¼>¼>¢
f1(t) = θ(t) cos t→: p

1 + p2
.

êìë�ª0È ë�í

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
f2(t) = θ(t) sin t→: 1

1 + p2
.

êìë�ª0È ��í

'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f3(t) = θ(t) tg t

Ê
¼�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢^ê³£>¢çÈ.Ì
Ò�Á
¢b¼QÒië"�
È ¬HíMÁ�ß.£�Í�¼�Ó
¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß,Ê
¼(Á
¢K¼>¼Q½áÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ�È

îg����'9	�� ñ ù�¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á6Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼ç£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê,¡4ÃáÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t) = θ(t)tn

ß
n
Û\Ô
¼�Í�¡�¼4ß

n = 1,∞ È



ÿp4 ×�ü_��ýdßfâV�d�"��á"��ÿ�ý5 ]�ð�e�>ýd�"���8��é�����á Õ �0â]� ê�Ó#Ò
��	8ï�	�����	�¯.ø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡

s0 = 0
È, �¡�ÎU¾�À

θ(t)tn→: ϕ(p) =

∞∫

0

e−pttndt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢�Ì
¡gÂ,À4£Q½JÕ
¢çß�Ì
¡�Í�¡HãáÁ
Ë
U = tn

ß
dV = e−ptdt

ß
dU = ntn−1dt

ß
V =

−e−pt/p
È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p) = −tn e
−pt

p

∣∣∣
∞

0
+
n

p

∞∫

0

e−pttn−1dt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ë�¼Q×R¼
n− 1

Ò,À�Å\Ì
¡�Â,À�£Q½HÕ
¢çß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p) =
n!

pn

∞∫

0

e−ptdt =
n!

pn+1
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

θ(t)tn→: n!

pn+1
.

êìë�ª0È ª�í

♦
ðl¢bÀ�½�¼>¢bÀ�½�Á
Â
¼>£W¤�¡�ÃÙÍ�Á�½�¼>Ò,À�½4Ú�Ò
¼åÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

θ(t)
ÅJÀJÂ,À4£Q½4Ú0ä ¡�Ì�Ú�£>¤0À4¼Q½�£�Õ�È� �¡�ÎU¾�À

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ~êìë�ª0È ¬HíûÛ?êìë�ª0È ª�í&Ì
Ò
Á
¢#Ú�½áË�Á0¾

1→: 1

p
;

êìë�ª0È à�í

eλt→: 1

p− λ ;
êìë�ª0È â�í

cos t→: p

1 + p2
;

êìë�ª0È «�í

sin t→: 1

1 + p2
;

êìë�ª0È ��í

tn→: n!

pn+1
.

êìë�ª0È ¬J¦�í

ðÙ¾�ÀHÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>¢i½�À4¢çß�ÎU¾�¼�-Q½�¡\Ê
¼BÌ
Ò
Á
Ë�¡J¾�Á�½{¤6Ê
¼�¾�¡�Ò,À�Å>Ú0¢K¼>Ê
Á�Õ
¢çß0Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
θ(t)
Ö4ÚJ¾�¼>¢

¡�Ì�Ú�£>¤0À�½�é
È

�1:6¾ r�Ê�
�È�Ã_ÉËÊ���À����i
1¡������
�Ê�������Ì¾� ��À�Á���Ãn�
å{��������
�� ä ¯�M�����	����������fóÙ)���	���������������
�����ÙM��
)�+��,���
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p), g(t)→: ψ(p),
½�¡�¾
Í,Õ°Í�ä<Ö�¿2Øg¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿2Ø�Ì
¡�£Q½�¡HÕ
Ê
Ê
¿2Ø

C1
Á
C2

[C1f(t) + C2g(t)]→: [C1ϕ(p) + C2ψ(p)].
êìë�à�È ¬Hí



ê�Ó�ê Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
äÑÁ
¢K¼>¼>¢

C1f(t) + C2g(t)→:
∞∫

0

e−pt[C1f(t) + C2g(t)]dt =

= C1

∞∫

0

e−ptf(t)dt+ C2

∞∫

0

e−ptg(t)dt = C1ϕ(p) + C2ψ(p),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

f1(t) = sh t
Á
f2(t) = ch t

È
��	8ï�	�����	�¯�ð -Q½�¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼

s0 = 1
ÁgÌ
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

sh t =
et − e−t

2
, ch t =

et + e−t

2Á
eat→: 1

p− a,½�¡
sh t =

1

2
et − 1

2
e−t→: 1

2

1

p− 1
− 1

2

1

p+ 1
=

1

p2 − 1
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
sh t→: 1

p2 − 1
.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
ch t→: p

p2 − 1
.

å{��������
�� ë ¯K%&	�����	�'9��)���"#�������
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
Á
a > 0

ß
½�¡

f(at)→: 1

a
ϕ
(p
a

)
.

êìë�à�È ¥�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

f(at)→: ψ(p) =

∞∫

0

e−ptf(at)dt.

�b¾�¼�Í�À4¼>¢¶Ë�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼(ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
at = x

È, �¡�ÎU¾�À

ψ(p) =
1

a

∞∫

0

e−px/af(x)dx =
1

a
ϕ(p/a),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t) = sin at
ß
Î�¾�¼

a > 0
È



ÿp4 ×�ü_��ýdßfâV�d�"��á"��ÿ�ý5 ]�ð�e�>ýd�"���8��é�����á Õ �0â]� ê�Ó 	
��	8ï�	�����	�¯�Ü�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¡!ê³£>¢çÈ,Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú�êìë�ª0È ��íUí�ß
Â�½�¡

sin t→: 1

p2 + 1
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\Ì
¡J¾�¡�Ö�Á�Õ

sin at→: 1

a

1

p2/a2 + 1
=

a

p2 + a2
,

½HÈ ¼4È
sin at→: a

p2 + a2
.

å{��������
�� ñ ¯R%2	�����	�'9�y���
)�����"#56��
�����K¯Dîg	�������ú�
	�����	�'9�l��'9	���	�������"�+��
������34������+���
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
Á
a > 0

ß
½�¡

f(t− a)→: e−apϕ(p).
êìë�à�È ë�í

ñ9Ò
Á�-Q½�¡�¢
f(t− a) = 0

¾
Í,Õ
t < a

È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

f(t− a)→:
∞∫

0

e−ptf(t− a)dt =

a∫

0

e−ptf(t− a)dt+

∞∫

a

e−ptf(t− a)dt.

ñ9¼>Ò
Ë�¿çÃ!Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÙÒ,À4Ë�¼>Ê!Ê�ÚWÍ�ä{ß?½�À4¤!¤0À4¤
f(t − a) = 0

Ì
Ò
Á
t − a < 0

È?ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë°Ë�¡
Ë4½�¡�Ò
¡�¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼

τ = t− a ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(t− a)→:
∞∫

a

e−ptf(t− a)dt =

∞∫

0

e−p(τ+a)f(τ)dτ =

= e−ap

∞∫

0

e−pτf(τ)dτ = e−apϕ(p),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ñ ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t− π) = (t− π)2θ(t− π)
Áo£>Ò,À4Ë�Ê
Á�½�éá£(Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

g(t) = (t− π)2θ(t).
��	8ï�	�����	�¯�¨(Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t) = t2θ(t)
Á
¢K¼>¼>¢

f(t) = t2θ(t)→: 2

p3
.

ñ9¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼(ÅJÀ4Ì,À�ÅQ¾�¿çË�À4Ê
Á�Õiê³£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡áë�í&¾
Í,ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t− π)

Ê,À4Ã0¾�¼>¢

f(t− π) = (t− π)2θ(t− π)→: e−πp 2

p3
.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4Ú°Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�£Q½�Á�ß,¾
Í,ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
g(t)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

g(t) = (t2 − 2πt+ π2)θ(t)→: 2

p3
− 2π

p2
+
π2

p
.



ê�Ó3& Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
îg����'9	�� ñ ;�¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á\Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼K£Q½4Ú0Ì
¼>Ê
Â�À�½�¡�Ã{Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ßJÎ>Ò,À4Ä(Á
¤(¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ã(Ì
Ò
Á0Ó
Ë�¼�¾�¼>ÊgÊ,À�Ò
Á
£4È_�"�
È
��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Î>Ò,À4Ä(Á
¤�Ú�ß,Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

f(t) = A{θ(t) + θ(t− τ) + θ(t− 2τ) + . . . } = A
∞∑

n=0

θ(t− nτ).

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼(ÅJÀ4Ì,À�ÅQ¾�¿çË�À4Ê
Á�Õ

f(t)→: A{1
p

+
1

p
e−τp +

1

p
e−2τp + . . . } =

A

p

∞∑

n=0

e−nτp.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú
∞∑

n=0

qn =
1

1− q , |q| < 1,

½�¡
ß,Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë
q = e−τp ß,£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢ |e−τp| < 1

¾
Í,Õ
Re p > 0

ß
τ > 0

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(t)→: A
p

1

1− e−pτ
=
A

2p

(
1 + cth

pτ

2

)
.

ÎiÏ8Ð�ÑR�3& ÎiÏ8Ð�Ñ�� .

îg����'9	�� ñ ;�¯úù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ì
¼>Ò
Á
¡W¾�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t+ T ) = f(t)

ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È���ª�í�È
��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë"�
È ¬Hí�ß0¾
Í,ÕoÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á�Õ

ϕ(p)←: f(t)
Á
¢K¼>¼Q¢�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼

ϕ(p) =

∞∫

0

e−ptf(t)dt =

=

T∫

0

e−ptf(t)dt+

2T∫

T

e−ptf(t)dt+ · · ·+
(n+1)T∫

nT

e−ptf(t)dt+ . . . ,

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼9ÅJÀ4¢K¼>Ê,À4¢KÁ
τn = t− nT ß n = 1,∞ ß,¢K¡JãáÊ
¡6Ì
Ò
Á
Ë�¼>£Q½�Á�¤gË�Á0¾,Ú

ϕ(p) = (1 + e−pT + · · ·+ e−npT + . . . )

T∫

0

f(t)e−ptdt.
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§�Â�½JÕ�ß,Â�½�¡

pT > 0
ß |e−pT | < 1

ß
¤�À4¤oÁgË6Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢*Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò
¼4ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p) =
1

1− e−pT

T∫

0

f(t)e−ptdt.

~K£�Í�ÁgË�Ë�¼>£Q½�Á�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

g(t) =

{
f(t), 0 < t < T ;
0, t > T,

½�¡�Ë6£>Á0Í,ÚoÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À
T∫

0

e−ptf(t)dt =

∞∫

0

e−ptg(t)dt

Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼
ϕ(p)

¢K¡JãáÊ
¡�ÅWÀ4Ì
Á
£WÀ�½�éá¼Q×R¼\Ág¤0À4¤

ϕ(p) =
h(p)

1− e−pT
,

ÎU¾�¼
h(p)

Û°Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
g(t)
È

îg����'9	�� ñ ;�¯O;�¯(Ý(À4Ã�½�ÁoÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼�Ì
Ò�Õ
¢K¡4Ú0Î>¡�Í�é�Ê
¡�ÎQ¡6Á
¢KÌ�ÚJÍ�é�£WÀ
f(t)
ß�Î>Ò,À4Ä(Á
¤å¤�¡�Ó

½�¡�Ò
¡�Î>¡6ÅJÀH¾�À4Êo£>Ì0Í�¡4èRÊ
¿ç¢KÁgÍ�Á
Ê
Á�Õ
¢KÁgÊ,À6Ò
Á
£4È���ª0È
��	8ï�	�����	�¯2 #À4¤~¤�À4¤vÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
ß#Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Ê,À�ÕvÊ,À!Ò
Á
£4È���ª0ß#Ì
¼>Ò
Á
¡W¾�Á
Â
¼>£>¤�À�Õ�£

Ì
¼>Ò
Á
¡W¾�¡�¢
T = 2τ

ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

f(t) =

{
A, 0 < t < τ ;
−A, τ < t < 2τ,

½�¡
2τ∫

0

e−ptf(t)dt = A

τ∫

0

e−ptdt− A
2τ∫

τ

e−ptdt =
A

p
(1− e−τp)2,

¡4½�¤�ÚW¾�À

ϕ(p) =
A

p

(1− e−pτ )2

1− e−2pτ
=
A

p

1− e−pτ

1 + e−pτ
=
A

p
th
pτ

2
.

��¾�Ò�Ú0Î>¡�Ã�£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿�ß
g(t)
¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�éá¤0À4¤

f(t) = A
[
θ(t)− 2θ(t− τ) + θ(t− 2τ)

]
.

 �¡�ÎU¾�À
h(p) =

A

p
[1− 2e−τp + e−2τp] =

A

p
(1− e−τp)2

Á
ϕ(p) =

A

p

(1− e−pτ )2

1− e−2pτ
=
A

p
th
pτ

2
.

å{��������
�� ö ¯K%&	�����	�'9�Ù��'9	���	������v"�+��¶������������µ�	������
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
ß�½�¡áÌ
Ò
ÁåÍ�ä<Ö�¡�¢�¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£QÊ
¡�¢

α

e−αtf(t)→: ϕ(p+ α).
êìë�à�È ��í



ê�Ó�û Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

e−αtf(t)→:
∞∫

0

e−pte−αtf(t)dt =

∞∫

0

e−(p+α)tf(t)dt = ϕ(p+ α),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ F ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

e−αt cos bt
È

��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤
cos bt→: p/(p2 + b2)

ß
½�¡

e−αt cos bt→: p+ α

(p+ α)2 + b2
.

îg����'9	�� ñ ;�¯OT�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t) = t4e−5t.

��	8ï�	�����	�¯+'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(t)
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ{¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢!£bÌ
¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�¼>¢!£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á�Ò
¡�£Q½�À

s0 =
−5
È��2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë�ª0È à�í�ß

t4→: 4!

p5
.

 �¡�ÎU¾�À�Ì
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{£>¢K¼Q×R¼>Ê
Á�Õ~ê³£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡���í

f(t) = t4e−5t→: ϕ(p) =
4!

(p+ 5)5
.

îg����'9	�� ñ ;�¯On�¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(p) =
p+ 4

p2 + 4p+ 5
.

��	8ï�	�����	�¯�ò#À�ÅQÍ�¡JãáÁ
¢�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
ϕ(p)

Ê,À,-�Í�¼>¢K¼>Ê�½4À4Ò
Ê
¿B¼9¾�Ò
¡�Ö�Á

ϕ(p) =
p+ 4

(p+ 2)2 − 4 + 5
=

p+ 2

(p+ 2)2 + 1
+

2

(p+ 2)2 + 1
.

ñ9¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\£>¢K¼Q×R¼>Ê
Á�Õ~ê³£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡���í÷Ê,À4Ã0¾�¼>¢

p+ 2

(p+ 2)2 + 1
←: e−2t cos t,

2

(p+ 2)2 + 1
←: 2e−2t sin t.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p)←: f(t) = e−2t(cos t+ 2 sin t).

å{��������
�� ù�¯K®R�
���������
	�����	�'9����'9	���	������~"�+��¶������34������+���
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
ß�½�¡

f(t+ a)→: eap


ϕ(p)−

a∫

0

e−ptf(t)dt


 , a > 0.

êìë�à�È ª�í
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�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä{ß

f(t+ a)→: ψ(p) =

∞∫

0

f(t+ a)e−ptdt, a > 0.

�b¾�¼�Í�À4Ë�Ë6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼\ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
τ = t+ a

ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ψ(p) =

∞∫

a

f(τ)e−p(τ−a)dτ + eap

a∫

0

f(τ)e−pτdτ −

−eap

a∫

0

e−pτf(τ)dτ = epa

∞∫

0

e−pτf(τ)dτ − eap

a∫

0

e−pτf(τ)dτ,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å{��������
��<;�¯K%&	�����	�'9�!"#�����g	���	���$���������
������"�+��¶������34������+���
~K£�Í�Á°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
Û�¡�Ò
Á
ÎQÁ
Ê,ÀHÍ�ß0Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

f(t)→: ϕ(p)
Áá£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼Q½�ê³Ì
¡{¤
Ò,À4Ã
Ê
¼>Ã

¢K¼>Ò
¼(Ì
Ò
Á
t 6= 0

í÷Ì
Ò
¡�Á�ÅWË4¡J¾�Ê,À�Õ
f ′(t)
ß�Õ
Ë�Í,Õ
äM×�À�Õ
£�Õg¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çß
½�¡

f ′(t)→: pϕ(p)− f(0), Re p > s0,
êìë�à�È à�í

ÎU¾�¼
s0

ÛáÌ
¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�¼>Ì
¼>Ê,Á�Ò
¡�£Q½�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)
ß�À

f(0) = lim
t→+0

f(t).

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9Ò
Á
Re p = α > s0

f ′(t)→: ψ(p) =

∞∫

0

e−ptf ′(t)dt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢ Ì
¡!Â,À4£Q½JÕ
¢çßKÌ
¡�Í�¡JãáÁ
Ë
U = e−pt ß dV = f ′(t)dt

ß
dU = −pe−ptdt

ß
V = f(t)

È
 �¡�Î�¾�À

ψ(p) = e−ptf(t)
∣∣∣
∞

0
+ p

∞∫

0

e−ptf(t)dt = pϕ(p)− f(0),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ä�x ¯��nÌ
¡�¢K¡4×Ré�äÙ½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ9¾
Í,Õ(¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�ËBÊ,À4Ã0Ó
½�ÁgÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

f(t) = sin t
Á
g(t) = cos t

È
��	8ï�	�����	�¯.É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢¶Â
¼>Ò
¼QÅ

ϕ(p)
Í�À4Ì0Í�À4£>¡�Ë�£>¤0¡�¼(Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
ß�½HÈ ¼4È

f(t) = sin t→: ϕ(p),

½�¡�ÎU¾�À

f ′(t) = cos t→: pϕ(p)− sin 0 = pϕ(p);

f ′′(t) = − sin t→: p2ϕ(p)− cos 0 = p2ϕ(p)− 1.



ê�Ó � Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
��¾�Ò�Ú0Î>¡�Ãg£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß

f ′′(t) = −f(t).�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
p2ϕ(p)− 1 = −ϕ(p),¡4½�¤�ÚW¾�À
ϕ(p) =

1

1 + p2
←: sin t.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡
cos t→: p

1 + p2
.

å{��������
�� F ¯K%&	�����	�'9�!"#�����g	���	���$���������
������"�+��¶������������µ�	������
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
ß�½�¡6¾
Í,Õ

Re p = s > s0

−tf(t)→: ϕ′(p),
t2f(t)→: ϕ′′(p),È>È>È>È>È>È>ÈQÈ>È>È>È>È>È>È>È>È>È>ÈQÈ>È
(−1)ntnf(t)→: ϕ(n)(p)

êìë�à�È â�í

�n���������
�
	�+Ëó����
��6Í�¼>Î>¤0¡{Ì
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é�Ì�Ú�½�¼>¢Ù¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ°Ì
¡J¾°ÅWÊ,À4¤�¡�¢iÁ
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò,ÀHÍ�À�È�ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼2Ë�¡4ÅW¢K¡JãáÊ
¡
ßW½4À4¤{¤0À4¤{Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼Q½(À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�Ú�ä�Ä9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
äy¡4½

p
È

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä�ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
t sin t

È
��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤

sin t→: 1

1 + p2
,

½�¡
t sin t→: (−1)

d

dp

1

1 + p2
=

2p

(1 + p2)2
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
t sin t→: 2p

(1 + p2)2
.

å{��������
��<T�¯K%&	�����	�'9�������
	�34����������
�����¶"�+��¶������34������+���
~K£�Í�Á¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ¶¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢ÑÁ

f(t)→: ϕ(p)
ß�½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

g(t) =
t∫

0

f(τ)dτ
Û�½4À4¤�ã�¼(¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

g(t) =

t∫

0

f(τ)dτ→: ϕ(p)

p
.

êìë�à�È «�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯¦'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ t∫
0

f(τ)dτ
ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½nÌ
¼>Ò
Ë�¡�¢#ÚiÁ~Ë4½�¡�Ò
¡�¢#Ú�Ú�£�Í�¡�Ó

Ë�Á�Õ
¢�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ!¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À�È�¨(Í,Õg½�Ò
¼Q½�é�¼>ÎW¡°Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ!Ì
Ò
Á
α > s0

� ÎU¾�¼
s0
ÛåÌ
¡�¤�ÀJÓ

ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�¼>Ì
¼>Ê,Á�Ò
¡�£Q½�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)
��Á
¢K¼>¼>¢

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

f(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
6

t∫

0

|f(τ)|dτ <
t∫

0

Meαtdt =
M

α
(eαt − 1) < M̃eαt.
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¨RÀHÍ�¼>¼

t∫

0

f(τ)dτ→: ψ(p) =

∞∫

0

e−pt




t∫

0

f(τ)dτ


 dt.

Ü9Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼W¢�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼\Ë�¿çÒ,À�ã6¼>Ê
Á
¼(Ì
¡6Â,À4£Q½JÕ
¢çß�¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
Ë

U =

t∫

0

f(τ)dτ, dV = e−ptdt, dU = f(t)dt V = −1

p
e−pt.

 �¡�ÎU¾�À

ψ(p) = −1

p
e−pt




t∫

0

f(τ)dτ



∣∣∣∣
∞

0

+
1

p

∞∫

0

e−ptf(t)dt =
ϕ(p)

p
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å{��������
��<n�¯K%&	�����	�'9�������
	�34����������
�����¶"�+��¶������������µ�	������
~K£�Í�Á

f(t)/t
Ûá¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀJÍ8£9Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�¼>¢¶£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á�Ò
¡�£Q½�À

s0

Áå¼>£�Í�Á
f(t)→: ϕ(p)

ß�½�¡

f(t)

t
→:

∞∫

p

ϕ(p)dp, Re p > s0.
êìë�à�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢¶Â
¼>Ò
¼QÅ
ψ(p)

Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)/t

ß
½HÈ ¼4È

f(t)

t
→: ψ(p).

 �¡�ÎU¾�À�Ì
¡6Ì
Ò,À4Ë�Á0Í,Ú°¾�Á
Ä(Ä9¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ

f(t)→: − ψ′(p)
½HÈ ¼4È

ϕ(p) = −ψ′(p).

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ë�Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¼{Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡�¡4½
p
¾�¡ ∞ ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

−[ψ(∞)− ψ(p)] =

∞∫

p

ϕ(ω)dω,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ä+ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t) =
sin2 t

t
.

��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤
sin2 t = (1− cos 2t)/2

Á

1

2
→: 1

2p
, cos 2t→: p

p2 + 4
,

½�¡�Á�Å\£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�ÀRÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¡�£Q½�Á8£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

sin2 t→: 1

2p
− p

2(p2 + 4)
=

2

p(p2 + 4)
.



ê#ÒdÓ Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

sin2 t

t
→:

∞∫

p

2dp

p(p2 + 4)
=

∞∫

p

2dp

p3(1 + 4/p2)
=

= −1

4
ln
(
1 +

4

p2

)∣∣∣
∞

p
=

1

4
ln
p2 + 4

p2
.

ñ9Ò
ÁgË�¿çÖ�¡�Ò
¼\Ë�¼Q½�Ë�ÁoÍ�¡�ÎQÀ4Ò
Á
Ä(¢bÀ6¢K¿�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>éáÒ
¼QÅ>ÚWÍ�éJ½4À�½4À4¢KÁ8Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò,Àg¬H¥0È �
È
É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡6ÅJÀ4Ì
Á�èR¼>¢

sin2 t

t
→: 1

4
ln
p2 + 4

p2
.

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä+ñ ¯(Ý(À4Ã�½�Á6Í�À4Ì0Í�À4£>¡�Ë�£>¤�¡�¼BÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼ç½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡{Á
¢KÌ�ÚJÍ�é�£WÀ
g(t)
ß

Ì
¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
Ê
¡�Î>¡�Ì�Ú0Ê
¤�½�Á
Ò
¡�¢�Ê,À6Ò
Á
£4È���ª0È
��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú

g(t) =

t∫

0

f(t)dt
Á

f(t)→: ϕ(p) =
A

p
th
pτ

2
,

ÎU¾�¼
f(t)

Û!£Q½4Ú0Ì
¼>Ê
Â�À�½�À�Õ~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ ê³Ò
Á
£4ÈË��ª�í�ß�½�¡8Ì
¡�£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4ÚÙ«iê ½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ�¡�Ö�Á
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Ág¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À�í÷Á
¢K¼>¼>¢

g(t)→: g(p)
p

=
A

p
th
pτ

2

/
p =

A

p2
th
pτ

2
.

å{��������
�� ä�x ¯K%&	�����	�'9�n1.'9���0µ�	������¶������������µ�	������ � �
	�����	�'9��R����	�+��3�
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
Á
g(t)→: ψ(p)

ß
½�¡�ÎU¾�À

Φ(t) =

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ→: ϕ(p)ψ(p).
êìë�à�È ¬J¦�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯2ñ�Ú�£Q½�é
s1
ÛÙÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á¶Ò
¡�£Q½4ÀnÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
ßbÀ

s2
Û

Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�¼>Ì
¼WÊ
Á�Ò
¡�£Q½4À6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
g(t)
È
 �¡�Î�¾�À�¼>£�Í�Á

s1 6= s2
ß
½�¡

J =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
6 M1M2

t∫

0

es1τes2(t−τ)dτ =

=
M1M2

s1 − s2

(es1t − es2t) 6
2M1M2

|s1 − s2|
est,

ÎU¾�¼
s = max{s1, s2}

È�~K£�Í�Áoã6¼
s1 = s2 = s 6= 0

ß�½�¡

J <
2M1M2

s
estt,

½HÈ ¼4È÷Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á Ò
¡�£Q½�À~Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Φ(t)

½�À4¤�ã�¼!Ò,À4Ë�¼>Ê
s
È2ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡i¾
Í,Õ

s1 = s2 = 0
È�Ý9¼Q½�Ò�ÚJ¾�Ê
¡åÚ0Ö�¼�¾�Á�½�é�£�Õ�ß�Â�½�¡

Φ(t)
ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼�½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½oÁ!¡�£Q½�ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢ Ú�£�Í�¡�Ë�Á0Ó

Õ
¢ £QÚ�×R¼>£Q½�Ë�¡�Ë�À4Ê
Á�ÕnÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ�È�¨(Í,Õ!Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á�Õ�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ!Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õ
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼>¢yêìë"�
È ¬Hí�È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

F (p) =

∞∫

0

e−ptdt

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ.



ÿp4 ×�ü_��ýdßfâV�d�"��á"��ÿ�ý5 ]�ð�e�>ýd�"���8��é�����á Õ �0â]� ê#Ò�Ò
Ü�ÅW¢K¼>Ê
Á
Ë�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¡�¤gÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢

F (p) =

∞∫

0

f(τ)dτ

∞∫

τ

e−ptg(t− τ)dt.

ð*Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼{£U¾�¼�Í�À4¼>¢¶ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
t− τ = t′

È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

F (p) =

∞∫

0

e−pτf(τ)dτ

∞∫

0

e−pt′g(t′)dt′ = ϕ(p)ψ(p),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
�
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�Ë�Á0¾�À

Φ(t) =

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ êìë�à�È ¬�¬Hí

Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�£>Ë�¼>Ò�½�¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
f(t)
Á
g(t)
Ág¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ,À4¼Q½�£�Õ

f(t) ∗ g(t) ß�½HÈ ¼4È

f(t) ∗ g(t) =

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ. êìë�à�È ¬H¥�í

♦
»g¡JãáÊ
¡6Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
ß,Â�½�¡

f(t) ∗ g(t) = g(t) ∗ f(t)
È

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä�ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(p) =
1

(p− 1)(p− 2)
.

��	8ï�	�����	�¯? #À4¤o¤0À4¤
1

p− 1
←: et,

1

p− 2
←: e2t,

½�¡�Á�Å°êìë�à�È ¬J¦�í&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p)←:
t∫

0

eτe2(t−τ)dτ = e2t

t∫

0

e−τdτ =

= e2t(1− e−t) = e2t − et.

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä ù�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

Φ(t) =

t∫

0

τ 2 cos(t− τ)dτ.

��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
Φ(t)

Ûn¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�£°Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�¼>¢Ñ£�½�¼>Ì
¼WÊ
ÁvÒ
¡�£Q½4À
s0 = 0

È�ñ9¡
½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼(Ú0¢KÊ
¡Jã6¼QÊ
Á�ÕgÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ãiê³£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡g¬J¦�í

Φ(t) =

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ→: ϕ(p)ψ(p),



ê#Òdê Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
ÎU¾�¼

f(τ)→: ϕ(p), g(t)→: ψ(p).
ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë

f(t) = t2→: 2!

p3
, g(t) = cos t→: p

p2 + 1
,

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
Φ(t)→: ϕ(p)ψ(p) =

2p

p3(p2 + 1)
=

2

p2(p2 + 1)
.

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä ;�¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß�Â�½�¡R¼>£�Í�Á
f(t)
ÛR¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�ß�½�¡{£>Ì
Ò,À�Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡R£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼�Ó

Ê
Á
¼

t∫

0

dt1

t1∫

0

dt2 · · ·
tn−1∫

0

f(tn)dtn =

=
1

(n− 1)!

t∫

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ.
êìë�à�È ¬Wë�í

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë�à�È ¬Jë�í2Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ã�©9¡4èRÁ�È
��	8ï�	�����	�¯2É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢�Â
¼>Ò
¼QÅ

ϕ(p)
Á�ÅW¡�Ö�Ò,ÀHã6¼>Ê
Á
¼áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
È� �¡�Î�¾�À�ß�£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡

êìë�à�È ¬J¦�í�ß�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿yö2¡�Ò
¼�Í,ÕgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1

(n− 1)!

t∫

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ→: 1

pn
ϕ(p).

��¾�Ò�Ú0Î>¡�ÃÙ£Q½�¡�Ò
¡�Ê
¿9ß�Á�Å�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�¾
Í,ÕÙ¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�Ë~ê³£>¢çÈ.Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú
êìë�à�È «�íUí&£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

t∫

0

dt1

t1∫

0

dt2 · · ·
tn−1∫

0

f(tn)dtn→:
ϕ(p)

pn
.

ð*£>Á0Í,Úå½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¡�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�Á8Á�ÅW¡�Ö�Ò,ÀHã6¼>Ê
Á�Õo£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼åêìë�à�È ¬Jë�íK¾�¡�¤�À�ÅJÀ4Ê
¡
È
å{��������
�� ä�ä ¯K%&	�����	�'9�n1.'9���0µ�	������¶������34������+���
~K£�Í�Á

f(t)→: ϕ(p)
ê
Re p > s1

í�ß
g(t)→: ψ(p)

ß
Re p > s2

ß�½�¡åÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á
¼
f(t)g(t)½�À4¤�ã�¼9Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢¶Á

f(t)g(t)→: 1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ϕ(q)ψ(p− q)dq, êìë�à�È ¬���í

ÎU¾�¼
Re q = α > s1

ß
Re p > s1 + s2

È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á
¼(¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�Ë

f(t)g(t)
ß
¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡
ß0ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½

Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢ ¬QÛ0ë�ÁoÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çÈ�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä

f(t)g(t)→: F (p) =

∞∫

0

f(t)g(t)e−ptdt.
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ð2¡4ÅWé�¢K¼>¢

α
ß�ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM×R¼>¼(Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢

α > s1
ß
α > s2

ß�Î�¾�¼
s1
Á
s2
Û�Ì
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�Á

£Q½�¼>Ì
¼>Ê
ÁgÒ
¡�£Q½�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
f(t)
Á
g(t)
ß�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡
È, �¡�ÎU¾�À{Ì
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼(»g¼�Í
Í�Á
Ê,À

êìë"�
È â�íK¾
Í,Õ
f(t)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f(t)g(t)→: 1

2πi

∞∫

0





α+i∞∫

α−i∞

ϕ(q)eqtdq



 g(t)e−ptdt =

=
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞



ϕ(q)

∞∫

0

g(t)e−(p−q)tdt



 dq.

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢
Re p > s2 + α

È� �¡�ÎU¾�À
Re (p − q) > s2

ß,½4À4¤8¤0À4¤
Re q = α

Á8Ë�Ê�Ú�½�Ò
¼>Ê
Ê
Á,Ã
Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!¢K¡JãáÊ
¡�ÅJÀ4¢K¼>Ê
Á�½�éáÊ,À

ψ(p− q) ß,Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
Èå{��������
�� ä+ë ¯�îg	�������¶�
	�����	�'9�n������+��0µ�	������
~K£�Í�Á!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

ϕ(p)
Ò
¼>ÎQÚWÍ,Õ
Ò
Ê,ÀåË°Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡åÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡4Ã!½�¡�Â
¤0¼RÁ!Ò,À4Ë�Ê,ÀáË°Ê
¼>Ã

Ê�ÚWÍ�ä Áv¼>£�Í�Á�¼>¼áÍ�¡�Ò,À4Ê
¡�Ë�£>¤0¡�¼åÒ,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼oË!¡�¤
Ò
¼>£Q½�Ê
¡�£Q½�Á¶Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡nÚJ¾�ÀHÍ�¼>Ê
Ê
¡�Ã
½�¡�Â
¤
Áiê |p| > R

í÷Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

ϕ(p) =
∞∑

n=0

Cn+1

pn+1
,

êìë�à�È ¬Hª�í

½�¡�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t) =
∞∑

n=0

Cn+1

n!
tn, t > 0,

êìë�à�È ¬Jà�í

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ(¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çßJÁ
¢K¼>äM×RÁ
¢�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼
ϕ(p)
ß
f(t)→: ϕ(p)

ßWÌ
Ò
Á
Â
¼>¢gÒ�Õ0¾°êìë�à�È ¬Hª�í
£UØ�¡J¾�Á�½�£�Õo¾
Í,ÕgË�£>¼�Ø

t
È

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯9ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢
p = 1/q

Á�¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢
ϕ(1/q) = ψ(q)

È�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ψ(q) =

∞∑
n=0

Cn+1q
n+1 À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�Ë6¤
Ò�Ú0Î>¼ |q| 6 1/R

È��2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ê
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Úg©9¡4èRÁ
ê³¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼(Ê
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡°£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°Á�Å°êO¬Jà�È â�íUí�ß |Cn| < MRn È_�KÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

|f(t)| 6
∞∑

n=1

|Cn+1|
|t|n
n!

6 MR
∞∑

n=0

Rn|t|n
n!

= MReR|t|.

Ü�Å(Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�Î>¡áÊ
¼>Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡
¬�È
Ò�Õ0¾�£�Ø�¡W¾�Á�½�£�Õo¾
Í,ÕgË�£>¼�Øo¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤0£>Ê
¿2Ø

t
�

¥0ÈJ¾
Í,Õ�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿2Ø
t
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�Ú�£�Í�¡�Ë�Á
¼ |f(t)| < CeRt ß�½JÈ ¼4È�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ f(t)Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çÈ÷ð £>Á0Í,Ú¶Ò,À�Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡�Ã�£�Ø�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�Á Ò�Õ0¾�À*êìë�à�È ¬Jà�í�ËnÍ�ä<Ö�¡�¢

¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�¢i¤
Ò�Ú0Î>¼�¼>Î>¡{¢K¡JãáÊ
¡(Ú0¢KÊ
¡JãáÁ�½�éRÊ,À
e−pt ÁáÌ
¡�Â0Í�¼>Ê
Ê
¡RÌ
Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À�½�éRÌ
¡ t¡4½°Ê�ÚJÍ,Õ�¾�¡ ∞ ¾
Í,Õ Re p > R

È�ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡4Ë�À4Ë4èRÁ
£>éå£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢ êìë�ª0È ª�í�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
êìë�à�È ¬Hª�í�ß�Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡�Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ä F ¯(Ý(À4Ã�½�ÁÙÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼6Þ{À4Ì0Í�À4£WÀoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t) = J0(t)
ß�ÅJÀH¾�À4Ê0Ó

Ê
¡�ÃgÀ4Ö�£>¡�Í�äM½�Ê
¡�£�Ø�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�Ò�Õ0¾�¡�¢

J0(t) =
∞∑

k=0

(−1)kt2k

22k(k!)2
=

∞∑

k=0

C2kt
2k,

êìë�à�È ¬Hâ�í

ÎU¾�¼

C2k =
(−1)k

22k(k!)2
.



ê#Ò]& Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
♦
'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

J0(t)
Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�ÕvÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ãvö2¼>£>£>¼�Í,ÕvÌ
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡8Ò
¡W¾�À�Ê�ÚJÍ�¼>Ë�¡�Î>¡!Á
Ê0Ó

¾�¼>¤�£WÀ�È�2Ë4¡�Ã
£Q½�Ë�ÀáÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã!ö2¼>£>£>¼�Í,Õ8Ì
¡W¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡áÒ,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4äM½�£�Õ!Ë�Î�Í�À4Ë�¼°î"�9Á0Í�Á
Ê0Ó
¾�Ò
Á
Â
¼>£>¤
Á
¼\Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ïáÂ,À4£Q½�Á�ÇUÇÏÇ�È
��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡�Ì
¼>Ò
Ë�¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á�ÕÙê³£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡g¬H¥�í

f(t)→: ϕ(p) =
∞∑

k=0

C2k
(2k)!

p2k+1
.

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢
(2k)! = (2k)!!(2k − 1)!! = 2kk!(2k − 1)!!

È, �¡�ÎU¾�À

C2k(2k)! =
(−1)k

22k(k!)2
2kk!(2k − 1)!!

Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

ϕ(p) =
∞∑

k=0

(−1)k(2k − 1)!!

2k(k!)

1

p2k+1
=

1√
1 + p2

.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
J0(t)→:

1√
1 + p2

.

îg����'9	�� ñ ;�¯ ä T�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t) = J0(2

√
t),

ÎU¾�¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
J0(t)

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ãiêìë�à�È ¬Hâ�í�È
��	8ï�	�����	�¯�Ü�Å°êìë�à�È ¬Hâ�í2£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

f(t) = J0(2
√
t) =

∞∑

k=0

(−1)ktk

(k!)2
.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Ì
¼>Ò
Ë�¡�Ão½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\Ò,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á�Õ�ß

f(t)→: =
∞∑

k=0

(−1)k

k!pk+1
=

1

p
e−1/p.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
J0(2
√
t)→: 1

p
e−1/p.

êìë�à�È ¬J«�í

å{��������
�� ä+ñ ¯K®R�
���������
	�����	�'9�n������+��0µ�	������
ñ�Ú�£Q½�é

ϕ(p)
Û<Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼bÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
ÈJ �¡�ÎU¾�À�ßW¼>£�Í�Á

ϕ(p)
¾�¡4Ì�Ú�£>¤0À4¼Q½9À4Ê,ÀJÍ�Á�½�Á0Ó

Â
¼>£>¤�¡�¼BÌ
Ò
¡W¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼BÊ,À�Ë�£>ä*¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê�Ú0ätÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
ß�ÅJÀ9Á
£>¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼>¢i¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Î>¡
Â
Á
£�Í�ÀgÁ�ÅW¡�Í�Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Ê
¿2Øi¡�£>¡�Ö�¿2Øn½�¡�Â
¼>¤

pk

ß
k = 1, n

ß�Áq-Q½�¡!À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�¼åÌ
Ò
¡W¾�¡�Í
Ó
ã�¼>Ê
Á
¼�ËoÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á

Re p < α
ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡4Ò�Õ
¼Q½gÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢ Í�¼>¢K¢K¿�( ¡�Ò�¾�À4Ê,Ànê³Ë

Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
Re p > α

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ϕ(p)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À�íQß
½�¡�¾
Í,Õ
t > 0

f(t) =
n∑

k=1

Res
p=pk

ϕ(p)ept,
êìë�à�È ¬���í



ÿp4 ×�ü_��ýdßfâV�d�"��á"��ÿ�ý5 ]�ð�e�>ýd�"���8��é�����á Õ �0â]� ê#Ò .
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯KðÑ£>Á0Í,Ú�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿ »g¼�Í
Í�Á
Ê,Àvêìë"�
È â�íM¾
Í,Õ�Í�ä<Ö�¡�Î>¡

α
Á�Å°¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê
¡�£Q½�Á8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ϕ(p)

Á
¢K¼>¼>¢

f(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ϕ(p)eptdp.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡6½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼�¥4ë0È �6ÁåÍ�¼>¢K¢K¼�( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�ß
Ë�¿çÂ
Á
£�Í�¼>Ê
Á
¼�-Q½�¡�Î>¡áÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�¾�À4¼Q½

f(t) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

ϕ(p)eptdp = θ(t)
n∑

k=1

Res
p=pk

[ϕ(p)ept],

¡4½�¤�ÚW¾�À�¾
Í,Õ
t > 0

Ág£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nêìë�à�È ¬���í�È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ä n�¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ

f(t)
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(p) =
ω

p2 + ω2
, Re p > 0.

��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ϕ(p)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À\Ë�¡\Ë�£>¼>Ã�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�ÃáÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�ÁáÅJÀ(Á
£>¤0Í�äBÓ
Â
¼>Ê
Á
¼>¢tÌ
¡�Í�ä<£>¡�Ë

p1,2 = ±iω Á8ÚJ¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½oÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢*Í�¼>¢K¢K¿�( ¡�Ò�¾�À4Ê,À�È� �¡�ÎU¾�ÀÌ
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼áêìë�à�È ¬���í&Á
¢b¼Q¼>¢

f(t) = Res
p=iω

ωept

p2 + ω2
+ Res

p=−iω

ωept

p2 + ω2
=

= lim
p→iω

ωept

p+ iω
+ lim

p→−iω

ωept

p− iω = sinωt

ê³£>¢çÈ
½�À4¤�ã�¼(Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò!¥4ë�È â�í�È
♦
'R¡�Ò
¢#ÚJÍ�À8êìë�à�È ¬���í&¾�¡�Ì�Ú�£>¤�À4¼Q½°¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼{Ê,À�£�Í,Ú0Â,À4Ã8Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�Î>¡°Â
Á
£�Í�À�¡�£>¡�Ó

Ö�¿2Ø¶½�¡�Â
¼>¤�ß&½HÈ ¼4È÷Ê,ÀÙ£�Í,Ú0Â,À4Ã�ß2¤0¡�ÎU¾�ÀiÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�¼!Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á
¼�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ*¢K¼>Ò
¡�Ó
¢K¡�Ò
Ä(Ê
¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�È�¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß0¼>£�Í�ÁáË9¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¼M½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ö2Ò
¡�¢KË�Á
Â,ÀHÛ
ð÷À4Î>Ê
¼>Ò,Àå¥4ë�È �°Ì
¡W¾

γR
Ì
¡�Ê
Á
¢bÀ�½�é°Ì
Ò,À4Ë�Á0Í�é�Ê�Ú0ä £>Á
£Q½�¼>¢#Ú!¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�¼>Ã

γn
ê³£>¢çÈ�Ò,À�ÅQ¾�È

î4ò�À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á
¼\¢K¼>Ò
¡�¢K¡�Ò
Ä(Ê
¡�ÃgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁgÊ,À6Ì
Ò
¡�£Q½�¼>Ã�èRÁ
¼(¾�Ò
¡�Ö�Á�ï�í�ß
½�¡

f(t) = lim
n→∞

(γn)∑

k

Res
p=pk

[ϕ(p)ept].
êìë�à�È ¥4¦�í

ø�¾�¼>£>é6£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
¼\Ì
Ò
¡�Ë�¡W¾�Á�½�£�ÕgÌ
¡�Ë�£>¼>¢¶¡�£>¡4Ö�¿ç¢�½�¡�Â
¤0À4¢çß
Í�¼Qã6À�×RÁ
¢¶Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á
γn

È
îg����'9	�� ñ ;�¯ ëSx ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ψ(p) =
sh ap

p sh bp
.

��	8ï�	�����	�¯�'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ψ(p)

Û{¢K¼>Ò
¡�¢K¡�Ò
Ä(Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õá£BÌ
¡�Í�ä<£WÀ4¢KÁ�ß�Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã�¼>Ê
Ê
¿2Ó
¢KÁoÊ,À6Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

Re p = 0
È��2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë�à�È ¥4¦�í�ß

f(t) = lim
n→∞

(γn)∑

k

Res
p=pk

ept sh ap

p sh bp
.



ê#Òdû Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
 �¡�Â
¤
Á

pk = ±πki/b Õ
Ë�Í,Õ
äM½�£�Õ�Ì
Ò
¡�£Q½�¿ç¢KÁ8Ì
¡�Í�ä<£WÀ4¢KÁ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á ψ(p)
È�ñ9¡#-Q½�¡�¢#ÚoÌ
Ò
Á

pk = πki/b
ß
k = 1,∞ ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Res
p=pk

ψ(p) = lim
p→pk

(p− pk)ψ(p) =

= lim
p→pk

ept sh ap

p

p− pk

sh p
=

eiπkt/b

πk(−1)k
sin

πka

b
.

ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡�Ì
Ò
Á
pk = −πki/b ß k = 1,∞ ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Res
p=pk

ψ(p) =
e−iπkt/b

πk(−1)k
sin

πka

b
.

 �¡�Â
¤0À
p = 0

½�À4¤�ã�¼9Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕgÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¢�Ì
¡�Í�ä<£>¡�¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ψ(p)
È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

Res
p=0

ψ(p) = lim
p→0

pψ(p) = lim
p→0

ept sh ap

sh bp
=
a

b
.

 �¡�ÎU¾�À

ϕ(p)←: f(t) =
a

b
+

∞∑

k=1

(−1)k

πk

(
eiπkt/b + e−iπkt/b

)
sin

πka

b
.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

sh ap

p sh bp
←: a
b

+
2

π

∞∑

k=1

(−1)k

k
cos

πkt

b
sin

πka

b
.

êìë�à�È ¥0¬Hí

å{��������
�� ä�ö-� �g����'�10+��\�¡ò°�
'9	�+��3�
ñ�Ú�£Q½�é

f(t)→: ϕ(p)
ê
Re p > s1

í÷Á
g(t)→: ψ(p)

ê
Re p > s2

í�ß�À�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
g′(t)

Õ
Ë�Í,Õ0Ó
¼Q½�£�Õ�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çÈ, �¡�ÎU¾�À�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

pϕ(p)ψ(p)←: f(t)g(0) +

t∫

0

f(τ)g′(t− τ)dτ, Re p > max{s1, s2}.
êìë�à�È ¥�¥�í

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë�à�È ¥�¥�í2Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ãå¨{ä�À4¢K¼�Í,Õ�È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\Ú0¢KÊ
¡Jã�¼>Ê
Á�ÕgÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ãiêìë�à�È ¬J¦�í&Ê,À4Ã0¾�¼>¢

ϕ(p)ψ(p)←:
t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ = Φ(t).

ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢~¤áÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢#Úá£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
ä ½�¼>¡�Ò
¼>¢#Ú6¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ°¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À
êìë�à�È à�í�È,Ý9À4Ã0¾�¼>¢

pϕ(p)ψ(p)←: Φ′(t) + Φ(0) = f(t)g(0) +

t∫

0

f(τ)g′(t− τ)dτ,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
ð�ÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼�Ì
Ò
Á
Ë�¼�¾�¼>¢vÒ�Õ0¾o£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë
ß0Ì
¡�Í�¼QÅWÊ
¿2ØåÌ
Ò
Á°Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
Áå¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á0Ó

¡�Ê
Ê
¡�Î>¡6¢K¼Q½�¡W¾�À�È
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����ï�	������ñ�Ú�£Q½�é

f(t)→: ϕ(p)
ÁoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f ′(t)
½�À4¤�ã6¼�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢çÈ, �¡�ÎU¾�À

lim
t→+0

f(t) = lim
p→∞

pϕ(p), | arg p| < π

2
− δ, δ > 0,

êìë�à�È ¥�ë�í

lim
t→∞

f(t) = lim
p→0

pϕ(p)
êìë�à�È ¥$��í

Ì
Ò
Á8Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Á�ß�Â�½�¡oÌ
Ò
¼�¾�¼�Í�¿9ß.£Q½�¡JÕ�×RÁ
¼6ËáÍ�¼>Ë�¿2Ø!ÁnÌ
Ò,À4Ë�¿2Ø!Â,À4£Q½JÕ0ØnÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�ËÙêìë�à�È ¥4ë�í
ÁÙêìë�à�È ¥$��í�ß
£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú0äM½�È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯bñ�Ú�£Q½�é

lim
t→+0

f(t) = f(0)
È�Ü�Åá½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ ¡g¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Á

¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À8£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß#Â�½�¡nÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ψ(p) = pϕ(p) − f(0)

Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ~Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f ′(t)
ß
½HÈ ¼4È

f ′(t)→: ψ(p)
È
 �¡�ÎU¾�À�ß
£>¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë"�
È ë�í�ß

lim
Re p→∞

ψ(p) = 0

Á�ß�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
lim

Re p→∞
pϕ(p) = f(0)

È� #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼oêìë�à�È ¥4ë�í2¾�¡�Ó
¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
¥0ÈHñ�Ú�£Q½�é<£QÚ�×R¼>£Q½�Ë4Ú�¼>½�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
t→∞

f(t) = f(∞)
ÈJ �¡�Î�¾�ÀçÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

f(t)
¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê,À

Áá¼>¼MÌ
¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�éR£Q½�¼>Ì
¼>Ê,ÁåÒ
¡�£�½4À
s0 = 0

Èc�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß0Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
ϕ(p)

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê,À
Ë6Ì
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á

Re p > 0
È, �¡�ÎU¾�À�Ì
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{¡R¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À

∞∫

0

f ′(t)e−ptdt = pϕ(p)− f(0), Re p > 0.
êìë�à�È ¥�ª�í

ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢�Ëo£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Á êìë�à�È ¥�ª�í<¤�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú
p → 0

Ëg£>¼>¤�½�¡�Ò
¼ | arg p| < π/2 − δ ß
δ > 0

ÁgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∞∫

0

f ′(t)dt = lim
p→0

pϕ(p)− f(0).

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êEë4à�È ¥$��íb¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
♦
»g¿iÌ
Ò
¡W¾�¡�Í,ãáÁ
¢�Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼QÊ,Á
¼2£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë<Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>¡�Ë�À4Ê
Á
Ã\Þ{À4Ì0Í�À4£WÀçÌ
¡�£�Í�¼b½�¡�Î>¡
ß

¤0À4¤gË�Ë�¼�¾�¼>¢¶Ì
¡�Ê�Õ�½�Á
¼\¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Ê
¡�Î>¡�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À�È

� ? ¾ 	 ����Á�
i�������Ì 
�À������.���
�����
10_
���Ã�Å���Ã�Á������Ì
ñ F ¯ ä ¯Q÷g���
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1.���
���	������t�g)������
�0�.����56'9���?��7����g��$���	������
'9�
ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿ç¼(¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼{Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ8£(Ì
¡�£Q½�¡HÕ
Ê
Ê
¿ç¢KÁ8¤�¡#->Ä�Ó

Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�À4¢KÁ

anx
(n) + an−1x

(n−1) + · · ·+ a1x
′ + a0x = f(t),

êìë�â0È ¬Hí
x(n−1)(0) = · · · = x′(0) = x(0) = 0.

ñ�Ú�£Q½�é
f(t)→: ϕ(p)

Á
x(t)→: y(p) È,ñ9¡R½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\¡R¾�Á
Ä(Ä(¼QÒ
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À

x′(t)→: py(p)− x(0) = py(p),

x′′(y)→: p2y(p)− x′(0) = p2y(p),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x(n)→: pny(p)− x(n−1)(0) = pny(p).
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 �¡�ÎU¾�ÀRÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼\Ì
Ò
Á
¢K¼Q½áË�Á0¾

n∑

k=0

akp
ky(p) = ϕ(p).

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
y(p) =

ϕ(p)
n∑

k=0

akpk

.
êìë�â0È ¥�í

¨(Í,ÕoÊ,ÀHØ�¡Hã6¾�¼QÊ
Á�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
x(t)
Ê
¼>¡�ÖWØ�¡J¾�Á
¢K¡�Ê,À4Ã�½�Ág¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

y(p)
È

ñ F ¯ ë ¯Q÷g���
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'9�

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Ú0Ò,À�Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼

x′′(t) + ax′(t) + bx(t) = f(t),
êìë�â0È ë�í

x(0) = x0, x′(0) = x′0.
É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢

f(t)→: ϕ(p)
ß
x(t)→: y(p) È
 �¡�Î�¾�À

x′(t)→: py(p)− x(0),

x′′(t) =
d

dt
x′(t)→: p[py(p)− x0]− x′0.

§�Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼�êìë�â0È ë�í(Ì
¡�£�Í�¼°Ú0¢KÊ
¡Hã�¼>Ê
Á�Õ~Ê,À
e−pt Á~Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�À4Ê
Á�ÕvÌ
¡ t ¡4½nÊ�ÚWÍ,Õi¾�¡Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¡�£Q½�Á8Ì
Ò
Á
¢K¼Q½áË�Á0¾

p2y − px0 − x′0 + a(py − x0) + by = ϕ(p)
Á0Í�Á

y(p2 + ap+ b) = ϕ(p) + x0(a+ p) + x′0.�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
y(p) =

ϕ(p) + x0(a+ p) + x′0
p2 + ap+ b

.
êìë�â0È ��í

îg����'9	�� ñ F ¯ ä ¯(ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�ÀH½�é�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
x′′ + 4x = 2, x0 = x′0 = 0.

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼áêìë�â0È ��í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

y(p) =
2

p(p2 + 4)
=

1

2

(1

p
− p

p2 + 4

)
.

 #À4¤v¤0À4¤�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢ÑÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
1/p
Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ¶¼�¾�Á
Ê
Á
Ô,À�ß&À!Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

p/(p2 + 4)
Û

cos 2t
ß
¡�¤0¡�Ê
Â,ÀH½�¼�Í�é�Ê
¡áÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x(t) =
1

2
− 1

2
cos 2t, t > 0.

îg����'9	�� ñ F ¯ ë ¯(ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡�Ë�ÀH½�é�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
x′′ − 2x′ + x = 4, x′(0) = x′0 = 2, x(0) = x0 = 4.
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y(p) =
4/p+ 4(−2 + p) + 2

p2 − 2p+ 1
=

4− 6p+ 4p2

p(p− 1)2
=

=
2

(p− 1)2
+

4

p
.

É�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�¢¶Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>Î>¡áË�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�ÕoÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕgÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
x(t) = 2tet + 4, t > 0.

îg����'9	�� ñ F ¯ ñ ¯\É�Ì
¼>Ò,À�½�¡�Ò
Ê
¿ç¢*¢K¼Q½�¡W¾�¡�¢¶Ê,À4Ã�½�Á�Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼(ÅJÀH¾�ÀHÂ
Á�©9¡4èRÁ
x′′ + 2x = 2 + et, x(0) = −1, x′(0) = −2.

��	8ï�	�����	�¯.É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Á
¢
x(t)→: y(p). �¡�ÎU¾�À

x′(t)→: py(p)− x(0) = py(p) + 1,

x′′(t)→: p[py(p) + 1]− x′(0) = p2y(p) + p+ 2
Á

f(t) = 2 + et→: ϕ(p) =
2

p
+

1

p− 1
.

ð*Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¼{Á
£UØ�¡J¾�Ê
¡�¼9Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼\Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼�½�£�Õ8¤oË�Á0¾,Ú

p2y(p) + p+ 2 + 2y(p) =
2

p
+

1

p− 1
,

y(p)[p2 + 2] =
2

p
+

1

p− 1
− p− 2.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

y(p) =
2

p(p2 + 2)
+

1

(p− 1)(p2 + 2)
− p+ 2

p2 + 2
.

êìë�â0È ª�í

Ü�Å(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Ì
¡W¾�¡�Ö�Á�ÕÙêEë4à�È ¥�í2£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½
p

p2 + 2
←: cos

√
2 t,

1

p2 + 2
←: 1√

2
sin
√

2 t.

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�¡�Ö6Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á
Á8¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�Ë8êìë�à�È «�í2Á
¢K¼>¼>¢

1

p

1

p2 + 2
←: 1√

2

t∫

0

sin
√

2 τdτ =
1√
2
(cos
√

2 t− 1).

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢yêìë�ª0È â�í&Á�Å(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Ú0¢KÊ
¡Jã�¼>Ê
Á�ÕgÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
Ãiêìë�à�È ¬J¦�í2£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½

1

p− 1

1

p2 + 2
←: 1√

2

t∫

0

et−τ sin
√

2 τdτ =

=
1√
2
et e

τ

3
(− sin

√
2 τ −

√
2 cos

√
2 τ)
∣∣∣
t

0
=

=

√
2

6
sin
√

2 t− 1

3
cos
√

2 t+
1

3
et.
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Ô
Á
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y(p)←: x(t) =
√

2 cos
√

2 t−
√

3−
√

2

6
sin
√

2 t−

−1

3
cos
√

2 t+
1

3
et − cos

√
2 t−

√
2 sin

√
2 t.

É�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x(t) =
1

3
et +

(√
2− 4

3

)
cos
√

2 t− 7
√

2

6
sin
√

2 t−
√

2.

îg����'9	�� ñ F ¯ ö ¯(ò�¼QèRÁ�½�é�ÅJÀH¾�ÀJÂ�Úg©9¡4èRÁ
x′′ + 4x = t[θ(t)− θ(t− 1)] + (2− t)[θ(t− 1)− θ(t− 2)],

x(0) = x′(0) = 0,
ÎU¾�¼

θ(t)
Û
θ
Ó�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ¹´�¼>Ë�Á
£WÀ4Ã0¾�À�È
��	8ï�	�����	�¯.õ.Ò,À4Ä(Á
¤oÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

Ý(À4Ã0¾�¼>¢vÍ�À4Ì0Í�À4£>¡�Ë�£>¤�¡�¼(Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
f(t)

f(t)→: ϕ(p) =

∞∫

0

e−ptf(t)dt =

=

∞∫

0

e−pt{t[θ(t)− θ(t− 1)] + (2− t)[θ(t− 1)− θ(t− 2)]}dt =

=

1∫

0

e−pttdt+

2∫

1

(2− t)e−ptdt.

ñ9Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò�Ú�¼>¢�Ì
¡�Â,À4£Q½JÕ
¢çß�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë

U = t, dU = dt, dV = e−ptdt, V = −1

p
e−pt.

 �¡�ÎU¾�À

ϕ(p) = −t1
p
e−pt

∣∣∣
1

0
+

1

p

1∫

0

e−ptdt− 2− t
p

e−pt
∣∣∣
2

1
− 1

p

2∫

1

e−ptdt =

= −e
−p

p
− 1

p2
e−pt

∣∣∣
1

0
+

1

p
e−p +

1

p2
e−pt

∣∣∣
2

1
=

= − 1

p2
[e−p − 1] +

1

p2
[e−2p − e−p].

ð*Ò
¼QÅ>ÚJÍ�éJ½�À�½�¼{Á
£UØ�¡J¾�Ê,À�ÕoÅJÀH¾�ÀJÂ,À6Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q½�£�Õ�¤gË�Á0¾,Ú

p2y(p) + 4y(p) = −e
−p − 1

p2
+
e−2p − e−p

p2
,

y(p) = − e−p − 1

p2(p2 + 4)
+
e−2p − e−p

p2(p2 + 4)
=
−2e−p + e−2p + 1

p2(p2 + 4)
.
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Á
¼(Ê,ÀD-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�À4Ò
Ê
¿B¼(¾�Ò
¡�Ö�Á

1

p2(p2 + 4)
=
A

p2
+
B

p
+
Cp+D

p2 + 4
.

ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á
Ëg£Q½4À4Ê0¾�À4Ò�½�Ê
¿ç¢�¡�Ö�Ò,ÀHÅW¡�¢ ¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿
A
ß
B
ß
C
ß
D
ß�£�Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>¡�¡�½�Ê
¡�Ó

èR¼>Ê
Á�Õ
1

4p2
− 2

8(p2 + 4)
←: t

4
− 1

8
sin 2t

Áå½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�ÅJÀ4Ì,À�ÅQ¾�¿çË�À4Ê
Á�Õg¡�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡áÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

y(p) = −(2e−p − 1− e−2p)
[ 1

4p2
− 1

4(p2 + 4)

]
←:

←: 2
[t− 1

4
− sin(2t− 2)

8

]
θ(t− 1)− t

4
+

+
sin 2t

8
−
[t− 2

4
− sin 2(t− 2)

8

]
θ(t− 2).

ñ F ¯ ñ ¯Q÷g���
	�34����+«�¡ò°�
'9	�+��
É<½�¢K¼Q½�Á
¢^¡�£>¡�Ö�¡�Ò
¡�Í�é�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À*ê³Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿Mí{¨{ä�À4¢K¼�Í,Õ�Èbñ�Ú�£Q½�é�½�Ò
¼>Ö4Ú�¼Q½�£�Õ�Ò
¼�Ó

èRÁ�½�é6Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼°êìë�â0È ¬Hí�ß
¼>£�Í�Á�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¡áÒ
¼QèR¼>Ê
Á
¼\Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ

anx
(n)
1 + an−1x

(n−1)
1 + · · ·+ a1x

′
1 + a0x1 = 1,

x
(n−1)
1 (0) = · · · = x′1(0) = x1(0) = 0

êìë�â0È à�í

£�½�¡�Ãgã�¼<Í�¼>Ë�¡�ÃgÂ,À4£Q½�é�äyÁgÌ
Ò,À4Ë�¡�ÃoÂ,À4£Q½�é�ä{ß�Ò,À4Ë�Ê
¡�Ão¼�¾�Á
Ê
Á
Ô
¼4ß�Ì
Ò
ÁgÊ�ÚJÍ�¼>Ë�¿2ØgÊ,ÀHÂ,ÀHÍ�é�Ó
Ê
¿2Ø(Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ0Ø?È4Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍR¨{ä�À4¢K¼�Í,Õ\Ì
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½<ÅWÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é�Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼&Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õoêìë�â0È ¬Hí
¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡áÌ
Ò
¡�£Q½�¡
È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß&Ò
¼QèR¼>Ê
Á�Õ�£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�Á0Ø�¡�Ì
¼>Ò,À�½�¡�Ò
Ê
¿2Ø¶Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã¶Á
¢b¼QäM½

Ë�Á0¾
y(p) =

ϕ(p)
n∑

k=0

akpk

Á
y1(p) =

1/p
n∑

k=0

akpk

,

ÎU¾�¼
y1(p)

Û°Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
x1(t)

È�É<½�£>ä2¾�À

y(p) = pϕ(p)y1(p),

ÁoÌ
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼9¨{ä�À4¢K¼�Í,ÕoÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x(t) =

t∫

0

f(τ)x′1(t− τ)dτ =

t∫

0

x1(τ)f
′(t− τ)dτ. êìë�â0È â�í

îg����'9	�� ñ F ¯úù�¯(ò�¼QèRÁ�½�é�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
x′′ − a2x = be−t2 £nÊ�ÚWÍ�¼>Ë�¿ç¢KÁ Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢KÁ�È

��	8ï�	�����	�¯�ñ9Ò
¼�¾�Ë�À4Ò
Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢ Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
x′′1 − a2x1 = 1

£!½�¼>¢KÁ ã�¼
Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁoÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢KÁ�È�ò�¼QèR¼>Ê
Á
¼j-Q½�¡�Î>¡6Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ�Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

y1(p) =
1

p(p2 − a2)
←: x1(t) =

1

a2
(ch at− 1).
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ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êìë�â0È â�í2Á
£>¤�¡�¢K¡�¼(Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼

x(t)
¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�£�Õ�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢

x(t) =
b

a

t∫

0

e−τ2

sh a(t− τ) dτ,

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼(Ì
¡�£�Í�¼\Ì
Ò
¡�£�½�¿2Ø�Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
ÃgÌ
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4¼Q½áË�Á0¾

x(t) =
b
√
π

4a
ea2/4

{
eat erf

(
t+

a

2

)
−

−e−at erf
(
t− a

2

)
− 2 erf

(a
2

)
ch at

}
.

ø�¾�¼>£>é�Â
¼>Ò
¼QÅ"Í cÛÚ z ¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê,ÀRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�ÕoË�¼>Ò
¡JÕ�½�Ê
¡�£Q½�ÁgÁ0Í�ÁåÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8¡4èRÁ
Ö�¡�¤�ß�¡�Ì
Ò
¼�Ó¾�¼�Í,Õ
¼>¢K¿çÃ�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼>¢

erf z =
2√
π

z∫

0

e−τ2

dτ.

ö2¡�Í�¼>¼�Ì
¡J¾�Ò
¡�Ö�Ê
¡o£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�ÀåÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
erf z

Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
¿ Ê
Á�ã�¼�ËoÒ,À�ÅQ¾�È&î4Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
¡4èRÁ
Ö�¡�¤�ïJÈ

îg����'9	�� ñ F ¯O;�¯(Ý(À4Ã�½�Á�Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼(ÅJÀH¾�ÀJÂ
Á�©9¡4èRÁ

x′′ + x =
1

(1 + et)2
, x(0) = x′(0) = 0.

��	8ï�	�����	�¯�ò�¼QèRÁ
¢�Ë�£>Ì
¡�¢K¡�Î�À�½�¼�Í�é�Ê�Ú0äyÅJÀH¾�ÀJÂ�Ú

x′′1 + x1 = 1, x1(0) = x′1(0) = 0.

É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢

x1(t)→: y1(p),

x′1(t)→: py1(p) + x0 = py1(p),

x′′1→: ppy1(p) + x′0 = p2y1(p)

ÁoÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1→: 1

p
,

p2y1 + y1 =
1

p
,

y1(p) =
1

p(p2 + 1)
.

ò�À�ÅQÍ�¡JãáÁ
¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
y1(p)

Ê,ÀD-�Í�¼>¢K¼>Ê�½�À4Ò
Ê,¿ç¼(¾�Ò
¡�Ö�Á

y1(p) =
1

p(p2 + 1)
=
A

p
+
Bp+ c

p2 + 1
=

1

p
+

p

p2 + 1
←: 1− cos t = x1(t).
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ò�¼QèR¼>Ê
Á
¼{Á
£UØ�¡J¾�Ê
¡�ÃoÅJÀH¾�ÀJÂ
ÁgÊ,À4Ã0¾�¼>¢�Ì
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼�¨{ä�À4¢K¼�Í,Õ

x(t) =

t∫

0

x′1(τ)f(t− τ)dτ =

t∫

0

sin τ
1

(1 + et−τ )2
dτ =

=

t∫

0

sin τ
1

(1 + et/eτ )2
dτ.

♦
~K£�Í�ÁgÊ,ÀHÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼9Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õiêìë�â0È à�í2Ê
¼>Ê�ÚJÍ�¼>Ë�¿ç¼

x(0) = x0, . . . , x(n−1)(0) = x
(n−1)
0 ,

½�¡�£U¾�¼�Í�À4¼>¢¶ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú

z(t) = x(t)− x0 − tx′0 − · · · − x(n−1)
0

tn−1

(n− 1)!
.

êìë�â0È «�í

ð2¿çÒ,À�ÅWÁ
¢¶Á�Å°êìë�â0È «�í
x(t)
Æ

x(t) = z(t) +
n−1∑

k=0

tk

k!
x

(k)
0

Á{Ì
¡J¾�£Q½�À4Ë�Á
¢nËMÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼(êìë�â0È à�í�ÈH �¡�ÎU¾�Àç¾
Í,ÕRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
z(t)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢!ÅJÀH¾�ÀJÂ�Ú{©9¡4èRÁR£

Ê�ÚWÍ�¼>Ë�¿ç¢KÁ°Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁ�Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢KÁ�ß�Á�ß�£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�¾
Í,Õ�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
z(t)
¢K¡JãáÊ
¡6Á
£QÌ
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À�½�éáÁ
Ê�½�¼>ÎQÒ�ÀHÍ�¨{ä�À4¢K¼�Í,Õ�È

ñ F ¯ ö ¯Q÷g���
	�34����������
����	8+�����	�����5�-�����56�������	�����5�-
"#�����g	���	���$�����+Ëó���5�-�1����
���	������
�o)�	���	�'9	�����56'9�*����7����g��$���	������
'9�

ðÙÅJÀ4¤0Í�ä<Â
¼>Ê
Á
¼B¡4½�¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡(¡�Ì
¼>Ò,À4Ô
Á
¡�Ê
Ê
¿çÃ6¢K¼Q½�¡W¾°¢K¡Jã�¼Q½9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é�£�Õ6Ì
¡�Í�¼�ÅWÊ
¿ç¢
ÁoÌ
Ò
ÁgÒ
¼QèR¼>Ê
Á
ÁoÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿2Øå¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿2ØgÚ0Ò,À4Ë4Ê
¼>Ê
Á
Ã�£9Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿B¢KÁ�¤�¡#->Ä�Ó
Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�À4¢KÁ�ß�Í�À4Ì0Í�À4£>¡�Ë�£>¤�¡�¼åÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼°¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø~Ì
Ò
¡4×R¼åÁ
£UØ�¡W¾�Ê
¿2Ø~Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã�È
¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß0Ì�Ú�£Q½�é

x(t)→: y(p) È�ñ9¡9½�¼>¡�Ò
¼>¢bÀ4¢�¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õá¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�ËÁoÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Á
ÃoÁ
¢K¼>¼>¢

x(t)→: y(p), x′(t)→: py(p)− x(0), êìë�â0È ��í

x′′(t)→: p2y(p)− px(0)− x′(0);
tx(t)→: − ẏ(p), t2x(t)→: ÿ(p), . . . ;

tx′(t)→: − d

dp
[py(p)] = −pẏ(p)− y(p),

t2x′(t)→: d2

dp2
[py(p)] = pÿ(p) + 2ẏ(p), . . . ;

tx′′(t)→: − d

dp
[p2y(p)] + x(0) = −p2ẏ(p)− 2py(p) + x(0),

t2x′′(t)→: d2

dp2
[p2y(p)] = p2ÿ(p) + 4pẏ(p) + 2y(p), . . .

Ái½HÈ ¾�Èbø�¾�¼>£>é!¡�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
¡
ẏ = dy/dp

È#ñ9¼>Ò
¼�Ø�¡W¾¶¤~Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ
¢yÌ
¡4ÅWË�¡�Í,Õ
¼Q½�Á
Ê
¡4Î�Ó
¾�À9Ú0Ì
Ò
¡�£Q½�Á�½�é\¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼<Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ�ß�£>¡W¾�¼>Ò�ã�À�×RÁ
¼M£�Í�À4Î�À4¼>¢K¿ç¼<Ì
¡W¾�¡�Ö�Ê
¡�Î>¡
Ë�Á0¾�À�È
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îg����'9	�� ñ F ¯ F ¯(Ý(À4Ã�½�Á�¡�Ö4×R¼>¼(Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼\Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ

tx′′ − 2(3t+ 1)x′ + (9t+ 6)x = 0.
êìë�â0È ¬J¦�í

��	8ï�	�����	�¯.É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Á
¢
x(t)→: y(p), x(0) = x0, x′(0) = x′0. �¡�ÎU¾�À�£>¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À4¢�êìë�â0È ¬J¦�í

x′→: py − x0,

x′′→: p2y − px0 − x′0,
tx→: − ẏ,
tx′→: − d

dp
[py − x0] = −y − pẏ,

tx′′→: − d

dp
[p2y − px0 − x′0] = −2py − p2ẏ + x0.

 �¡�ÎU¾�À{¾
Í,Õo¡�Ì
¼>Ò,À�½�¡�Ò
Ê
¡�Î>¡�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ�ß�¡4½�Ë4¼>Â,À4äM×R¼>ÎW¡!êìë�â0È ¬J¦�í�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ẏ +
4

p− 3
y = − 2x0

(p− 3)2
.

êìë�â0È ¬�¬Hí
ò�¼QèR¼>Ê
Á
¼8Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕÑêìë�â�È ¬�¬Hí6Ö4ÚW¾�¼>¢�Á
£>¤�À�½�é~¢K¼Q½�¡W¾�¡�¢ ö2¼>Ò
Ê�ÚJÍ
Í�Á

y(p) = u(p)v(p)
È

 �¡�ÎU¾�À<¾
Í,Õ6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
u(p)

Á
v(p)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ�£BÒ,À�ÅQ¾�¼�Í,Õ
äM×RÁ
¢KÁ
£�ÕáÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê0Ó

Ê
¿ç¢KÁ
v̇ +

4

p− 3
v = 0, u̇ = − 2x0

(p− 3)2

1

v
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

v(p) =
1

(p− 3)4
, u(p) = −2

3
x0(p− 3)3 + C,

ÎU¾�¼
C = const

ß,ÁgÒ
¼QèR¼>Ê
Á
¼(Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ~êìë�â0È ¬�¬Hí&Á
¢K¼>¼Q½°Ë�Á0¾

y(p) =
2

3

x0

p− 3
+

C

(p− 3)4
.

É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢
C1 = −3x0/2

ß
C2 = 3!C

È� �¡�Î�¾�À�£áÚ0Â
¼Q½�¡�¢y½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ £>¢K¼Q×R¼>Ê
Á�Õ êìë�à�È ��í
¾
Í,Õo¡�Ö4×R¼>Î>¡�Ò
¼QèR¼>Ê
Á�Õ�Ú0Ò,À�Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ~êìë�â0È ¬J¦�í&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

x(t) = C1e
3t + C2t

3e3t.îg����'9	�� ñ F ¯OT�¯(ò�¼QèRÁ�½�é�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼
tx′′ − (1 + t)x′ + x = 0, x(0) = 0.��	8ï�	�����	�¯�ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡6Ì
Ò
¼�¾�¿2¾,Ú�×�¼>¢#ÚoÌ
Ò
Á
¢K¼>Ò�Ú�ß�¾
Í,ÕåÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ

y(p)
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¡4¼\Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼{Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À6£\Ò,À�ÅQ¾�¼�Í,Õ
äM×RÁ
¢KÁ
£�Õ8Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ó
¢KÁ

ẏ(p) =
2− 3p

p(p− 1)
y(p).

~KÎ>¡�¡�Ö4×R¼>¼(Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼{Á
¢K¼>¼Q½áË�Á0¾

y(p) = −C
(1

p
− 1

p2
− 1

p− 1

)
,

ÎU¾�¼
C
ÛiÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê,À�Õ�Ì
¡�£Q½�¡JÕ
Ê
Ê,À�Õ�ß&Àn£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú0äM×�Á
Ã�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ*¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�£�Õ

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢
x(t) = −C(1− t− et).
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1.���
���	������t�g)������
�0�.����56'9���?��7����g��$���	������
'9�
ñ�Ú�£Q½�é6¾�À4Ê,À�£>Á
£Q½�¼>¢bÀ6Í�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿2Øå¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿2ØgÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã

~̇x(t) + A~x(t) = ~f(t), ~x(0) = ~x0,
êìë�â0È ¬H¥�í

ÎU¾�¼

~x(t) =

(
x1(t)È>È>È>È
xn(t)

)
, ~f(t) =

(
f1(t)ÈQÈ>È>È
fn(t)

)
, ~A =

(
a11 . . . an1

. . . . . . . . .
a1n . . . ann

)

Á
akj = const

ß
k, j = 1, n

È&ñ�Ú�£Q½�é ~f(t)→: ~ϕ(p)
ß
~x(t)→: ~y(p) È2É�Ö�¼gÂ,À4£Q½�Á�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕÚ0¢KÊ
¡JãáÁ
¢�Ê,À

e−pt ÁoÌ
Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á,Ò�Ú�¼>¢�¡4½�Ê�ÚJÍ,Õå¾�¡ ∞ È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

[p~y(p)− ~x0] + A~y(p) = ~ϕ(p).
êìë�â0È ¬Jë�í

�
�2Á
£Q½�¼>¢bÀ8êìë�â0È ¬Jë�í2Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�£>Á
£Q½�¼>¢K¡�Ã�¡�Ì
¼>Ò,À�½�¡�Ò
Ê
¿2ØgÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã

(A+ p)~y(p) = ~ϕ(p) + ~x0.
êìë�â0È ¬���í

ò�À�ÅWÒ
¼QèRÁ
Ë�£>Á
£Q½�¼>¢#Ú�êìë�â0È ¬���í°¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
~y(p)
ßBÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢ Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã6¼QÊ
Á
¼ÙÁ
£>¤�¡�¢K¡�Ã

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
~y(p) = ~Φ(p)

ß
Ì
¡�¤�¡4½�¡�Ò
¡�¢#ÚåÊ,ÀHØ�¡W¾�Á
¢¶¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ
~x(t)→: ~y(p) È

îg����'9	�� ñ F ¯On�¯\É�Ì
¼>Ò,À�½�¡�Ò
Ê
¿ç¢8¢K¼Q½�¡W¾�¡�¢�Ò
¼QèRÁ�½�éM£>Á
£Q½�¼>¢#Ú�¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø(Ú0Ò,À4Ë�Ó
Ê
¼>Ê
Á
Ã

{
x′1 − 2x1 − 4x2 = cos t,
x′2 + x1 + 2x2 = sin t£9Ê�ÚJÍ�¼>Ë�¿ç¢KÁ�Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁgÚ�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢KÁ�È

��	8ï�	�����	�¯&Ý(À4Ã0¾�¼>¢�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�Õ�Í�¼>Ë�¿2ØiÁiÌ
Ò,À4Ë�¿2ØiÂ,À4£Q½�¼>Ã~¡�Ö�¡�Á0Ø�Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã~£>Á0Ó
£Q½�¼>¢K¿9È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶£>Á
£Q½�¼>¢#ÚåÍ�Á
Ê
¼>Ã
Ê
¿2Ø8ÀHÍ�Î>¼>Ö�Ò,À4Á
Â
¼>£>¤
Á0ØgÚ0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
Ã





y1(p− 2)− 4y2 =
p

p2 + 1
,

y1 + (2 + p)y2 =
1

p2 + 1
.

Ý(À4Ã0¾�¼>¢�¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�¼�Í�éá¢bÀ�½�Ò
Á
Ô
¿�£>Á
£Q½�¼>¢K¿

∆ = (p− 2)(p+ 2) + 4 = p2.

 #À4¤\¤0À4¤{¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�¼�Í�é�Ê
¼&Ò,À4Ë�¼>Ê\½�¡Hã6¾�¼Q£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡�Ê�ÚJÍ�ä{ßH£>Á
£Q½�¼>¢bÀ�Á
¢K¼>¼Q½�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼WÊ
Ê
¡�¼
Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼4È�Ü�Å\Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡6Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�ÕgË�¿çÒ,À�ÅWÁ
¢

y1(p) =
1

p2 + 1
− (2 + p)y2(p).

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼{Ë�¡6Ë4½�¡�Ò
¡�¼9Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á
¼\£>Á
£Q½�¼>¢K¿9ß�Ê,À4Ã0¾�¼>¢
{ p− 2

p2 + 1
− (p2 − 4)y2

}
− 4y2 =

p

p2 + 1
;

p− 2

p2 + 1
− p

p2 + 1
= p2y2.
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
¡4½�¤�ÚW¾�À

y2(p) = − 2

p2(p2 + 1)
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

y1(p) =
p2

p2(p2 + 1)
+

(2 + p)2

p2(p2 + 1)
=
p2 + 2p+ 4

p2(p2 + 1)
.

ò�À�ÅQÍ�¡JãáÁ
Ë6Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¿ç¼{Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�ÕgÊ,À,-�Í�¼>¢K¼>Ê�½4À4Ò
Ê
¿ç¼(¾�Ò
¡�Ö�Á�ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

y1(p) =
4

p2
+

2

p
− 2p+ 3

p2 + 1
,

y2(p) = − 2

p2
+

2

p2 + 1
.

ð2¡4ÅWË�Ò,À�½�Á
Ë4èRÁ
£>éá¤o¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À4¢çß
ÅJÀ4Ì
Á�èR¼>¢�Ò
¼QèR¼>Ê
Á
¼{Á
£UØ�¡W¾�Ê
¡�Ãg£>Á
£Q½�¼W¢K¿

x1(t) = 4t+ 2− 2 cos t− 3 sin t,

x2(t) = −2t+ 2 sin t.

ñ F ¯O;�¯ ®R56/����4+�	�����	8��	0���������
�	�����5�-v�����
	�34����+���
%&	�����	�'9� ñ F ¯ ä=� �g����'�1�+���îg�
����	����+��3�H¯jõ\���Q���

f(t)→: ϕ(p)
I

g(t)→: ψ(p)
`8X�L>�>FJ���Q�6G4LQX,X,YbL\`,X,�6L>CED�AWN�Y

∞∫

0

f(t)ψ(t)dt
` ∞∫

0

g(t)ϕ(t)dt

����FJT>�,�6����;<_
FHC�THAå�Q�4D�A�G4LQTQN,`�G4F
∞∫

0

f(t)ψ(t)dt =

∞∫

0

g(t)ϕ(t)dt.
êìë�â0È ¬Hª�í

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë�â0È ¬Hª�í2Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ã�ñ(À4Ò
£>¼>Ë�ÀHÍ,Õ�È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

∞∫

0

f(t)ψ(t)dt =

∞∫

0

dt f(t)

∞∫

0

du e−utg(u) =

=

∞∫

0

du g(u)

∞∫

0

f(t)e−utdt =

∞∫

0

g(u)ϕ(u)du,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ F ¯ ä�x ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

∞∫

0

cos at− cos bt

t
dt.
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f(t) = cos at− cos bt, ψ(p) = 1/p;

ϕ(p) =
p

p2 + a2
− p

p2 + b2
, g(t) = 1.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼\ñ(À4Ò
£>¼>Ë�ÀHÍ,Õiêìë�â0È ¬Jª�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∞∫

0

cos at− cos bt

t
dt =

∞∫

0

( t

t2 + a2
− t

t2 + b2

)
dt =

=
{1

2
ln(t2 + a2)− 1

2
ln(t2 + b2)

}∣∣∣
∞

0
=

=
1

2
ln
(t2 + a2

t2 + b2

) ∣∣∣
∞

0
= −1

2
ln
a2

b2
= ln

b

a
.

îg����'9	�� ñ F ¯ ä�ä ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�é
∞∫

0

sin at

t
dt, a > 0.

��	8ï�	�����	�¯.É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀHÂ
Á
¢

f(t) = sin at, ψ(p) = 1/p;

ϕ(p) =
a

p2 + a2
, g(t) = 1.

 �¡�ÎU¾�À�Ì
¡6Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¼\ñ(À4Ò
£>¼>Ë�ÀHÍ,Õiêìë�â0È ¬Hª�í
∞∫

0

sin at

t
dt =

∞∫

0

a

t2 + a2
dt = arctg

t

a

∣∣∣
∞

0
=
π

2
.

�1U6¾ m ��¿h¿h�3Âp+-�k��Â/.���Ì
♦
¨(Í,Õ�Á�Å>Ú0Â
¼>Ê
Á�ÕiÊ
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿2ØÙ£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�Þ{À4Ì0Í�À4£>ÀgÊ,À4¢ Ì
¡4½�Ò
¼>Ö4Ú�Ó

¼Q½�£�ÕgË�Ë�¼>£Q½�ÁgÎ�À4¢K¢bÀHÓbÁoÖ�¼Q½4ÀJÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È�õ�À4¢K¢bÀHÓKÁoÖ�¼Q½4ÀJÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁgÕ
Ë�Í,Õ
äM½�£�ÕoÌ
Ò
¼�¾�£Q½4ÀHÓ
Ë�Á�½�¼�Í,Õ
¢KÁ�¤0Í�À4£>£WÀÙ£>Ì
¼>Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø*Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�ß&Á�Á0Ø¶Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
¼>Ê
Á
¼8Ê
¼�¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
Á
Ë�À4¼Q½�£�Õ
½�¡�Í�é�¤�¡�Ì
Ò
Á0Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼>¢�¤oÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�Õ
¢�Þ{À4Ì0Í�À4£WÀ�È

�
ðt¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

Re z > 0
ÎQÀ4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ~ê³Á0Í�Áh->Ã0Í�¼>Ò
¡�Ë°Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍnË4½�¡�Ò
¡�Î>¡áÒ
¡J¾�À�í

¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
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¡�£UØ�¡J¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢

Γ(z) =

∞∫

0

e−ttz−1dt.
êìë�«0È ¬Hí

ø�¾�¼>£>éo¾
Í,ÕÙÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
tz−1 = e(z−1) Ln t Ë�¿çÖ�Á
Ò,À4¼Q½�£�Õi¡W¾�Ê
¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Ê,À�ÕÙË�¼Q½�Ë�é
ß�½�À4¤0À�ÕÙÂ�½�¡

Ln t = ln t
È

♦
´9À4Ò,À4¤�½�¼>Ò6À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡9Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�ÕRÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ágêìë�«�È ¬Hí.Ë�¡�Ö�Í�À�£Q½�é

Re z < 0Ö4ÚW¾�¼Q½�Á
£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À4ÊgÊ
Á�ã�¼�ê³£>¢çÈ
£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡D��í�È
ñ9¡�Ë�¼�¾�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Γ(z)

¾
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Í�ä<£Q½�Ò
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Á
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Γ
Ó�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
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Áo¾
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¿2Ø
z
Û°Ò
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Ê
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Ò
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Ë�¢K¼>£Q½�¡8êìë�«�È ¬Hí2Á
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¼{Ë�Á0¾�À

Γ(z) = 2

∞∫

0

e−τ2

τ 2z−1dτ.
êìë�«�È ¥4í

©9Ò
¡�¢K¼R½�¡�Î>¡
ß.ð2¼>Ã
¼>Ò�è{½�Ò,À4£>£>¡�¢�Ö�¿2Í�¡oÌ
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Γ(z)
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Ê
¡�Î>¡áÌ
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n,

êìë�«�È ë�í

ÎU¾�¼

γ = − lim
z→1

dΓ(z)

dz
= −

∞∫

0

e−t ln t dt = lim
n→∞

( n∑

k=1

1

k
− lnn

) êìë�«�È ��í
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Re z > 0
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Γ(z) = P (z) +Q(z),

ÎU¾�¼

P (z) =

1∫

0

e−ttz−1dt, Q(z) =

∞∫

1

e−ttz−1dt.
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0 < α < Re z 6 A

Ä9Ú0Ê
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Á |P (z)| ß |Q(z)| ¢bÀ�ã�¡�Ò
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£�Õ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À4¢KÁ

|P (z)| 6
1∫

0

tα−1dt, |Q(z)| 6
∞∫

1

e−ttA−1dt,

ÎiÏ8Ð�ÑR��û
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Re z > 0
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Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

∫

C

Γ(z)dz =

∫

C




∞∫

0

tz−1e−t


 dz.
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0

tz−1e−tdt
£UØ�¡�Ó

¾�Á�½�£�Õ�Ò,À4Ë�Ê
¡�¢K¼>Ò
Ê
¡6Ë�¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
Re z > α > 0

È, �¡�ÎU¾�À

J =

∞∫

0

e−t



∫

C

tz−1dz


 dt.

ñ9¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼{©9¡4èRÁgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!Ë�£>¤�¡�Ö�¤0ÀHØoÒ,À4Ë�¼>ÊgÊ�ÚWÍ�ä{ß�Ì
¡#-Q½�¡�¢#Ú
J = 0

È
Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ ∫

C

Γ(z)dz
Ê
¼�ÅJÀ4Ë�Á
£>Á�½n¡4½!Ì�Ú�½�ÁvÁ
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß#Ì
¡

½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼á»g¡�Ò
¼>Ò,Àn¬Hª0È ¬
Γ(z)

À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,ÀoËoÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
Re z > 0

ß�Â�½�¡gÁ!½�Ò
¼>Ö�¡�Ó
Ë�ÀHÍ�¡�£>éR¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é
È

♦
�bÍ�¼�¾,Ú�¼Q½8¡4½�¢K¼Q½�Á�½�é
ß.Â�½�¡g£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡n¬6£{¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡�ÃÙ¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡�£Q½�é�ä�Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½

Á�Å\¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ~êìë�«�È ë�í�È
å{��������
�� ë� �������������	°�o1.����$���������+Ëó�����	å�������
����ï�	�����	E��¯�¨(Í,Õ�Ë�£Q¼�Ø

z
ß�½4À4¤
Á0Ø

Â�½�¡
Re z > 0

ß
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡
Γ(z + 1) = zΓ(z).

êìë�«�È ª�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢K£�Õg¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼W¢yêìë�«�È ¬Hí

Γ(z + 1) =

∞∫

0

tze−tdt,

¤�¡4½�¡�Ò
¡�¼�Ì
Ò
¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á,Ò�Ú�¼>¢�¡J¾�Á
Ê�Ò,À�Å8Ì
¡ÙÂ,À4£Q½JÕ
¢çß2Ì
¡�Í�À4Î�À�Õ
U = tz

ß
dU = ztz−1dt

ß
V = −e−t ß dV = e−tdt

È, �¡�ÎU¾�À

Γ(z + 1) = −tze−t
∣∣∞
0

+ z

∞∫

0

tz−1e−tdt = zΓ(z),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È



ê 	 Ó Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
É�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�¼gÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼8£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼QÊ
Á
¼!¢K¡JãáÊ
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é
ß2¼>£�Í�Á*Ë�¡�£>Ì
¡HÍ�é4ÅW¡�Ó

Ë�À�½�é�£�Õg¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼>¢yêìë�«�È ë�í�È0¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß�¼>£�Í�Á
z 6= −j ß j = 0,∞ ß�½�¡

Γ(1 + z)

Γ(z)
=

zeγz
∞∏

k=1

(1 + z/k)e−z/k

(1 + z)eγ(1+z)
∞∏

n=1

[1 + (1 + z)/n]e−(z+1)/n

=

=
1

1 + z
lim

N→∞

N∏

n=1

(1 + 1/n)z+1

1 + (1 + z)/n
z lim

N→∞

N∏

k=1

1 + z/k

(1 + 1/k)z
=

=
1

1 + z
lim

N→∞

N∏

n=1

(1 + 1/n)(z + n)

z + n+ 1
= z lim

N→∞

N + 1

N + 1 + z
= z,

Â�½�¡�Áå¾�¡�¤0À�ÅW¿çË�À4¼Q½²->¤
Ë�Á
Ë�ÀHÍ�¼>Ê�½�Ê
¡�£�½�éá¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
Ãvêìë�«�È ¬Hí2Áiêìë�«0È ë�í�È
å{��������
�� ñ ¯�¨(Í,ÕoÊ,À�½4Ú0Ò,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø

n
£QÌ
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡á£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Γ(n+ 1) = n!
êìë�«�È à�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢�Ë�êìë�«�È ª�í
z = n

È, �¡�ÎU¾�À

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = · · · = n!Γ(1).
ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú

Γ(1) =

∞∫

0

e−tdt = 1,

£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë�«�È à�íb¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
å{��������
�� ö ¯+'{Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

Γ(z)
¢K¡JãáÊ
¡<À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤
ÁRÌ
Ò
¡W¾�¡�Í,ãáÁ�½�é<Ê,ÀBË�£>äv¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£�Ó

Ê�Ú0älÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�é
z
ß�¤
Ò
¡�¢K¼9½�¡�Â
¼>¤

z = −n ß n = 0,∞ ß,Ë�¤0¡4½�¡�Ò
¿2Ø Γ(z)
Á
¢K¼>¼Q½°Ì
¡�Í�ä<£>¿

Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À6£(Ë�¿çÂ
¼�½4À4¢KÁ�ß�Ò,À4Ë�Ê
¿ç¢KÁ

Res
z=−n

Γ(z) =
(−1)n

n!
.

êìë�«�È â�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¡
ß

Γ(z) =

1∫

0

e−ttz−1dt+

∞∫

1

e−ttz−1dt = P (z) +Q(z).

'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
Q(z)

Û°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0À�Õ�ß,½4À4¤g¤0À4¤
t 6= 0

È

P (z) =

1∫

0

e−ttz−1dt =
∞∑

n=0

(−1)n

n!

1∫

0

tz−1+ndt =

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!

tz+n

z + n

∣∣∣
1

0
=

∞∑

n=0

(−1)n

n!

1

z + n
.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�ÕgÁ
¢K¼>¼Q½áÌ
Ò
¡�£Q½�¿ç¼{Ì
¡�Í�ä<£>¿ Ë6½�¡�Â
¤0ÀHØ
z = −n ß,Ì
Ò
Á
Â
¼>¢

lim
z→−n

(z + n)P (z) =
(−1)n

n!
,
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¡4½�¤�ÚW¾�À�£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½°£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£Q½�éá£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õvêìë�«�È â4íQÈ
å{��������
�� ù � �o����'�10+��8"#��)��,+���	������3�H¯ô�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡á£>¡4¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
.

êìë�«�È «�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯ç¨{¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡v¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£Q½�é¶Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿eêìë�«�È «�í6¾
Í,Õ
z = x

Á{Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ�À
a < x < b

ßH¡4½�¤�ÚJ¾�À<Ì
¡M½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼÷¡<¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡4£>½�Á
À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤�¡�Ã�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶½�Ò
¼>Ö4Ú�¼>¢K¡�¼\Ú�½�Ë4¼>Ò�ã6¾�¼>Ê
Á
¼4È
�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡áÄ(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¼áêìë�«�È ¥�í

Γ(x) = 2

∞∫

0

e−u2

u2x−1du,

Γ(1− x) = 2

∞∫

0

e−v2

v1−2xdv.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß�Ì
Ò
Á
0 < x < 1

Γ(x)Γ(1− x) = 4

∞∫

0

u2x−1e−u2

du

∞∫

0

v1−2xe−v2

dv =

= 4

∞∫

0

∞∫

0

e−(u2+v2)
(u
v

)2x−1

dudv.

ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢!ËMÌ
¡�Í,Õ
Ò
Ê�Ú0ä�£>Á
£Q½�¼>¢#Ú{¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,À�½
Æ
u = ρ cosϕ

ß
v = ρ sinϕ

ß
dudv = ρdρ dϕ

È
 �¡�ÎU¾�À

Γ(x)Γ(1− x) = 4

∞∫

0

e−ρ2

ρdρ

π/2∫

0

(ctg ϕ)2x−1dϕ = 2

π/2∫

0

(ctg ϕ)2x−1dϕ.

ñ9¡�£�Í�¼�¾�Ê
Á
ÃgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!ÅJÀ4¢K¼>Ê
¡�Ã
tg 2ϕ = τ

Ì
Ò
Á
Ë�¡W¾�Á�½�£�Õ�¤gË�Á0¾,Ú

I = 2

π/2∫

0

(ctg ϕ)2x−1dϕ =

1∫

0

τ (1−x)−1

1 + τ
dτ,

£>¡�¡4½�Ë�¼Q½�£Q½�Ë4Ú�äM×R¼W¢#ÚgÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ,ÚÙêE¥4ë�È ª4«�í2£
α = 1− x ß,Á�ß,£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

I =
π

sin[π(1− x)] =
π

sinπx
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é8ê³£>¢çÈ
½�À4¤�ã�¼(Ì
Ò
Á
¢K¼>Òh��¦�È ��í�È
♦
'R¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú°¾�¡�Ì
¡HÍ�Ê
¼>Ê
Á�Õ�¢K¡JãáÊ
¡R¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�é�Ì
Ò
¡4×R¼4ß�¼>£�Í�Á�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À�½�é�£�Õg¡�Ì
Ò
¼�Ó

¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼>¢yêìë�«�È ë�í�È0¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß,¾
Í,ÕoË�£>¼�Ø
z 6= n

ß
n = −∞,∞ ß,Á
¢K¼>¼>¢

Γ(z)Γ(−z) = − 1

z2

∞∏

n=1

[(
1 +

z

n

)
e−z/n

]−1
∞∏

k=1

[(
1− z

k

)
ez/k

]−1

=

= − 1

z2

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)−1

.
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�iÌ
¡�¢K¡4×Ré�ä*Ä9¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿�ê��c�0í.¾
Í,Õ�Ò,À�ÅQÍ�¡Jã6¼>Ê
Á�Õ�Ô
¼�Í�¡�Ã6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á6Ë9Ë�Á0¾�¼÷Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á�Õ

sinπz

πz
=

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)

Ê,À4Ã0¾�¼>¢
Γ(z)Γ(−z) = − π

z sinπz
,

¡4½�¤�ÚW¾�À�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢�¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Î>¡6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¡�Î>¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

−zΓ(−z) = Γ(1− z)
Ì
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤iêìë�«�È «�í�È
å{��������
��<;�¯W'{Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

Γ(z)
Ê
¼(Á
¢K¼>¼Q½°Ê�ÚWÍ�¼>Ã�ß,½HÈ ¼4È
¾
Í,ÕgË�£Q¼�Ø

z

Γ(z) 6= 0.
êìë�«�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯Mñ9Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢^¾�¡4¤�À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡�¡4½~Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�Ê
¡�Î>¡
Èçñ�Ú�£Q½�é
z0
Û�Ê�ÚWÍ�é

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Γ(z)
Èç �¡�ÎU¾�À

z0 6= −j
ß
j = 0,∞ ß÷½�À4¤t¤0À4¤tË!-Q½�Á0Ø ½�¡4Â
¤�ÀHØ Γ(z)

Á
¢K¼>¼Q½
Ì
¡�Í�ä<£>¿ ¬QÓ�Î>¡8Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0À�ß�Á

z0 6= j
ß
j = 0,∞ ß�½�À4¤~¤�À4¤ Γ(n + 1) = n!

È�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢
Ì
Ò
¼�¾�¼�Í

lim
z→z0

Γ(1− z) = lim
z→z0

π

Γ(z) sinπz
=

π

sin πz0 lim
z→z0

Γ(z)
=∞,

Ì
¡�£>¤�¡�Í�é�¤�Ú
sinπz0 6= 0

Èk�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß
Γ(1 − z)

Á
¢K¼>¼Q½~ËÙ½�¡�Â
¤�¼
z0
Ì
¡�Í�ä<£4ß&Â�½�¡

Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ò
¼>Â
Á�½á£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë4Ú��
È�ñ9¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼(Ì
Ò
¡4½�Á
Ë�¡�Ò
¼>Â
Á
¼{Á°¾�¡�¤�À�ÅW¿çË�À4¼Q½á£>Ë4¡�Ã
£Q½�Ë�¡°à�È
å{��������
�� F ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

Γ
(2n+ 1

2

)
=

1

2n
(2n− 1)!!

√
π

êìë�«�È ¬J¦�í
Á

Γ
(1− 2n

2

)
=

(−1)n
√
π2n

(2n− 1)!!
.

êìë�«�È ¬�¬Hí
¾
Í,Õ

n = 0,∞ È�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢�Ë6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Ávêìë�«�È ª�í
z = (2n− 1)/2

È, �¡4Î�¾�À

Γ
(2n+ 1

2

)
=

2n− 1

2
Γ
(2n+ 1

2
− 1
)

=

=
2n− 1

2
Γ
(2(n− 1) + 1

2

)
=

=
(2n− 1)(2n− 3)

22
Γ
(2(n− 2) + 1

2

)
= · · · =

=
1

2n
(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 · Γ

(1

2

)
.

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë�Ë�êEë4«�È «�í
z = 1/2

ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Γ2
(1

2

)
=

π

sin π/2
= π

Á0Í�Á
Γ
(1

2

)
=
√
π,
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½HÈ ¼4È�£>¡�¡�½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼oêEë4«�È ¬J¦�í÷£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡
È?ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
ËáË!êìë�«�È «�í

z = n + 1/2
ß�£(Ú0Â
¼Q½�¡�¢

êìë�«�È ¬J¦�í&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Γ
(1

2
− n

)
=

π

Γ(1/2 + n) sin(nπ + π/2)
=

=
(−1)nπ

Γ(1/2 + n)
=

(−1)nπ2n

(2n− 1)!!
√
π
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å\+�	�"K���
���	�¯i�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Γ
(
n+

1

2

)
Γ
(
− n+

1

2

)
= (−1)nπ.

êìë�«�È ¬H¥�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯Bð2¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ë4èRÁ
£>éi£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ
¢KÁÑêìë�«�È ¬J¦�í�Áyêìë�«�È ¬�¬Hí�ßbÌ
¡�Í,Ú�Ó
Â
Á
¢

Γ
(
n+

1

2

)
Γ
(1

2
− n

)
=

1

2n
(2n− 1)!!

√
π

(−1)n
√
π2n

(2n− 1)!!
= (−1)nπ,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å{��������
���T � �g����'�1�+�� � ��+�	����Z�H¯,¨(Í,ÕáÊ,À�½4Ú0Ò,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø

n
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡R£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼�Ó

Ê
Á
¼
Γ
( 1

n

)
Γ
( 2

n

)
· · ·Γ

(n− 1

n

)
Γ(1) =

1√
n

(2π)(n−1)/2.
êìë�«�È ¬Jë�í

�2¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼°êìë�«�È ¬Jë�í2Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¡�Ã8Ð2Ã0Í�¼>Ò,À�È
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�É�Ö�¡4ÅWÊ,ÀJÂ
Á
¢

f(n) = Γ
( 1

n

)
Γ
( 2

n

)
· · ·Γ

(n− 1

n

)

ÁoÊ,À4Ì
Á�èR¼>¢s-Q½�¡�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á
¼{Ë6¡�Ö�Ò,À�½�Ê
¡�¢¶Ì
¡�Ò�Õ0¾�¤0¼

f(n) = Γ
(n− 1

n

)
Γ
(n− 2

n

)
· · ·Γ

( 1

n

)
.

�2¡�£Q½�À4Ë�Á
¢

f 2(n) =
[
Γ
(1
n

)
Γ
(n− 1

n

)][
Γ
(2
n

)
Γ
(n− 2

n

)]
· · ·
[
Γ
(n− 1

n

)
Γ
(1
n

)]
.

ñ9Ò
Á
¢K¼>Ê
Á
¢¶Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú
Γ(z)Γ(1− z) = π/ sinπz

ß
½�¡�ÎU¾�À

f 2(n) =
π

sin(π/n)

π

sin(2π/n)
· · · π

sin[(n− 1)π/n]
=

πn−1

n−1∏
k=1

sin(kπ/n)

.

�9Á
£�Í�À
e2iπk/n ß k = 0, n− 1

ß?Û8¤0¡�Ò
Ê
Á
n
Ó�¡�Ã�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Á~Á�Åá¼�¾�Á
Ê
Á
Ô
¿9È#ñ9¡#-Q½�¡�¢#Ún¢K¡HãáÊ
¡

ÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

zn − 1 = (z − 1)(z − e2iπ/n)(z − e4iπ/n) · · · (z − e(n−1)2iπ/n).
É<½�£>ä2¾�À

zn − 1

z − 1
=

n−1∏

k=1

(z − e2ikπ/n).
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾,Õg¤gÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,ÚoÌ
Ò
Á

z → 1
ß,Ê,À4Ã0¾�¼>¢

n =
n−1∏

k=1

(1− eik 2π
n ).

Ý9¡
∣∣∣∣∣
n−1∏

k=1

(1− eik 2π
n )

∣∣∣∣∣ =
n−1∏

k=1

∣∣1− eik 2π
n

∣∣ =

=
n−1∏

k=1

∣∣eik π
n

∣∣∣∣e−ik π
n − eik π

n

∣∣ = 2n−1

n−1∏

k=1

sin
kπ

n
.

ñ9Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤oÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë4Ú

n = 2n−1

n−1∏

k=1

sin
kπ

n
,

¡4½�¤�ÚW¾�À
n−1∏

k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1
.

 �¡�ÎU¾�À

f 2(n) =
πn−12n−1

n
, f(n) =

1√
n

(2π)(n−1)/2,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å{��������
��<n � �o����'�10+��!10"#���	������3�H¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡á£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

Γ(z)Γ(z + 1/2) =

√
π

22z−1
Γ(2z).

�n���������
�
	�+Ëó����
��(Ì
Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢�Ì
¡4ÅQ¾�Ê
¼>¼4ßJÁ
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú4Õ\£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�ÀçÖ�¼Q½4ÀJÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á<� £>¢çÈWÄ(¡�Ò0Ó
¢#ÚWÍ,ÚÙê ��¦�È «�í��EÈ
å{��������
�� ä�x ¯.ñ�Ú�£Q½�é

z
ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
¼Q½°Ú�£�Í�¡�Ë�Á
ä

0 < Re z < 1
È, �¡�ÎU¾�ÀR¾
Í,ÕgÎ�À4¢K¢bÀHÓ

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ág£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡á£�Í�¼�¾,Ú0äM×�¼>¼{Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼\Ì
Ò
¼�¾�£Q½4À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼�Æ

Γ(z) = eiπz/2

∞∫

0

tz−1e−itdt.
êìë�«�È ¬���í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢nÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍá¡4½
f(ζ) = ζz−1e−ζ Ë�¾�¡�Í�é

ÎiÏ8Ð�Ñ�� �
ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¡�Î>¡<¤�¡�Ê�½4Ú0Ò,À�ßHÁ�Å>¡�Ö�Ò,À�ã6¼>Ê
Ê
¡�Î>¡BÊ,ÀçÒ
Á
£4È���«�È0�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡B½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼
©9¡4èRÁ�ß,¡�ÊgÒ,À4Ë�¼>ÊoÊ�ÚJÍ�ä{È�Ü9¢K¼>¼>¢

∫

γR

ζz−1e−ζdζ +

ir∫

iR

ζz−1e−ζdζ +

+

∫

γ−

r

ζz−1e−ζdζ +

R∫

r

xz−1e−xdx = 0.
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ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢�Ë}-Q½�¡�¢�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¼!¤�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú*Ì
Ò
Á

R → ∞ ß r → 0
È& �¡�Î�¾�À�Ì
¡ÙÍ�¼>¢K¢K¼

( ¡�Ò�¾�À4Ê,À
lim

R→∞

∫

γR

ζz−1e−ζdζ = 0.

¨{¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß |ζz−1| 6 R
ß
ζ ∈ γR

Á�Ì
Ò
Á6Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Á
0 < Re z < 1

£Q½�Ò
¼>¢KÁ�½�£�Õ�¤6Ê�ÚJÍ�ä
Ì
Ò
Á

R→∞ È�É�Ô
¼>Ê
Á
¢¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

Jr =

∫

γr

ζz−1e−ζdζ.

Ü9¢K¼>¼>¢
|Jr| =

∣∣∣
∫

γr

ζz−1e−ζdζ
∣∣∣ 6 rx−1πr

2
=
π

2
rx.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
lim
r→0

Jr = 0
ß
¼>£�Í�Á

x > 0
È�ñ9¼>Ò
¼�Ø�¡W¾,Õ�¤oÌ
Ò
¼�¾�¼�Í,Ú�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∞∫

0

xz−1e−xdx+ lim
r→0

R→∞

ir∫

iR

ζz−1e−ζdζ = 0

Á0Í�Á

Γ(z) + i

0∫

∞

(iy)z−1e−iydy = 0, Γ(z) = iz
∞∫

0

yz−1e−iydy,

Γ(z) = eiπz/2

∞∫

0

yz−1e−iydy, 0 < Re z < 1,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å\+�	�"K���
���	�¯i�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

1

n
Γ
( 1

n

)
sin

π

2n
=

∞∫

0

sin tndt,

1

n
Γ
( 1

n

)
cos

π

2n
=

∞∫

0

cos tndt.

êìë�«�È ¬Hª�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9¡�Í�¡Hã�Á
¢ Ë�êìë�«�È ¬���í
z = n−1 ê n > 1

í<Án£U¾�¼�Í�À4¼>¢tÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú8Ì
¼>Ò
¼�Ó
¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø

t1/n = y
È
 �¡�Î�¾�À

dt = nyn−1dy
Á

Γ
( 1

n

)
e−iπ/(2n) = n

∞∫

0

e−itndt.

É<½W¾�¼�Í,Õ�Õå¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é4Ê
¿B¼{Áo¢KÊ
Á
¢K¿ç¼\Â,À4£Q½�Á�ß�Ì
Ò
Á0Ø�¡W¾�Á
¢�¤gÒ,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À4¢�êìë�«�È ¬Hª�í�È
♦
ñ9Ò
Á

n = 2
Á�Å°êìë�«�È ¬Hª�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢¶£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

∞∫

0

sin t2dt =
1

2

√
π

2
,

∞∫

0

cos t2dt =
1

2

√
π

2
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
Á0Í�Á

S(∞) = C(∞) = 1/2
ß,ÎU¾�¼

S(x) =

x∫

0

sin t√
2πt

dt, C(x) =

x∫

0

cos t√
2πt

dt

ÛáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿ 'RÒ
¼>Ê
¼�Í,Õ�È�ñ9¡W¾�£Q½�À4Ê
¡�Ë�¤�À
t = u2 ¾�À4¼Q½

S(x) =

√
2

π

√
x∫

0

sin u2du, C(x) =

√
2

π

√
x∫

0

cos u2du.

îg����'9	�� ñ T�¯ ä ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß�Â�½�¡�Î�À4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä ¢K¡JãáÊ
¡{¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�Á�½�é�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À4¢KÁ

Γ(z) =

1∫

0

[
ln

1

t

]z−1

dt, Re z > 0.
êìë�«�È ¬Jà�í

��	8ï�	�����	�¯�b¾�¼�Í�À�¼>¢¶ËRÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼áêìë�«�È ¬Jà�íKÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚáÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿÷Ø
t = e−u È� �¡�ÎU¾�À dt =

−e−udu
ß
ln 1

t
= u
Á
u
Ö4ÚW¾�¼Q½åÌ
Ò
¡�Ö�¼>Î�À�½�é°ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á�Õ!¡4½ ∞ ¾�¡áÊ�ÚJÍ,Õ�ß�Ë�½�¡°Ë�Ò
¼>¢#Õ8¤0À4¤ t¢K¼>Ê�Õ
¼Q½�£�Õ�¡4½�Ê�ÚJÍ,Õå¾�¡6¼�¾�Á
Ê
Á
Ô
¿9È�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

1∫

0

[
ln

1

t

]z−1

dt =

0∫

∞

uz−1(−e−u)du =

∞∫

0

e−uuz−1du = Γ(z),

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ T�¯ ë ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß
Â�½�¡

∞∫

0

e−x4

dx = Γ
(5

4

)
.

êìë�«�È ¬Hâ�í

��	8ï�	�����	�¯ø�K¾�¼�Í�À4¼>¢tËåÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼�êìë�«�È ¬Hâ�í÷ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú8Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
x4 = u

È� �¡�ÎU¾�À
x =

u1/4 Á dx = 1
4
u−3/4du

È_�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∞∫

0

e−x4

dx =

∞∫

0

e−u 1

4
u−3/4du =

1

4

∞∫

0

e−uu
1

4
−1du =

=
1

4
Γ
(1

4

)
= Γ

(1

4
+ 1
)
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ T�¯ ñ ¯(Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�ÕgÎ�À4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä{ß,Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß,Â�½�¡

1∫

0

xk lnxdx = − 1

(k + 1)2
, k > −1.
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��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡J¾�£Q½�À4Ê
¡�Ë�¤0À

ln x = t
¾�À4¼Q½

1∫

0

xk lnxdx =

0∫

−∞

te(k+1)tdt.

ñ9¡�Í�À4Î�À4¼>¢
(k + 1)t = −u È�ñ9Ò
Á k + 1 > 0

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1∫

0

xk lnxdx = − 1

(k + 1)2

∞∫

0

ue−udu =

= − 1

(k + 1)2
Γ(2) = − 1

(k + 1)2
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�Ì
¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
îg����'9	�� ñ T�¯ ö ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

∞∫

−∞

x2ne−ax2

dx, a > 0.

��	8ï�	�����	�¯�Ü�£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�¼>¢vÂ
¼Q½�Ê
¡�£Q½�é�Ì
¡J¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�ÃoÄ�Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁåÁ°Ì
¡�Í�¡JãáÁ
¢
ax2 = tê

a > 0
í�È
 �¡�ÎU¾�À

J = 2

∞∫

0

x2ne−ax2

dx =
1

an+1/2

∞∫

0

tn−1/2e−tdt =

=
1

an+1/2
Γ
(
n+

1

2

)
=

(2n− 1)!!

2nan+1/2

√
π.

îg����'9	�� ñ T�¯úù�¯<¨{¡�¤�À�ÅJÀ�½�é6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

lim
n→∞

∞∫

0

e−xn

dx = 1.

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯��b¾�¼�Í�À4¼>¢�Ë -Q½�¡�¢^Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼!ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú¶Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
x = t1/n Á

dx = 1
n
t1/n−1dt

È�ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∞∫

0

e−xn

dx =
1

n

∞∫

0

e−tt1/n−1dt =
1

n
Γ
( 1

n

)
= Γ

( 1

n
+ 1
)
.

ð*£>Á0Í,ÚoÊ
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê
¡�£Q½�Á�ÎQÀ4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
Γ(x)

Ì
Ò
Á
x > 0

Ê,À4Ã0¾�¼>¢

lim
n→∞

∞∫

0

e−xn

dx = lim
n→∞

Γ
( 1

n
+ 1
)

= Γ(1) = 1.
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
�1l6¾ hÝ¡�
1¡1Þ������Ä}�Æ
����V0������øÁ�Ä
É�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
¤�À4¤*¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�Àv¢K¡JãáÊ
¡~¡�Ö�¡�Ö4×RÁ�½�é�ßç¼>£�Í�ÁtË�¡~Ë4½�¡�Ó

Ò
¡�¢~Ú�£�Í�¡4Ë�Á
Ág¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õg¤0¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¼(Ò,À�ÅWÒ
¿çË�¿tÅJÀ4¢K¼>Ê
Á�½�é�Ö�¼>£>¤�¡�Ê
¼>Â
Ê
¿ç¢KÁ�ß�Ê
¡R½4À4¤
Á0Ó
¢KÁ�ß�Â�½�¡�Ö�¿�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ*êìë"�
È ¬HíçÌ
¡�Ó�Ì
Ò
¼QãáÊ
¼>¢#Úg¡�£Q½�À4Ë�ÀHÍ�£�Õ8£UØ�¡W¾,Õ�×RÁ
¢K£�Õ�È.© Â
Á
£�Í,Úg½4À4¤
Á0Ø
¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Ê
¿2Ø�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�Ë�¢K¡JãáÊ
¡g¡4½�Ê
¼>£Q½�ÁiË�£>¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t)
ß�¤�¡4½�¡�Ò
¿ç¼áËo½�¡�Â
¤�¼

t0ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM½�¤
Ò
Á�½�¼>Ò
Á
ä¶£UØ�¡J¾�Á
¢K¡�£Q½�Á{Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�êìë"�
È ¬HíKê³£>¢çÈHñ9Ò
Á0Í�¡Jã�¼>Ê
Á
¼<î4Ý9¼>£>¡�Ö�Ó
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¿ç¼\Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¿9Èn�bØ�¡W¾�Á
¢K¡�£Q½�éáÁgÎUÍ�À4Ë�Ê
¡�¼9ÅWÊ,ÀJÂ
¼>Ê
Á
¼4ï�í�Æ

lim
t→t0

(t− t0)νf(t) = 0
êìë#��È ¬Hí

Ì
Ò
Á!Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿2Ø
ν < 1

ß�ÀáË�Ê
¼{½�¡�Â
¤
Á
t0
ÚW¾�¡�Ë�Í�¼Q½�Ë�¡�Ò�Õ
äM½g¡�£Q½�ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢ Ú�£�Í�¡�Ë�Á�Õ
¢çß?Ì
Ò
Á

¤�¡4½�¡�Ò
¿2ØgÁ0Øo¢K¡JãáÊ
¡6£>Â
Á�½�À�½�é°¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀJÍ�À4¢KÁ�È
Ý(À°Ì
Ò,À4¤�½�Á
¤0¼6Ê,À4Á
Ö�¡�Í�¼>¼6Ë�À�ãáÊ
¿ç¢KÁn¡�Ö4¡�Ö4×R¼>Ê
Ê
¿ç¢KÁ�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�À4¢KÁnÕ
Ë�Í,Õ
äM½�£�Õ�£Q½�¼�Ó

Ì
¼>Ê
Ê,À�Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(t) = tµ

ß
µ > −1

ß�Í�¡�Î�À4Ò
Á
Ä(¢KÁ
Â
¼>£>¤�À�Õ¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
f(t) = ln t

Á
Ê
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿ç¼9¾�Ò�Ú0Î>Á
¼4È
Ý(ÀJÂ
Ê
¼>¢¶£>¡�£Q½�¼>Ì
¼>Ê
Ê
¡�Ã8Ä�Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�È
¨(Í,ÕgÊ
¼>¼(£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À

%&	�����	�'9� ñ n�¯ ä ¯�%9�4FJ��D�A�V�LQX,`�L°�Q�6LQ��LQX,X�FJZ~aK��X,���,`,`~FJ�4D�LQT�LON���LQ�6�����>FHFJ��X�FJ�6LQX,`,�
LO�

tµ→: Γ(µ+ 1)

pµ+1
, µ > −1.

êìë#��È ¥�í

S?T�L>�Q��`gGRTHAWN���X�LQZ,�6LÏ�ÑG�YK�H`4D�A�LQ�6����FJTHX�F>��X,A4�0X,AJ�8G4LQ�6G��áaK��X,���,`,`
pµ+1 I#X,A4�4D�`0�(L�D��A4��AJ�8�0�6F

1µ+1 = 1
;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
ä

ÎiÏ8Ð�Ñ��5� Γ(µ+ 1) =

∞∫

0

tµe−tdt.

ñ�Ú�£Q½�é
p = ρeiϕ Û�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�¼�¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¡�¼ÙÂ
Á
£�Í�¡¶Ë�Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃÌ
¡�Í,Ú0Ì0Í�¡�£>¤0¡�£Q½�Á −π/2 < ϕ < π/2

Èø�b¾�¼�Í�À4¼>¢yË8Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼°ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú
t = pq

ß
Î�¾�¼
p
Á
q
Û°¤�¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê
¿ç¼{Â
Á
£�Í�À�È, �¡�ÎU¾�À

Γ(µ+ 1) = pµ+1

∫

δ

e−pqqµdq,
êìë#��È ë�í

ÎU¾�¼
δ
Û�Í,Ú0Â

arg q = −ϕ ß�½�À4¤g¤0À4¤ qp = t
È
ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ ∫

γR

e−pqqµdq
ß
ÎU¾�¼

γR

Û�¾,Ú0Î�À6¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�ÁgÒ,ÀH¾�Á�Ú�£WÀ
R
ß�Í�¼Qã�À�×�À�ÕåË6£>¼>¤�½�¡�Ò
¼ −ϕ < arg q < 0

ê³£>¢çÈ
Ò
Á
£4È��#��í�È
ð -Q½�¡�¢�£�Í,Ú0Â,À4¼

q = Reiα Áo£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡
∣∣∣∣∣∣

∫

γR

e−pqqµdq

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣

0∫

−ϕ

e−pReiα

Rµ+1eiα(µ+1)idα

∣∣∣∣∣∣
6

6 Rµ+1

∣∣∣∣∣∣

0∫

−ϕ

e−ρR cos(ϕ+α)dα

∣∣∣∣∣∣
,
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½�À4¤g¤0À4¤

cos(α+ ϕ) > 0
ß −π/2 < ϕ < π/2

ß −ϕ < α < 0
È�ñ9¡#-Q½�¡�¢#Ú

lim
R→∞

∣∣∣∣∣∣

∫

γR

e−pqqµdq

∣∣∣∣∣∣
= 0.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
lim

R→∞

∫

γR

e−pqqµdq = 0.

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*¤�¡�Ê�½4Ú0Ò
γ = δ− + γ−R + δt

ê³£>¢çÈ,Ò
Á
£4È��#��í�ß
Ê,À�¤0¡4½�¡�Ò
¡�¢
∫

γ

e−pqqµdq = 0,

½�À4¤\¤0À4¤\Ë�Ê�Ú�½�Ò
Á\¤0¡�Ê�½4Ú0Ò,ÀBÌ
¡W¾�¿çÊ�½�¼>ÎWÒ,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼&Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼bÊ
¼b£>¡W¾�¼>Ò�ãáÁ�½<¡�£>¡�Ö�¿2Ø9½�¡�Â
¼>¤�È
ø�¾�¼>£>é

δt
Ûá¡4½�Ò
¼QÅW¡�¤

[0, R]
¡�£>Á

0x
È��bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß

∞∫

0

e−pttµdt = −
∫

δ−

e−pqqµdq − lim
R→∞

∫

γ−

R

e−pqqµdq =

∫

δ

e−pqqµdq.

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë�Ì
¡�Í,Ú0Â
¼>Ê
Ê
¡�¼\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼{Ë�êìë#��È ë�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

Γ(µ+ 1) = pµ+1

∞∫

0

e−pttµdt.

�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
∞∫

0

e−pttµdt =
Γ(µ+ 1)

pµ+1
.

♦
¨{¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡(½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�ë#��È ¬ç¢K¡JãáÊ
¡<Ú0Ì
Ò
¡�£Q½�Á�½�é
ß�¼>£�Í�Á�Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀH½�é�£�ÕR½�¼>¡�Ó

Ò
¼>¢K¡�Ã8¡á¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê,¡�£Q½�ÁnÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡åÌ
Ò
¡W¾�¡�Í,ã6¼>Ê
Á�Õ�È,¨\¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�ËáÁ
Ê�½�¼�Ó
Î>Ò,ÀHÍ�¼

tµ→: ϕ(p) =

∞∫

0

e−pttµdt, Re p > 0, µ > −1
êìë#��È ��í

Ö4ÚW¾�¼>¢v£>Â
Á�½�À�½�é
p
¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼QÍ�é�Ê
¿ç¢�ÁáÌ
¡�Í�¡HãáÁ�½�¼�Í�é4Ê
¿ç¢çÈ
ðr-Q½�¡�¢~£�Í,Ú0Â,À4¼<ÅJÀ4¢K¼>Ê,À

pt =
τ
¾�À4¼Q½

ϕ(p) =
1

pµ+1

∞∫

0

e−ττµdτ =
Γ(µ+ 1)

pµ+1
, µ > −1.

êìë#��È ª�í

Ý9¡BÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ßJ¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í,Õ
¼>¢bÀ�Õ\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼W¢vêìë#��È ��í�ßJÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,ÀBËB¡�Ö�Í�À4£Q½�Á
Re p > 0Á(Ì
Ò
Á
Ê
Á
¢bÀ4¼Q½�Ê,ÀçÌ
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ã\Â,À4£Q½�Á(¾�¼>Ã
£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡�ÃR¡�£QÁ(ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á�Õ�ßWÅJÀH¾�À4Ë�À4¼>¢K¿ç¼

Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�¡�¢�êìë#��È ª�í�È� �¡�ÎU¾�ÀoË�£>Á0Í,Ú�¼�¾�Á
Ê
£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�£Q½�ÁvÀ4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
¼>£>¤0¡�Î>¡8Ì
Ò
¡J¾�¡�Í,ã�¼>Ê
Á�Õ
¾
Í,Õ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

ϕ(p)
Ëá¡�Ö�Í�À4£Q½�Á

Re p > 0
Ì
Ò
Á

µ > −1
£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�À�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�À8êìë#��È ª�í

Á�ß
£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�êìë#��È ¥�í�È
'R¡�Ò
¢#ÚJÍ,Únêìë�ª0È ¬J¦�íb¢K¡JãáÊ
¡�Ò,À4£>£Q¢&ÀH½�Ò
Á
Ë�À�½�é6¤�À4¤åÂ,À4£Q½�Ê
¿çÃg£�Í,Ú0Â,À4ÃoÄ(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿ êìë#��È ¥�í

Ì
Ò
Á
µ = n

ß
Ì
¡�£>¤0¡�Í�é�¤�Ú
Γ(µ+ 1) = Γ(n+ 1) = n!.
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
îg����'9	�� ñ n�¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã √

t
Á

1/
√
t
È

��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë#��È ¥�í2ÁÙêìë�«�È ¬J¦�í�ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

� í √t = t1/2→: Γ(3/2)

p3/2
=

√
π

2p3/2
,

Ö�í 1√
t

= t−1/2→: Γ(1/2)

p1/2
=

√
π

p
.

îg����'9	�� ñ n�¯ ë ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á�ÕoÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

� í f1(t) = sin 2
√
at,

Ö�í
f2(t) =

cos 2
√
at√

t
.

��	8ï�	�����	�¯�À�íçñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
äúêEâ0È ��í�ß
Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
f1(t)

¢K¡JãáÊ
¡6Ì
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á�½�é°Ë6Ë�Á0¾�¼

f1(t) = sin 2
√
at =

∞∑

k=0

(−1)k(4a)k+1/2

(2k + 1)!
tk+1/2.

�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡8êìë#��È ¥�í2Áiêìë�«�È ¬J¦�í�ß

tk+1/2→: Γ
(2k + 3

2

) 1

pk+3/2
=

(2k + 1)!!

2k+1

√
π

pk+3/2
,

¡4½�¤�ÚW¾�ÀvÀ4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡i½�¡�¢#Ú4ß÷¤0À4¤ -Q½�¡Ù¾�¼�Í�ÀHÍ�¡�£>é~Ë�¾�¡�¤�À�ÅWÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¼!Ì
¼>Ò
Ë�¡�Ã�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿
Ò,À�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õ�ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

f1(t)→:
∞∑

k=0

(−1)k(4a)k+1/2

(2k + 1)!2k+1

(2k + 1)!!

pk+3/2

√
π =

=

√
πa

p3

∞∑

k=0

(−1)kak

k!pk
=

√
πa

p3
e−a/p.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

f1(t) = sin 2
√
at→:

√
πa

p3
e−a/p.

êìë#��È à�í

Ö�í2ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡

f2(t) =
cos 2
√
at√

t
→:
√
π

p
e−a/p.

êìë#��È â�í

%&	�����	�'9� ñ n�¯ ë ¯�%9�4FJ��D�A�V�LQX,`�LRaK��X,���,`,`
ln t
FJ�4D�LQT�L�N���LQ�6���Ù�>FHFJ��X�FJ�6LQX,`�LO�

ln t→: − γ + ln p

p
,

êìë#��È «�í

C�T�L
γ 8 ��FJ�Q�6FQ�,X,X,AJ�<L&Z�N�L�D�A�;
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�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9Ò
¡W¾�Á
Ä(Ä(¼>Ò
¼>Ê
Ô
Á
Ò
¡�Ë�À4Ë\Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á
¼B£>¡�¡4½�Ë�¼�½�£>½�Ë�Á�Õ!êìë#��È ¥�í�Ì
¡\Ì,ÀJÓ
Ò,À4¢K¼Q½�Ò�Ú

µ
ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

tµ ln t→: 1

pµ+1
[Γ′(µ+ 1)− Γ(µ+ 1) ln p].

êìë#��È ��í

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
ËMÅQ¾�¼>£>é
µ = 0

ß�£2Ú0Â
¼Q½�¡�¢!½�¡�Î>¡
ß4Â�½�¡
Γ(1) = 1

ß
Γ′(1) = −γ ê³£>¢çÈ4Ò,À�ÅQ¾�È,î4õ0À4¢K¢bÀHÓÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ�ï�í�ß,Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ln t→: − γ + ln p

p
,

Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È

îg����'9	�� ñ n�¯ ñ ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
tµeαt ln t

Γ(µ+ 1)
, µ > −1.

��	8ï�	�����	�¯i�2¡�Î�Í�À4£>Ê
¡8êìë#��È ��í�ß
Á
¢K¼>¼>¢

tµ ln t

Γ(µ+ 1)
→: 1

pµ+1

[Γ′(µ+ 1)

Γ(µ+ 1)
− ln p

]
.

É<½�£>ä2¾�À�£�Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�£>¢K¼Q×R¼>Ê
Á�Õo¾
Í,ÕgÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
ÃgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

tµ ln t

Γ(µ+ 1)
eαt→: 1

(p− α)µ+1

[Γ′(µ+ 1)

Γ(µ+ 1)
− ln(p− α)

]
.

Ü�Å>Ú0Â
Á
Ë6¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Ê
¿ç¼9¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¿9ß,Ì
Ò
¡W¾�¡�Í,ãáÁ
¢vÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼>Ê
Á
¼(£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë6Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,ÀHÓ
ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕåÞ{À4Ì0Í�À4£WÀ�È
å{��������
�� ä ; ∗ ¯ | ��������	�������� �
	�����	�'9�i1.'9���0µ�	������ ������34������+��� � �
	�����	�'9�
� �g�������Z�
%&	�����	�'9� ñ n�¯ ñ�� � �g�������Z�H¯�õ\���Q���

f(t)→: ϕ(p)
`~�,���Q���

ψ(p)
`
q(p) 8 A4X,AWN�`,��`,���L>�Q��`�L{aK��X,���,`,`�Ib��A4��`�L(�0�6F

ψ(p)e−τq(p)←: g(t, τ). êìë#��È ¬J¦�í
_
FHC�THA

ϕ(q(p))ψ(p)←:
∞∫

0

f(τ)g(t, τ)dτ.
êìë#��È ¬�¬Hí

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯,ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢vÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼<Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃáÂ,À4£Q½�Á°£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�êìë#��È ¬�¬Hí
∞∫

0

f(τ)g(t, τ)dτ→:
∞∫

0

e−pt




∞∫

0

f(τ)g(t, τ)dτ


 dt.
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
Ü�ÅW¢K¼>Ê
Á
¢�Ì
¡�Ò�Õ0¾�¡�¤\Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡4Ë�À4Ê
Á�Õoê³¢K¿ÙÌ
Ò
¼�¾�Ì
¡�Í�À4ÎQÀ4¼>¢çßHÂ�½�¡MÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(τ)
Á
g(t, τ)½�À4¤�¡�Ë�¿9ß�Â�½�¡�-Q½�¡�¢K¡JãáÊ
¡6£U¾�¼�Í�À�½�é�íçÁgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∞∫

0

f(τ)g(t, τ)dτ→:
∞∫

0

dτ f(τ)

∞∫

0

e−ptg(t, τ)dt =

=

∞∫

0

dτ f(τ)ψ(p)e−τq(p) = ψ(p)ϕ(q(p)).

ø�¾�¼>£>é�¢K¿ Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼>¢lêìë#��È ¬J¦�í�È
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß,£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼
êìë#��È ¬�¬HíK¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê
¡
È
å\+�	�"K���
���	 ñ n�¯ ñ ¯ ä ¯jõçD�`

q(p) = p
�6L>FUD�LÏ�9A�L2a?D�FH�ÏA6��L�D�L���FJTH`,�úGR�6L>FUD�LÏ�9�á���9X�FJ�

V�LQX,`0�nFÏD�`�C�`,X,AWN�FHG�;
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢

q(p) = p
È� �¡�ÎU¾�ÀRÌ
¡�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼9ÅJÀ4Ì,À�ÅQ¾�¿çË�À4Ê
Á�Õ

g(t, τ) =
g(t− τ)→: e−τpψ(p)

Áo£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼åêìë#��È ¬�¬Hí&Ì
Ò
Á
¢K¼Q½°Ë�Á0¾

ϕ(p)ψ(p)←:
∞∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ =

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ. êìë#��È ¬H¥�í

ø�¾�¼>£>é6¢K¿ Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é�£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡�¢ ¬(¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¡�Ë
ß
½HÈ ¼4È
g(t− τ) ≡ 0

Ì
Ò
Á
τ > t

È
¨(Í,Õ�¾�ÀJÍ�é�Ê
¼>Ã�èR¼>Î>¡<Á�ÅQÍ�¡Jã�¼>Ê
Á�Õ(Ê,À4¢gÌ
¡4½�Ò
¼>Ö4Ú�¼Q½�£�Õ\Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼K£�Í�¼�¾,Ú0äM×�¼>Ã{Ä9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á
Á�È
îg����'9	�� ñ n�¯ ö ¯(Ý(À4Ã�½�Á�Á�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á

f(t) =
1√
t
e−a/t.

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
äRß

1√
t
e−a/t→: ϕ(p) =

∞∫

0

e−pt 1√
t
e−a/tdt.

�b¾�¼�Í�À4¼>¢¶Ë�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼(ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
t = x2 È
 �¡�ÎU¾�À

ϕ(p) = 2

∞∫

0

e−px2−a/x2

dx.

ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ë4èRÁ
£>é�Á�ÅWË�¼>£Q½�Ê
¿B¢¶ÅWÊ,ÀHÂ
¼>Ê
Á
¼>¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À8ê³£>¢çÈ ß,Ê,À4Ì
Ò
Á
¢K¼>Ò�ßô� ¬4ßn�#� í
∞∫

0

e−α2x2−β2/x2

dx =

√
π

2α
e−2αβ, (α > 0, β > 0),

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

ϕ(p) =

√
π√
p
e−2

√
ap.
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�bÍ�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß

1√
t
e−a/t→:

√
π

p
e−2

√
ap.

ð*Â,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á.ß�Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë
a = τ 2/4

ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

1√
πt
e−τ2/4t→: e

−τ
√

p

√
p
.

êìë#��È ¬Jë�í

å\+�	�"K���
���	 ñ n�¯ ñ ¯ ë ¯jõ\���Q���
f(t)→: ϕ(p)

Ib�6FHC�THAå�Q�4D�A�G4LQT�N�`�G4Fá�>FHFW�6X,FJ�6LQX,`�L

ϕ(
√
p)

√
p
←: 1√

πt

∞∫

0

f(τ)e−τ2/4tdτ.
êìë#��È ¬���í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢�Ë6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ0Ø~êìë#��È ¬J¦�í&Áiêìë#��È ¬�¬Hí

ψ(p) =
1√
p
, q(p) =

√
p,

½�¡�ÎU¾�À�ß0Ë�¿çÖ�Ò,À4Ë\Í�¼>Ë4Ú0ä Â,À4£Q½�é�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿Ñêìë#��È ¬Jë�íKË{¤0ÀHÂ
¼>£Q½�Ë�¼�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
g(t, τ)

ß0Ê,À4Ã0¾�¼>¢

g(t, τ) =
1√
πt
e−τ2/4t→: e

−τ
√

p

√
p
.

êìë#��È ¬Hª�í

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êìë#��È ¬Hª�í2Ë�êìë#��È ¬�¬Hí�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yêìë#��È ¬���í�È
å\+�	�"K���
���	 ñ n�¯ ñ ¯ ñ ¯jõ\���Q���

f(t)→: ϕ(p)
;B_,FHC�THA°�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G�Yt�>FJFJ��X�FJ�6LQX,`0�

1√
p3
ϕ
(1

p

)
←:

∞∫

0

sin 2
√
tτ√

πτ
f(τ)dτ,

êìë#��È ¬Wà�í

√
pϕ
(1

p

)
←: 1√

πt

∞∫

0

cos 2
√
tτf(τ)dτ.

êìë#��È ¬Hâ�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Á
¢�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼åêìë#��È à�í2Ë6£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼W¢�Ë�Á0¾�¼4Æ
sin 2
√
tτ√

πτ
→: 1√

p3
e−τ/p.

ñ9Ò,À4Ë4Ú0ä�Â,À4£Q½�é²-Q½�¡�Î>¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�¢K¡HãáÊ
¡�Ì
Ò
Á
Ê�Õ�½�é�ÅJÀ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä
g(t, τ)

ß,Ì
¡�Í�¡JãáÁ
Ë

q(p) =
1

p
, ψ(p) =

1√
p3
.

 �¡�ÎU¾�À�Á�Å°êìë#��È ¬�¬Hí&Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yêìë#��È ¬Jà�í�È�ó<Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡áÁ�Å°êìë#��È â�í&Ì
Ò
Á

q(p) =
1

p
, ψ(p) =

√
p

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢�êìë#��È ¬Hâ�í�È
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ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
å\+�	�"K���
���	 ñ n�¯ ñ ¯ ö ¯jõ\���Q���

f(t)→: ϕ(p)
Ib�6FHC�THAå�Q�4D�A�G4LQT�N�`�G4Fá�>FHFW�6X,FJ�6LQX,`�L

1

p
ϕ
(1

p

)
←:

∞∫

0

f(τ)J0(2
√
tτ)dτ.

êìë#��È ¬J«�í

S?T�L>�Q�
J0(z) 8 aK��X,���,`0��@ML>�>�>L�N��!X,�HN�L>G4FHC�F6��FUD��,TH��Aoêìë�à�È ¬Hâ�í>;

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯
ñ9¡�Í�¡JãáÁ
¢ÙË(Ú�£�Í�¡�Ë�Á
Áá½�¼Q¡�Ò
¼>¢K¿ Ð2Ä(Ò
¡�£WÀ
ψ(p) = 1/p

ß
q(p) = 1/p

È
 �¡�ÎU¾�À�£(Ì
¡�¢K¡4×Ré�ä�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿�Ì
¡W¾�¡�Ö�Á�ÕoÁ�Å\£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ~êìë�à�È ¬J«�í

1

p
e−1/p←: J0(2

√
t)

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
g(t, τ) = J0(2

√
tτ)→: 1

p
e−τ/p.

êìë#��È ¬���í
ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8êìë#��È ¬���í2Ë�êìë#��È ¬�¬Hí�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yêìë#��È ¬J«�í�È
å\+�	�"K���
���	 ñ n�¯ ñ ¯úù�¯jõ\���Q���

f(t)→: ϕ(p)
;R_
FHC�THAn�Q�4D�A�G4LQTQN�`�G�Y ��N�LQTH�9�XJ�`�Lo�>FHFJ��X�FJ�

�6LQX,`0�ZY
1√
p2 + 1

ϕ(
√
p2 + 1)←:

t∫

0

f(τ)J0(
√
t2 − τ 2)dτ ;

êìë#��È ¥4¦�í

1

p
ϕ
(
p+

1

p

)
←:

t∫

0

f(τ)J0(2
√
τ(t− τ))dτ ; êìë#��È ¥0¬Hí

1

pn+1
ϕ
(1

p

)
←:

∞∫

0

f(τ)
( t
τ

)n/2

Jn(2
√
tτ)dτ ;

êìë#��È ¥�¥4í

1

pn+1
ϕ
(
p+

1

p

)
←:

t∫

0

f(τ)
(t− τ

t

)n/2

Jn(2
√
τ(t− τ))dτ ; êìë#��È ¥4ë�í

S?T�L>�Q�oaK��X,���,`0�
Jn(z)

FW�4D�LQT�LON���LQ�6���°D��,T�F��

Jn(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!(n+ k)!

(z
2

)2k+n

,

A4���>FUN �ç��X�F{����FJT>�SJ�`0�(����T�N���G4�>L��o��FJX�LQ�0X,Y��
z
;b�<��X,���,`0�

Jn(z)
X,AH��YbG�A�LQ�6���oaK��X,���

�,`�LQZg@ML>�>�>LON��!`,X,T�LQ���ÏA
n (
�O�\;�D0AH��T�;bî��<��X,���,`,`g@ML>�>�>L�N��,ï!�0A��Q��`°ÇUÇUÇÏí>;

�n���������
�
	�+Ëó����
�� À4Ê,ÀHÍ�¡�Î>Á
Â
Ê
¡ ¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë4Ú £>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
Ã
êìë#��È ¬���íûÛ?êìë#��È ¬J«�í&Ág¡�£>Ê
¡�Ë�¿÷Ë�À4¼Q½�£�ÕgÊ,À6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ0Ø

1√
p2 + 1

e−τ
√

p2+1←: θ(t− τ)J0(
√
t2 − τ 2)

êìë#��È ¥$��í

ê³ËD-Q½�¡�¢¶£�Í,Ú0Â,À4¼
q(p) =

√
p2 + 1

ß
ψ(p) = 1/

√
p2 + 1

íd�

1

pn+1
e−τ(p+1/p)←: θ(t− τ)

(t− τ
t

)n/2

Jn(2
√
τ(t− τ)) êìë#�0È ¥�ª�í



� q0×�ß&ÿV���_Á Û�Ü#��Ý�Þ���é ê3& .
ê ½�¡�ÎU¾�À

q(p) = p+ 1/p
ß
ψ(p) = 1/pn+1 íd�

1

pn+1
e−τ/p←:

( t
τ

)n/2

Jn(2
√
tτ)

êìë#��È ¥4à�í

ê ½�¡�ÎU¾�À
q(p) = 1/p

ß
ψ(p) = 1/pn+1 í�Èø�¾�¼>£>é

θ(t−τ) ÛM½�¼Q½�ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Õ"´�¼>Ë�Á
£WÀ4Ã0¾�À{ê³Ì
¡W¾�Ò
¡�Ö�Ê
¼>¼b£Q¢BÈWÒ,À�ÅQ¾�¼�Í�ßJÌ
¡�£>Ë4Õ�×R¼>Ê
Ê
¿çÃ¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Ê
¿ç¢¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
¢&í�È
♦
�(À4£Q½�Ê
¿ç¼�£�Í,Ú0Â,À4Á�½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿ Ð2Ä(Ò
¡�£WÀÙê³£>¢çÈ.Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿ êìë#��È ¬���í�ßbêìë#��È ¬J«�í�ßbêìë#��È ¥4¦�íûÛ

êìë#��È ¥4ë�íUí(¢K¡�ÎQÚ�½�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é�£�ÕvÌ
¡�Í�¼QÅWÊ
¿ç¢KÁ�ßb¼>£�Í�Á�Á�ÅWË�¼>£Q½�¼>Ê¶¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ¶Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
ϕ(p)

Á
½�Ò
¼>Ö4Ú�¼Q½�£�Õ8Ê,À�Ã�½�Á�¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ�¿�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã

ϕ(1/p)
ß
ϕ(
√
p)
ß
ϕ(p+ 1/p)

ß
ϕ(
√

1 + p2)
È

îg����'9	�� ñ n�¯úù�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

g(t) =

t∫

0

J0(
√
t2 − τ 2)dτ.

��	8ï�	�����	�¯?Ý(À4Ã0¾�¼>¢vÁ�ÅW¡�Ö�Ò,À�ã�¼>Ê
Á
¼9Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á
g(t)
Èð�2¡�ÎUÍ�À4£>Ê
¡6Â,À4£Q½�Ê
¡�¢#Ú°£�Í,Ú0Â,À4ä�½�¼>¡�Ó

Ò
¼>¢K¿�Ð2Ä(Ò
¡�£WÀ�ê³£>¢çÈ,Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,ÚÙêìë#��È ¥4¦�íUí�ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

g(t)→: ψ(p) =
1√
p2 + 1

1√
p2 + 1

.

ñ9¡�£>¤�¡�Í�é�¤�ÚåË6Ê,À�èR¼>¢�£�Í,Ú0Â,À4¼(Ê,ÀH¾�¡�Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�é

f(t) = 1, ϕ(p) =
1

p
, ϕ(

√
p2 + 1) =

1√
p2 + 1

,

£�Í�¼�¾�¡�Ë�À�½�¼�Í�é4Ê
¡
ß
ψ(p) =

1

p2 + 1
←: sin t.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß
g(t) = sin t

È
♦
ñ9Ò
Á
¢K¼>Ò
¿�Ì
Ò
Á
¢K¼>Ê
¼>Ê
Á�ÕáÂ,À4£Q½�Ê
¿2Øá£�Í,Ú0Â,À4¼>Ë\½�¼>¡�Ò
¼>¢K¿tÐ2Ä(Ò
¡4£WÀ\Ö4ÚW¾,Ú�½RÒ,À4£>£>¢K¡4½�Ò
¼�Ó

Ê
¿�ËáÒ,À�ÅQ¾�È#î4Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é4Ê
¿B¼RÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�Ö�¼>£>£>¼�Í�¼>Ë�¿2Ø8Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�ïåÂ,À4£Q½�Á8ÇUÇÏÇçÁ�Ë
ÎUÍ�À4Ë�¼áî4Ü9Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼\Ú0Ò,À4Ë�Ê
¼>Ê
Á�Õ�ï�Â,À4£Q½�Á�ÇÐ©RÈ
� r6¾ ���É�3ÂQ+-�k��Â/.���Ì

�
ö2¼Q½�ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã�ê³Á0Í�Á²->Ã0Í�¼>Ò
¡�Ë�¿ç¢~Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢~Ì
¼>Ò
Ë�¡�Î>¡{Ò
¡W¾�À�íKÊ,À�ÅW¿÷Ë�À4¼Q½�£�Õ°Á
Ê0Ó

½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

B(z, ω) =

1∫

0

tz−1(1− t)ω−1dt, Re z > 0, Re ω > 0.
ê ��¦�È ¬Hí

Ý(À4Ò�Õ0¾,Ú*£n¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
¼W¢ ê ��¦�È ¬Hí6¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡�Ò,À4£>Ì
Ò
¡�£Q½�Ò,À4Ê
¼>Ê
Ê
¿B¢ Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õ Ì
Ò
¼�¾
Ó
£Q½�À4Ë�Í�¼>Ê
Á
¼\Ö�¼Q½4ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�Ë6Ë�Á0¾�¼

B(z, w) = 2

π/2∫

0

(sin τ)2z−1(cos τ)2w−1dτ,
ê ��¦�È ¥4í

£�Í�¼�¾,Ú0äM×R¼>¢*Á�Å°ê ��¦�È ¬Hí&ÅWÀ4¢K¼>Ê
¡�Ã
t = sin2 τ

È



ê3&$û Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
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å{��������
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å{��������
�� ä ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

B(z, ω) =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(z + ω)
.

ê ��¦�È ë�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ð2¢K¼>£Q½�¡!ê ��¦�È ¬Hí2Ò,À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

ϕ(τ) =

τ∫

0

tz−1(τ − t)ω−1dt = (τω−1 ∗ τ z−1),
ê ��¦�È ��í

¤�¡4½�¡�Ò
¿çÃáÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õá£>Ë�¼>Ò�½�¤�¡�Ã°Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã
τ z−1 Á τω−1 ÁáÌ
Ò
Á τ = 1

£>¡�Ë�Ì,ÀH¾�À4¼Q½R£Rê ��¦0È ¬Hí�È
ñ9Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢¶Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
¼(Þ{À4Ì0Í�À4£WÀ6Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃgÁåÍ�¼>Ë�¡�ÃgÂ,À4£Q½�¼>Ã8Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À8ê ��¦�È ��í�È,ñ9¡
½�¼>¡�Ò
¼>¢K¼\¡6£>Ë�¼>Ò�½�¤�¼

ϕ(τ) = (τω−1 ∗ τ z−1)→: Φ(p) =
Γ(ω)

pω

Γ(z)

pz
=

Γ(z)Γ(ω)

pω+z

Ê,À4Ã0¾�¼>¢¶¡�Ò
Á
Î>Á
Ê,ÀHÍ8Ì
Ò,À4Ë�¡�ÃoÂ,À4£Q½�Á

Φ(p)←: Γ(z)Γ(ω)
τω+z−1

Γ(ω + z)
.

 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡4¢Bß

(τω−1 ∗ τ z−1) =

τ∫

0

tz−1(τ − t)ω−1dt =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(ω + z)
τω+z−1.

ñ9¡�Í�¡JãáÁ
Ë
τ = 1

ß
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yê ��¦�È ë�í�È
♦
�2Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�¡å¬<¾�¡�£Q½�À�½�¡�Â
Ê
¡6¡�Â
¼>Ë�Á0¾�Ê
¡�Ë�¿÷½�¼>¤0À4¼Q½�Á�Å(Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍiêìë�«�È ë�íbÁ�ê ��¦�È ¥�í�È�¨{¼>Ã0Ó

£Q½�Ë�Á�½�¼�Í�é�Ê
¡
ß�Á
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�ÕgÌ
Ò
¼�¾�£Q½�À4Ë�Í�¼WÊ
Á
¼åêìë�«�È ë�í�ß�ÅJÀ4Ì
Á�èR¼Q¢�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¼�¾�¼>Ê
Á
¼

Γ(z)Γ(ω) = 4

∞∫

0

∞∫

0

e−(y2+x2)y2z−1x2ω−1dy dx

ËoË�Á0¾�¼R¾�Ë4¡�Ã
Ê
¡�Î>¡gÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�ÀgÌ
¡oÌ
¼>Ò
Ë�¡�Ã�Â
¼Q½�Ë�¼>Ò�½�ÁiÌ0Í�¡�£>¤�¡�£Q½�Á
xOy

ËoÌ
¡�Í,Õ
Ò
Ê
¡�Ã�£>Á0Ó
£Q½�¼>¢K¼\¤�¡�¡�Ò�¾�Á
Ê,ÀH½

y = r sinϕ
ß
x = r sinϕ

Γ(z)Γ(ω) = 4

∞∫

0

e−r2

r2(z+ω)−1dr

π/2∫

0

(sinϕ)2z−1(cosϕ)2w−1dϕ.

É<½�£>ä2¾�À�£�Ú0Â
¼Q½�¡�¢yêìë�«�È ë�í2Áiê ��¦�È ¥�í2Ê,À4Ã0¾�¼>¢

Γ(z)Γ(ω) = Γ(z + ω)B(z, ω),
¡4½�¤�ÚW¾�À�Ág£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nê ��¦�È ë�í�È

♦
~K£�Í�Á

z
Á
w
ÛnÔ
¼�Í�¿ç¼°Ì
¡�Í�¡JãáÁ�½�¼�Í�é�Ê
¿ç¼°Â
Á
£�Í�À~ê

z = n
ß
ω = m

í�ß�½�¡8Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,Ú
ê ��¦�È ë�í&¢K¡HãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�éáË6Ë�Á0¾�¼

B(n,m) =
Γ(n)Γ(m+ 1)

mΓ(n+m)
= 1
/[

m
(n+m− 1)!

(n− 1)!m!

]
=

1

mCn−1
m+n−1

,



� q0×�ß&ÿV���_Á Û�Ü#��Ý�Þ���é ê3& �
ÎU¾�¼

C l
s =

s!

l!(s− l)!ÛáÖ�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼(¤0¡"->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿(È
 #À4¤
Á
¢�¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�¢çß�¼>£�Í�Á8ÎQÀ4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
äÑ¢K¡JãáÊ
¡�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�éå¤�À4¤�¡�Ö�¡�Ö4×R¼>Ê
Á
¼

Ä\À4¤�½�¡�Ò
Á,ÀHÍ�À6Ê,À�£�Í,Ú0Â,À4Ã�Ì
Ò
¡�Á�ÅWË�¡�Í�é�Ê
¡�Î>¡°À4Ò
ÎQÚ0¢K¼>Ê�½�À�ß�½�¡áÖ�¼Q½4ÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä�Ûå¤0À4¤g¡�Ö�¡�Ö�Ó
×R¼>Ê
Á
¼áÖ�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿2ØÙ¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ëvê³£>¢çÈ�½�À4¤�ã�¼�Ò,À�ÅQ¾�È÷î4ö2Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼á¤�¡#->Ä�Ó
Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿9ï�í�È
å{��������
�� ë ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

B(z, ω) = B(ω, z).
ê ��¦�È ª�í

�n���������
�
	�+Ëó����
��g£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½åÊ
¼QÌ
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê,Ê
¡áÁ�Å°ê ��¦�È ë�í�È
å{��������
�� ñ ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¿�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ

B(z, ω + 1) =
ω

z
B(z + 1, ω) =

ω

ω + z
B(z, ω);

ê ��¦�È à�í

B(z, 1) =
1

z
;

ê ��¦�È â�í

B(z, z) = 21−2zB
(1

2
, z
)
;

ê ��¦�È «�í

B(z, 1− z) =
π

sinπz
.

ê ��¦�È ��í
�n���������
�
	�+Ëó����
��{£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½9Á�Å÷£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼QÊ
Á
Ãgêìë�«�È ª�í.Áåê ��¦�È ë�í�ÈWÞ\¼>Î>¤�¡MÚ0Ë�Á0¾�¼Q½�é
ß4Â�½�¡<£>¡�Ó
¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼�ê ��¦0È â�íKÕ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�ÕåÀ4Ê,ÀHÍ�¡�Î>¡�¢~¡�£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�Î>¡RÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¡�Î>¡R£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�
ê ��¦�È «�í.ÛRÀ4Ê,ÀHÍ�¡�Î>¡�¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¿�ÚJ¾�Ë�¡�¼>Ê
Á�Õ�ß�À6ê ��¦�È ��í�ÛRÀ4Ê,ÀHÍ�¡�Î>¡�¢�Ä9¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿v¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á�Õ�È
ñ9Ò
¡�Ë�¼�¾�¼>¢^¾�¡�¤0À�ÅJÀ�½�¼�Í�é�£Q½�Ë�¡�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿ ÚJ¾�Ë�¡�¼>Ê
Á�Õ�ß2½4À4¤ ¤�À�¤ Ò,À4Ê
¼>¼n¡�Ê,À~Ê
¼!Ö�¿2Í�À

¾�¡�¤0À�ÅJÀ4Ê,À�È,ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

B(z, z) =

1∫

0

tz−1(1− t)z−1dt =

1∫

0

[1
4
−
(1

2
− t
)2]z−1

dt.

 #À4¤o¤0À4¤�Ì,À4Ò,À4Ö�¡�Í�À
y = 1

4
−
(

1
2
− t
)2 £>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Â
Ê�Àá¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡°Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

t = 1/2
ß

¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�é

B(z, z) = 2

1/2∫

0

[1
4
−
(1

2
− t
)2]z−1

dt.

�b¾�¼�Í�À4¼>¢�ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú
1/2− t =

√
u/2
ÁgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

B(z, z) =
2

4z

1∫

0

u−1/2(1− u)z−1du =
1

22z−1
B
(1

2
, z
)
.

ñ9¼>Ò
¼�Ø�¡W¾,Õ�¤oÎQÀ4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß,Ê,À4Ã0¾�¼>¢

Γ(z)Γ(z)

Γ(2z)
=

1

22z−1

Γ(1/2)Γ(z)

Γ(z + 1/2)
,

¡4½�¤�ÚW¾�À

Γ(z)Γ(z + 1/2) =

√
π

22z−1
Γ(2z).
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ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
îg����'9	�� öZx ¯ ä ¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß
Â�½�¡

e−µt

(1− e−bt)1−ν
→: 1

b
B
(p+ µ

b
, ν
)
.

ê ��¦�È ¬J¦�í

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡6¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á
äÑÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á�ÕoÞ{À�Ì0Í�À4£WÀ

e−µt

(1− e−bt)ν−1
→:

∞∫

0

e−(p+µ)t dt

(1− e−bt)1−ν
.

�b¾�¼�Í�À4Ë�Ë6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼\ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø

t = −1

b
ln τ, dt = −1

b

dτ

τ
,

Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
1

b

1∫

0

τ (p+µ)/b(1− τ)ν−1dτ

τ
=

1

b
B
(p+ µ

b
, ν
)
.

îg����'9	�� öZx ¯ ë ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
1∫

0

dx
n
√

1− xn
(n > 1).

��	8ï�	�����	�¯i�b¾�¼�Í�À4¼>¢�Ë6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼(ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø
x = t1/n ê t > 0

í2ÁgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
1∫

0

dx
n
√

1− xn
=

1

n

1∫

0

t
1

n
−1(1− t)−1/ndt =

1

n
B
( 1

n
, 1− 1

n

)
=

=
1

n
Γ
( 1

n

)
Γ
(
1− 1

n

) 1

Γ(1)
=

π

n sin(π/n)
.

ø�¾�¼>£>é6¢K¿ Ë�¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á
£>é�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ�¡�Ãå¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á�Õ�È
îg����'9	�� öZx ¯ ñ ¯<¨{¡�¤�À�ÅJÀ�½�é6£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

1∫

0

dx√
1− x4

1∫

0

x2dx√
1− x4

=
π

4
.

ê ��¦�È ¬�¬Hí

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡J¾�£Q½�À4Ê
¡�Ë�¤�¡�Ã
x4 = t

Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼>¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿�¤gË�Á0¾,Ú

1∫

0

dx√
1− x4

=
1

4

1∫

0

t−3/4(1− t)−1/2dt =
1

4
B
(1

4
,
1

2

)
=

Γ
(

1
4

)√
π

4Γ
(

3
4

) ,

1∫

0

x2dx√
1− x4

=
1

4
B
(3

4
,
1

2

)
=

Γ
(

3
4

)√
π

4Γ
(

5
4

) =
Γ
(

3
4

)√
π

Γ
(

1
4

) .

ñ9¼>Ò
¼>¢KÊ
¡JãáÁ
Ë6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¿(ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚWÍ,ÚÙê ��¦�È ¬�¬Hí�È
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îg����'9	�� öZx ¯ ö ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

π/2∫

0

tg αxdx, α 6= n, n = −∞,∞.

��	8ï�	�����	�¯8�b¾�¼�Í�À4¼>¢8ËMÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼&ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú9Ì
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿÷Ø
tg x =

√
t
ê
t > 0

í�Á\Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

J =
1

2

∞∫

0

t(α−1)/2

1 + t
dt =

1

2
B
(α + 1

2
, 1− α + 1

2

)
=

=
1

2Γ(1)
Γ
(α + 1

2

)
Γ
(
1− α + 1

2

)
=

π

2 cos(πα/2)
.

ø�À4¢K¼Q½�Á
¢çß�Â�½�¡�-Q½�¡4½�Ò
¼QÅ>ÚWÍ�éH½�À�½�½�À4¤�ã�¼�¢K¡HãáÊ
¡åÌ
¡�Í,Ú0Â
Á�½�égÊ
¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡�Á�Å�Ä(¡�Ò0Ó
¢#ÚWÍ�¿�ê ��¦�È ¬H¥�í�È
îg����'9	�� öZx ¯úù�¯(ñ9¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
ß
Â�½�¡

J =

π/2∫

0

sinm x cosn x dx =
1

2
B
(m+ 1

2
,
n+ 1

2

)
.

ê ��¦�È ¬H¥�í

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡�Í�¡HãáÁ
¢
sinx =

√
t
ê
t > 0

í�È
 �¡�Î�¾�À

1

2

1∫

0

t(m−1)/2(1− t)(n−1)/2dt =
1

2
B
(m+ 1

2
,
n+ 1

2

)
.

îg����'9	�� öZx ¯O;�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

1∫

−1

(1 + x)a(1− x)bdx, a > −1, b > −1.
ê ��¦�È ¬Jë�í

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡J¾�£Q½�À4Ê
¡�Ë�¤�¡�Ã
1− x = 2t

Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ!Ì
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�Å>Ú�¼Q½�£�Õ�¤gË�Á0¾,Ú

J = 2a+b+1

1∫

0

tb(1− t)adt = 2a+b+1B(a+ 1, b+ 1).

♦
»g¡JãáÊ
¡6£U¾�¼�Í�À�½�éáË6Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼åê ��¦�È ¬Jë�íbÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø

x = cos 2ϕ
È

îg����'9	�� öZx ¯ F ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ8¨\Á
Ò
Á0Ø�Í�¼

J =

∫ ∫

D

xqypdσ,

ÎU¾�¼
D
Ûn½�Ò
¼QÚ0Î>¡�Í�é�Ê
Á
¤�ßK¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¿çÃ�Ì
¡�Í,Ú�¡�£�Õ
¢KÁvÁ~Ì
Ò�Õ
¢K¡�Ã

x + y = 1
ß
p > −1

ß
q > −1

È
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ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
��	8ï�	�����	�¯�ñ9¼>Ò
¼>Ã0¾�¼>¢�¡4½�¾�Ë�¡�Ã
Ê
¡�Î>¡�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�À�¤gÌ
¡�Ë4½�¡�Ò
Ê
¡�¢#Ú

J =

1∫

0

dx

1−x∫

0

xpyqdy.

 #À4¤å¤�À4¤
q 6= −1

ß

J =
1

q + 1

1∫

0

xp(1− x)q+1dx =
1

q + 1
B(p+ 1, q + 2) =

=
1

q + 1

Γ(p+ 1)Γ(q + 2)

Γ(p+ q + 3)
=

Γ(p+ 1)Γ(q + 1)

(p+ q + 2)Γ(p+ q + 2)
=

=
B(p+ 1, q + 1)

p+ q + 2
.

îg����'9	�� öZx ¯OT�¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

a∫

0

t2n
√
a2 − t2dt, a > 0.

��	8ï�	�����	�¯�ñ9¡�Í�À4ÎQÀ4¼>¢
t = a sin x

ß
a > 0

È,ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

J = a2n+2

π/2∫

0

sin2n x cos2 x dx.

ð2¡�£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�À4Ë4èRÁ
£>é�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼W¢yê ��¦�È ¬H¥�í�ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

J = a2n+2 1

2
B
(
n+

1

2
,
3

2

)
= a2n+2 Γ(n+ 1/2)Γ(3/2)

2Γ(n+ 2)
=

=
(2n− 1)!!a2n+2

2n+2(n+ 1)!
π.

îg����'9	�� öZx ¯On�¯(Ý(À4Ã�½�ÁnÌ0Í�¡4×�ÀH¾�éåÄ(Á
ÎQÚ0Ò
¿9ß�¡�Î>Ò,À4Ê
Á
Â
¼>Ê
Ê
¡�Ãn¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã |x|n + |y|n = anê
n > 0

ß
a > 0

í�È
��	8ï�	�����	�¯
ð2Ë�Á0¾,ÚRÔ
¼>Ê�½�Ò,ÀHÍ�é�Ê
¡�Ãá£>Á
¢K¢K¼Q½�Ò
Á
Áá¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã6¡4½�Ê
¡�£>Á�½�¼�Í�é�Ê
¡{Ê,ÀJÂ,ÀHÍ�À9¤�¡�¡�Ò�¾�Á0Ó
Ê,À�½�Ö4ÚJ¾�¼>¢�Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À�½�éá½�¡�Í�é�¤�¡�¼>¼\Â,À4£Q½�é
ß�Ò,À4£>Ì
¡�Í�¡Jã6¼>Ê
Ê�Ú0älË6Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢�¤
Ë�ÀH¾�Ò,À4Ê�½�¼
ê
x > 0

ß
y > 0

í�È�ð -Q½�¡�¢t£�Í,Ú0Â,À4¼
y = (an − xn)1/n ß 0 6 x 6 a

È? �¡�ÎU¾�À�¾
Í,Õ!Ì0Í�¡4×�ÀH¾�Á
Ä(Á
ÎQÚ0Ò
¿�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

S = 4

a∫

0

ydx = 4

a∫

0

(an − xn)1/ndx.

�b¾�¼�Í�À4¼>¢¶Ë�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼(ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚoÌ
¼>Ò
¼>¢K¼>Ê
Ê
¿2Ø

x = at1/n, dx = (a/n)t1/n−1dt.
ñ9¡�Í,Ú0Â
Á
¢

S =
4a2

n

1∫

0

(1− t)1/nt1/n−1dt =
4a2

n
B
( 1

n
+ 1,

1

n

)
=

2a2

n

Γ2(1/n)

Γ(2/n)
.
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îg����'9	�� öZx ¯ ä�x ¯(ð2¿çÂ
Á
£�Í�Á�½�éáÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ

J =

π∫

0

sinα ϕeiβϕdϕ, Re α > −1, β > 0.
ê ��¦�È ¬���í

��	8ï�	�����	�¯�ò#À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ
∮

γ

(1

z
− z
)α

zβ−1dz,
ê ��¦�È ¬Hª�í

ÎU¾�¼
γ
Û�ÅJÀ4¢K¤
Ê�Ú�½�¿çÃi¤0¡�Ê�½4Ú0Ò�ß�£>¡�£Q½�¡JÕ
×RÁ
ÃÙÁ�Åá¤
Ò
Á
Ë�¡�Ã

γ̃
Û8Ë�¼>Ò�Ø�Ó

ÎiÏ8Ð�Ñ�ÒdÓ�Ó

Ê
¼>Ã�Ì
¡�Í,Ú�¡�¤
Ò�Ú�ãáÊ
¡�£Q½�Á |z| = 1
Û~Á*¼>¼g¾�Á,À4¢K¼Q½�Ò,Ài£�Ë�¿çÒ
¼QÅJÀ4¢KÁ

Ëå½�¡�Â
¤�ÀHØ −1
ß�¦�ßK¬�ß�Á
¢K¼>äM×RÁ
¢KÁiÒ,ÀH¾�Á�Ú�£

ε
ê³Ò
Á
£4ÈK¬J¦�¦�í�È�É�Â
¼>Ë�Á0¾
Ó

Ê
¡
ß�Â�½�¡\Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍÙê ��¦�È ¬Hª�í�Ò,À4Ë�¼>Ê�Ê�ÚJÍ�ä{ß�½�À4¤á¤0À4¤�Ì
¡W¾�¿çÊ�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�é�Ó
Ê,À�Õ6Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ°À4Ê,ÀHÍ�Á�½�Á
Â
Ê,À\Ë�Ê�Ú�½�Ò
Áá¡�Ö�Í�À4£Q½�Á�ß�Î>Ò,À4Ê
Á
Ô
¼>Ã°¤�¡4½�¡�Ò
¡�Ó
Î>¡�Õ
Ë�Í,Õ
¼Q½�£�Õg¤�¡�Ê�½4Ú0Ò

γ
È
§b£Q½�Ò
¼>¢KÁ
Ë

ε
¤gÊ�ÚWÍ�ä{ß�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

∮

γ

(1

z
− z
)α

zβ−1dz =

=

∫

γ̃

(1

z
− z
)α

zβ−1dz +

1∫

−1

(1

z
− z
)α

zβ−1dz = 0.

ñ9Ò
¡�Ë�¼�¾,ÕoË6Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢¶Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼\ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú
z = eiϕ ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

i

π∫

0

(e−iϕ − eiϕ)αeiβϕdϕ = −
1∫

−1

(1

t
− t
)α

tβ−1dt =

= −
1∫

−1

(1− t2)αtβ−α−1dt.
ê ��¦�È ¬Jà�í

ðlÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢lÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼åÁ
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ�Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á
Ò,¡4Ë�À4Ê
Á�ÕvÒ,À�ÅWÖ�Á
Ë�À4¼>¢�Ê,Àå¾�Ë�À
] − 1, 0[

Á
]0, 1[

ÁgÊ,À�Á
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ�¼
]− 1, 0[

¾�¼�Í�À4¼>¢�ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú
t→ −t È
 �¡�ÎU¾�À�Á�Å°ê ��¦�È ¬Jà�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

i(−2i)α

π∫

0

sinα ϕeiβϕdϕ =

=
[
(−1)β−α − 1

] 1∫

0

(1− t2)αtβ−α−1dt.
ê ��¦�È ¬Hâ�í

ñ9Ò
¡�Ë�¼�¾,ÕoË6Ì
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¼\ÅJÀ4¢K¼>Ê�Ú
t =
√
x
ÁoÚ0Â�½JÕ�Ò,À4Ë�¼>Ê
£Q½�Ë�À

(−i)α = e−iαπ/2, (−1)β−α = eiπ(β−α),

(−1)β−α − 1 = eiπ(β−α) − 1 =

= ei(β−α)π/2
[
ei(β−α)π/2 − e−i(β−α)π/2

]
=

= 2ie−i(β−α)π/2 sin
π

2
(β − α),



ê . ê Ô"Õ ���"� � ×ED Õ ÿÙà�ÿÙ�f�dç ýdá
ÿ��ð��Þ��
ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
¡�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Á�Å°ê ��¦�È ¬Hâ�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

2α

π∫

0

sinα ϕeiβϕdϕ =

= eiβπ/2 sin
π

2
(β − α)

1∫

0

(1− x)αx(β−α)/2−1dx =

= eiβπ/2 sin
π

2
(β − α)B

(
α + 1,

β − α
2

)
=

= eiβπ/2 sin(π[β − α]/2)Γ(α + 1)Γ([β − α]/2)

Γ(1 + [β + α]/2)
=

= eiβπ/2 Γ(α + 1) sin(π[β − α]/2)Γ([β − α]/2)Γ(1− [β − α]/2)

Γ(1 + [β + α]/2)Γ(1− [β − α]/2)
=

= eiβπ/2 πΓ(α+ 1)

Γ(1 + [α + β]/2)Γ(1 + [α− β]/2)
.

Ý(ÀvÌ
¡�£�Í�¼�¾�Ê
¼>¢Ç-Q½�À4Ì
¼ÙÌ
Ò
¼>¡�Ö�Ò,À�ÅW¡�Ë�À4Ê
Á
Ã ¢K¿ Á
£>Ì
¡�Í�é4ÅW¡�Ë�ÀHÍ�Á Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ,Ú�¾�¡�Ì
¡�Í�Ê
¼>Ê
Á�Õ�È
Ü�½�À4¤�ß�¾
Í,Õ

Re α > −1
¡�¤0¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Á
¢K¼>¼>¢

π∫

0

sinα ϕeiβϕdϕ =

=
π

2α

Γ(α+ 1)

Γ(1 + [α + β]/2)Γ(1 + [α− β]/2)
eiβπ/2.

ê ��¦�È ¬J«�í

É<½�£>ä2¾�À�Ë�¿2½�¼>¤�À4äM½áÌ
Ò
¡�£Q½�¼>Ã�è�Á
¼{£�Í�¼�¾�£Q½�Ë�Á�Õ

π∫

0

sinα ϕ cos βϕ dϕ =

=
π

2α

Γ(α+ 1) cos βπ/2

Γ(1 + [α + β]/2)Γ(1 + [α− β]/2)
;

ê ��¦�È ¬���í
π∫

0

sinα ϕ sin βϕ dϕ =

=
π

2α

Γ(α + 1) sin βπ/2

Γ(1 + [α + β]/2)Γ(1 + [α− β]/2)
.

ê ��¦�È ¥4¦�í

ò�À�ÅWÖ�Á
Ë�Ë�ê ��¦�È ¬J«�í&Á
Ê�½�¼>Ò
Ë�ÀHÍ!Á
Ê�½�¼>Î>Ò
Á,Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ�Ê,À{¾�Ë�À

π∫

0

g(ϕ)dϕ =

π/2∫

0

g(ϕ)dϕ+

π∫

π/2

g(ϕ)dϕ



� Ö0×�ßË���
ý�à�c� Õ9� ��ççÿ�Ý�ýeà�Û6Û¦��Þ��
ÿÙ�f�dç ê .�	
ÁåÅJÀ4¢K¼>Ê
Á
Ë�Ë�Ì
¼>Ò
Ë�¡�¢�Á
Ê�½�¼>Î>Ò�ÀHÍ�¼

ϕ
Ê,À

π/2− ϕ ß�À�Ë�¡6Ë4½�¡�Ò
¡�¢ ϕ Ê,À π/2 + ϕ
ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

eiβπ/2

[ π/2∫

0

cosα ϕe−iβϕdϕ+

π/2∫

0

cosα ϕeiβϕdϕ

]
=

= 2eiβπ/2

π/2∫

0

cosα ϕ cos βϕ dϕ.

�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢s-Q½�¡�Î>¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á�Õ�Á�Å°ê ��¦�È ¬J«�í2Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
π/2∫

0

cosα ϕ cos βϕ dϕ =

=
π

2α−1

Γ(α + 1)

Γ(1 + [α + β]/2)Γ(1 + [α− β]/2)
.

ê ��¦�È ¥0¬Hí

� ½�¾ �¡����
�¿����øÁ�
���Ä}�ÆÂ6
1áZ+W+ �/.������ÉËÄ
¨(Í,Õ�Á
£>£�Í�¼�¾�¡�Ë�À4Ê
Á�ÕáÊ
¼>¤�¡4½�¡�Ò
¿2Øá£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë{£QÌ
¼>Ô
Á,ÀHÍ�é�Ê
¿2ØáÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Ã�ÚJ¾�¡�Ö�Ê
¡\Á
£>Ì
¡�Í�é�Ó

ÅW¡�Ë�À�½�é6Ö�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼\¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿9È
�
ö2Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁg¤0¡"->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½4À4¢KÁ�Ê,À�ÅW¿çË�À4äM½�£�Õ�Ë�¿çÒ,À�ã�¼>Ê
Á�ÕgË�Á0¾�À

(
α
ν

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(ν + 1)Γ(α− ν + 1)
=

1

(α + 1)B(ν + 1, α− ν + 1)
.

ê �
¬�È ¬Hí

♦
ö2Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼ç¤0¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¿¶¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
¿¶Ì
Ò
ÁRÍ�ä<Ö�¿2Ø

ν
Á
α
ß4¤0¡�ÎU¾�À�Ì
Ò,À4Ë�À�Õ

Â,À4£Q½�éáÁ
¢K¼>¼Q½°£>¢K¿ç£�Í�È?ðtÂ,À4£Q½�Ê
¡�£Q½�Á!Ì
Ò
Á
ν = −n ß n = 1,∞ Ö�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¼{¤�¡#->Ä(Ä(Á0ÓÔ
Á
¼>Ê�½�¿�Ò,À4Ë�Ê
¿ Ê�ÚJÍ�ä{È

îg����'9	�� öôä ¯ ä ¯(Ý(À4Ã�½�Á\Õ
Ë�Ê
¿çÃ\Ë�Á0¾RÖ�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø(¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë<Ì
Ò
Á{Ô
¼�Í�¿2Ø
ν =

n
ß
n = 0, 1

È
��	8ï�	�����	�¯�Ü<Å�£>Ë�¡�Ã
£Q½�ËoÎ�À4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á!Ë�¿÷½�¼>¤�À4¼Q½Hß.Â�½�¡

Γ(n + 1) = n!
ß
Γ(z + 1) =

zΓ(z)
È
 �¡�ÎU¾�À

(
α
0

)
= 1,

(
α
1

)
= α,

(
α
n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
.

ê �
¬�È ¥�í

ò�À4£>£>¢K¡4½�Ò
Á
¢*Ê
¼Q¤0¡4½�¡�Ò
¿ç¼\Ì
¡�Í�¼QÅWÊ
¿ç¼{£>Ë�¡4Ã
£Q½�Ë�À�Ö�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿2Øo¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë
È
å{��������
�� ä ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

(
α + ν
ν

)
=

sinαπ

sin(α+ ν)π

(−1− α
ν

)
.

ê �
¬�È ë�í
�n���������
�
	�+Ëó����
���¯�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢�£>Ë�¡�Ã
£Q½�ËáÎ�À4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ÁgÌ
¡�Í,Ú0Â
Á
¢

(
α + ν
ν

)
=

Γ(α + ν + 1)

Γ(α+ 1)Γ(ν + 1)
=

=
Γ(α+ ν + 1)Γ(−α− ν)Γ(−α)

Γ(α + 1)Γ(−α)Γ(ν + 1)Γ(−α− ν) =

=
−π

sin(α + ν)π

− sinαπ

π

Γ(−α)

Γ(ν + 1)Γ(−α− ν) =

=
sinαπ

sin(α + ν)π

(−1− α
ν

)
,
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ýd���,ýdãWý��fâ�è��fâ Õ ÿÙ����é
Â�½�¡�Áo½�Ò
¼>Ö�¡4Ë�ÀHÍ�¡�£>é�¾�¡�¤�À�ÅJÀ�½�é
È
å{��������
�� ë ¯i~K£�Í�Á

n
ÛáÔ
¼�Í�¡�¼4ß,½�¡�£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼

(
α + n
n

)
= (−1)n

(−α− 1
n

)
.

ê �
¬�È ��í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯?ñ9¡�Í�¡HãáÁ
¢vË8ê��c��í
ν = n

ß
n = 0,∞ È_�*Ú0Â
¼Q½�¡�¢�Ä(¡�Ò
¢#ÚJÍ�¿ Ì
Ò
Á
Ë�¼�Ó¾�¼>Ê
Á�Õ

sin(ϕ+ πn) = (−1)n sinϕ
Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢yê �
¬�È ��í�È

å{��������
�� ñ ¯W�2Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼
n∑

k=0

(
α
k

)(
β

n− k
)

=
(
α + β
n

)
.

ê �
¬�È ª�í

�n���������
�
	�+Ëó����
���¯"�nÌ
¡�¢K¡4×Ré4ä~Ö�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿2Ø(¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�¡�ËMÒ,À�ÅQÍ�¡Hã�¼>Ê
Á
¼KÄ9Ú0Ê
¤0Ó
Ô
Á
Á

f(x) = (1 + x)α Ë�Ò�Õ0¾v �¼>Ã0Í�¡�Ò,ÀgÌ
¡�£Q½�¼>Ì
¼>Ê�Õ
¢ x ê³£>Ì
Ò,À4Ë�¼�¾
Í�Á
Ë�¡�¼áÌ
Ò
Á |x| < 1
í

¢K¡JãáÊ
¡RÅJÀ4Ì
Á
£WÀ�½�éáË6Ë�Á0¾�¼

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α
k

)
xk, (1 + x)β =

∞∑

m=0

(
β
m

)
xm;

ê �
¬�È à�í

(1 + x)α+β =
∞∑

n=0

(
α + β
n

)
xn = (1 + x)α(1 + x)β.

ê �
¬�È â�í

ñ9¡W¾�£Q½�À4Ë�Á
Ë8ê �
¬�È à�í2Ë�ê �
¬�È â�í�ß
Ê,À4Ã0¾�¼>¢

∞∑

n=0

(
α + β
n

)
xn =

∞∑

k=0

∞∑

m=0

(
α
k

)(
β
m

)
xk+m.

�b¾�¼�Í�À4Ë6ÅJÀ4¢K¼>Ê�ÚåÁ
Ê0¾�¼>¤0£>¡�Ë�£QÚ0¢K¢KÁ
Ò
¡�Ë�À4Ê
Á�Õ
k +m = n

ß,¡�¤�¡�Ê
Â,À�½�¼�Í�é�Ê
¡�Ì
¡�Í,Ú0Â
Á
¢
∞∑

n=0

(
α+ β
n

)
xn =

∞∑

n=0

∞∑

k=0

(
α
k

)(
β

n− k
)
xn,

¡4½�¤�ÚW¾�À�£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢¶½�¡�Î>¡
ß,Â�½�¡
(

β
n− k

)
= 0

Ì
Ò
Á
k > n

ß,£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½nê �
¬�È ª�í�È
Ý(À4Ò�Õ0¾,Ú9£bÖ�Á
Ê
¡�¢KÁ,ÀHÍ�é�Ê
¿ç¢KÁ{¤�¡#->Ä(Ä(Á
Ô
Á
¼>Ê�½�À4¢KÁ\¾
Í,Õ\¤�¡�¢KÌ,À4¤�½�Ê
¡�Ã\ÅJÀ4Ì
Á
£>Á{¤�¡#->Ä(Ä(Á0Ó

Ô
Á
¼>Ê�½�¡�Ë�Ò�Õ0¾�¡�Ë6 �¼>Ã0Í�¡�Ò,À�Á)'{Ú0Ò
é�¼9ÅJÀHÂ,À4£Q½4Ú0älÁ
£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú0äM½�£�Õ�£>Á
¢KË�¡�Í�¿�ñ9¡WØ�ÎQÀ4¢K¢K¼>Ò,À�È
�
�2Á
¢KË�¡�Í�¡�¢¶ñ9¡JØ�Î�À4¢K¢K¼>Ò,À6Ê,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ�Ë�¼�Í�Á
Â
Á
Ê,À

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
,

ê �
¬�È «�í

ÎU¾�¼
a
Ûá¤0¡�¢KÌ0Í�¼>¤�£>Ê,À�ÕgÌ
¡�£Q½�¡HÕ
Ê
Ê,À�Õ�ß�À

n = 0,∞ È
♦
Ü9£>Ì
¡�Í�é4Å>Ú�ÕÙ£>Ë�¡�Ã
£Q½�Ë�À�Î�À4¢K¢bÀHÓ�Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
Á�ß�Ê
¼Q½�Ò�ÚJ¾�Ê
¡!Ì
¡�Í,Ú0Â
Á�½�é!¡4£>Ê
¡�Ë�Ê
¡�¼áÄ9Ú0Ê
¤0Ó

Ô
Á
¡�Ê,ÀHÍ�é�Ê
¡�¼9£>¡�¡4½�Ê
¡4èR¼>Ê
Á
¼(¾
Í,Õg£>Á
¢KË�¡�Í�À6ñ9¡JØ�Î�À4¢K¢K¼>Ò,À

(a)n+1 = (a+ n)(a)n.
ê �
¬�È ��í
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¤
Ô
Á
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¡JÕ�½�Ê
¡�£Q½�Á�Á0Í�ÁoÁ
Ê�½�¼>Î>Ò,ÀHÍ�¡�¢�¡4èRÁ
Ö�¡�¤oÊ,À�ÅW¿çË�À4¼Q½�£�Õ

Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ

Φ(t) = erf (t) =
2√
π

t∫

0

e−x2

dx.
ê ��¥0È ¬Jí

Ý9¼>Ì
¡�£>Ò
¼�¾�£Q½�Ë�¼>Ê
Ê
¡°Á�Å\¡�Ì
Ò
¼�¾�¼�Í�¼>Ê
Á�Õ8£�Í�¼�¾,Ú�¼Q½�ß�Â�½�¡áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á�Õ
erf (t)

ÎiÏ8Ð�Ñ�ÒdÓ#Ò

Ê
¼>Ì
Ò
¼>Ò
¿çË�Ê,À8Á~¢K¡�Ê
¡4½�¡�Ê
Ê
¡!Ë�¡4ÅWÒ,À4£�½4À4¼Q½n¡4½!Ê�ÚWÍ,ÕÙ¾�¡
erf (∞) = 1

ß
½�À4¤g¤0À4¤

erf (∞) =
2√
π

t∫

0

e−x2

dx =
1√
π

Γ
(1

2

)
= 1.

ê ��¥0È ¥�í

Ý(À4Ò�Õ0¾,Úå£(Ä9Ú0Ê
¤
Ô
Á
¼>Ã
erf (t)

Ò,À4£>£>¢bÀ�½�Ò
Á
Ë�À4äM½áÄ9Ú0Ê
¤
Ô
Á
ä

Erf (t) = 1− erf (t) =
2√
π

[√
π

2
−

t∫

0

e−x2

dx

]

Á0Í�Ág£9Ú0Â
¼Q½�¡�¢yê ��¥0È ¥�í

Erf (t) =
2√
π

[ ∞∫

0

e−x2

dx−
t∫

0
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z0 = −2 + 3i�9ý�Ïíü_ôKü � ý�ò�)Vöø�Ï�Ï w = 1/(z − 1)3
Ñ

	 Ó#Ñ û#ÑEñIòeó9ô�Ï¹òeø�ò��8Ï9ô�Ï9ù�öVÐû��#"*
��Qø9û���Ï�"
f(z) = u + iv

��üjÏ9÷kõKöVÐô5ø�ü_ó���öó8Ðô5õ�Ï9ôKö����5ø�ü_ó
+ Ï��8Ï,�>ø�Ï��aü_óRþ3ù�ò�Ðô�ÏDÏí÷kø�òkù�öø�Ï�"

f(z0)

- þ u = −y3 + 3x2y + 2x, f(1) = 2 + 2i;

� þ v = x2 − y2 + 4xy − y − 2x, f(i) = 1− 2i.
	 Ó#Ñ � Ñ�.0/�ù�Ï8Ð��8Ï9ô�� ∫

Γ

|z|z dz,

	1��ö
Γ 2 {|z| = 1, Re z > 0, Im z 6 0} Ñ	 Ó#Ñ � Ñ�.0/�ù�Ï8Ð��8Ï9ô�� ∫

Γ

cos z

z(z − π)
dz,

	1��ö
Γ 2 òKþ |z − 3| = 1

 � þ |z| = 3
 �õQþ |z| = 4

Ñ
	 Ó#Ñ �#Ñ�ñIòeó9ô�ÏDÏ3��ü�Ðô5ý�ü�Ï9ô���ü � �Rò�Ðô��jÐ1�pü'�8Ï��aü�Ðô�ÏíýQú#�Rò

∞∑

n=0

(n + i)
( z

1 + i

)n
+

∞∑

n=1

n2

zn
.

	 Ó#Ñ ÒdÓ#ÑSñIòeó9ô�Ï4��öý9õ�/1ö�ô5ý�Ï�ù���öø�ò�ý�òe÷5��ü�)/öø�Ï9ú%
��Qø9û���Ï�Ï
f(z) = exp(cos 2z)

õtýpú#�%��ü
ÐôKö5��öø9ú��

z + π/4
Ñ

	 Ó#Ñ Ò�Ò�Ñ�ñIòeó9ô�Ïíõ0Ðkö6��ü_ý�òeø�ü_õ0Ðû�Ï�öIý�òe÷5��ü�)Vöø�Ï9ú7�Ròeø9ø�ü_ó8
��Qø9û���Ï�Ï$��ü�ÐôKö5��öø9ú��
z − z0

- þ z

z2 + 1
, z0 = −3 + i;

� þ 6z − 144

72z2 + 6z3 − z4
, z0 = 0;

õQþ
z sin π

z − 1

z − 2
, z0 = 2.

	 Ó#Ñ Òdê#Ñ:9���ú4
��Qø9û���Ï�Ï
1/(ez + 1)

ø�òeó9ô�Ï�Ï9÷�ü��8Ï9ý�ü_õpòeø9ø�/1ö�ü�Ðkü � /1ö�ôKü_ù9û�Ï�Ï¹ü��9ý�ö���ö��8Ï9ô��
Ï��tô�Ï���Ñ	 Ó#Ñ Ò 	 Ñ�9���ú7�Ròeø9ø�/;�3
��Qø9û���Ï9ó�ø�òeó9ô�Ïíõ�/�ù�öô�/ õ<�Qû�òe÷Pòeø9ø�/=��ü�Ðkü � /;��ôKü_ù9û9ò��òKþ z + 3

z2 + 1
sin(z + i), z = −i ÿ � þ z3 − 1

(z + 1)(z − 2i)3
, z = 2i ÿ

õQþ
z3 exp(7/z2), z = 0 ÿ 	eþ ez2 − 1− z2

sin z − z + z3/6
, z = 0 ÿ

�Eþ 2z + i

z2 + 4
sin π

z + 3

2z
, z =∞ ÿ öPþ

z2 sin
2π + i

z
, z =∞ Ñ



yk�4þ+�����4þ8Ü#� Õ9� ��ççÿ�����þð������é ê�û#Ò
	 Ó#Ñ Ò]&8Ñ�.0/�ù�Ï8Ð��8Ï9ô���Ï9ø9ôKö5	ký�ò���/

òKþ ∫

|z|=2

z3 cos(2i/z)dz ÿ � þ
∫

|z|=1/4

e2z − cos 9z

z ch (πiz)
dz ÿ

õQþ ∞∫

−∞

1

x4 + 10x2 + 9
dx ÿ 	eþ ∞∫

−∞

x sin x/2

(x2 + 1)(x2 + 9)
dx ÿ

�Eþ 2π∫

0

1

6 +
√

35 sin t
dt ÿ öPþ 2π∫

0

1

(
√

7 +
√

2 cos t)2
dt
Ñ

	 Ó#Ñ Ò . Ñ�ñIòeó9ô�Ï�ü � ý�òe÷�/��Qû�òe÷Pòeø9ø�/;�3�>ø�ü�)/öVÐô5õ>�9ý�Ïí÷Pò��Ròeø9ø�/;�íü_ôKü � ý�ò�)Vöø�Ï9ú#�
- þ E : {0 < Re z < π/2, Im z > 0}, w = cos z;

� þ E : {|z| = 2, Im z < 0}, w = ln z;õQþ
E : {Re z > 1}, w = (z − 3 + i)/(z + 1 + i).

	 Ó#Ñ Òdû#Ñ:?Xü_ø�
Iü_ý��>ø�ü�ü_ôKü � ý�òe÷VÏ9ô��íü � �Rò�Ðô�� D : {Re z > −1} ø�ò�ü � �Rò�Ðô�� D∗ : {|w| < 1}�9ý�Ï$�$Ð���ü_õ�Ï9ú#�
w(0) = 0

 
arg w′(0) = π

Ñ
	 Ó#Ñ Ò � Ñ�ñIòeó9ô�ÏDÏ9÷�ü � ý�ò�)Vöø�Ï�ö(�Qû9òe÷Pòeø9ø�/;�3
��Qø9û���Ï9ó

òKþ
t4e−5t ÿ � þ

t∫

0

τ2 cos(t− τ)dτ
Ñ

	 Ó#Ñ Ò � Ñ�ñIòeó9ô�Ï�ü_ý�Ï�	VÏ9ø�ò��8��ü�÷Pò��Ròeø9ø�ü��@�TÏ9÷�ü � ý�ò�)Vöø�Ï�"òKþ 2

p3 − 8
ÿ � þ p + 4

p2 + 4p + 5

Ñ
	 Ó#Ñ Ò��#Ñ#AB��ü��aü�CD��"�
Iü_ý��@����/E9("Xò��aö���ú�ø�òeó9ô�Ï"ù�ò�Ðô5ø�ü5ö1ý�ö5FVöø�Ï�ö;�8Ï�
(
Iöý�öø���ÏRò����5ø�ü�	�ü

�Qý�òeõ5ø�öø�Ï9ú
ẍ + ẋ =

1

(1 + et)2
, x0 = ẋ0 = 0.

	 Ó#Ñ ê�Ó#ÑHGI��öý�ò���Ï�ü_ø9ø�/I�J�aöôKü���ü���ý�ö5F�Ï9ô��"÷Pò��Rò�ù��7?Xü�F�Ï
- þ ẍ + 2x = et, x0 = 1, ẋ0 = 2;

� þ ẍ + 3ẋ− 10x = − sin 3t, x0 = 3, ẋ0 = −1;õQþ
ẍ + 4x = tθ(t)θ(1− t) + (2− t)θ(t− 1)θ(2− t),

x0 = ẋ0 = 0.

	 Ó#Ñ ê#Ò�Ñ:G���ögýRò���Ï�ü_ø9ø�/��K�aöôKü���ü���ø�òeó9ô�Ï$ü � CVööIý�ö5FVöø�Ï�ö6�8Ï�
(
Iöý�öø���Ï�ò����5ø�ü�	�üL�Qý�òeõ5ø�ö�Mø�Ï9ú
tẍ− 2(3t + 1)ẋ + (9t + 6)x = 0.	 Ó#Ñ ê�ê#ÑHGI��öý�ò���Ï�ü_ø9ø�/I�J�aöôKü���ü���ý�ö5F�Ï9ô���Ð]Ï8ÐôKö��@�N�8Ï�
(
Iöý�öø���Ï�ò����5ø�/;�$�Qý�òeõ5ø�öø�Ï9ó

{
ẋ = 3x + 2y,
ẏ = 5x/2− y + 2,

x0 = 0, y0 = 1.
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ê3&8Ñ6waõ�	ký�ò�
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ê�û#Ñ6w^
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