ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 3 
Тема работы: Анализ стационарных состояний нелинейной динамической системы. Фазовый портрет системы. 
Цель работы: На модельных примерах нелинейных динамических систем научится анализировать состояния равновесия (статические состояния) технических объектов и стоить их портрет в пространстве фазовых переменных. 
Задание: Задана нелинейная система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая эволюцию некоторой технической системы. Найти точки покоя системы, определить тип каждой точки покоя, построить фазовый портрет системы. Сделать заключение об устойчивости состояний равновесия системы и характере переходного процесса при нарушении условий равновесия. 
Теоретическая часть 
Математическая модель динамической системы считается заданной, если введены фазовые координаты 
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 системы, однозначно определяющие ее состояние, и указан закон эволюции – закон изменения состояния системы во времени. 

Закон эволюции динамической системы описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений 
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- го порядка 
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Качественный анализ автономной динамической системы (с одной степенью свободы) на фазовой плоскости.

Рассмотрим автономную динамическую систему второго порядка (
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(1)

предполагая, что функции 
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 непрерывно дифференцируемы (в этом случае заведомо справедлива теорема о существовании и единственности решения системы уравнений (1)). Уравнениями вида (1) описываются математические модели многих механических, радиотехнических, электромеханических систем. 

Точки фазовой плоскости, в которых правая часть системы (1) обращается в нуль 
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(2)
называются положениями равновесия (или точками покоя, или особыми точками) системы. Эти точки (состояния равновесия системы) классифицируются в зависимости от поведения фазовых траекторий в малых окрестностях этих точек. Это обстоятельство позволяет при определении типа особой точки ограничиться анализом линеаризованных уравнений. 
Вывод линеаризованных уравнений. 
Пусть 
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 - исследуемое состояние равновесия системы, т.е. 
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Разлагая правые части системы (1) в ряды Тейлора в окрестности точки равновесия, получим 
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Переходя к новым переменным (т.е. перенося начало координат в исследуемую точку) 
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и вводя обозначения (для элементов матрицы Якоби) 
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получим линейную систему 
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(3)
Классификация особых точек линейной системы. 
Характер равновесия системы (его устойчивость, асимптотическую устойчивость, неустойчивость) можно установить, не решая системы, на основе анализа собственных значений матрицы Якоби – матрицы 
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, входящей в (3). 


Пусть 
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 - спектр матрицы Якоби, т.е. корни квадратного уравнения 
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(4)

[image: image23.wmf](

)

(

)

0

21

12

22

11

22

11

2

=

-

+

l

+

-

l

a

a

a

a

a

a


Если матрица линейной системы не вырождена, т.е. 
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, то возможны следующие ситуации. 
Вариант 1. Корни характеристического уравнения вещественны, различны, одного знака: 
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В этом случае точка покоя называется узлом. 

Если 
[image: image27.wmf]0
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, то - это неустойчивый узел (положение равновесия неустойчиво). В данном случае особая точка действует как «источник» - фазовые кривые, соответствующие различным решениям, имеют вид парабол, выходящих из начала координат (в плоскости 
[image: image28.wmf]2
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) и удаляющихся от него (последнее надо понимать так, что изображающая точка на фазовой плоскости удаляется с ростом 
[image: image29.wmf]t

 от начала координат). 

Если 
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, имеем устойчивый узел (положение равновесия асимптотически устойчиво). В данном случае особая точка ведет себя как «сток» - фазовые траектории, соответствующие различным решениям (различным начальным данным) с увеличением времени «входят» в эту точку, или, говоря точнее, асимптотически стремятся к ней. 

Построение фазового портрета в случае узла следует начинать с вычисления собственных векторов матрицы 
[image: image31.wmf]A

. Прямые линии, проходящие через особую точку параллельно собственным векторам, являются фазовыми траекториями. Собственный вектор, соответствующий меньшему по абсолютной величине значению 
[image: image32.wmf]k
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, задает направление прямой, которой касаются другие фазовые траектории. 
Вариант 1а. Корни характеристического уравнения вещественные, равные и ненулевые (двукратный корень характеристического уравнения): 
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что имеет место при выполнении условия 
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В данном случае точка покоя является или вырожденным узлом или диакритическим узлом. Если 
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 - положение равновесия неустойчиво, если 
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 - положение равновесия асимптотически устойчиво. 

Диакритический узел имеет место только в случае системы 
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во всех остальных случаях (при 
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) точка покоя системы является вырожденным узлом. 


Вырожденный узел занимает промежуточное положение между фокусом (см. вариант 3) и узлом, поскольку при сколь угодно малом возмущении коэффициентов характеристического уравнения (4), кратный корень может перейти как в пару комплексно-сопряженных корней, так и в пару вещественных различных корней. 


Построение фазового портрета в окрестности вырожденного узла рекомендуется начинать с построения прямолинейных траекторий, проходящих через особую точку. 


Примером механической системы, состояние равновесия которой характеризуется устойчивым узлом, является маятник в среде с большим вязким трением (
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Вариант 2. Корни характеристического уравнения вещественны и имеют разные знаки: 
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Такую точку покоя называют седлом (положение равновесия неустойчиво). Фазовые траектории имеют вид гипербол, вдоль ветвей которых, изображающая точка (говоря условно) сначала приближается к началу координат, а затем удаляется от него. Две фазовые кривые, проходящие через начало координат, называются сепаратрисами седла. 
Угловые коэффициенты 
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 сепаратрис седла определяются как корни уравнения 
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Направления сепаратрис можно определить, вычислив собственные векторы матрицы 
[image: image44.wmf]A

, соответствующие собственным значениям 
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. Направления сепаратрис седла совпадает с направлением собственных векторов. Построение фазового портрета в окрестности седла рекомендуется начинать с построения сепаратрис. 

Неустойчивой седловой точкой характеризуется верхнее (неустойчивое) положение равновесия маятника. 

Вариант 3. Корни характеристического уравнения комплексные с отличной от нуля вещественной частью: 
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Точка покоя системы называется в данном случае фокусом. Фазовые траектории имеют вид логарифмических спиралей. Причем, если 
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, то изображающая точка, двигаясь по соответствующей спирали, удаляется от начала координат, и имеем неустойчивый фокус (положение равновесия неустойчиво). Если 
[image: image49.wmf]0

<

a

, то изображающая точка с течением времени неограниченно приближается к началу координат; точка покоя является устойчивым фокусом (положение равновесия асимптотически устойчиво). 


В случае устойчивого или неустойчивого фокуса, начало координат имеет вид соответственно «стока» или «источника» фазовых траекторий. 

Примером состояния равновесия типа устойчивого фокуса служит положение равновесия маятника в среде с малым вязким трением (
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Вариант 4. Корни характеристического уравнения комплексные, чисто мнимые: 
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Точка покоя называется центром (положение равновесия устойчиво по Ляпунову, но не асимптотически устойчиво). Траекториями системы в фазовой плоскости являются окружности с центром в начале координат. 

Физическим примером системы, в которой состояние равновесия характеризуется особой точкой типа центр, является классический гармонический осциллятор – маятник в среде без трения (
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, консервативная колебательная система с одной степенью свободы). 
Если матрица системы (3) вырождена, т.е. 
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, то возможны следующие ситуации. 

Вариант 5. Корни характеристического уравнения вещественны, различны, один из них равен нулю: 
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В фазовой плоскости имеется прямая линия (
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), все точки которой являются особыми. Все фазовые траектории системы являются параллельными прямыми линиями. Если 
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 - положение равновесия неустойчиво, если 
[image: image57.wmf]0
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 - положение равновесия устойчиво, но асимптотической устойчивости нет. 

Вариант 6. Оба корня характеристического уравнения нулевые: 
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В этом случае любая точка фазовой плоскости является точкой покоя. 


Таким образом, в зависимости от величины и знака корней характеристического уравнения линеаризованной системы (3) исходная система (2) может иметь шесть различных типов положения равновесия: 


( устойчивый узел; при отклонении от положения равновесия в линеаризованной системе имеет место апериодический затухающий переходный процесс; состояние равновесия асимптотически устойчиво; 


( неустойчивый узел; при отклонении от положения равновесия в линеаризованной системе имеет место апериодический нарастающий переходный процесс; 


( седло; положение равновесия неустойчиво; переходный процесс представляет собой апериодический уход от неустойчивого состояния равновесия; 


( устойчивый фокус; переходный процесс в линеаризованной системе имеет характер затухающих колебаний; состояние равновесия асимптотически устойчиво; 


( неустойчивый фокус; переходный процесс при малых отклонениях от положения равновесия имеет характер нарастающих колебаний; состояние равновесия неустойчиво;


( центр; при малых начальных отклонениях от положения равновесия в системе возникают периодические колебания, амплитуда которых определяется начальными условиями; состояние равновесия устойчиво, но асимптотической устойчивости нет. 


Состояния равновесия, описываемые особыми точками типа узел, седло и фокус, являются грубыми. Это означает, что характер равновесия (или топологический тип особой точки) не меняется при достаточно малых изменениях правых частей системы (1) и их производных (т.е. коэффициентов системы (3)). Положение равновесия типа центр (и вырожденные типы состояний равновесия – 1а, 5, 6) является негрубым. Это означает, что при сколь угодно малом изменении правых частей системы (1) или их первых производных происходит качественное изменение типа состояния равновесия (центр может стать фокусом, вырожденный узел может стать фокусом или узлом). 

Из сказанного следует, что при переходе от линейной системы уравнений (3) к нелинейной системе (т.е. при переходе от плоскости переменных 
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 к плоскости 
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) тип особой точки и характер равновесия для узла, седла и фокуса сохраняются. Центр может либо остаться центром, либо перейти в фокус, вырожденный узел может либо остаться вырожденным узлом, либо перейти в фокус или узел. В последнем случае (варианты 1а, 5, 6) требуется более тонкое исследование устойчивости с сохранением в системе (3) нелинейных слагаемых. 
Порядок выполнения задания 
1. Присвойте переменной ORIGIN значение, равное единице. 
2. Решите систему нелинейных уравнений (2) и определите координаты особых точек в плоскости фазовых переменных 
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3. Вычислите частные производные от правых частей заданной системы уравнений (1) и сформируйте матрицу Якоби. 
4. Вычислите значения элементов матрицы Якоби в первой особой точке и сформируйте матрицу А линейной системы уравнений (3). 
5. Вычислите собственные значения матрицы А и определите характер особой точки. 

6. Выбрав несколько (8-12) начальных точек в фазовой плоскости, решите для каждой из них задачу Коши (с использованием встроенной функции rkfxed). Начальные точки рекомендуется выбирать близкими к началу координат (т.е. к особой точке) для неустойчивых точек и удаленными от начала координат – для устойчивых особых точек. 
7. Изобразите все фазовые траектории на одном графике. Если получившаяся картина не достаточно ясно передает характер фазового портрета линейной системы, вернитесь к п.6 и измените координаты начальных точек. 
8. Повторите пункты 3-6 для каждой особой точки и соответствующей линейной системы уравнений. 
9. Аналогичным образом постройте фазовый портрет нелинейной системы уравнений. На этом портрете должны быть отображены все особые точки исходной системы. 
10. Сформулируйте выводы по проделанной работе. 

11. Сохраните рабочий документ. 
При выполнении п.6, п.7 определите фиксированные размеры поля графика, например, квадрат 
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. Эти размеры используйте для всех особых точек, строя фазовые портреты линейных систем. При построении фазового портрета нелинейной системы, где изображаются все особые точки, размеры следует изменить, в зависимости от координат особых точек. 
В приведенном ниже примере предполагается, что динамическая система описывается нелинейной системой дифференциальных уравнений: 
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Âû÷èñëÿåì âî âòîðîé îñîáîé òî÷êå (x,y)=( 2, 2 ) ìàòðèöó ßêîáè è åå ñîáñòâåííûå
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VI.  Îïðåäåëÿåì òèï òðåòüåé îñîáîé òî÷êè
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[image: image69.wmf]VII.  Còðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò ëèíåéíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåòüåé îñîáîé òî÷êå  ( -1, -1 )

 - ïðàâûå ÷àñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â  îêðåñòíîñòè 

  òðåòüåé îñîáîé òî÷êè. 
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[image: image70.wmf]VIII.  Ñòðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò èñõîäíîé íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

 - ïðàâûå ÷àñòè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÎÄÓ, çàïèñàííîé â

íîðìàëüíîé ôîðìå. Èñïîëüçóþòñÿ  ïðè ÷èñëåííîì

ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà. 
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