КУРС ОБЩЕЙ  ФИЗИКИ

АВТОР Э.Б. ШОШИН

Занятие №3. ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ

§ 1. ПЕРИОДИЧЕСКОЕ   ДВИЖЕНИЕ

Периодическими процессами называются такие изменения состояния системы,  при которых она многократно, через некоторые промежутки времени, возвращается в одно и то же состояние. Например: вращение тел; многократно повторяющиеся движения тел по любым замкнутым кривым; колебательные процессы.


Когда периодически повторяются определенные состояния системы, но последовательность состояний, пробегаемых системой со временем, не повторяются, то такое движение называют затухающим. Примером могут служить затухающие колебания маятника, графически изображенные на рис. 1. Здесь периодически повторяются состояния х = 0, но скорости движения в каждой точке траектории и максимальное смещение  х0  уменьшаются.
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Рис. 1

§ 2. МЕХАНИЧЕСКИЕ ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ
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В реальных колебательных системах часть энергии расходуется на работу против сил трения, поэтому свободные колебания всегда затухают - их амплитуда постепенно уменьшается. Это можно наблюдать на опыте с маятником Д.Максвелла, представляющим собою диск, ось которого подвешена на двух накручивающихся на нее нитях (рис.2).

Рис 2

Под   действием   силы   тяжести   маятник Д.Максвелла совершает колебания в вертикальном направлении и вместе с тем  крутильные                                колебания вокруг своей оси. 

Закрутив маятник, мы поднимем его на высоту Н над положением равновесия (условным нулевым уровнем) и сообщаем ему потенциальную энергию mqН. Опустившись до положения равновесия,    маятник,  энергия   которого   перешла теперь в кинетическую, не остановится, а начнет опять подниматься, нити будут вновь накручиваться на ось.

Однако маятник поднимется теперь на меньшую высоту – часть его кинетической энергии израсходовалась на преодоление сопротивления воздуха и трения нити об ось. Совершив ряд колебаний с убывающей амплитудой, маятник остановится.

Потеря энергии происходит и при колебаниях под действием упругих сил. Так как вполне упругих тел не существует, а деформация не вполне упругих тел сопровождается частичным переходом механической энергии в энергию хаотического теплового движения частиц этих тел. В случае электрических колебаний часть электрической энергии в форме тепла также переходит в энергию теплового движения частиц проводника и окружающего воздуха.

При небольших скоростях движения силы, вызывающие затухание колебаний, пропорциональны величине скорости. Будем называть эти силы, независимо от их происхождения, силами трения или сопротивления (Fтp)
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,                                                  (1)

где r - коэффициент трения, а v - скорость движения.

Знак минус указывает, что силы трения всегда направлены в сторону, противоположную движению.

Напишем второй закон Ньютона для затухающих прямолинейных колебаний тела

     ma =  kx - rv,                                                  (2) 

где m - масса колеблющегося тела, a - его ускорение, kx - возвращающая сила, - rv - сила трения.

Заменив 
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  и перенося все члены в левую часть  уравнения, получим                                                                                                                                                                                                                                   
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Массу m, коэффициент трения r и коэффициент упругости k  иногда называют параметрами колеблющейся системы.

В результате решения дифференциального уравнения (3) получается следующая зависимость смещения от времени (без вывода ):
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где  е - основание натуральных логарифмов.
   Выражение                            
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представляет собой амплитуду колебания в произвольный момент времени t. 

Циклическая частота затухающих колебаний  (  равна
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где (0 - циклическая частота собственных колебаний системы  
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Из выражения (5) видно, что амплитуда затухающих колебаний уменьшается тем быстрее, чем больше коэффициент трения и чем меньше масса m колеблющегося тела, т.е. чем меньше инертность системы.

Найдем отношение амплитуд двух последующих                                      [n-го и (n+1)-го] колебаний. Иначе говоря, найдем отношение их значений в моменты времени t и t+T, где Т - период колебаний. В случае затухающих механических колебаний тела под периодом колебаний Т следует понимать промежуток времени между двумя последовательными прохождениями тела через положение равновесия с одинаковой по направлению скоростью.
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     или                                                   
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 где ( - коэффициент затухания, равный
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Натуральный логарифм отношения амплитуд смешений, следующих друг  за другом через промежуток времени Т, называется логарифмическим декрементом затухания ( :
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Поясним физический смысл величин ( и (.

Обозначим через ( промежуток времени, за который амплитуда колебаний уменьшается в е раз. Тогда
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Коэффициент затухания (  есть физическая величина, обратная промежутку времени (, в течение которого амплитуда убывает в е раз. Время (  называется временем релаксации. Пусть, например, ( = 102 c-1 это означает, что амплитуда колебаний убывает  в е раз за 10-2с. Логарифмический декремент характеризует убывание  амплитуды колебания за один период. Пусть N - число колебаний, после которых амплитуда уменьшается в е раз. Тогда

                                                               ( = N(T
и
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Логарифмический декремент затухания ( есть физическая, величина, обратная числу колебаний N, по истечении которых амплитуда убывает в е раз.

Пусть, например, ( = 0,01. Это значит, что амплитуда колебаний убывает в е раз по истечении 100 колебаний.
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Если затухание колебаний не очень велико, то оно почти совсем не сказывается на величине периода (рис.3). При                 

        большом                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   коэффициенте 
                                           Рис 3. 

                                                                                                                                 затухания происходит не только быстрое уменьшение амплитуды, но и заметно  увеличивается период колебаний. Когда сопротивление становится      равным    критическому, т.е.

                              r = rk = 2 m(0  или  ( = (0,
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то, как видно из уравнения (6) циклическая частота затухающих колебаний обращается в нуль.
   Следовательно, колебания
 прекращаются: система, выведенная какими-либо внешними силами    из                                положения равновесия,   после   прекращения действия этих сил возвращается в положение
                        Рис 4

 равновесия апериодически (рис. 4). Отличие колебательного движения от апериодического состоит в следующем. При колебательном движении система, возвращаясь в положение равновесия, имеет некоторый запас кинетической энергии. В случае апериодического движения вся кинетическая энергия колеблющейся системы к моменту ее возвращения в положение равновесия оказывается израсходованной на преодоление трения. При очень большом  трении апериодическое движение будет происходить весьма медленно.

§ 3. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ КОНТУР

Рассмотрим электрическую цепь (рис.5), состоящую из последовательно соединенных конденсатора емкостью С,  соленоидальной катушки с индуктивностью L, электрического сопротивления R, ключа К. Если при разомкнутом ключе К конденсатор зарядить до разности потенциалов ((1 - ((2, а затем замкнуть ключ, то конденсатор  начнет  разряжаться
и   в   цепи
возникнет электрический ток изменяющийся с течением времени.

[image: image69.png]


                                                                                                                                     Оказывается,  что  если  размеры  этой  электрической цепи не слишком велики, а емкость конденсатора и индуктивность катушки не слишком малы, то можно считать, что в каждый момент времени сила тока во всех сечениях этой цепи 

Рис 5.

                                                                                                                                                                                                                               одинакова. Поэтому мгновенные   значения  силы переменного тока I должны удовлетворять всем  законам для цепей постоянного тока.                                                                                              
Такие переменные токи называются квазистационарными. Найдем вид зависимости силы квазистационарного тока от времени для цепи, изображенной на рис. 5, причем для  простоты будем считать, что   электрические сопротивления катушки L, соединительных проводов и ключа равны нулю.             

По закону Ома для участка цепи ILR2 имеем

                                                             I(R=((+(,                                    (11)            
где I, (( и ( - соответственно, мгновенные значения силы тока в цепи, разности потенциалов между обкладками 1 и 2 конденсатора и алгебраической суммы э.д.с., приложенных на рассматриваемом участке цепи. На участке цепи ILR2 приложена только э.д.с. самоиндукции, возникающая в катушке при протекании по ней переменного тока. Поэтому
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и уравнение (11) примет вид
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Обозначим заряд первой обкладки конденсатора через q. Тогда сила тока I в цепи равна
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 Знак минус в формуле (13) введен потому, что положительному направлению тока   I, принятому при составлении уравнения (11) и указанному на рис. 5, соответствует убывание  положительного заряда первой обкладки конденсатора
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Подставив выражения (13), (13') и (14) в (12), получим 
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По своей форме это дифференциальное уравнение аналогично дифференциальному уравнению свободных затухающих колебаний груза, подвешенного на пружине (см.занятие №1 Гармонические колебания, уравнение 3)
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Аналогом массы груза m является индуктивность цепи L, аналогом коэффициента сопротивления r - сопротивление цепи R, а аналогом коэффициента упругости пружины, k - величина, обратная емкости.

Решение уравнения (16) имеет следующий вид:
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где 
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- циклическая частота затухающих колебаний груза на пружине, а АО и (0 начальные значения амплитуды и фазы.

Заменив в (17) и (18) m, r  и   (0, соответственно, на L, R и 
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, найдем решение дифференциального уравнения (15)
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Таким образом, при замыкании заряженного конденсатора на цепь, состоящую из последовательно соединенных индуктивности и электрического сопротивления, заряд на обкладках конденсатора совершает затухающие колебании. Поэтому изображенная на рис. 5 цепь получила название колебательного контура.

Величина
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называется коэффициентом затухания.

Амплитуда  А  колебаний заряда  q  конденсатора, как видно из (19), равна
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Разность   потенциалов   (
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 между   обкладками   конденсатора пропорциональна q (см. 14). Поэтому
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Из формул (13) и (19) найдем следующее выражение для силы тока в колебательном контуре
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Пусть в начальный момент времени (t = 0) заряд конденсатора q = qo и ток в цепи отсутствуют. Тогда из (19) и (24) имеем

                                                     Аsin (0 = q0 

и                                                                 
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откуда для начальной фазы (0 и начальной амплитуды Ао получим следующие выражения
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Таким образом, начальная фаза и амплитуда колебаний в контуре существенным образом зависят от его параметров: емкости, индуктивности и сопротивления.

Период  Т  затухающих колебаний в колебательном контуре равен
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С увеличением сопротивления R контура период колебаний в нем возрастает и при 
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  выражение (19) уже не является решением дифференциального уравнения (15), и процессы, происходящие в контуре при разряде конденсатора, не носят периодического  характера.  Такой  разряд  конденсатора  называется апериодическим.

§ 4. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ

1. Какие процессы называют периодическими?

2. Какие колебания называют затухающими?

3. Какую величину называют логарифмическим декрементом затухания?

4. Какой промежуток времени называют временем релаксации?

5. Чем отличается реальный колебательный контур от идеального?

6. Каким выражением определяется частота затухающих колебаний для шарика на пружине и для колебательного контура?

7. Какую физическую величину называют коэффициентом затухания? 

8. Как определяется период затухающих механических и электромагнитных колебаний?

9. Что происходит с периодом электромагнитных колебаний, если сопротивление в контуре растет?

10. Приведите примеры затухающих колебаний, которые Вы встречали на практике.

§ 5. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Пример 1. Измерениями установлено, что логарифмический декремент затухания камертона, колеблющегося с частотой 100 с-1 равен 0,002. Через какой промежуток времени амплитуда колебаний возбужденного камертона уменьшится в 100 раз? Как изменится при этом энергия колебаний? 

	Дано:

ν = 100 с-1
( = 0,002
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	Решение. Амплитуда затухающих колебаний изменяется со временем t по закону (см. формулы 5,8,9)

                                  А = А0е-(t,                                          (1)

где  
[image: image41.wmf]Т

d

b

=

 - коэффициент затухания, ( - логарифмический декремент затухания и Т – период колебаний, равный 
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Поэтому формулу (26) можно записать еще и так

                                                   А = А0е-δ(t.
Отсюда
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Энергия колебаний Е пропорциональна квадрату произведения амплитуды и частоты колебаний
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В данной задаче m = const и (= 2(( = const. Поэтому 
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Вычислим: 
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]
Пример 2. Логарифмический декремент затухания математического маятника равен 0,2. Найти, во сколько раз уменьшится амплитуда колебаний за одно полное колебание маятника?

	Дано:

( = 0,2

A1/A2 =?
	Решение. В произвольный момент времени t выражение для амплитуды  затухающих колебаний имеет вид (см. формулу (5))

                                   A=Aoe-(t,                                                                         (1) 

                                     


где ( - коэффициент затухания. 

Логарифмический декремент затухания ( связан с (  так

                     ( = (Т,                                                             (4) 

где Т - период колебаний.

Поэтому с учетом (4) выражение (26) запишем в виде 
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Тогда                            
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где A1 и А2 - амплитуды колебаний в момент времени Т и t +T (т.е. через период), соответственно.

Найдем:    
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Пример 3. Батарея, состоящая из двух одинаковых заряженных конденсаторов емкостью 10 мкФ, включается в цепь, индуктивность и активное сопротивление которой равны 10 мГн и 40 Ом. Определить период возникающих в цепи электромагнитных колебаний, если конденсаторы соединены параллельно и последовательно.

	Дано:

С0 = 10 мкФ

L = 10 мГн

R = 40 Ом

Т1? T2?
	Решение. Период Т электромагнитных колебаний (см. формулу (25)) равен  
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где L - индуктивность контура, R - его активное сопротивление и                      С - емкость батареи конденсаторов. При параллельном и последовательном соединениях двух одинаковых конденсаторов емкостью Со значение емкости батареи соответственно равны 

                                                           C1 = 2С0 и С2 = С/2 

Поэтому искомые периоды колебаний T1 и Т2 можно найти по формулам 
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Пример 4. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью в             0,2 мкФ и катушки, индуктивность которой 5,07(10-з Гн. При каком логарифмическом декременте затухания разность потенциалов на обкладках. конденсатора через 10-3 с. колебаний уменьшится в 3 раза ? 

	Дано:             

С=0,2 МкФ

L=5,07(10-3 Гн

t=10-3 с

U0/U1=3

(=?
	Решение. Полагая сопротивление в колебательном контуре емкостью  С = 0,2 МкФ       достаточно малым, найдем период колебаний Т по формуле:
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Если UO и U1 - разности потенциалов на обкладках конденсатора, соответственно, при   t0=0 и t1 = 0,03 с. и  напряжение на конденсаторе изменяется по закону                
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   (см. 5,9 занятие №1).
Тогда                                           
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По условию, при Т = 10-3 соотношение Uo/U1 = 3.

Следовательно, 
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§ 6. ЗАДАЧИ ДЛЯ АУДИТОРНОГО И САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Задача 1. Математический маятник длиной 0,5 м, выведенный из положения равновесия, отклонился при первом колебании на 5 см, а при втором (в ту же сторону) на 4 см. Найти время релаксации, т.е. время, в течение которого амплитуда колебаний уменьшится в е раз, где                           е – основание натуральных логарифмов.

Ответ: t = 6,4 с.

Задача 2. Уравнение затухающих колебаний дано в виде 
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м. Найти скорость колеблющейся точки в моменты времени: 0, Т, 2Т.
Ответ: V1 = 7,85 м/c; V2 = 2,88 м/c; V3 =1,06 м/c.
Задача 3. Математический маятник длиной 1,2 м колеблется в среде с малым сопротивлением. Считая, что сопротивление среды не влияет на период колебания маятника, найти коэффициент затухания и логарифмический декремент затухания, если за 8 мин амплитуда колебаний маятника уменьшилась в три раза.

Ответ: 2,3 10-3 с.-1; 5,05(10-3.

Задача 4. Материальная точка совершает затухающие колебания с периодом 2 с. За 10 с. амплитуда колебаний уменьшилась в три раза. Найти коэффициент затухания и логарифмический декремент затухания колебаний.

Ответ: β = 0,11; δ = 0,22.
Задача 5. Гиря массой 500 г подвешена к спиральной пружине жесткостью 0,2 Н/см и совершает упругие затухающие колебания. Логарифмический декремент затухания равен 0,004. Сколько колебаний должна совершить гиря, чтобы амплитуда колебаний уменьшилась в два раза? За какой промежуток времени произойдет это уменьшение?

Ответ: N = 173; t = 2мин.52с.
Задача 6. Чему равна частота свободных  колебаний в контуре, состоящем из емкости 2,2 мкФ, индуктивности 0,12 мГн и активного сопротивления 15 Ом? 

Ответ: Свободных колебаний в контуре нет.

Задача 7. Свободные колебания в контуре происходят с частотой 250 кГц. Определить емкость в контуре, если индуктивность в нем равна 0,024 мГн и активное сопротивление равно 34 Ом.

Ответ: С = 1,4(104 пФ.
Задача 8. Какой длины волны будут создавать в вакууме свободные колебания, которые происходят в контуре с емкостью 2400 пФ, индуктивностью 0,054 мГн и активным сопротивлением 76 Ом?

Ответ: ( = 710 см.
Задача 9. Определить период свободных колебаний в контуре, состоящем из конденсатора емкостью 0,064 мкФ и катушки с индуктивностью                  0,18 мГн и активным сопротивлением 50 Ом.

Ответ: Т = 24 мкс.
Задача 10. Колебательный контур состоит из индуктивности 10-2 Гн, емкостью в    0,405 мкФ и сопротивления в 2 Ом. Найти, во сколько раз уменьшится разность потенциалов на обкладках конденсатора за время одного периода?

Ответ: в 1,04 раза
Задача II*. Чему равен логарифмический декремент затухания математического маятника, если за 1 мин амплитуда колебаний уменьшилась в два раза? Длина маятника 1 м.
Ответ: ( = 0,023.

Задача 12*. К вертикально висящей пружине подвешивают груз. При этом пружина удлиняется на 9,8 см. Оттягивая этот груз и опуская его, заставляют груз совершать колебания. Чему должен быть равен коэффициент затухания (, чтобы колебания прекратились через 10 с. (считать условно, что колебания прекратились, если их амплитуда упала до 1% от начальной).

Ответ: ( = 0,46 с.
Задача 13*. Амплитуда затухающих колебаний математического маятника за 1 мин уменьшилась вдвое. Во сколько раз она уменьшится за 3 мин?

Ответ: в 4 раза.

Задача 14*. Период затухающих колебаний 4 сек, логарифмический декремент затухания 1,6. Начальная фаза равна нулю. Смещение точки при 
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 = 4,5 см. Написать уравнение движения этого колебания.

Ответ: х = 6,7 е-0,4t. 
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Задача 15*. Математический маятник длиной в 24,7 см совершает затухающие колебания. Через сколько времени энергия колебаний маятника уменьшится в 9,4 раза? Задачу решить при значении логарифмического декремента затухания:  1) ( = 0,01 и 2) ( = 1.

Ответ: I) 120 с.; 2) 1,1 с..

Задача 1б*. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью               С = 2,22(10-9 Ф и катушки, намотанной из медной проволоки диаметром,             d = 0,5 мм. Длина катушки  
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= 20 см. Найти логарифмический декремент затухания колебаний.   Ответ:
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, где ( - плотность меди.

Задача 17*. Два конденсатора емкостью C1= 0,2 мкФ и С2=0,1 мкФ включены последовательно в цепь переменного тока напряжением 220 В и частотой 50 Гц. Найти: силу тока в цепи, 2) падение потенциала на первом и втором конденсаторе.

Ответ: 1) I = 4,6 мА, 2) U1 = 73,3 В, U2 = 146,5 В.
Задача 18*. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью в               7 мкФ и катушки индуктивностью 0,23 Гн и сопротивлением 40 Ом. Конденсатор заряжен количеством электричества 5,6(10-4 Кл. I) Найти период колебаний контура. 2) Найти логарифмический декремент затухания колебаний. 3) Написать уравнение   зависимости изменения разности  потенциалов на обкладках конденсатора от времени.   4) Найти значения  разности потенциалов в моменты времени 
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.                5) Построить график U == f(t) в пределах двух периодов.

Задача 19*. Колебательный контур состоит из конденсатора емкостью               0,2 мкФ и катушки индуктивностью 5,07(10-3 Гн. 1) При каком логарифмическом декременте затухания разность потенциалов на обкладках конденсатора за t =3 с. уменьшится в три раза? 2) Чему при этом равно сопротивление контура?

Ответ:δ = 0,22; R = 11,1Ом.
Задача 20*. Колебательный контур имеет емкость 1,1(10-9 Ф и индуктивность  5(10-3 Гн. Логарифмический декремент затухания равен 0,005. За сколько времени потеряется вследствие затухания 99% энергии контура?

Ответ:
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