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Тема 2. Законы распределения случайных величин 

1.2.1. Дискретные случайные величины 

Во многих прикладных задачах интерес представляет не сам исход 
эксперимента, а некоторое число, связанное с этим исходом. Например, 
при подбрасывании двух игральных костей интерес представляет сумма 
выпавших очков. Тогда каждому исходу (1,1), (1,2), …, (5,1), …, (6,6) 
будет соответствовать число, равное сумме очков, т. е. 2, 3, …, 6, …, 12. 
При двух выстрелах по цели интерес представляет число попаданий. 
Выборочное пространство включает в себя следующие исходы: 

}НННП,ПН,ПП,{=E , где П – попал, Н – не попал. 
Каждому исходу можно поставить в соответствие следующие чис-

ла: 2, 1, 1, 0. 
Определение. Случайной величиной называется числовая функция 

, где ei – исходы эксперимента. )( ieX
В литературе также встречается еще одно определение случайной 

величины как величины, которая в результате опыта может принимать 
то или иное значение, причем заранее (до опыта) неизвестное. 

Случайные величины обозначаются заглавными буквами X, Y, Z, …, 
а их конкретные значения – маленькими буквами x, y, z… 

Пример. Два носка выбираются случайным образом из ящика, 
в котором находится 5 коричневых и 3 зеленых. Записать элементы вы-
борочного пространства, соответствующие вероятности, и значения 
случайной величины X, где X – число коричневых носков. 

Решение 
Пусть событие В состоит в вытаскивании коричневого носка. 
Событие G состоит в вытаскивании зеленого носка. 
Результаты можно представить в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 

Элемен-
ты выбо-
рочного 
про-
странст-
ва 

BB BG GB GG 

Значения 
случай- 2 1 1 0 
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Таким образом, для случайной величины, принимающей, напри-

мер, значение 2, можно написать 
14
5)2( ==XP . 

В данном примере рассмотрена случайная величина дискретного 
типа. 

Определение. Дискретной случайной величиной называется вели-
чина, которая принимает конечное или бесконечное счетное множест-
во значений. 

Определение. Для дискретной случайной величины Х функция 
)()( xXPxf == , заданная для каждого значения х, называется законом 

распределения вероятностей для случайной величины Х. 
Из аксиом вероятностей следует, что функция )(xf  может быть за-

коном распределения случайной величины Х тогда, и только тогда, ко-
гда выполняются следующие условия: 

1. 0)( ≥xf  для каждого возможного значения Х. 
2. , суммирование для всех возможных значений Х.  ∑ =

x
xf 1)(

Закон распределения )()( xXPxf == , представленный для указан-
ного примера в табл. 1.2, называется еще рядом распределения. 

Таблица 1.2 
Ряд распределения случайной величины 

Значение xi 2 1 0  
Pi 0.35 54.027.027.0 =+  0.11 ∑ =1ip  

 
Ряд распределения представляется графически в виде многоуголь-

ника распределения. В этом случае по оси х откладываются все возмож-
ные значения Х, а по оси y – соответствующие им вероятности. Для 
примера с выбором носков многоугольник распределения имеет вид 
(рис. 1.5). 
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Рис. 1.5. Многоугольник распределения  
числа вынутых коричневых носков 

Пример. Проверить, является ли функция 
25

2)( +
=

xxf  законом 

распределения дискретной случайной величины для х, принимающего 
значения 1, 2, 3, 4, 5. 

Решение  

Подставляя различные значения х в )(xf , получаем 
25
3)1( =f ; 

25
4)2( =f ; 

25
5)3( =f ; 

25
4)4( =f ; 

25
5)5( =f . 

Так как все значения функции )(xf  неотрицательны и в сумме дают 

1
25
7

25
6

25
5

25
4

25
3)5()4()3()2()1( =++++=++++ fffff , 

то )(xf  может являться законом распределения дискретной случайной 
величины, принимающей значения . }5,4,3,2,1{

1.2.2. Функция распределения дискретной случайной величины 
Во многих задачах необходимо знать вероятность того, что случай-

ная величина Х примет значение меньше (или равное) некоторого зна-
чения х. 

Запишем вероятность того, что Х принимает значение меньше (или 
равное) х как )()( xXPxF ≤= . 

Определение. Функция )()( xXPxF ≤=  называется функцией рас-
пределения случайной величины Х. 

Для дискретной слу  чайной величины
,            (1.23) ∑

<
=

xx
i

i

xPxF )()(
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где  – значения, принимаемые случайной величиной Х; ix
  – значения вероятностей при )( ixP ixX = ; 

х – некоторое фиксированное значение Х. 
Свойства функции распределения вытекают из аксиом вероятно-

стей и их следствий и определяются в виде: 
1. 0)( =−∞F , 1)( =+∞F . 

2. Если a < , то b )()( bFaF ≤  

о,  
b

для любых значений a и b (функция 
неубывающая). 

При решении практических задач часто возникает необходимость 
вычислять вероятность тог что случайная величина примет значение 
в интервале от a до b или ( )XaP <≤ . Эта вероятность выражается че-
рез )(xF  следующим образом. 

Пусть тие А состоит в том, что Xсобы b< , событие В состоит 
в том бытие С с, что aX < , со остоит в том, что bXa <≤ . 

, по теорем жения вероятностей имеем Учитывая, что CBA += е сло
)()()( bXaPaXPbXP <≤+<=<  или 

b)()()( FbF a P a X+ <≤= , 
отсюда 

)()()( aFbFbXaP −=<≤ .    (1.24) 
Пример. Определить функцию распределения числа гербов при 

четы сываниях монеты. 

Объем выборочного остранства в данном учае  

рех подбра
Решение  

 пр сл  16=n :

16
1)0()0( === XPf ; 

16
4)1()1( === XPf ;

 
16
6)2()2( === XPf ;  

16
)3()3( === XPf ; 4

16
)4()4( === XPf . 1

Ряд распределения в данном случае представлен в табл.
Таблица 1.3 

яд распределения случайной ичины

0 1 2 3 4  

 1.3. 

Р вел  Х 

х 
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Используя формулу (1.23), определим значения функции распреде-

ления )(xF : 

16
1)0()0( == fF  ; 

16
5)1()0()1( =+= ffF  ; 

16
11)2()1()0()2( =++= fffF  ; 

16
15)3()2()1()0()3( =+++= ffffF  ; 

1)4()3()2()1()0()4( =++++= fffffF  . 
Функция распределения представляется в следующем виде: 

⎪
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Данная функция распределения может быть определена не только 
для значений, принимаемых случ ой величиной  всех веще-
ственных

айн , но и для
 чисел. Например: 

16
5)7.1( =F ;  1)100( =F ;   0)1( =−F             и т. д. 

По оси x откладываются значения случайной величины X, по оси y 
– значения функции

Рассмотрим построение графика функции распределения для пре-
дыдущего примера. 

 )(xF . Полученный график представлен на рис. 1.6. 
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Рис. 1.6. График функции распределения числа выпавших гербов  
при четырех подбрасываниях монеты 

 
Во всех точках разрыва функция распределения делает скачок, рав-

ный вероятности того, что случайная величина  Х  примет данное значе-
ние. 

Для дискретной случайной величины Х, принимающей значения 
,  и nxxx <<< ...21 )()( 11 xFxf = )()()( 1−−= iii xFxFxf , где 

. ni ,...,3,2=

Функция распределения )(xF  является универсальной характери-
стикой случайной величины. С помощью функции распределения зада-
ется закон распределения как для дискретных, так и для непрерывных 
случайных величин. 

1.2.2. Непрерывные случайные величины 

Определение. Непрерывной случайной величиной называется слу-
чайная величина, которая может принять любое значение из заданного 
числового отрезка. 

Вероятность любого отдельного значения непрерывной случайной 
величины равна нулю. Этот вывод можно получить из соотношения 
(1.24), согласно которому )()()( aFbFbXaP −=<≤  для дискретных 
случайных величин. 
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Если неограниченно уменьшать отрезок , полагая то 
в пре не в
того  вели

),( ba ab → , 
деле получим ероятность попадания на участок, а вероятность 

, что случайная чина aX = , т. е.  
)]()([lim)(lim)( aFbFbXaPaXP

abab
−=<≤==

→→
. 

Если функция )(xF  непрерывна в точке а, то этот предел равен нулю. 
Непрерывными случайными величинами называют еще величины, 

функция распределения которых везде непрерывна. Таким образом, об-
ладать нулевой вероятностью могут не только невозможные (как опре-
делялось ранее), а и возможные события. Это появляется при рассмот-
рении экспериментов, не сводящихся к схеме случаев. 

Как указывалось ранее, закон распределения для непрерывной слу-
чайной величины может быть задан с помощью функции распределения. 

Кроме этого, для задания закона распределения непрерывной случай-
ной )()( xFxf ′=величины используется функция , которая называется 
плотностью вероятности и которая является производной от функции 
распределения. Поэтому ее еще называют дифференциальной функцией, 
а функцию распределения называют интегральной функцией. 

Кривая, из называется кривой 
распределения; на рис. 1.7. 

 

 распределения 
 
Вероятность попадания непрерывной случайной величины на 

зок о

a
.    (1.25) 

ображающая плотность распределения, 
пример кривой распределения представлен 

Рис. 1.7. График плотности распределения,  
или кривая

отре-
т a до b определяется в виде 

=<<
b

dxxfbXaP )()( ∫

0

4
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8

7

6

5

1

2

3

x
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Геометрически вероятность попадания случайной величины X на 
участок равна площади под кривой распределения, опирающейся 
на этот  (см. рис. 1.8). 

 
 

a до b 

 ),( ba  
участок

 
Рис. 1.8. Геометрическая интерпретация вероятности  
попадания случайной величины на отрезок от 

 

b
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Заметим, что )(cf  – величина плотности распределения в точке с  – 
не определяет значение )( cXP = , как в случае дискретной случайной 
величины. Для  случайных величин вероятность определя-

азывалось
непрерывных

ется для некоторого интервала и, как уже ук , 0)( ==cXP  для 
любого значения с.  

 и b

(( b

Из этого следует, что не имеет значения, включаются точки a  
в интервал или нет, т. е.  

)()()) XaPbXaPbXaPbXaP <<=≤<=<≤=≤≤ . 

1.2.3 войства пл  вероятности . С отности

Из аксиом вероятности следует, что плотность вероятности )(xf  
непрерывной случайной величины Х удовлетворяет:  

1. 0)( ≥xf  для +∞<<∞− x . 

2. ∫
∞+

∞−
=1)( dxxf . 

Функция распределения непрерывной случайной величины Х 
с плотностью распределения )(xf  определяется в виде 

2

3

4

x 

)( bXaP < <

а b 
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∫
∞−

=≤=
x

dttfxXPxF )()()(          (1.26) 

для +∞<<∞− x . 
Свойства функции распределения для непрерывной случайной ве-

личины такие же, как для дискретной случайной величины, т. е. 
0)( =−∞F , 1)( =+∞F ; 

)()( bFaF ≤ , если ba < ; 

)()()( aFbFbXaP −=≤≤ . 

1.2.4. Числовые хар к

К основным числовым характеристикам относятся характеристики 
положения и характери

Формулы для определения
ляет

но ское ожидание, обозначаемое 

а теристики случайных величин 

стики рассеяния значений случайной величины. 
 этих характеристик зависят от того, яв-

ся ли случайная величина дискретной или непрерывной. 
Основной характеристикой положения или расположения случай-

й величины является математиче
)(xM  и определяемое едующим формулам: по сл

айных

 случайных величин.   

 – 

∑=
i

ii pxXM )(       для дискретных случ  величин;    (1.27) 

∫
∞+

= dxxxfXM )()(      для непрерывных

k

 
∞−

(1.28) 
В формуле (1.27) ix  – возможные значения случайной величины, 

ip соответствующие им вероятности. 
В формуле (1.28) )(xf  – плотность распределения случайной вели-

чины

Предполагается, что сумма 

. 

∑ ii px  и ∫
∞+

dxxxf )(  абсолютно сходят-
∞−

ся, в противном случае )(xM  не существует. 
Пример. В студенческой группе организована лотерея. Разыгры-

ваются две вещи стоимостью по 10 руб. и одн стоимостью 30 руб. -
реде я студента, 
если  50. 

а Оп
лить математическое ожидание чистого выигрыша дл
 он приобрел 1 билет стоимостью 1 руб., а всего билетов
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Решение. ть Х – лучайн личина, характеризующая сумму 
чистог ыигр для . 

Х  принять значение: 1,  студент ничего не выиграет;  
9, если его выигрыш – 10 руб.; 
29, если его выигрыш – 30 руб. 

Пус  с ая ве
о в
 может

ыша студента
если

Чтобы определить математическое ожидание выигрыша, необхо-
димо определить вероятность каждого выигрыша: 

94.0
50
47)1( ==−=XP ; 04.0

50
2 ; 02.0

50
1)29( ===XP)9( ===XP . 

Закон распределения случайной величины Х имеет вид 

X -1 9 29  
p 0.94 0.04 0.02 ∑ =++= 102.004.094.0ip  

02.02904.0994.01][
3

.058.036.094.0
1

=++−=
−i

Пример. Случайная величина Х, принимающая значения размеров 
диаметра болта, имеет плотность распределения 

=⋅+⋅+⋅−== ∑ ii pxXM  

⎪⎩0
⎪

⎪
⎪
⎨=

4)(xf  

⎧

+π )1( 2x

Решени Так как случайная величина Х непрерывного типа, то 

для 10 << x ; 

в противном случае. 

Определить математическое ожидание случайной величины Х. 
е. 

∫ ∫ ===
π
⋅=

1

0

1
4413.04ln4

1(
4][ dx

x
xdxxXM . 

π+π+ 0
22 1)x

1.2.5

1. Математическое ож вно этой 
постоянной. 

Доказательство 
учайную, ко-

тора

. Свойства математических ожиданий 

идание постоянной величины ра

Постоянную величину a можно рассматривать как сл
я принимает лишь одно значение a с вероятностью 1, поэтому 

aaMa =⋅= 1 . 
2. Постоянный множитель можно выноси ь за знак математи-

ческого ожидания, т. е
т

. . ][][ XkMkXM =
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Доказательство 
KX – это случайная величина, которая прин iKx  имает значение 

и , . Математическое ожидание KX: 

11 XKMpkpxk nn =++=

ii ni ,...,2,1

...][ 2211 pkxpkxpkxKXM nn

pkxKXP == )( =

].[)...(
=+++=

 

Следующие свойства приводятся без доказательства. 

Y

3. Математическое ожидание суммы конечного числа случайных 
величин равно сумме их математических ожиданий: 

][ ][][ . 

Y

MYXM X M+=+

Следствие. Математическое ожидание разности случайных вели-
чин равно разности их математических ожиданий: 

][][ MXMYXM ][−=− . 
4. Математическое ожидание произведения конечного числа неза-

висимых случайных величин равно произведению их математических 
ожиданий: 

][][][ YMXMXYM ⋅= . 
5. Если все значения случайной величины Х уменьшить (увеличить) 

н д т  число о е ати ско ие  ум ш
ся в ит ж с . 

Следствие. Математическое ожидание отклонения случайной ве-
личи

1.2.6. Дисперсия случайной величины 

чайные величины X и Y заданы следующими законами 
расп

а о но и о же  С, т  мат м че е ожидан  её ень ит-
 (у елич ся) на то е чи ло С

ны Х от её математического ожидания равно нулю. 

Математическое ожидание не может в достаточной степени харак-
теризовать случайную величину. 

Пусть слу
ределения, представленными в нижеприведенных таблицах. 

X -0.1 -0.01 0 0.01 0.1  Y -20 -10 0 10 20 
p 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1  p 0.3 0.1 0.2 0.1 0.3 

Математические ожидания их одинаковы и равны нулю: 
01.01.02.001.04.002.001.01.01.0][ =⋅+⋅+⋅+⋅−⋅−=XM ; 

102.001.0103.020][ 03.0201.0 + ⋅ =⋅+⋅+⋅−⋅−=YM . 
Однако характер распределения их различный. Случайная величи-

на Х может принимать значения, мало отличающиеся от математическо-
го ожидания. 
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Случайная величина Y может принимать значения, значительно от-
клоняющиеся от математического ожидания, и вероятности их

к, 
в дву

 не малы. 
Та при одинаковой средней величине осадков, выпадающих 

 отклонения от него возможны. А тем не менее умение дать 
оценку рассеяния имеет важное значение. 

 разброса значений случай-
ной величины является дисперсия, обозначаемая символами

х местностях за год, нельзя сказать, что климат этих местностей 
одинаков. 

Иными словами, по математическому ожиданию нельзя судить 
о том, какие

Самой используемой характеристикой
 ][ XD , XD  

или 
личины называется мате-

матическое ожидание квадрата отклонения её от математического 
ожидания: 

2σ . 
Определение. Дисперсией случайной ве

[ ] [ ][ ]2XMXMXD −= .    (1.29) 
Дл

i 1
 

 случайной величины 

я дискретной случайной величины 

∑ −=−++−=
n

iXinXnX pmxpmxpmxXD 22
1

2
1 )()(...)(][ .  (1.30)

=

Для непрерывной

∫
∞+

∞−
−= dxxfmxXD X )()(][ 2 ,    (1.31) 

где Xm  – значение математического ожидания. 
Пример. Вычислить дисперсии для случайных величин X и Y, за-

коны распределения которых приведены в начале данного параграфа. 

 м

Решение 

;00204.01.0)01.0(2.0)001.0(

4.0)00(2.0)001.0(1.0)01.0(][
22

222

=⋅−+⋅−+

+⋅−+⋅−−+⋅−−=XD
 

.2603.0)020(1.0)010(

2.0)00(1.0)010(3.0)020(][
22

222

=⋅−+⋅−+

+⋅−+⋅−−+⋅−−=YD
 

Таким образом, при одинаковых математических ожиданиях дис-
персия величины Х очень ала, а случайной величины Y значительная. 
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В общем случае, если дисперсия случайной величины мала, то ма-
лы отклонения от матожидания, а если существуют значения ix , сильно 
откл

орые сильно отклоняются от её матема-
 не все они маловероятны. 

тикой рассеяния является среднее квад-
рати  квадратичным из 
дисп

оняющиеся от матожидания, то они маловероятны. 
Если же дисперсия велика, то это указывает на существование зна-

чений случайной величины, кот
тического ожидания, причем

Кроме дисперсии, характерис
ческое отклонение σ , которое является корнем
ерсии: ][XD=σ . Среднее квадратическое отклонение имеет раз-

мерн

Мат е ожидание, дисперсия и среднеквадратическое от-
клонение – это теоретические величины, и они не являются случайны-
ми. Это постоянные величины. 

1. Дисперсия постоянной величины равн нулю. 

ю величины a можно считать случайной величи-
ной,  

ость значений случайной величины, в то время как дисперсия имеет 
размерность квадрата размерности значений случайной величины. 

ематическо

1.2.7. Свойства дисперсии 

а 
Доказательство 
Так как постоянну
которая принимает только одно значение a с вероятностью 1

aaM =][ , поэтому 

01)(][ 2 =⋅−= aaaD . 
2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, 

возводя

оянная величина. 
Доказательство 

 величина, тогда KX – новая случайная 
вели ойство 2 математического ожидания, имеем 

 его при этом в квадрат, т. е. 

][][ 2 XDKKXD = , 
где K – пост

Пусть Х – данная случайная
чина. Используя св

[ ] )[ ] [( ( )] ( )[ ( )]
( )( )[ ] ( )( ) [ ].22222

22

XDCXMXMCXMXCM
XMXCMXCMCXMD

=−=−=
=−=−  

3. Дисперсия случайной величины равна математическому ожида-
нию атического 
ожидания: 

2 CXMCXMCX −==

квадрата случайной величины без квадрата матем

[ ] [ ] ( )XMXMXD 22 −= .   (1.32) 
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Доказательство 
Обозначим )(XM  через a, имеем 

[ ] [ ][ ] [ ]
( ) ( ( ) ( ).22 22

22

aaXMXMaXM

aXM

=+=

=−=
 

 свойство 2 математического ожидания, 
)M 22 = , а

)22 M+aX −

XMXMXD −=

−
Используя
aX( ) (XaM  ( ) 22 aaM = , так как a – величина постоянная. 
Поэтому  
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]XMXMaaXMaXaMXMXD 2222222 22 −=+−=+−= . 
Пример. Найти дисперсию случайной величины Х, имеющей сле-

дующ
5 

ий закон распределения: 
X 1 2 3 4 
p 0.1 0.2 0.3 0.3 0.1 

Решение 
[ ] 1.31.053.043.032.021.01 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XM ; 

[ ] 9.101.053.043.032.021.01 222222 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=XM ; 

[ ] 29.11.39.10 2 =−=XD . 
упрощает вычисление дисперсии. 

свойства приводятся без доказательства. 
Формула (1.32) 
Следующие 
4. Дисперсия суммы конечного числа независимых случайных вели-

чин равна сумме их дисперсий: 

[ ] ( ) ( )[ ]2YXMYXMYXD +−+=+ . 
5. Дисперсия разности независимых случайных величин равна сум-

ме их дисперсий: 
[ ] [ ] [ ]YDXDYXD =− + . 

1.2.8. Моменты 

йной величины. Этот момент обозна-
чается и называется еще средним

Определение. Начальным моментом r-го порядка дискретной слу-
чайн

Математическое ожидание, определение которого было дано в пре-
дыдущем параграфе, называется еще моментом, а точнее, начальным 
моментом первого порядка случа

μ  , или генеральным средним. 

ой величины называется 
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∑=μ
x

r
r xpx )(1      (1.33) 

...2,1,0=r  
Определение. Начальным моментом r

для 
-го порядка для непрерывной 

случайной величины называется 

.   

 масс», т. е. первый момент, 
деленный на Математическое ожид

∫
∞+

∞−
=μ dxxfxr

r )(1    (1.34) 

Термин «момент» пришел из физики. Если  является точкой 
масс, действующей перпендикулярно оси Х на расстоянии х от начала 
координат, то 1 является «центром тяжести

)(xp

1μ  

∑ =1)(xp . ание 1
1μ  обозначается μ .  

Определение. Центральным моментом порядка r для дискретной 
случайной величины называется величина 

 

( ) ( )∑=μ
x

r
r xpx ,    (1.35)μ−  

где  – математическое ожидание. 
Определение. Центральным моментом

случайной величины называется величина 

 μ
 порядка r для непрерывной 

( ) ( )∫
∞+

∞−
μ−= dxxfx .    (1.36) 

случ

μ r
r

Дисперсия является центральным моментом второго порядка для 
айной величины, обозначаемым ][ XD , 2σ  или )var(X . 

Третий центральный момент 3μ  описывает симметрию распреде-
ления, через него вводится показатель асимметрии в виде  

μ
3σ
3=XA .     (1.37) 

 дискре1.2.9. Наиболее часто встречающиеся тные  
распределения 

Одним из наиболее широко известных распределений является би-
номиальный закон распределения. 

Считается, что случайная величина имеет биномиальный закон 
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распределения, если выполняются следующие предположения или схе-
ма Бернулли: 

– имеется n независимых испытаний; 
– каждое испытание имеет только два исхода, обозначенных как 

«успех» и «неудача»; 
pq −=1   вероятность «успеха» p и «неудачи» – являются постоян-

ными от испытания к испытанию. 
 считать «успехом» и «неудачей» – зависит от поставленной з

дачи. 
Пример. При анализе качества выпускаемой продукции обнаруже-

ние контролером среди n деталей бракованного считается «успехом» 
и годного изделия – «неудачей». 

Что а-

а-
-

нта (подбрасывание монеты, под-
спериментах с возвращением. 

 
раком. Вероят-

ност вании 

При биномиальном распределении испытания должны быть нез
висимыми. Это требование выполняется для экспериментов, где незави
симость вытекает из самого экспериме
брасывание игральной кости) или в эк

Пример. Предположим, 5 % деталей в корзине – с б
ь вытаскивания бракованного изделия при первом вытаски
05.  перва деталь возвращается в корзину, то вероятность0=p . Если я  

вытащить ную деталь сохраняется и равна 05.0=p бракован . В этом 
случ я являют  независимыми. Если бракованная деталь не 
возв

няется.
 испытаниях случайная величина Х 

прим

ае испытани ся
ращается в корзину, то вероятность вытаскивания бракованной де-

тали изме  Испытания не являются независимыми. 
Вероятность того, что при n
ет значение m, равное числу «успехов», определяется по биноми-

альному закону распределения в виде 

( ) ( ) mnmm
nn qpCmPmXP −=== .   

 (1.38) носит название формулы Бернул

(1.38) 

Формула ли. 
Биномиальное распределение имеет два параметра: n и p. 

. 
Производится 4 независимых выстрела, вероятно ть по-

падания

Среднее np=μ . 
Дисперсия σ 2 npq=

Пример. с
 25.0=p . Определить  расп делен случайной чи-

ны равн лу ани
Решение. Случайная величина Х распределена по биномиальному 

зако

закон ре ия вели
 Х, ой чис  попад й. 

ну, которая в данном случае принимает значения 4,3,2,1,0 . Вероят-



Константинова Л. И. Теория вероятностей и  
математическая статистика: Учебное пособие. –  

Томск: Изд-во ТПУ, 2005. –140 с. 
 

ность того, что случайная величина Х примет значение i, где
опре

 4,3,2,1,0=i , 
деляется по формуле (1.38) в виде 

( ) iii qpCiXP −== 4
4 . 

Закон распределения представляется следующей таблицей (рядом 
распределения): 

X 0 1 2 3 4  
 

 ∑ ≈=
i

ip 1999.0p .004 0.316 0.421 0.211 0.047 0

Гипергеометрическое распределение прим
которые проводятся без возвращения. 

иперге ление, подобно биномиальному, со-
стоит из дву  исходов: «успеха» и «неудачи», но в данном случае необ-
ходимо знат пропорцию «успехов» и « удач». 

звращения; 
; 

еняется к испытаниям, 

Г ометрическое распреде
х
ь не

Считается, что случайная величина Х имеет гипергеометрическое 
распределение, если выполняются следующие условия: 

– испытания проводятся без во
– каждый исход эксперимента является «успехом» или «неудачей»
– число испытаний N конечно; 
– число успехов M в испытаниях известно. 
В этом случае 

( ) n
N

kn
MN

k
M CCCkXP −

−== ,    (1.39) 

где   nMN ,,  – натуральные числа; 

NM ≤ , Nn ≤ , ( )Mnk ,min,...,1,0= . 
Пример. Из партии, содержа  белых и щей M MN −  черных шаров

наудачу извлекается n шаров. Какова вероятность т го, то среди вы-
бранных шар в окажется k бе х? 

, 
о ч

о  лы
а Х, равная числу бе-

лых , так как испыта-
ния проводятся без возвращения, число испытаний N , результат 
испытания «успех» – выбор белого шара, «неудача» – выбор черного 

шаров известно и равно M: 

Решение. В этом примере случайная величин
шаров, имеет гипергеометрическое распределение

 конечно

шара. Число «успехов» или число белых 

( ) nk
M

kn
MN CCCkXP −

− N⋅==

ние 
 какова вероят-

ность, что среди них будет 3 женщины? 

. 

Пример. 24 человека, среди которых 8 женщин, подали заявле
на работу. Если 5 претендентов выбраны случайно, то
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Решение. Число испытаний 24=N . Выборка из 5-ти человек сде-
» ( 8лана без возвращения. Известно число «успехов =M  женщин) 

 мужчин). и «неудач» ( 824 =−=− MN 16
Вероятность, что 3=X , определяется в виде 

( ) 1581.03 5
24

2
16

3
8 =⋅== CCCXP . 

1.2.1

Для бесконечной
случайная величина Х, равн
включительно, еет геометрическ распределение 

0. Геометрическое распределение 

 последовательности испытаний в схеме Бернулли 
ая числу испытаний до первого успеха 

им ое 

)p k( ) ( pXP 11k −−= ,     ( 40) 

где p – вероятность успеха. 
то некоторая деталь окажется дефект-

ной, 

= 1.

Пример. Вероятность того, ч
равна p. В случае обнаружения дефекта линию останавливают 

и делают переналадку. Составить ряд распределения для числа Х год-
ных деталей между переналадками. 

Решение. Случайная величина Х принимает значения ,...,...,2,1,0 k ; 
kX = , когда ( )1+k -я деталь окажется дефектной. Следовательно, 

( ) pqkXP k==  ( ),...2,1,0=k  и ряд распределения представляется в виде 

xi 0 1 2 … k … 
pi p qp q2p … qkp … 

1.2.1

ение имеют не-
кото
пред
ха» и

на некоторо  или континууме. Для него неважно число экс-
пери ения. 

Распределение Пуассона описывает появление редких событий, 
и его еще называют законом «неправдоподо

1. Распределение Пуассона 

Распределение Пуассона и биномиальное распредел
рое сходство, но имеют и некоторые различия. Биномиальное рас-
еление описывает распределение двух возможных исходов: «успе-
 «неудачи» в конечном числе n независимых испытаний. Распреде-

ление Пуассона сконцентрировано только на числе дискретных исходов 
м интервале

ментов n, как для биномиального распредел

бных» событий. 
Распределение Пуассона имеет следующие характеристики: 
– дискретное распределение; 
– описывает редкие события; 
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– каждый исход является независимым от другого; 
– описывает дискретные исходы на интервале или на континууме
– исходы на каждом интервале

; 
 могут быть проранжированы от ну-

ля до

Ра

 бесконечности (случайная величина Х может принимать значения 
,...,...,2,1,0 m ). 

спределение Пуассона определяется как 

( )
!k

eakXP
ak −

== .    (1.41) 

Параметр a является средним для данного интервала, значение ко-
торого должно сохраняться для всего данного экспери

Значение параметра a для закона Пуассона совпадает с дисперсией, 
и это

-

мента. 

 используется для подтверждения того, что случайная величина 
распределена по закону Пуассона. 

Распределение Пуассона используется для аппроксимации биноми
ального закона распределения при 25≥n  и 1.0≤p . В этом случае 

npa = , где n – число независимых экспериментов, p – вероятность «ус-
пеха енте. 

аниях определя-
» в одном эксперим
Учитывая это, вероятность m «успехов» в n испыт

ется в виде 

!
)()(
m

enpqpCmP
npm

mnmm
nn

−
− ≈= .   (1.42) 

Примечание. Существует правило большого пальца, которое состо-
ит в следующем. Если 20>n  и 7≤np , то можно использовать распреде-
ление Пуассона вместо биномиального. 

Пример. 2 % книг имеют дефект в переплете. Определить вероят-
ность того, что 5 из 400 книг имеют деф еплете. 

Решение. Так как 25>n  и 1.0
ект в пер

<p , то воспользуемся аппроксима-
цией биномиального закона законом Пуассона. Тогда 

802. = , 0400⋅==npa  (см. табл. V Приложения): 00034.08 =−e

( ) 093.0
120

00034.032768
!5

85
85

=
⋅

=
⋅

==
−eXP . 

Пример. На ткацком станке нить обрывается в среднем 0.375 раза 
в течение часа работы станка. Найти вероятность того, что за смену 
(8 часов) число обрывов нити будет заключено в границах 2 и 4 (не ме-
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нее двух и не более четырех обрывов). 
Решение. Так как задано значение 375.0λ =  – среднее значение 

обрыва , то параметр a, характеризующий среднее число об-
рыва

 нити за час  
 нити за смену (на всем периоде), определяется в виде 

38375.0 =⋅=a . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) 616.043242 ==+=+==≤≤ XPXPXPXP , 

где 

( ) 224.032
32
=

⋅
==

−eXP ;  ( ) 224.0
!3

3 33
=

⋅ −
3 ==

e
; XP

!2

( ) 168.0
!4

4 ===
3 ⋅ 34 −eXP ; 0498.03 =−e . 

Пр aимечание. Если интервалы для параметра  и наблюдений Х 
разные
тервале, что и наблюдения, но не наобо

 

ни-

-
из четырех посаженных кустов; 

б) определить математическое ожидание; 
в) определить дисперсию и среднее квадратическое отклонение. 

, то необходимо, чтобы среднее было определено на том же ин-
рот.  

 

1.2.12. Задание для самостоятельной работы 

1. Вероятность поражения вирусным заболеванием куста земля
ки равна 0.2: 

а) составить закон распределения числа кустов земляники, зара
женных вирусом, 

Ответ: m= 0.8, 2σ = 0.639, σ = 0.8

2. Стрелок ведет стрельбу по цели с вероятностью попадания при 
каждом выстреле 0.2. За каждое попадание

. 
 

 он получает , а 
 промаха очков ему не начисляют. 

 
 первой 

 5 очков в слу-
чае

а) составить закон распределения числа очков, полученных 
стрелком за три выстрела; 

б) определить матожидание, дисперсию и среднее квадратиче-
ское отклонение. 

Ответ: m=3,  σ =12. 2

3. В билете три задачи. Вероятность правильного решения
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задачи равна 0.9, второй задачи – 0.8, третьей задачи – 0.7. Составить 
закон распределения числа правильно решенных задач в билете. Опре-
делить матожидание и дисперсию. 

Ответ: m=2.4, =6.22. 
 

е белого цвета. Составить закон распределе-
ния  число белых гвоздик среди двух 
одно еделения случайной 
вели

Отве

2σ

4. Из пяти гвоздик – дв
чины, выражающейслучайной вели

временно взятых. Определить функцию распр
чины числа белых гвоздик. 

т: р1=0.3, p2=0.6, p3 = 0.1. 
 

5. Дана функция распределения случайной величины X .  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
≤<
≤<

≤

=

.3 при     1
;32 при 7.0
;21 при 3.0

;0 при0

)(

x
x
x

Определить: 
а) ряд распределения; 

Ответ: M(X)=2, D(X)= 0.6. 
6. Абонент забыл последнюю цифру нужного ему номера

днако помнит, что она нечетная. Составить закон распределения числа 
сдел

Ответ: M(X)=3. 

-
1, 

твет: 85. 
 

При 
аждой попытке (независимо от других) попадание в кольцо происходит с 
веро . 

и. 

x

xF  

б) M(X), D(X); 
в) построить многоугольник распределения; 
г) график функции распределения. 

 телефона, 
о

анных им наборов номера телефона до попадания на нужный но-
мер, если последнюю цифру он набирает наудачу, а набранную цифру 
в дальнейшем не набирает. Определить матожидание и функцию рас-
пределения этой случайной величины и построить ее график. 

 
7. При сборке прибора для наиболее точной подгонки основной де

тали может потребоваться 1,2,3,4 или 5 проб с вероятностями 0.07, 0.2
0.55, 0.16, 0.01. Сколько деталей надо отпустить сборщику для сборки 
тридцати приборов? 

О

8. Спортсмен производит ряд попыток забросить мяч в кольцо. 
к

ятностью 0.7. Как только мяч попал в кольцо, попытки прекращаются
Случайная  величина X – число попыток, которые необходимо произвест
Составить ряд распределения этой случайной величины. 
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9. Пусть вероятность изготовления нестандартного изделия равна 

0.06. Контролер берет из партии изделие и с
изделие оказывается нестандартным, то проверка прекращается и пар-
тия   
берет следу зделие, но проверяет не более пяти изделий. 

Составить закон распределения и функцию распределения этой 
случ нкции распределения. 
 

-

. 

епрерывные распреде-

теории. Оно было исследовано впервые в XVIII в., ко-
гда у

 

Нормальный закон распределения проявляется в тех случаях, когда 
случайная величина Х является результатом действия большого чи
различных факторов. Каждый фактор в отдельности на величину Х 

 н

льное спределе-
ние, б-

ых размеров; отклонения при 
стрельбе и др. 

Непрерывная случайная величина Х 
ние, если её плотность распределения имеет

разу его проверяет. Если 

бракуется. Если же изделие оказывается стандартным, то контролер
ющее и

айной величины. Построить график фу

10. Автомобиль должен проехать по улице, на которой установле-
ны три светофора, дающие независимо друг от друга зеленый сигнал 
в течение 1.5 минут, желтый – в течение 0.3 минут, красный – в течение 
1.2 минуты. Составить закон распределения случайной величины, опре
деляющей число остановок автомобиля. Определить M(X), D(X). 

Ответ: M(X)=1.2, D(X)=0.72

1.2.13. Наиболее часто встречающиеся н
ления 

Нормальный закон распределения 
Нормальное распределение является краеугольным камнем современ-

ной статистической 
ченые наблюдали удивительную регулярность в ошибках измере-

ний. Они обнаружили, что распределение, которое они наблюдали, мог-
ло бы быть аппроксимировано непрерывной кривой, которую назвали 
«нормальной кривой ошибок». Математические свойства нормальных
кривых впервые были изучены известными математиками, такими, как 
Муавр, Лаплас и Гаусс. Иногда нормальную кривую называют Гауссо-
вой кривой, а нормальный закон – Гауссовым. 

сла 

влияет незначительно, и ельзя указать, какой именно в большей степе-
ни, чем остальные. 

Примерами случайных величин, имеющих норма ра
могут служить отклонения действительных размеров деталей, о

работанных на станке, от номинальн

имеет нормальное распределе-
 вид 
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21 ⎞⎛ μ−x
2

2
)(

⎟
⎠

⎜
⎝ σ

−

πσ
=xf , 

1 ∞<<∞− xe  ,  (1.43) 

где  (матожидание) и  (среднеквадратическое отклонение) являются 
параметрами нормального распределения. Факт, что случайная величи-
на Х имеет нормальное еделение, обозначается

 μ  σ
 

распр  ),( σμN . 
Функция распределения случайной величины Х, имеющей нор-

мальное распределение, имеет вид 

( ) ∫ ⎠⎝ σ

πσ
= dxexF 21 .    

∞−2

⎟
⎞

⎜
⎛ μ−

−x x 21

 (1.44) 

с и

ивая нормального распределения 
Кривая рмально  распределения имеет следующие свойства: 
– крива  симметрична относительно ординаты, про-

ходящей через точку

– кривая имеет один максимум при 

График плотности нормального распределения (кривая распреде-
ления или кривая Гаус а) меет вид, представленный на рис. 1.9. 

Рис р. 1.9. К
но го
я распределения

 xm=μ ; 

xmx = , равный 
πσ 2

1 ; 

– при ∞→x  ветви кривой асимптотически приближаются к оси X0 ; 

– в точках кривая имеет перегиб. 

Каждая пара параметров

 σ±= xmx  

 σ,Xm  дает свое нормальное распределение. 
На рис. 1.10 представлены графики кривых нормальных распреде-

лений с параметрами: 
, 

, 

50=xm 5=σ ; 

80=xm 5=σ ; 

πσ 2

1

Xm=μ

)(f x 

x
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50=x
 

m , 

Чтобы избежать трудностей при работе с нормальным распределе-
нием ое распределение с параметрами 

1=σ . 

πσ 2

1

5=σ

1=σ

5=σ

Рис. 1.10. Кривые нормального распределения 
 

80=XmXm 50=

σ,xm  , нормальн преобразуется 
в единственное распределение с параметрами 0=xm  и 1=σ , т. е. 
в , которое называется стандартизованным нормальным распределе- ( )1,0N
нием, или Z -распределением. Формула преобразования для случайной ве-
личины X , имеющей нормальное распределение ( )σ,xmN  имеет вид 

σ
−

=
mXZ x .    (1.45) 

Величина Z  представляет отклонение случайной величины X  от 
математического ожидания xm=μ  в числе стандартных отклонений. 

Пример. Определить Z -величину случайной величины X , распре-
деленной по нормальному закону с параметрами 50=μ  и , если 

. 
Решение 

 10=σ
70=X

2
1010
205070

+=+=
−

=Z . 

Этот результ личи аат говорит о том, что случайная ве н  X  отклоняется 
от математического ожидания на 2 стандартных отклонения вправо. 

спредКривая нормального ра еления с параметрами 0=μ  и 1=σ  
имеет вид, представленный на рис. 1.11. 
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Рис. 1.11. Кривая распределения ( )1,0N  
 
Кривая распределения ( )1,0N  имеет следующие свойства: 

о ос

– в точке

– она симметрична относительн и ординат; 

 0=x  имеет максимум, равный 4.0 ; 
2
1

≈
π

– имеет точки перегиба 1±=x ; 
– при ±∞→x  кривая распределения приближается к оси абсцисс. 

Так как интеграл от плотности распределения ( ) 2

2

2
1

x

exf
−

π
=  не 

выражается через элементарные функции, то для расчета вероятностей 
составлены таблицы специальной функции 

( ) dzex
x z

∫
−

π
=Φ

0

2

2

2
2

,    (1.46) 

которая называется интегралом вероятностей, или функцией Лапласа 
(см. табл. I Приложения). 

Как уже указывалось, функция ( )xΦ  является нечетной (см. с. 33): 

( ) ( )xdzex
x

Φ−=
π

=−Φ ∫
− −

0

2
2
2

,  7
z 2

 (1.4 ) 

поэтому в таблице приведены значения ( )xΦ  только для положительных 
х. График функции Лапласа приведен на рис. 1.12. 

 

 

( )zf

z

4.0
2

≈
π

0

1
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( )xΦ
1

1

1

1− 22−

954.0
68.0

x

−

Рис. 1.12. График функции Лапласа 
 
С помощью функции Лапласа можно вычислить вероятность попа-

, т. е. ( )xXxP << : дания случайной величины в интервал от x  до x 1 2 21 

( ) ( )

( ) ( .)11 22

21

1 22 2
1

xxdzedze

dxxfx

x zx z

x

Φ−Φ=−=

=<

−−

2
xXP

x
=< ∫

  (1.48) 

22 1121
00 ππ ∫∫

Для симметричного интервала 

( ) ( ) ( ) (ttttXtP Φ=−Φ−Φ=+<<−
2

)
2

.   (1.49) 

Интеграл вероятностей (или функция Л
ставлены таблицы, может определяться еще в виде 

11

апласа), для которого со-

( ) dzex
x z2

∫
−

π
=Φ

0

21 2
1

,    (1.50) 

где ( ) ( )xx 21 . 
Как известно, вероятность попад

Φ=Φ 1

ания случайной величины на ин-
от  до x определяться  использованием функции 
де

тервал 2 может  и с 1x  
распре ления в виде 

( ) ( ) ( )1221 xFxXxP xF−=<< .   (1.51) 
Функция распределения стандартизованного нормального распре-

деления ( )1,0N  имеет вид 



Константинова Л. И. Теория вероятностей и  
математическая статистика: Учебное пособие. –  

Томск: Изд-во ТПУ, 2005. –140 с. 
 

( )( ) dzexN ∫
x z

∞−

−
2

1
π

=Φ 1,0 2
Функция распределения случайной величи

нормальному аметрами

2 .    (1.52) 

ны Х, распределенной по 
σ закону с пар  Xm  и , выражается через функ-

аспределения станд ванного нормального распределения 
в виде
цию р артизо

 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
−

Φ= Nx

 случайной величины Х на 
учас  

XmxF 1,0 .    (1.53) 

С учетом этого вероятность попадания
ток от 1x  до 2x

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

σ
−

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=<< NxXxP 2

1,021 σ
− X

N
X mxmx 1

1,0 .      (1.54) 

Функция распределения стандартизованного нормального распре-
деления имеет следующие свойства: 

• ( )( ) 01,0 =∞−ΦN , ( )( ) 11,0 =∞+ΦN ; 

•  – неубывающая функция; 

 начала координат следует, что 

( )1,0NΦ

• из симметричности нормального распределения с параметрами 
0=m , 1=σ  относительноx

( )( ) ( )( )xx NN 1,01,0 1 Φ−=−Φ . 
Функция стандартизованного нормального распределения

связана с функцией Лапласа соотношениями вида: 
 ( )1,0NΦ  

( )( ) ( )( )121,0N 1 +Φ=Φ xx ;    (1.55) 

( )( ) ( )( )122
1 11,0 +Φ=Φ xxN .    (1.56) 

Значения функци  ( )Φ  протабулированы (см. бл. II риложе-и та  П1,0N
ния). 

Пример. П ть с пойманной рыбы подчиняется нормальному за-ус  ве
кону распределения с 375=xm г и 25=σ  г. Найти вероятность того, что 
вес пойманной рыбы будет от 300 до 425 г. 

Решение 
3001 =x , 4252 =x  375=xmПо форм ле (1.54) при у , ; 25=σ

с использованием табл. II Приложения 
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( ) ( ) ( )

(

97.0
0 )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

.975.099865.01725

31232
2525

1,01,01,01,

1,01,0
375300375425425300

=+−=
N =Φ+−Φ=−Φ−Φ=

⎠⎝⎠⎝

NNN

NN

 

=⎟
⎞

⎜
⎛ −

Φ−⎟
⎞

⎜
⎛ −

Φ=<< XP

По формуле (1.49), с учетом соотношений (1.50) с использованием 
табл. I Приложения 

( )

( ) ( )( ) ( )

( ) .975.09545.0996.02
1

47725.02498.02222322 11

=+=

=⋅+⋅=Φ+Φ=  11
25252 11

⎠⎝ ⎠⎝⎠⎝
375300237542521425300 =⎟

⎞
⎜
⎛

⎟
⎞

⎜
⎛ −

Φ−⎟
⎞

⎜
⎛ −

Φ=<< XP

На практике часто возникает необходимость определения значения 
pz  из уравнения ( ) pzp =Φ . 

В данном случае pz  называется кван ем уровнятил , где  – задан- p p
ная вероятность. 

Если рассматривается функция стандартизованного нормального 
распределения ( )1,0NΦ , то следует обратить внимание, что значения 

( )1,0NΦ  в таблице (см. табл. II Приложения) задаются, начиная со значе-
ния, равного 0.5. 

Пример. Пусть необходимо определить ловия pz  из ус

( ) 05.01,0 =ΦN . 
Решение. нию функци о найти pz  По определе и распределения нужн

( ) 05.0=< pzZP . Так как е, то, ис-значения 0.05 нет в таблициз условия 
пользуя свойство функции стандартизованного н ального распределе-орм
ния, 

( )( ) ( )( )zz NN 1,01,0 1 Φ−=−Φ , 
( ) ( ) ( ) 95.005.011 =1 < = − < −=−=> ppp ZPzZPzZP , т. е. zпереходим к 

( ) ( )( ) 95.01 1,0 =−Φ=<− pNp zzZP ; 
из табл. II Приложения 64.1−=pz . 

Квантили нормального распределения связаны следующим соотно-
шением: 

pp zz −−= 1 .     (1.57) 
Вероятность того, что абсолютная величина отклонения случайной 

вели -чины Х от своего математического ожидания xm  меньше 0>ε , опре
деляется формулой 
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( ) ( )( ) 11, −2 0
εΦ=<− ε NxmXP    (1.58) σ

или с использованием функции Лапласа ( )xΦ  – в виде 

( ) ⎟
⎞

⎜
⎛ εΦ=ε<− xmXP .    (1.59) 

⎠⎝ σ
Эмпирическое правило для случайной величины Х, распределенной 

по нормальному закону распределения, утверждает процент значений слу-
чайной величины, находящихся от Xm  на расстоянии σ± 1 , σ± 2 , σ± 3  
(табл. 1.4). 

Таблица 1.4 
Эмпирическое правило 

Расстояние  
от среднего 

Процент значений Х  
внутри данного интервала 

σ±1xm  68 

σ±2xm  95 

σ±3xm  99.7 
 
Это правило часто называют правилом «3-х сигм». Это правило по-

зволяет ориентировочно указать интервал практически возможных значе-
ний для случайных величин, подчиненных нормальному закону распреде-
лени

0.14988, 0.38292. 

 произ-
ведено с ошибкой, не превосхо й 10. 

 Найт

 мужчин определенной возрастной группы есть 
нормально распределенная случайная величина Х с параметрами  

я при известных xm  и σ . 

1.2.14. Задание для самостоятельной работы 

1. Для нормально распределенной случайной величины определить: 
а) Р (12<X<14);  
б) Р (8<X<12), если mx = 10, σ = 4. 

Ответ: 
2. При взвешивании получается ошибка, подчиненная нормальному 

закону с σ = 20. Найти вероятность того, что взвешивание будет
дяще

Ответ: 0.38292. 
3. Диаметр детали, изготовленной в цехе, является случайной вели-

чиной, распределенной по нормальному закону. Дисперсия равна 0.0001 
и математическое ожидание равно 2.5. и границы, в которых с ве-
роятностью 0.9973 заключен диаметр наудачу взятой детали. 

Ответ: 2.47, 2.53. 
4. Полагая, что рост



Константинова Л. И. Теория вероятностей и  
математическая статистика: Учебное пособие. –  

Томск: Изд-во ТПУ, 2005. –140 с. 
 

m  =
 х0.7  

и 10 %-ю точку случайной величин ; c) сформулировать правило трех 
сигм

, 180;  155, 191.  

1.2.1 ьное распределени вместо биномиального 

x  73, σ2 = 36, определить: а) выражение плотности вероятности 
и функции распределения случайной величины Х; в) квантиль

ы Х
 для случайной величины Х. 

Ответ: в) 177 c)

5. Нормал е 

Для о  пределенных типов биномиальных проблем нормальное рас-
пределение может быть хорошим приближением.  

Если объем выборки возрастает, то биномиальное распределение 
приближается по форме к нормальному, несмотря на значение вероятно-
сти р. Если объем выборки небольшой, то биномиальное распределение 
приближается к нормальному, если 5.0≈p . При больших значениях n оп-
ределение вероятности с использованием биномиальной формулы стано-
вится очень громоздким.  

Для того чтобы использовать нормальный закон распределения вме-
сто биномиального, необходимо выполнить следующее: 

– преобразовать па бираметры номиального распределения n и р 
в пар еления μ аметры нормального распред и σ по формулам  

  и   np=μ npq=σ ;     (1.60) 

– необходимо определить, является ли нормальное распределение хо-
рошей аппроксимацией для биномиального распределения. Для этого 
нужно установить, лежит ли интервал σ±μ 3  между н е. все улем и n, т. 
возможные значения Х  соответствии с эмпи- должны быть между 0 и n (в
рическим правилом).  

Д  как ормальная аппрок-ругое правило для определения, в ом случае н
симац  выполне    ия будет достаточно хорошей – это ние соотношений

5>np  и 5>nq . 
Пример. Какова вероятность, что в 60=n ниях успех насту- испыта

 3.0=pпит 25 , если вероятность успеха в одном тании раз  испы . 
183.060 =⋅==μ npРешение. , 55.37.03.060 =⋅⋅=pq=σ n . Ин-

65.1018)55.3(3183 ±=±=σ±μтервал , т <≤μ. е. 35.70 6065.28< ≤ , 
60<0 < X . Кроме того, и Следовательно, аппроксимация 5>np  5>nq . 

буде хорошей. 

правка на ерывност

т 

1.2.16. По  непр ь 
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Перевод дискретного ное не проираспределения в непрерыв сходит 
напр димо сделать поправку на ть. Эта ямую, для этого необхо непрерывнос
поправка должна быть сделана для т о, чтобы расхождение было как ог
можно меньше и аппроксимация была бы более точной.  

Например. Имеем биномиальное распределение с и . 60=n   3.0=p
Определить вероятность )25( ≥XP . 

)25( ≥XP  Решение. Для определения необходимо определить веро-
ятности для 60,,27,26,25 K=X  и просуммировать. 

Нормальное распределение – непрерывное распределение, и значения 
Х непрерывно располагаются по оси Х. Поправка на непрерывность может 
быть сделана с учетом табл. 1.5. 

Таблица 1.5 
Поправки на непрерывность 

Величины, вероятность которых  
необходимо определить 

Поправки 

X > + 0.5 
X ≥ - 0.5 
X < - 0.5 
X ≤ + 0.5 
≤ X ≤ - 0.5  0.5 и +
< X < + 0 5 .5 и – 0.
X = - 0.5 и + 0.5 

 
Решение. В соответствии с табл. 1.5 в нашем случае необходимо оп-

ределить )5.24( ≥XP , где 18==μ np , 55.3==σ npq  (рис. 1.13). 

Для этого определяем 83.1
55.3

185.24
=

−
=

σ
μ−

=
XZ  (рис. 1.14); 

0336.04664.05.0)83.1( =−=≥ZP

 
 

Рис. 1.14 
 

 
Рис. 1.13 

. 
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1.2.1

ы-
 

ность успеха в одном испытании . 

7. Задание для самостоятельной работы 

1. Определить вероятность появления 12-ти успехов в 25-ти исп
таниях  величи Х сдля случайной ны  использованием нормального рас-
пределения, если вероят =p 4.0

Ответ: 117.0)15( ==XP . 
 
2. Определить )15( ≥XP  для случайной величины Х, распределен-

ной по биномиальному закону с 60=n  и 3.0=p . 
Ответ: 0336.0)25( =≥XP . 

 
3. Согласно статистическим данным 87 % всех студентов колледжа 

рабо
ти

. Определить

тают. Если эта тенденция сохранится, то какова вероятность, что 
100 из 120-  случайно выбранных студентов работают? 

Ответ: 0.0918. 
 

 )1813( ≤≤XP , если вероятность успеха 117.0=p  4
и объем выборки n . 

Ответ: 0.5863. 

1.2.18. Центральная предельная теорема 

30=

Центральная пр ая теорема представляет собой группу теорем, едельн
посвященных устан сл вий, при кот кает м льный овлению у о орых возни нор а
закон распределени Среди этих теорем важнейшее место принадлежит я. 
теореме Ляпунова, которая имеет несколько формулировок. Одна из них 
приводится ниже. 

 
Теорема Ляпунова. Распределение суммы независимых случайных ве-

личин  ( iX ni ,1= ) приближается к нормальному закону распределения 
при неограниченном увеличении n, если выполняются следующие условия: 

– все случайные величины  имеют конечные математические iX
ожидания и дисперсии; 

– ни одна из величин по своему значению резко не отличается от  iX  
всех остальных, т.е. оказывает ничтожное влияние на их сумму. 

Теорема Ляпунова справедлива не только для непрерывных, но и для 
дискретных случайных величин. На практике установлено, что распреде-
ление суммы независимых случайных величин, у которых дисперсии не 
отличаются резко друг от друга, довольно быстро приближается к нор-
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мальному. Уже при числе слагаемых, большем 10-ти, распределение сум-
мы можно заменить нормальным. 

При решении многих практических задач, связанных со случайной 
величиной X , являющейся средним арифметическим наблюдаемых зна-
чений случайной величины Х, применяется теорема Ляпунова в следую-
щей формулировке. 

 
Теорема. Если случайная величина Х имеет конечные математиче-

ское ожидание [ ]XM  и дисперсию [ ]XD , то распределение среднего 
арифметического X , вычисленного по экспериментальным значениям 
случайной величины Х в n независимых испытаниях, проведенных в одина-
ковых условиях, при ∞→n  приближается к нормальному с математиче-
ским ожиданием [ ]XM  и дисперсией [ ] nXD  или X  имеет 

[ ] [ ]( )nXDXMN /, . 
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