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ВВЕДЕНИЕ

Для создания и эксплуатации сложных автоматизированных систем обработки информации и их компонент в области экономи​ки, математического и программного обеспечения вычислительной техники, сетей передачи данных и многих других сферах деятель​ности человека необходимо знание дискретной математики.
Дискретная математика – часть математики, которая зароди​лась в глубокой древности. Как говорит само название, главной ее особенностью является дискретность, т. е. антипод непрерывности. В ней отсутствует понятие предельного перехода, присущее классиче​ской, «непрерывной» математике. Дискретная математика занимает​ся изучением дискретных структур, которые возникают как внутри математики, так и в ее приложениях.
Цель дисциплины «Дискретная математика» – знакомство с ос​новными разделами этой науки: теорией множеств, математической логикой и теорией графов. 
Дискретная математика является обязательной дисциплиной цикла «Математические и общие естественнонаучные дисциплины». Знания и навыки, полученные при ее изучении, используются в дис​циплинах: «Информатика», «Теория алгоритмов» и т.д.

Данное пособие предназначено для иностранных студентов, обучающихся в Томском политехническом университете по специальностям: 351400 – прикладная информатика (в экономике); 220400 – программное обеспечение вычислительной техники и автомати​зированных систем. 
1. ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ

1.1. Основные определения

Понятие множества является фундаментальным понятием в математике. Под множеством понимают совокуп​ность вполне определенных объектов, рассматривае​мых как единое целое. Отдельные объекты, из которых состоит множество, называют его элементами. Природа объектов может быть самой различной. Например, можно говорить о множестве натуральных чисел, букв в алфави​те, множестве стульев в комнате, студентов в группе, людей, живущих в Томске и т. п. 

Для обозначения конкретных множеств принято использовать прописные буквы A, S, X, ... Для обозначения элементов множества используют строчные буквы a, s, х,…
Множество X, элементами которого являются х1, х2, х3, обозначают: X = {x1, x2, х3}. Это первый способ задания множества ​​– перечисление всех его элементов. Он удобен при рассмотрении конечных множеств, содержащих не​большое число элементов. 

Второй способ задания множества – опи​сательный. Он состоит в том, что указывается характерное свойство, которым обладают все элементы множества. 

Для указания того, что элемент х принадлежит множеству X, использу​ется запись х ( X. Запись х ( X означает, что элемент х не принад​лежит множеству X.

Так, если М – множе​ство студентов группы, то множество X отличников этой группы записывается в виде

X = {х ( М | х – отличник группы}.
Это читается следующим образом: множество X состоит из элемен​тов х множества М таких, что х является отличником группы. 

Известные числовые множества обозначим следующим образом:

N = {1, 2, 3, …} – множество натуральных чисел; 

Z = {…, -2, -1, 0, 1, 2, …} – множество целых чисел; 

Q – множество рациональных чисел; 

R – множество действительных чисел. 

Множество, не содержащее ни одного элемента, назы​вается пустым. Пустое множество обозначается (. 
Пример.  X = {х ( Z | х2 - х + 1 = 0} = (. 

Множество X является подмножеством множества Y, если любой элемент множества X принадлежит множеству Y. Этот факт записывается как X ( Y.

Два множества X и Y равны в том случае, когда они состоят из одних и тех же элементов. Равенство X = Y означает: если х ( X, то х ( Y и если у ( Y, то у ( X.

Для сокращения записи в теории множеств используются неко​торые логические символы. Это символы общности ( и существо​вания (, а также символы следствия ( и эквивалентности (. 

Смысл этих обозначений следующий:

( – «любой», «каждый», «для всех»;

( – «существует», «найдется», «хотя бы один»;

( – «следует», «влечет»;

( – «эквивалентно», «необходимо и достаточно». 

Рассмотрим примеры использования этих символов.

1. Определение подмножества X ( Y приводит к записи:
( х [х ( X ( х ( Y].

2. Определение равных множеств X=Y приводит к записи: X = Y ( X ( Y и Y ( X.

Множество называется конечным, если оно содержит конеч​ное число элементов, и бесконечным, если число его элементов бесконечно.

1.2. Операции над множествами

Над множествами можно производить действия, которые во многом напоминают действия сложения и умножения в элементар​ной алгебре. Для графической иллюстрации операций над множест​вами будем использовать так называемые диаграммы Эйлера, в ко​торых произвольному множеству X ставится в соответствие множе​ство точек на плоскости внутри некоторой замкнутой кривой.
Объединением (суммой) множеств X и Y называют множест​во, состоящее из всех тех элементов, которые принад​лежат хотя бы одному из множеств X, Y (рис. 1.1).
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Рис. 1.1. Объединение множеств

Объединение двух множеств символически записывают как X ( Y. Объединение множеств Xi (i = 1, 2, ..., n) есть множество элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из множеств Xi. Соответствующее обозначение: 
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Пересечением множеств X и Y называют множество, состоя​щее из всех тех элементов, которые принадлежат как множеству X, так и множеству Y (рис. 1.2).
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Рис. 1.2. Пересечение множеств
Пересечение множеств обо​значается через X (Y. Множест​ва X и Y называют непересе​кающимися, если они не имеют общих элементов, т.е. если X ( Y = (.

Пересечением множеств Хi (i = 1, 2, ..., n) называется множест​во элементов, принадлежащих каждому Xi. Оно обозначается как 

[image: image2.wmf].
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Разностью множеств X и Y называют множество, состоящее из всех тех элементов, которые принадлежат X и не принадлежат Y (рис. 1.3). Разность множеств обозначается через X \ Y. Очевидно, что X \ Y ( Y \ X. 
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Рис. 1.3. Разность множеств

Симметрической разностью X ⊕ Y множеств X и Y называется объединение разностей X \ Y и  Y \ X. Эта разность множеств является составной операцией:

X ⊕ Y = (X \ Y) ( (Y \ X).
Пример 1. Пусть: X – множество отличников в группе, Y – мно​жес​тво студентов, живущих в общежитии. Тогда: X ( Y – множество студентов, которые или учатся на «отлично», или прожи​вают в общежитии; X ( Y – множество отличников, живущих в общежитии; X \ Y – множество отличников, живущих вне общежи​тия. 
Дополнительным к множеству X по отноше​нию к мно​жеству W, если X ( W, называется множе​ство, состо​я​щее из элемен​тов W, не принадлежащих мно​жеству X. Дополнительное мно​жество обозначается:Zw(X) (рис. 1.4).
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Рис. 1.4. Дополнительное множество

Универсальным множеством называется множество I, для ко​торого справедливо соотношение: X ( I = X. Оно означает, что мно​жество I содержит все элементы множества X. Следовательно, любое мно​жество X полностью содержится во множестве I, т.е. является его подмножеством: Х ( I. Так, для примера 1 универсальным множеством можно считать множество студентов в группе.

Универсальное множество удобно изображать графически в виде множества точек прямоугольника. Отдельные области внутри этого прямоугольника будут представлять подмножества универсального множества. 
Дополнением множества X (до уни​версального множества I) назы​вают множество (Х, определяемое из соотношения: (Х = I \ X. 
На рис 1.5 множество(Х представляет со​бой не заштрихованную область.
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Рис. 1.5. Множество Х и его дополнение(Х

Очевидно выполнение соотношений:

X ((Х = (,         X ((Х = I.

Из этого следует, что само множество X, в свою очередь, является дополнением множества (Х (до I). Следовательно:        
[image: image6.wmf].
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С помощью операции дополнения можно пред​ставить разность множеств в виде составной операции: 
X \ Y = X ( (Y.

Свойства операций над множествами 

а)
идемпотентность 

X ( X = X,

X ( X = X;

б)
коммутативность 

X ( Y = Y ( X,

X ( Y = Y ( X;

в)
ассоциативность 

(X ( Y) ( Z = X ( (Y ( Z), 

(X ( Y) ( Z = X ( (Y ( Z);

г)
дистрибутивность 


X ( (Y ( Z) = (X ( Y) ( (X ( Z), 

X ( (Y ( Z) = (X ( Y) ( (X ( Z);
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д) принцип двойственности (закон де Моргана)
X ( Y =(X ((Y,
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1.3. Системы множеств
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Элементы множества сами могут быть множествами.
Пример 1. Множество X =  {1},{2,3},{1,2}  состоит из 
множеств: 

Х1 = {1}; Х2 = {2,3}; Х3 = {1,2}.

В этом случае будем говорить о системе множеств. Рассмотрим такие системы: булеан и разбиение множеств.

Булеаном В(Х) множества X называется множество всех его подмножеств. В булеан В(Х) обязательно включается само множество X и пустое множество (. 

[image: image91.wmf]1

0

0

0

0

x

1

0

0

0

0

x

0

1

0

1

0

x

1

0

0

0

0

x

1

0

0

1

0

x

x

x

x

x

x

   

 

А

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

=

Пример 2. Для множества X = {0,1} булеаном является множе​ство: 

[image: image92.wmf] 
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В(Х) =   (, {0},{1},{0,1} .
Разбиением P(X) множества Х называется система его непустых непере​секающихся подмножеств, в объединении дающая множество X (рис. 1.6).


[image: image7]
Рис. 1.6. Разбиение множества P(X) = {Х1, Х2, Х3, Х4}
Разбиение P(X) = {Х1, Х2, ..., Хn} множества X удовлетворяет следующим условиям:

1) Xi ( X, i = l, ... , n;

2) Xi ( (, i = l, ... , n;
3) Xi ( Xj = (, при i ( j;
4) 
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Множества Х1, Х2, ..., Хn называются блоками разбиения P(X). Для исходного множества Х можно получить несколько различных разбиений. 

Пример 3. Для множества    X = {1,2,3,4,5} можно построить следующие разбиения:

P1(X) = {{1,2}, {3,4,5}} – из двух блоков;
P2(Х) = {{1},{2,5},{3},{4}} – из четырех блоков. 

Примерами разбиений также являются разбиения множества студентов  университета по факультетам, по курсам и по группам. 

1.4. Декартово произведение множеств

Декартовым произведением X ( Y двух множеств X и Y называется множество всех упорядоченных пар (x, у) таких, что x ( X, а у ( Y .
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Пример 1. Пусть: X = {1,2}, Y = {-1,0,1} . 
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[image: image96.bmp]X ( Y =   (1,-1), (1,0), (1,1), (2,-1), (2,0), (2,1)  , 

Y ( X =   (-1,1), (-1,2), (0,1), (0,2), (1,1), (1,2)  .

Очевидно, что для операции декартова произведе​ния множеств закон коммутативности не выполняется:

X ( Y ( Y ( X

Декартовым произведением множеств X1, X2, …, Xn будем называть множество X1 ( X2 ( … ( Xn всех упорядоченных наборов (х1, х2 , …, хn) таких, что: 

xi ( Хi ;
i = 1, 2 ,…, n.

Пример 2. X = {x1, x2, x3, x4} и Y = {у1, у2, у3}. Декартово произведение X ( Y представлено  таблицей 1.1.

Таблица 1.1. Пример декартова произведения

	X \ Y
	у1
	у2
	у3

	x1
	(x1, у1)
	(x1, y2)
	(x1, у3)

	х2
	(х2, у1)
	(х2, y2)
	(x2, у3)

	х3
	(х3, у1)
	(х3, y2)
	(x3, у3)

	х4
	(х4, у1)
	(х4, y2)
	(х4, у3)


Наглядно декартово произведение множеств можно представить в виде графика (рис. 1.7). Здесь  кружочками отмечены элементы множества X ( Y = {1,2,3} ( {2,4}.


[image: image9]
Рис. 1.7. График декартова произведения Х ( Y
1.5. Бинарные отношения

1.5.1. Определение бинарного отношения

Пусть среди трех людей: Андрей (А), Василий (В) и Сергей (С) двое знакомы друг с другом (Андрей и Василий) и знают третьего – Сергея, но Сергей их не знает. Как описать отношения между этими людьми? 

Имеем исходное множество Х = {А, В, С}. Далее из элементов множества Х составим упорядоченные пары: 
(А, В), (В, А), (А, С), (В, С). Это множество пар и описывает связи между элементами множества X. Кроме того, множество этих пар есть подмножество декартова произведения X ( X. 

Определение. На множестве X задано бинарное отношение R, если задано подмножество декартова произведения X ( X (т. е. R ( X ( X).

Пример 1. Пусть X = {1, 2, 3, 4}. Зададим на X следующие отношения: 

Т = {(х, у) | х, у ( Х; х = у} – отношение равенства; 

Р = {(х, у) | х, у ( Х; х = у - 1} – отношение 
предшествования;

Q = {(х, у) | х, у ( Х; х делится на у} – отношение
делимости.

Все эти отношения заданы с помощью характеристического свойства. Перечислим элементы этих отношений для заданного множества X = {1,2,3,4}:

Т = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4)};

P = {(1,2), (2,3), (3,4) };

Q = {(4,4), (4,2), (4,1), (3,3), (3,1), (2,2), (2,1), (1,1)}.

Тот факт, что пара (х, у) принадлежит данному отношению R, будем за​писывать: (х, у) ( R или xRy. Например, для отношения Q запись 4Q2 озна​чает, что 4 делится на 2 нацело, т. е. (4,2) ( Q.

Областью определения Dr бинарного отношения R называется мно​жество DR = {x | (х, у) ( R}.

Областью значений ЕR бинарного отношения R называется множество ЕR = {у| (х, у) ( R}.

В примере для отношения Р областью определения является мно​жество DR = {1,2,3}, а областью значений является мно​жество ЕR = {2,3,4}.

1.5.2. Способы задания бинарного отношения

Бинарное отношение можно задать, указав характеристическое свойство или перечислив все его элементы. Существуют и более наглядные способы задания бинарного отношения: график отношения, схема отношения, граф отношения, матрица отношения.

График отношения изображается в декартовой системе координат: на горизонтальной оси отмечается область определения, на вертикальной - об​ласть значений отношения. Элементу отношения (х, у) соответствует точка плоскости с этими координатами. 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



a





б
Рис. 1.8. График отношения Q (а) и схема отношения Q (б)

Схема отношения изображается с помощью двух вертикальных прямых, левая из которых соответствует области определения отношения, а правая – множеству значений отношения. Если элемент (х, у) принадлежит отношению R, то соответствующие точки из DR и ЕR соединяются прямой. 

Граф отношения R ( X ( X строится следующим образом. На плоско​сти в произвольном порядке изображаются точки - элементы множества X. Пара точек х и у соединяется дугой (линией со стрелкой) тогда и только тогда, когда пара (х, у) принадлежит отношению R. 

Матрица отношения R ( X ( X – это квадратная таблица, каждая строка и столбец которой соответствует некоторому элементу множества X. На пересечении строки х и столбца у ставится 1, если пара (х, у) ( R; все остальные элементы матрицы заполняются нулями. Элементы матрицы нуме​руются двумя индексами, первый равен номеру строки, второй – номеру столбца. 

Пусть X = {х1, х2, …, хn} . Тогда матрица отношения 
R ( X ( X имеет n строк и n столбцов, а ее элемент rij определяется по правилу:

[image: image97.wmf].
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1, если (xi, yj) ( R, где i = l, 2, ..., n; j = l, 2, ..., n.
0, если (xi, yj) ( R.


[image: image11.wmf]1

0

1

1

4

0

1

0

1

3

0

0

1

1

2

0

0

0

1

1

4

3

2

1


Рис. 1.9. Граф отношения Q (а) и матрица отношения Q (б) 

1.5.3. Свойства бинарных отношений

1. Отношение R на множестве X называется рефлексивным, если для всех х ( X выполняется условие (х, х) ( R. Отношение R на множестве Х называется нерефлексивным, если ус​ловие (х, х) ( R не выполняется хотя бы при одном х ( X .
2. Отношение R на множестве X называется симметричным, если из усло​вия (х, у) ( R следует  
(у, х) ( R. Отношение R на множестве X называется несимметричным, если для любых х, у ( X из условия (х, y) ( R следует (у, х) ( R. 

3. Отношение R на множестве X называется транзитивным, если для лю​бых х, у, z ( R из одновременного выполнения условий (x, y) ( R и (у, z) ( R следует (х, z) ( R .

Пример. Рассмотрим следующие отношения на множестве X = {1,2,3,4,5,6,7}:
G = {(x, y) | х, у ( Х; х > у};

L = {(х, у) | х, у ( Х; х ( у};

M = {(x, y) | х, у ( X; (х - у) делится на 3};
К = {(х, y) | х, у ( Х; х2 + у2 (  20}.

Исследуем, какими свойствами они обладают. 

Среди приведенных в примере отношений рефлексивными являются отношение L (т. к. х ( х справедливо при всех х ( X) и отношение М (т. к. х - х = 0 делится на 3, поэтому пара (х, х) принадлежит отношению М при всех х ( X). 

Симметричными являются отношения М (если х - у делится на 3, то и у - х делится на 3) и К (если х2 + у2 (  20, то и у2 + х2 ( 20).
Транзитивными являются отношения G, L, М.
1.5.4. Отношения эквивалентности

Бинарные отношения делятся на типы в зависимости от свойств, которыми они обладают. 

Отношение R на множестве X называется отношением эквивалентности, если оно обладает свойствами рефлексивности, симметрич​ности и транзитивности.
Важной особенностью отношений эквивалентности является то, то они разбивают все множество Х на не​пересе​кающиеся подмножества – классы эквива​лент​ности.

Классом эквивалентности, порожденным элементом х ( X , называется подмножество [х] множества X, для элементов которого выполняется условие (х, у) ( R, y( X. 

Таким образом, класс эквивалентно​сти:

[х] = {у | y ( X; (x, y) ( R}.

Классы эквивалентности образуют систему непустых непересекающихся подмножеств множества X, в объединении дающую все множество X – т. е. образуют разбиение множества Р(Х).
Обозначим отношение эквивалентности символом (, тогда класс эквивалентности записывается в виде:

[х] = {у | y ( X; х ( у}.

Из рассмотренных в примере отношений только отно​ше​ние М является отношением эквивалент​ности.
Отношение М разбивает множество X = {1,2,3,4,5,6,7} на три клас​са эквивалентности:

[1] = {1,4,7},  [2] = {2,5},  [3] = {3,6}.
Классы, порожденные элементами 4, 5, 6 и 7 совпадают с этими классами:

[4] = [1],     [5] = [2],    [6] = [3],    [7] = [1].
1.6. Отображения множеств

Пусть X и Y – два непустых множества. Закон G, согласно ко​торому любому элементу х ( X ставится в соответствие элемент у ( Y, называется однозначным отображением X в Y. Отображение является обобщением понятия функци​и, определенной на X и принимающей значения на Y.

Используются следующие эквивалентные записи:

G: X ( Y
или

у = G(x); где х ( X , у ( Y.

В случае однозначного отображения элемент у называ​ется образом элемента х, а х – прообразом у.

Возможна ситуация, когда каждому х ( X отображение G ста​вит в соответствие некоторое подмножество
G(x) ( Y. Тогда обра​зом элемента х будет подмножество G(x). Отображение G в этом случае будет являться многозначным отображением. 

Отображение является, таким образом, всюду определенным отношением и определяется тройкой множеств (X, Y, G).

Интересным является случай, когда множества X и Y совпада​ют: X = Y. Отображение G: X ( X представляет собой отображе​ние множества X самого в себя и определяется парой множеств (X, G), где G ( X ( X. Подробным изучением таких отображений занимается теория графов. Рассмотрим здесь лишь нескольких операций над ними.

Пусть G и Н – отображения множества X в X. Композицией этих отображений назовем отображение GH, которое определяется следующим образом: 

GH(x) = G(H(x)).

В частном случае при Н = G получим отображения:

G2(x) = G(G(x)),

G3(x) = G(G2(x)) и т. д.
Для произвольного S ( 2 имеем: GS(x) = G(GS -1(x)).

Введем для общности соотношение: G0(x) = х. То​гда можно записать:

G0(x) = G(G-1(x)) = GG-1(x) = х.

Это означает, что G-1(x) представляет собой обратное отобра​жение. Тогда G-2(x) = G-1(G-1(x)) и т. д.

Пример. Пусть X – множество людей. Для каждого человека х ( X обозначим через G(x) множество его детей. Тогда: 

G2(x) – множество внуков х, 

G3(x) – множество правнуков х,

G-1(х) – множе​ство родителей х и т. д.

Изображая людей точками и рисуя стрелки, идущие из х в G(x), получим родословное, или генеалогическое де​рево, представленное на рис. 1.10.
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Рис. 1.10. Генеалогическое дерево

1.7. Контрольные вопросы и упражнения
1. Вставьте обозначения числовых множеств:

· множество натуральных чисел;

· множество целых чисел;

· множество рациональных чисел;
· множество действительных чисел. 

2.
Вставьте пропущенный знак ( или (:
117 ___ N;
22,4 ___ Z;
4/3___Q;

[image: image13.wmf]2

 ___ Q;
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 ___ R;
( ___ Z.
3. Принадлежит ли множеству корней уравнения 

x2 - 5х + 6 = 0 число х = -3?

4. Какими способами можно задать множество?

5. Запишите множество действительных корней уравне​ния 3х + 4 = 0. Как записать ответ, если требуется найти множество целых корней этого уравнения?

6. Что такое подмножество данного множества? Какой символ используется для записи «множество А является подмножеством множества В»? Запишите его: А ____ В.
7. Вставьте пропущенный символ ( или ( :
1 ___ {1,2,3};
{1} ____ {1,2,3};
( ___ {1,2,3};
{2,3} ____ {1,2,3}.

8. Вставьте пропущенные знаки операций на множествах:

{а,b,с} ____ {d,b,e} = {b}; 

{a,b,с} ____ {с, d} = {а,b,с,d};

{а,b,с} ____ {a,d} = {b,c}.

9. Что такое булеан множества X? 

10. Является ли булеаном множества {а,b,с} система под​множеств  {а}, {b}, {с}  ?

11. Является ли разбиением множества {а,b,с} система подмножеств  {a,b},{b,с},{а,с}  ?
12. Нарисуйте диаграммы Эйлера для левой и правой час​тей за​кона де Моргана. Сравните их.

13. Запишите законы алгебры множеств. Запомните их названия.

14. Вставьте пропущенный знак = или (:
{3,5} _____ {5,3};

(3,5) _____ (5,3).
15. Нарисуйте график декартова произведения X ( Y, где 
X = {1,5}, Y = {2,3}. Совпадает ли он с графиком У ( X?
16. Дайте определение бинарного отношения на множестве.
17. Обведите кружком номер правильного ответа. Обла​стью определения бинарного отношения R называется множество
а) {(х, у)| (х, у) ( R};

б) {х| (х, у) ( R};

в) {у| (х, у) ( R}.

18. Какими способами можно задать бинарное отношение?

19. Какое отношение является рефлексивным?

20. Какой особенностью обладает матрица рефлек​сив​ного отношения? А матрица симметричного отноше​ния?

21. Закончите фразу: Отношение, облада​ю​щее свойствами рефлек​сивно​сти, симметрич​ности, тран​зи​тив​нос​ти, называется отношением

_________________________________________.

22. Запись [х] используется для обозначения __________________________________________.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА

2.1. Алгебра логики
2.1.1. Логические высказывания
Под логическим высказыванием понимается повествовательное предло​жение, о котором имеет смысл говорить, что оно истинно или лож​но, но не то и другое вместе.

Примеры: 

1. Волга впадает в Каспийское море.
2. Два больше трёх. 

3. Я лгу.
Примеры 1, 2 являются высказываниями (1 – истинно, 2 –ложно). Пример 3 – не высказывание (если предположить, что оно истинно, то в силу его смысла оно одновременно ложно и, наоборот, из лож​ности этого предложения вытекает его истинность).
В алгебре логики не рассматривают внутреннюю струк​туру высказываний, а ограничиваются рас​смотрением их свойства представлять истину или ложь. Поэтому на высказывание можно смотреть, как на величину, которая может принимать только одно из двух значений: «истина» или «ложь».
Высказывания будем обозначать буквами А, В, С, а их зна​чения («истина» или «ложь») – соответственно цифрами 1 или 0. Эти цифры будем рассматривать как символы, не имеющие арифметического смысла. 
В обычной речи сложные предложения образуются из простых предложений с помощью связок: «и», «или», «если..., то…» и т. д. 
Примеры:
1. Светит солнце, и идёт дождь.
2. Шесть делится на два или шесть делится на три.
3. Если контакт замкнут, то лампа горит.
Связки можно рассматривать как операции над высказывания​ми. В алгебре логики вводят операции, аналогичные связкам обычной речи. При этом истинность или ложность сложного высказывания полностью определяется истинностью или ложностью его составляющих.

2.1.2. Основные логические операции

1. Выражение А ( В («А и В») означает высказыва​ние, истинное только в том случае, когда А и В истинны. 

Такое вы​сказывание называют конъюнкцией выска​зы​ва​ний А и В. Символ ( обозначает операцию конъюнкции. Эта операция соответствует союзу «и» в обычной речи. В алгебре логики знак операции «(» можно опускать или заменять на «•».
В обычной речи не принято соединять союзом «и» два высказывания, далекие по со​держанию. В алгебре высказываний операция конъюнкции мо​жет быть применена к любым двум высказываниям. Например, для высказываний: «пять больше трех» и «трава зеленая» их конъюнкция является истинным вы​сказыванием.

2. Выражение А ( В («А или В») означает высказы​вание, истинное, если хотя бы одно из высказываний А или В явля​ется истинным. 

Такое высказывание называют дизъюнкцией вы​ска​зыва​ний А и В. Символ ( обозначает операцию дизъюнкции. Эта операция соответствует союзу «или» в обычной речи, применяе​мому в неисключающем смысле.

Дело в том, что в обычной речи союз «или» может иметь два смысловых значения: неисключающее и исключающее. В пер​вом случае подразумевается, что из двух высказываний, по крайней мере, одно истинно, а может быть и оба истинны. Пример такого высказывания: «В жаркую погоду пьют воду или едят мороже​ное». 
Во втором случае полагают, что из двух высказываний истин​ным является только одно. Пример такого высказывания: «Сегодня мы поедем на экскурсию или пойдем на пляж». Конъюнкция высказываний соответствует перво​му случаю.

3. Выражение A ( B («если А, то В» или «А влечет В») означает высказывание, которое ложно тогда и только тогда, когда А истинно, а В ложно. 

Такое высказывание называют импли​кацией высказываний А и В. Высказывание А называется условием (посылкой), высказывание В – заключением (следствием) импликации. Символ ( обозначает опера​цию импликации. 

В обычной речи операции импликации соответствует связка «если ..., то…». Отличие состоит в том, что связка предполагает смысловую за​висимость соединяемых высказываний, а для операции ( смысло​вая связь несущест​венна. 

Например, высказывания: «если 2 * 2 = 5, то трава синяя» и «если два больше трех, то восемь делится на четыре» являются истинными, так как у первого из них ложная посылка, а у второго – истинное следствие. Импликация: «если 2 * 2 = 4, то 5 < 2» ложна, поскольку ее условие истинно, а заключение ложно.

4. Выражение A ~ В («А эквивалентно В») означает высказывание, кото​рое истинно тогда и только тогда, когда  А и В оба истинны или оба ложны. 

Такое высказывание называют эквивалентностью высказываний A и В. Символ ~ означает операцию эквивалентности. 

В обычной речи этой операции соответствует связка: «тогда и только тогда, когда». Примером эквивалентности может служить высказывание: «Треугольник ABC равнобедренный тогда и только тогда, когда угол при вершине В равен углу при вершине С».

4. Выражение (А («не А») означает высказывание, которое истинно, когда А ложно и ложно, когда А истинно. 

Такое высказывание называют отрицанием высказывания А. Символ ( над буквой обозначает операцию отрицания. 

В обычной речи этой операции соответствует частица «не». Например, для истин​ного высказывания: «восемь делится на четыре» отрицанием являет​ся ложное высказывание: «неверно, что восемь делится на четыре» или «восемь не делится на четыре».

2.1.3. Формулы алгебры логики

Под алгеброй логики будем понимать алгебру, образованную множеством E = {0, 1} вместе со всеми возможными операциями на этом множестве. 
В отличие от обычной алгебры, порожденной бесконечным множеством действительных чисел R, алгебра логики базируется на конечном множестве E, состоящем из двух элементов: 1 («истина») и 0 («ложь»). 

Пусть А, В, С – произвольные высказывания, которые рассмат​риваются как величины, принимающие одно из двух логических значений (1 или 0). Применяя к ним операции конъюнкции, дизъюнкции, импли​кации, эквивалентности и отрицания, можно получить новые слож​ные высказывания, например:

((А (  В) ((С) ~ А(В.
(1)

В алгебре логики, в отличие от обычной речи, значение сложного высказывания полностью определяется значениями его составляющих. Предположим, что А – ложное высказывание, В – истинное, С – ложное. Тогда высказывание (1) является ложным в силу определения логических операций.

Наряду с высказываниями, принимающими определенные постоянные значения (1 или 0) и называемыми постоянными высказываниями, в алгебре логики рассматривают переменные высказывания, которые не являются таковыми. Таким образом, вводятся понятия логических констант и переменных.
Так, если X, Y, Z – логические переменные то, применяя к ним операции конъюнкции, дизъюнкции, импликации, эквивалентности и отрицания, можно получить формулы алгебры логики. 

При задании конкретных значений переменных формула принимает опреде​ленное значение. Таким образом, каждая формула определяет некоторую логическую функцию, переменными которой являются переменные высказывания. 

Переменные и функции принимают только два значения (1 или 0), поэтому логические функции можно описать конечной таблицей, которую называют таблицей истинности. 

Рассмотренные выше логические выражения определяют основные функции двух переменных f(x, y) формулами: x ( y, x ( y, х ( у, х ( у,(x. Ниже приведена их таблица истинности (табл. 2.1).

Таблица 2.1. Таблица истинности основных функций

	x 
	y 
	x (y 
	x ( y 
	х ( у
	x ( y 
	(x

	0 
	0 
	0 
	0 
	1 
	1 
	1 

	0 
	1 
	0 
	1 
	1 
	0 
	1 

	1 
	0 
	0 
	1 
	0 
	0 
	0 

	1 
	1 
	1 
	1 
	1 
	1 
	0 


Выполнять логические операции нужно в следующем порядке:

1) отрицание ((   );

2) конъюнкция ((); 
3) дизъюнкция (();

4) импликация (();

5) эквивалентность (().

Скобки, как и в обычной алгебре, меняют этот порядок действий. Поэтому выражение в скобках вычисляется в первую очередь, т.е. имеет более высокий приоритет.
Пример 1. Формулу F = x ( y ( z следует понимать так:

F = (x ( y) ( z.

Возможен случай, когда две формулы имеют одну и ту же таблицу истинности, т.е. определяют одну и ту же логическую функцию. Такие формулы называют равносильными. При этом количество и состав переменных в формулах не обяза​тельно должны совпадать. 

Пример 2. Следующие две формулы: 

F1 =(y ( z    и    F2 = (( x ( y ) ((z) ( ( x ( y )

являются равносильными. Они определяют одну и ту же функцию f (x, y, z), что следует из таблицы 2.2. 

Если все значения функции в таблице истинности равны 1, то функции называется тождественно истинной. Формула для такой функции называется тавтологией. Тавтологичность формулы можно легко обнаружить с помощью таблиц истинности.

Таблица 2.2. Таблица для равносильных формул
	 x
	y
	z
	F1 =(y ( z
	F2=((x(y) ((z) ( (x (y)

	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0

	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	1

	1
	1
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	1


2.1.4. Логические функции
Функция f(x1, х2, ..., xn), принимающая логическое значение (1 или 0) и за​висящая от логических переменных, называется логической функцией. Логическую функцию можно представить в виде отображения f: En ( E, где множество En = E ( E ( … ( E есть декартово произ​ведение всех упорядоченных наборов (x1, х2, ..., xn) таких, что 
xi ( E, i = 1,2,…, n. 
Таким образом, область определения логической функции – сово​купность всевозможных n-мерных наборов из нулей и единиц, а для её задания достаточно указать, какие значения функции соответст​вуют каждому из наборов (табл. 2.3). 
На​боры в таблице будем располагать в порядке возрастания их номера N. Такой порядок расположения наборов называ​ется стандартным или естественным.

При таком порядке каждому набору α = (α1, …, αn), где αi есть 0 или 1, ставится в соответствие целое число
N = α12n-1+ … + αn-121+ αn.

Наборам (0, 0, ...,0, 0), (0, 0, ..., 0, 1), ..., (1, 1, ..., 1, 1) соот​вет​ствуют числа N = 0, 1,..., 2n-1. Количество входных наборов для функции n переменных равно k = 2n.
Таблица 2.3. Задание логической функции
	N
	х1
	х2
	…
	хn-1
	хn
	f(x1, x2,..., xn-1, хn)

	0
	0
	0
	…
	0
	0
	f(0, 0, ..., 0, 0)

	1
	0
	0
	…
	0
	1
	f(0, 0, ..., 0, l)

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	………………

	2n-2
	1
	1
	…
	1
	0
	f(l, 1, …, 1, 0)

	2n-1
	1
	1
	…
	1
	1
	f(l, 1, …, 1, 1)


Все множество наборов переменных по значениям функции на них можно разбить на 2 подмножества: 

[1] – единичное множество наборов, на которых f = 1;
[0] – нулевое множество наборов, на которых f = 0.
Теперь определим количество различных функций n переменных. Каждая функция задается набором своих k значений, которому также можно поставить в соответствие k-разрядное двоичное число.

Располагая функции в таблице в порядке возрастания соответствующих им чисел, мы получим все возможные различные функции. Количество таких функций будет равно 
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Далее рассмотрим логические функции одной и двух переменных, которые определяют также и операции, используемые при записи логических формул. Их можно считать «элементарными» функциями (табл. 2.4, 2.5). 

Таблица 2.4. Функции g(x)
	х 
	g1(x) 
	g2(x)
	g3(x)
	g4(x)

	0
1 
	0 0 
	0
1 
	1
0 
	1 1 


Таблица 2.5. Функции двух переменных f(х1, х2)
	х1 х2     
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	f10
	f11
	f12
	f13
	f14
	f15
	f16

	0   0 
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0   1 
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1   0 
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1   1 
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Функции одной переменной

Функция g2(х) = x  определяет логическую операцию – повторение переменной x, а функция g3(х) =(x определяет логическую операцию – отрицание переменной x. 
g1(х) и g4(х) по сути являются не функциями, а константами 0 и 1.
Функции двух переменных

f2 = х1 ( х2
– конъюнкция или логическое умножение

f8 = х1 ( x2
– дизъюнкция или логическое сложение.

f10 = х1  ( х2
– эквивалентность;

f7 = х1 ( х2
– неэквивалентность;
f12 = х2 ( х1
– функция следования (импликации) х1;
f14 = х1 ( х2
– функция следования (импликации) х2;
f3 = х1 ( х2
– функция запрета х1; 

f5 = х2 ( х1
– функции запрета х2;

f9 = х1 ( x2
– функция (стрелка) Пирса;

f15 = х1 | х2
– функция (штрих) Шеффера.

Причем, функции f2, f8, f10, f12, f14 определены ранее как основные логические функции (табл. 2.1). 

Функции f3, f5, f7, f9, f15 являются производными от них: 

f3 =(f14
или
х1 ( х2
=
х1 ( х2,  

f5 =(f12
или
х2 ( х1
=
х2 ( х1,

f7 =(f10
или
х1  ( х2
=
х1  (  х2,

f9 =(f8
или
х1 ( x2
=
х1  (  х2.
f15 =(f2
или
х1 | х2
=
х1  (  х2

Остальные 6 функций, по сути, не являются функциями от двух переменных. Функции f4, f6, f11, f13 зависят существенно только от одной переменной:

f4(х1, х2) =  х1,

f6(х1, х2) =  x2,

f11(х1, х2) =(х2,
f13(х1, х2) =(х1.
Функции f1, f16 не зависят ни от одной переменной и являются функциями – константами: 

f1(х1, х2)   = 0,    f16(х1, х2) = 1.

Замечание. Операция неэквивалентности (х1 ( х2), определяющая функцию f7(х1, х2), имеет и другие назва​ния. В математической логике она известна еще как опера​ция «исключающее или», а в двоичной алгебре – как операция «сложение по модулю два». 

Исходя из рассмотренных элементарных функций, можно построить формулы для более сложных функций трех и более числа переменных. 
Пример. Формула F = ((х1 ( х2) •(х2) ( х3  определяет функцию трех переменных f(х1, х2, х3 ). 
Таким образом, суперпозиция элементарных функций позволяет получить другие логические функции конечного или бесконечного числа переменных. Совокупность всех возможных логических функций образует множество, которое обозначим P2.
2.2. Булева алгебра

2.2.1. Булевы функции и операции

Существуют много видов алгебр логики, в которых произвольная логическая функция представляется как суперпозиция некоторых базисных функций. Например, широко известной является булева система функций: конъюнкция ((), дизъюнкция (() и отрицание (( ). Эта система функций в качестве базиса была введена английским математиком Булем, с именем которого связа​но начало всей математической логики. Поэтому алгебра логики на основе этих операций называется алгеброй Буля или булевой алгеброй. Рассмотрим свойства булевых операций.
Свойства булевых операций

1. Аксиоматические свойства 

х •  х = х,
x ( x = x,

x •(x = 0,
x ((x = 1,
х •  0 = 0,
x ( 0 = x,
x •  1 = x,
x ( 1 = 1.
2. Свойства коммутативности 
х1 ( х2 = х2 ( х1,

х1 • х2 = х2 • х1.
3. Свойства ассоциативности

(х1 ( х2) ( х3 = х1 ( (х2 ( х3), 
(х1 • х2) • х3 = х1 • (х2 • х3). 
4. Свойства дистрибутивности

(х1 ( х2) • х3 = (х1 • х3) ( (х2 • х3), 
(х1 • х2) ( х3 = (х1 ( х3) • (х2 ( х3). 
5. Принцип двойственности (Закон де Моргана)

х1 • х2 = (х1 ((х2,
х1 ( х2 = (х1 •(х2.
6. Закон двойного отрицания: х =(х.
В булевой алгебре любая логическая функция может быть представлена булевой формулой в виде совершенной дизъюнктивной формы (СДНФ). Причем, как будет показано ниже, представление произвольной логической функции в виде СДНФ является единственным.

2.2.2. Совершенные дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы 
Рассмотрим возможность представления произвольной функции в виде булевой формулы, содержащей только операции дизъюнкции, конъюнкции и отрицания. 
Теоремы 1 и 2 доказывают возможность такого представления. Введем некоторые понятия.
Элементарной конъюнкцией (ЭК) называется выражение 
[image: image16.wmf],
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  – различны, а r – ранг конъюнкции. Функция-константа единица (Ui = 1) считается конъюнкцией нулевого ран​га.

Элементарной дизъюнкцией (ЭД) называется выражение 
[image: image18.wmf],
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– различны, а r – ранг дизъюнкции. Функция-константа единица (Ui = 0) считается дизъюнкцией нулевого ран​га. 

Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется дизъюнкция N = U1 ( U2 ( ...( Uk элементарных конъюнкций U1, U2, ..., Uk. Совершенная ДНФ – частный случай ДНФ, элементарные конъюнкции которой содержат все переменные и ранг их равен n.
Конъюнктивной нормальной формой (КНФ) называется конъюнкция N = U1 ( U2 ( ...( Uk элементарных дизъюнкций U1, U2, ..., Uk. Совершенная КНФ – частный случай КНФ, элементарные дизъюнкции которой содержат все переменные и ранг их равен n.
Теорема 1. Произвольную логическую функцию 
f(х1, х2, ..., хn) можно представить в виде
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(2)

где σi ( {0, 1}, xi0 =(хi, xi1 = xi, σ = (σ1, …, σn) и дизъюнкция берётся по всем n-мерным наборам из нулей и единиц.

Доказательство. Покажем, что левая и правая части соотно​шения (2) совпадают. Подставим в (2) произвольный набор α = (α1, …, αn),  где каждое αi ( {0,1}. В левой части по​лучим f(α1, α2, …, αn), а в правой части:
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Равенства в правой части вытекают из свойств конъюнкции, дизъ​юнкции и из того, что: хσ = 1 ( х = σ.
Если f(х1, х2,..., хn) ≢ 0, то соотношение (2) можно перепи​сать в форме:
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(3)

Эта формула (3) называется совершенной дизъюнктивной нормаль​ной формой (СДНФ) функции f(x1, х2,..., xn).
Следствие. Для произвольной логической функции существует взаимнооднозначное соответствие между ее СДНФ и таблицей истинности:

а) СДНФ содержит ровно столько элементарных  конъюнкций, сколько единичных наборов у функции;
б) каждому единичному набору σ = (σ1, …, σn) соответствует элементарная конъюнкция всех переменных функции, в которой для σi = 0 переменная хi берется с отрицанием и для σi = 1 – без отрицания. 

Рассмотрим построение СДНФ по таблице истинности функ​ции f(x1, х2, ..., xn). Для каждого набора σ = (σ1, …, σn) из единичного множества [1] (такого, что f(σ1, …, σn) = 1), составляется выражение ЭК: 
[image: image23.wmf]n

2

1

n

2

...

s

s

s

1

x

x

x

. Затем эти конъюнкции соединяются знаком дизъ​юнкции. 

Пример 1. Построим СДНФ для функции неэкви​ва​лентности f7(x1, х2)=(х1 ( х2). Исходя из единичного мно​жест​ва этой функции [1] = {(0, 1), (1, 0)} формула СДНФ будет иметь вид: FСДНФ = (х1 • х2 ( х1•(х2. 
Теорема 2. Произвольную логическую функцию 
f (х1, х2,..., хn) можно представить в виде:
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(4)

где σi ( {0, 1}, хi0 = хi,   xi1 = xi,   σ = (σ1, …, σn) 
и конъюнкция берётся по всем n-мерным наборам из нулей и единиц.
Доказательство. Из свойства булевой функции имеем
f (х1, х2,..., хn) = 
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(х1, х2, ..., хn). Для функции (f(х1, х2,..., хn) по теореме 1 существует представление в виде
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тогда имеем:
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что следует из закона де Моргана. 

Заметим также, что 
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Если f(х1, х2, ..., хn) ≢ 1, то соотношение (4) можно переписать в форме 
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(5)
Эта форма называется совершенной конъюнктивной нормальной формой (СКНФ).

Следствие. Для произвольной логической функции также существует взаимнооднозначное соответствие между ее СКНФ и таблицей истинности:

а) СКНФ содержит ровно столько элементарных  дизъюнкций, сколько нулевых наборов у функции;

б) каждому нулевому набору σ = (σ1, …, σn) соот​вет​ствует элементарная дизъюнкция всех переменных функции, в которой для σi = 1 переменная хi берется с отрицанием и для σi = 0 – без отрицания. 

Рассмотрим построение СКНФ по таблице истинности функ​ции f(x1, х2,..., xn). Для каждого набора σ = (σ1, …, σn) из нулевого множества [0] (такого, что f(σ1, …, σn) = 0), составляется выражение ЭД: 
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. Затем эти дизъюнкции соединяются знаком конъ​юнкции. 

Пример 2. Построим СКНФ для функции неэкви​ва​лентности f7(x1, х2) = (х1 ( х2). Исходя из нулевого мно​жества этой функции [0] = {(0, 0), (1, 1)} формула СКНФ будет иметь вид: FСКНФ = (х1 ( х2) • ((х1 ( (х2). 
2.3. Полные системы логических функций

Система функций ( = {f1(x11,..., x1p1), ..., fs(xs1, ..., xsps),…} на​зывается полной, если любую логическую функцию f(x1, ..., xn) мож​но представить в виде супер​позиции функций {f1, ..., fs, ...} и переменных х1, ..., хn. 

Функции, входящие в полную систему, называются базисными, а сама полная система функций ( – базисом. 

Примеры полных систем функций (базисов)

1. Булевый базис (0 = {х1 • х2, x1( х2,(х}. 

Полнота булева базиса следует из того, что для любой логической функ​ции можно построить СДНФ или СКНФ. 

2. Конъюнктивный булевый базис (1 = {х1 • х2,(х}. Полнота  этого базиса следует из п. 1 и представления дизъюнкции в виде:

x1 ( х2 = (х1 •(х2.
3. Дизъюнктивный булевый базис (2 = {x1 ( х2,(х }. 
Полнота этого базиса следует из п. 1 и представления конъюнкции в виде:
х1 • х2 =(х1 ((х2.

4. Базис Жегалкина (3 = {х1 • х2, х1 ( х2, 1}.

Полнота этого базиса следует из п. 2 и представления отрицания в виде:(х = х ( 1. 

Теорема 3. Любую логическую функцию f(x1, ..., xn) можно предста​вить в виде полинома Жегалкина:

f(x1, ..., xn) = а0 ( а1 x1 ( а2 x2 ( … ( а 2n-1 x1 … xn,
(6)

где аi ( {0,1}, i = 0, 1, ..., 2n - 1.

Доказательство. Система функций ( = {х1 • х2, х1 ( х2, 1, 0} полна. Из формулы СДНФ (3), пользуясь свойствами:

x ( x = 0,
x • x = x,
x ( 0 = x,

x • 0 = 0,
x • 1 = x,
x1 • x2 = x2 • x1,

x1 ( x2 = x2 ( x1,   (x1 ( x2) • x3 = (x1 • x3) ( (x2 • x3),
получим представление функции в виде полинома (6).
Следствие. Для любой логической функции, наряду с СДНФ и СКНФ в случае булева базиса, существует единственный полином Жегалкина вида (6). 

Далее в теореме 4 формулируется критерий полноты системы логических функций, на основе которого можно проверить полноту данной системы функций, а также построить другие базисы. 

Теорема 4 (о полноте). Для того чтобы система функ​ций {f1(xl1 ..., х1р1), ..., fs (xs1, ..., xsps), ...} была полна, необ​хо​димо и достаточно, чтобы она содер​жала функцию, не сохраняющую 0; функцию, не сохраняющую 1; несамо​двой​ственную функцию; немо​нотонную функцию; нелинейную функцию. 

Класс функций, сохраняющих ноль
Функция f(х1, ..., хn) называется сохраняющей ноль, если она на нулевом наборе принимает значение 0, то есть f(0, ..., 0) = 0.

Пример. f(х) = 0, f(х) = х, f(х1, х2) = х1 • х2, f(х1, х2) =
 х1 ( х2 сохраняют ноль; f(х) = 1, f(х) =(х, f(х1, х2) = х1 ( х2 не сохраняют ноль.

Лемма 1. Из функций, сохраняющих ноль, супер​позицией можно получить только функции, сохраняющие ноль.

Доказательство. Функции, равные переменным, сох​ра​няют ноль. Поэтому достаточно показать, что функция

Ф(х1, ..., хn) = f(f1(х1, ..., хn), ..., fm(х1, ..., хn))
сохраняет ноль, если функции f, fl, …, fm сохраняют ноль. Последнее следует из 
f(f1(0, ..., 0), ... fm(0, ..., 0)) = f(0, ..., 0) = 0.
Следствие. Полная система функций должна содер​жать хотя бы одну функцию, не сохраняющую ноль.

Класс функций, сохраняющих единицу
Функция f(х1, ..., хn) называется сохраняющей едини​цу, если она на единичном наборе принимает значение 1, то есть f (1, ..., 1) = 1.

Пример. Функции f(х) = 1, f(х) = х – сохраняют единицу; функции f(х) = 0, f(х) =(х, f(х1, х2) = х1 ( х2 – не сохраняют единицу.

Лемма 2. Из функций, сохраняющих единицу, суперпози​цией можно получить только функции, сохраняющие единицу. Доказательство очевидно.
Следствие. Полная система функций должна содер​жать хотя бы одну функцию, не сохраняющую единицу.

Класс самодвойственных функций
Функция f (х1,..., хn) называется самодвойственной, если f(х1, ..., хn) = (f((х1, ...,(хn). 

Пример. f(х) = х, f(х) =(х – самодвойствен​ные функ​ции; f(х1, х2) = х1 • х2, f(х1, х2) = х1 ( х2 – несамо​двой​ственные.

Лемма 3. Из самодвойственных функций суперпози​цией можно получить только самодвойственные функции.
Следствие. Полная система функций должна содер​жать хотя бы одну несамодвойственную функцию.

Класс монотонных функций

Набор ( = ((1, ..., (n) предшествует набору ( = ((1, ..., (n), если (i ( (i (i = l, 2, ..., n). Это обозначаем как ( ( (. Наборы, которые находятся в отношении ( называются сравнимыми. 

Функция f(х1, ..., хn) называется монотонной, если для любой пары наборов ( и ( таких, что при ( ( (: f(() ( f(().
Пример. f(х) = х, f(х1, х2) = х1 • х2, f(х1, х2) = х1 ( х2 – монотонные функции, а f(х) =(х – немо​нотонная функция.

Лемма 5. Из монотонных функций суперпозицией мож​но получить только монотонные функции.

Следствие. Полная система функций должна содер​жать хотя бы одну немонотонную функцию.

Класс линейных функций

Функция f(х1, ..., хn) называется линейной, если полином Жегалкина этой функции имеет линейный вид:
f(х1, ..., хn) = а0 ( а1 x1 ( … ( аn xn,

где аi ( {0,1} (i = 0, l, ..., n). 

Пример. f(х) = х, f(х) =(х = х ( 1 – линейные функции; f(х1, х2) = х1 ( х2 = х1 ( х2 ( х1•х2 – нелинейная функция.

Лемма 7. Из линейных функций суперпозицией можно полу​чить только линейные функции.

Следствие. Полная система функций должна содержать хотя бы одну нелинейную функцию.

Таблица 2.6. Свойства функций двух переменных

	Обозначе​ние функ​ции

	Свойства функции

	
	Сохра​няю​щая 0
	Сохра​няю​щая 1
	Самодвой​ствен​ность
	Моно​тонность
	Линей​ность

	f1 = 0 
	+
	–
	+
	+
	+

	f2 = х1 ( х2
	+
	+
	–
	+
	–

	f3 = х1 ( х2 
	+
	–
	–
	–
	–

	f4 = x1 
	+
	+
	+
	+
	+

	f5 = х2 ( х1  
	+
	–
	–
	–
	–

	f6 = x2 
	+
	+
	+
	+
	+

	f7 = x1 ( x2
	+
	–
	–
	–
	+

	f8 = х1 ( х2
	+
	+
	–
	+
	–

	f9 = х1 ( х2
	–
	–
	–
	–
	–

	f10 = x1 ~ x2
	–
	+
	–
	–
	+

	f11 = (x2
	–
	–
	+
	–
	+

	f12 = x2 ( x1
	–
	+
	–
	–
	–

	f13 =(x1
	–
	–
	+
	–
	+

	f14 = x1 ( x2 
	–
	+
	–
	–
	–

	f15 = x1 ( x2 
	–
	–
	–
	–
	–

	f16 = 1 
	–
	+
	+
	+
	+


В таблице 2.6 дается полезная информация о свойствах всех функций двух переменных. Пользуясь этой таблицей можно проверить полноту заданной системы функций, а также построить другие базисы. 

2.4. Задача минимизации ДНФ

2.4.1. Основные определения

Теорема о полноте даёт ответ на вопрос, из какой системы функций можно получить в виде суперпозиции любую функцию. Но в практических задачах нужна не столько возможность, сколько правила, пользуясь которыми можно получить представление, оп​тимальное в некотором смысле. Каждое представление функции в виде суперпозиции можно охарактеризовать некоторым числом, которое называется сложностью данного представления (напри​мер, число применений операции суперпозиции) и зависит от кон​кретной задачи. Тогда можно поставить задачу об отыскании пред​ставления логической функции наименьшей сложности. В принципе, такую задачу всегда можно решить последовательным перебором различных суперпозиций функций системы.

Рассмотрим теперь су​перпозиции над булевой системой функций, содержащей лишь конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание. Именно для этих суперпозиций методы минимизации разработаны достаточно хорошо. Чтобы дать точную формулировку задачи, приведем некоторые определения.

Минимальной ДНФ функции f(x1, ..., xn) называется ДНФ N = U1 ( U2 ( ... ( Uk, представляющая функцию f(x1, ..., xn) и содер​жащая наименьшее количество букв по сравнению с другими ДНФ, то есть число букв в N равно 
[image: image32.wmf]å
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, где ri – ранг конъюнкции Ui, а минимизация проводится по всем ДНФ функции f(x1, ..., xn).

Тогда задача об отыскании представления функции наименьшей сложности формулируется так: для всякой функции найти представление в виде минимальной ДНФ.

Прежде чем описать метод решения задачи дадим ещё несколь​ко определений.
Импликантом функции f(x1, ..., xn) называется эле​мен​тарная конъюнкция 
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если выполнено соотношение Ui ( f(x1, ..., xn) ( 1. Это означает, что если на некотором наборе импликант Ui обращается в единицу, то функция f(x1, ..., xn) на этом наборе тоже обращается в единицу. Любая элементарная конъюнк​ция произвольной СДНФ является импликантом данной функции.
Простым импликантом функции f(x1, ..., xn) называ​ется им​пликант функции f(x1, ..., xn), если элементарная конъюнкция, полу​чающаяся из него удалением любой буквы, не является импликан​том функции.

Сокращенной ДНФ функции f(x1, ..., xn) называется дизъюнк​ция всех простых импликантов функции f(x1, ..., xn).

Теорема 5 (без доказательства). Сокращённая ДНФ представляет функцию f(x1,..., xn).

Теорема 6 (без доказательства). Минимальная ДНФ функции f(x1, ..., xn) получается из ее сокращённой ДНФ удалением некото​рых элементарных конъюнкций.

2.4.2. Этапы минимизации ДНФ

В силу теоремы 6 получение минимальной ДНФ мож​но разбить на два этапа

1. Нахождение сокращенной ДНФ.

2. Нахождение тупиковых ДНФ (таких, из которых нельзя уда​лить ни одного простого импликанта) путём удаления подмно​жества элементарных конъюнкций из сокращённой ДНФ. Вы​бор минимальной из полученных тупиковых ДНФ.

Рассмотрим первый этап получения минимальной ДНФ. Ме​тод получения сокращённой ДНФ функции f(x1, ..., xn) из ее совер​шенной ДНФ состоит в применении следующих эквивалентных преобразо​ваний:

а) операции полного склеивания, которая состоит в замене выражения А х ( А(х на А, так как 
А х ( А(х ( А (х ((х) ( A • 1 ( A;

б) операции неполного склеивания, которая состоит в замене А х ( А(х на А х ( А(х ( А, так как 

А х ( А(х ( А ( А (х ((х) ( А ( А•1( A = A;

в) операции поглощения, которая состоит в замене АВ ( А на А, так как
АВ ( А ( А (В ( 1) ( А.

Здесь А и В – произвольные элементарные конъ​юнк​ции.

Теорема 7 (без доказательства). Сокращённую ДНФ функ​ции f(x1, ..., xn) можно получить из ее совершенной ДНФ, применяя все возможные операции неполного склеивания, а затем операции поглощения.

Пример 1. Построить сокращённую ДНФ функции
f(x1, x2) = x1 ( х2 из ее СДНФ:


f(x1, x2) =(х1(х2 ((х1 х2 ( х1х2 =(х1(х2 ((х1х2 ((х1 ( х1х2 =

=(х1(х2 ((х1х2 ((х1 ( х1х2 ( х2 = (х1 ( х2.

Теперь перейдем ко второму этапу получения минимальной ДНФ.

Пусть дана сокращённая ДНФ функции f(x1, ..., xn): 

N = U1 ( U2 ( … ( Uk. Простой импликант называется ядерным (входящим в ядро функции f(x1, ..., xn)), если
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Эта запись означает, что простой импликант Ui является ядер​ным импликантом функции f(x1, ..., xn), если существует набор ( = ((1, ..., (n), на котором импликант Ui обращается в 1, а все ос​тальные импликанты сокращённой ДНФ – в ноль.

Пример 2. Найти ядерные импликанты функции 
f(x1, ..., xn), заданной своей сокращённой ДНФ: 

(х2(х4 ( х1(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1 х3 х4 ((х1(х2 х3.
Простой импликант х2(х4 является ядерным, так как на наборе (0,0,0,0) (х2(х4 = 1, а дизъюнкция оставшихся импликантов:

х1(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1 х3 х4 ((х1(х2 х3 = 0.
Простой импликант х1(х4 – неядерный, так как он равен еди​нице на наборах {1,0,0,0}, {1,0,1,0}, {1,1,0,0}, {1,1,1,0}, но на этих же наборах: 

(х2(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1 х3 х4 ((х1(х2 х3 =1,

следовательно
х1(х4 ((х2(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1 х3 х4 ((х1(х2 х3 ( 1.

Простой импликант х1 х2 – ядерный, т.к. на {1,1,0,1}:
х1 х2 = 1, а(х2(х4 ( х1(х4 ( х2 х3 х4 ((х1 х3 х4 ( (х1(х2 х3 = 0.

Простой импликант х2 х3 х4 – неядерный, так как на наборах {0,1,1,1}, {1,1,1,1}: 

(х2(х4 ( х1(х4 ( х1 х2 ((х1 х3 х4 ((х1(х2 х3 = 1.
Простой импликант (х1 х3 х4 – неядерный, так как на наборах {0,0,1,1}, {0,1,1,1}:

(х2(х4 ( х1(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1(х2 х3 = 1.
Простой импликант (х1(х2 х3 – неядерный, так как на наборах {0,0,1,0}, {0,0,1,1}:

(х2(х4 ( х1(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ( (х1 х3 х4 = 1.

Теорема 8 (без доказательства). Простой импликант Ui входит во все тупиковые ДНФ тогда и только тогда, когда Ui входит в ядро функции f(x1, ..., xn), то есть тогда и только тогда, когда он явля​ется ядерным.

Следствие. Пусть ядро f(x1, ..., xn) состоит из импли​кантов Ul1, ... ,Ulm тогда импликант Ul, для которого выпол​нено соотношение: 
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То есть, импликант Ul обращается в единицу на тех же набо​рах, что и дизъ​юнкция ядерных импликантов: не входит ни в одну из тупиковых ДНФ функции f(x1, ..., xn).
Возвращаясь к примеру 2, отметим, что:

Импликант х1(х4 удов​летворяет следствию из теоремы 8: 

х1(х4 ((х2(х4 ( х1 х2 ( 1 

и по​этому не входит ни в одну тупиковую форму.
Импликант х2 х3 х4, для которого 
х2 х3 х4 ((х2(х4 ( х1 х2 ≢ 1 не удовлетворяет следствию. 

Импликант(х1х3х4, для которого(
(х1 х3 х4((х2(х4 ( х1 х2 ≢ 1, не удовлетворяет следствию. 

Импликант(х1(х2х3, для которого 

(х1(х2 х3((х2(х4 ( х1 х2 ≢ 1, не удовлетворяет следствию. 

Таким образом, последовательность действий при выполнении второго этапа состоит в следующем:

1) для каждого простого импликанта сокращённой ДНФ про​верить, входит он в ядро или нет. Отметить неядерные импликанты;

2) проверить для отмеченных импликантов выполне​ние следствия из теоремы 8. Простые импликанты, для которых выпол​нено следствие, удалить из сокращённой ДНФ;

3) проверить возможность удаления оставшихся отмечен​ных конъюнкций. Из полученных тупиковых ДНФ выбрать минималь​ную ДНФ.

Рассмотрим эту последовательность действий на примере 2.

1) нашли ядро функции f(х1, х2, х3, х4), состоящее из простых импликантов (х2(х4 и х1 х2. Отметим курсивом в сокращённой ДНФ неядерные импликанты:

(х2(х4 ( х1(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1  х3 х4 ((х1(х2 х3;

2) среди помеченных импликантов нашли удовлет​воряющий следствию из теоремы 8. Это импликант х1(х4. Удалим его из со​кращённой ДНФ:

(х2(х4 ( х1 х2 ( х2 х3 х4 ((х1  х3 х4 ((х1(х2 х3;

3) для получения тупиковых ДНФ удаляем подмно​жества от​меченных импликантов. Можно удалить следующие подмножества:

{х2 х3 х4,(х1 х3 х4,(х1(х2 х3}I, { х2 х3 х4,(х1 х3 х4}II, { х2 х3 х4, (х1(х2 х3}III, {(х1 х3 х4,(х1(х2 х3}IV, {x2 x3 x4 }V, {(х1 х3 х4}VI, {(х1(х2 х3} VII. 

При каждом удалении нужно проверять, представляет ли оставшаяся ДНФ функцию f(х1, х2, х3, х4).

Если удалить подмножество I, то получим ДНФ, не представ​ляющую функцию f(х1, х2, х3, х4), так как на наборе {0,1,1,1} функ​ция: 

f (х1, х2, х3, х4) = 1, а (х2(х4 ( х1х2 = 0.

Если удалить подмножество II, то получим ДНФ, не представ​ляющую функцию f(х1, х2, х3, х4), так как на наборе {0,1,1,1} функ​ция

f(х1, х2, х3, х4) = 1,   а  (х2(х4 ( х1 х2 ( (х1(х2 х3 = 0.
Если удалить подмножество III, получим минимальную ДНФ функции f(x1, x2, х3, х4):

(х2(х4 ( х1 х2 ((х1 х3 х4 – минимальная ДНФ.

2.4.3. Минимизация ДНФ методом Квайна

Существуют и другие методы, позволяющие независимо от ис​ходной формы представления функции найти все ее тупиковые формы и выбрать из них минимальную. Одним из них является ме​тод Квайна. В соответствии с этим методом отыскание минимальной ДНФ проводится в несколько этапов.

Первый этап. Функция, заданная в виде логической формулы произвольной формы, представляется в СДНФ. При этом:

1) последовательным применением эквивалентных преобразо​ваний логическая функция приводится к ДНФ, то есть к форме, не содержащей знаков отрицания над функциями, более сложными, чем один из аргументов;

2) каждый член ДНФ, представляющий собой конъюнкцию ме​нее n членов (n – количество аргументов функции), развер​тывается в дизъюнкцию нескольких элементарных  конъюнкций умножением на выражение вида (х1 ((х1) • (х2 ((х2)•…, тождественно равное едини​це;

3) приводятся, если возможно, подобные члены.

Второй этап. Отыскиваются все простые импликанты данной функции. Для этого выписываются все элементарные конъюнкции, входящие в СДНФ. Каждая из пар этих конъюнкций исследуется на возможность склеивания. Члены, участвовавшие хотя бы в одном склеивании, отмечаются, но не исключаются из дальнейших сравне​ний.

В результате выявляются группы конъюнкций, содержа​щие по (n - 1) члену. С этой группой конъюнкций проводится та же процедура, после которой получим группы конъюнкций, содержа​щие по (n - 2) членов и так далее, пока не останется ни одного члена, допускающего склеивания с каким либо другим членом.

Добавление к исходной ДНФ любого количества «склеенных» членов не изменяет вида функции. Последующее исключение всех членов, отмеченных в процессе склеивания, тоже не изменяет функ​цию, так как они поглощаются склеенными членами. Все неотме​ченные в процессе преобразований члены представляют собой про​стые импликанты, а их дизъюнкция эквивалентна исходной функ​ции.

Третий этап. Дизъюнкция всех простых импликантов может оказаться избыточной формой представления функции. Поэтому исследуется возможность удаления некоторых из них. Для этого составляется импликантная таблица, строки которой обозначают​ся выявленными на втором этапе простыми импликантами, а столб​цы –элементарными конъюнкциями, входящими в СДНФ.

Любая клетка этой таблицы отмечается, если простой импликант, записанный в соответствующей строке, является составной частью элементарной конъюнкции, записанной в соответствующем столбце. Иначе говоря, данный простой импликант покрывает нашу функцию на наборе, соответствующем элементарной конъюнкции, записанной в столбце.

В каждом столбце при этом может оказаться несколько отме​ченных клеток. Задача упрощения ДНФ сводится к вычеркиванию из таблицы максимального количества строк таким образом, чтобы заданная функция на всех наборах, обращающих ее в единицу, ока​залась покрытой хотя бы одним простым импликантом.

Эту задачу можно выполнить в следующей последовательно​сти:

1) выявляются столбцы, содержащие только одну помеченную клетку. Простые импликанты, соответствующие этим клеткам, запи​сываются в окончательное выражение для ДНФ как обязательные члены. После этого в таблице вычерки​ваются строки, соответст​вующие обязательным простым ипликантам и столбцы, содержащие отмеченные клетки в вычеркнутых строках. Вычеркивание столбцов возможно потому, что соответствующие им элементарные конъ​юнкции уже покрыты обязательными простыми импликантами, и поэтому их можно исключить из дальнейшего рассмотрения;

2) если после этого в таблице окажутся такие пары столбцов, что всем отмеченным клеткам второго столбца соответствуют в тех же строках отмеченные клетки первого столбца, а возможно, и неко​торые другие отмеченные клетки, то первый столбец вычеркивается. Это возможно потому, что какую бы совокупность простых импликантов, покрывающую элементарную конъюнкцию, которая соот​ветствует второму столбцу мы ни подобрали, этой совокупностью автоматически будет покрываться и конъюнкция, соответствующая первому столбцу;

3) строки, не содержащие после выполнения п.п. 1 и 2 ни од​ной отмеченной клетки, также вычеркиваются. Это возможно потому, что все конъюнкции, которые могут быть покрыты данным про​стым импликантом, уже покрыты другими простыми импликантами, которые должны войти в окончательное выражение для ДНФ;

4) в сокращенной таблице выявляется пара строк, содержащая хотя бы по одной отмеченной клетке в каждом столбце. Простые импликанты, соответствующие этим строкам, добавляются к ДНФ;

5) если оказывается несколько вариантов выполнения п. 4, то все они сравниваются, и выбирается простейший вариант.

Пример. Минимизировать функцию: 

f(х1, х2, х3, х4) = х1 х2 х4 ( х2 х3 х4 ((х1(х2 х3 ((х1(х2(х4.
В результате развертывания элементар​ных конъюнкций получим:


Таблица 2.7. Импликантная таблица

	
	х1х2 х3 х4
	х1х2(х3 х4
	(х1 х2 х3 х4
	(х1(х2 х3 х4
	(х1(х2 х3(х4
	(х1(х2(х3(х4

	х1 х2 х4
	Х
	Х
	
	
	
	

	х2 х3 х4
	Х
	
	Х
	
	
	

	(х1 х3 х4
	
	
	Х
	Х
	
	

	(х1(х2 х3
	
	
	
	Х
	Х
	

	(х1(х2(х4
	
	
	
	
	Х
	Х


Вычеркивая строки и столбцы, соответствующие обязательным импликантам х1 х2 х4 и (х1(х2(х4, получим упрощенную импликантную таблицу (табл. 2.8).

Таблица 2.8. Упрощенная импликантная таблица

	
	(х1 х2 х3 х4
	(х1(х2 х3 х4

	х2 х3 х4
	X
	

	(х1 х3 х4
	X
	X

	(х1(х2 х3
	
	X


Из упрощенной таблицы видно, что простой импликант (х1х3 х4 покрывает обе оставшиеся конъюнкции. Теперь можно окончатель​но записать минимальную ДНФ для функции f(х1, х2, х3, х4):

f(х1, х2, х3, х4) = х1 х2 х4 ((х1(х2(х4 ( (х1 х3 х4.
Для уменьшения количества проверок на возможность склеи​вания целесообразно все элементарные конъюнкции, содержащие одинаковое число букв, сгруппировать по признаку одинакового количества инвертированных (или не инвертированных) букв. 

2.5. Синтез логических схем
С помощью аппарата логических функций можно получить наи​более компактное автоматное описание системы управления. Кроме того, этот аппарат может быть эффективно использован при перехо​де от автоматного описания к структурной реализации системы управления. Приведем одну из методик синтеза логической схемы с одним выходом, основанную на исходном представлении в виде совокупности таблиц истинности логических функций. Для пол​ноты изложения перечислим все этапы проектирования, хотя неко​торые из них уже были рассмотрены ранее.

Первый этап 
1. По заданному в техническом задании алго​ритму выделяем независимые аргументы (входы) и выписываем все их комбинации (входные наборы). При большом количестве входов следует попытаться объединить их или реализовать устройство по частям.

2. Отмечаем запрещенные наборы, т.е. комбинации входных сигналов, которые не могут возникнуть.

3. Выписываем все значения выхода для каждого незапрещенного набора. При этом нужно проверить, зависит ли это значение только от комбинации входов, или еще и от последовательности их появления в каждой комбинации. В первом случае получим таблицу истинности. Во втором случае делаем вывод о том, что заданный алгоритм нельзя реализовать с помощью комбинационного устройства.

4. Доопределяем таблицу на запрещенных наборах, пользуясь информацией, имеющейся в алгоритме, либо руководствуясь сле​дующим (не всегда наилучшим) соображением: если в таблице больше единичных значений выхода, чем нулевых, она доопределя​ется единичными значениями и наоборот.

5. Записываем аналитическое выражение выхода как логической функции входов в СДНФ, если единичных значений выхода в таблице меньше, и в СКНФ – в противном случае.

Второй этап
6. Упрощаем полученное выражение. Для этой цели можно либо использовать известные методы минимизации логических функций, дающее минимально возможное в некотором смысле выражение, либо применить систему эквивалентных преоб​разований. 

Эффект применения эквивалентных преобразований зависит от последовательности их применения. Наиболее важными являются склеивание хi ((хi = 1 и поглощение 
хi ( хiхj = хi. К сожалению, нельзя указать такой порядок применения эквивалентных преобра​зований, который обеспечивал бы наиболее простую форму записи функции.

Третий этап
7. Пользуясь таблицами, имеющимися в литера​туре, преобразуем полученные на втором этапе выражения в такие, логические операции которых соответствуют выбранному функцио​нально полному набору элементов. При этом следует иметь в виду, что в новом базисе минимальность выражения не гарантируется.

8. Выбираем обозначение для каждой логической операции, реализуемой элементами данного набора. Существуют стандартные изображения базисных функций как некоторых блоков, техническая реализация которых может быть основана на использовании различ​ных физических явлений: магнитных, явлений в полупроводниках и т. д. Примеры таких символических обозначений представлены в таблице 2.9.

Таблица 2.9. Логические элементы и их обозначения

	Эле​мент 
	Дизъ​юнкция

х1 ( х2
	Конъ​юнкция

х1 ( х2
	Отрица​ние

(х
	Импли​кация

х1 ( х2  
	Эквива​лент​ность

х1 (  х2
	Сложе​ние по mod 2

х1 ( х2

	Обозначе​ние
	
	
	
	
	
	


9. По аналитическому выражению строим логическую схему. При этом необходимо соблюдать очередность, раскрывая выраже​ние «изнутри наружу». Полученная в результате логическая схема может оказаться избыточной. 

Пример. Пусть функция y = f(х1, х2, х3, х4) задана мини​мальной булевой формулой: 

F = (х1 ( х2) х3 ( (х1 ( х2) х4.
При построении логической схемы по этой формуле потребуется шесть элементов, реализующих 6 операций. Но два из них реализуют одну и ту же функцию (х1(х2). Поэтому можно упростить логическую схему, используя 5 логических элементов и задавая соответствующие связи между ними. Окончательно получим схему, изобра​женную на рис. 2.1.

Четвертый этап
10. От логической схемы выражения, описы​вающего работу системы управления, можно непосредственно пе​рейти к принципиальной схеме устройства, так как каждому услов​ному изображению функции на логической схеме соответствует физический элемент, реализующий данную операцию и имеющий не​сколько вариантов принципиальной схемы в зависимости от эле​ментной базы. Соединения между элементами задаются связями на логической схеме.
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Рис. 2.1. Логическая схема

2.6. Контрольные вопросы и упражнения
1. Для высказывания А: «Любые два треугольника подоб​ны» сформулируйте отрицание и двойное отри​цание. Какие из этих трех высказываний истинны?

2. Даны высказывания: «Я купил велосипед» (А); «Я путешествовал по России» (В) и «Я участвовал в соревнованиях по велосипеду» (С). Сформулируйте высказывания, соответствующие формулам:
А ( В,
А ( В ( С,
А ((С,      А ( В,
(В ((С.
3. Даны высказывания:

«Четырехугольник MNPQ – парал​лело​грамм» (А);

«Диагонали четырехугольника MNPQ в точке пере​сечения делятся пополам» (В). Сформулируйте высказывания, соответ​ст​вующие формулам:
А ( В, 
В ( А, (А,    (В, 
(А ( В, 
(В ( А.
4. Составьте таблицы истинности для следующих формул: 

F1 = X ( (Y ( Z)    и    F2 = (X (Y) ( (X ( Z).
5. Покажите, что формулы являются тавтологиями:

F1 = X  ( Y ~ Y ( X; 

F2 = X  ( Y ~ Y ( X;

F3 = ((X ( Y) ( X) ( Y.

6. Докажите равносильность формул:

а)
F1 = X ( (Y ( Z)    и    F2 = (X ( Y) ( (X ( Z);
б)
F1 = X ( (Y ( Z)    и    F2  = (X ( Y) ( (X ( Z);
в)
F1 = X ( Y    и    F2 =(X ((Y;
г)
F1 = X ( Y    и    F2 =(X ((Y;
д)
F1 = X ( (Y ( Z)    и    F2 = (X ( Y) ( Z;
е)
F1 =  (X ( Y) ( (X ( Z)    и    F2 = X ( (Y ( Z).
7. Постройте совершенные ДНФ и КНФ функций:
x1 | x2,
     x1 ( x2,
x1 ~ x2.
8. Запишите СДНФ и СКНФ для логической функции f(x1, х2, х3), принимающую значение 1 на наборах с номерами: 0, 3, 7. Определите, к каким классам функций относится эта функция.

9. Проверьте справедливость равенств: 

а) х =(х ( 1;

б) х1 ( х2 =(х1 ( x2 .

10. Составьте таблицу свойств логической функции двух переменных. Из таблицы выпишите все полные системы булевых функций.

11. Проверьте линейность логической функции f(x1, x2, x3), прини​мающей значение 1 на наборах с номерами: 0, 1, 5, 6.

12. Синтезируйте логические схемы функций из задач № 9, 12.

13. Найдите минимальную ДНФ функции f(х1, х2, х3, х4), прини​мающей значение 1 на наборах с номерами: 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 12, 13.

14. Приведите примеры: 

а) монотонной функции, которая одновре​менно была бы линейной; 

б) самодвойственной функции, кото​рая одновре​менно была бы линейной; 

в) линейной и монотонной функций.

15. Покажите, что функции Шеффера и Пирса не явля​ются ни ли​нейными, ни монотонными, ни самодвойственными.

16. Докажите полноту системы функций ( = {(, ~ , 0}, состоящей из дизъюнкции, эквивалентности и константы 0. 
3. ТЕОРИЯ ГРАФОВ

На практике часто бывает полезно изобразить некоторую си​туацию в виде рисунков, составленных из точек (вершин), представ​ляющих основные ситуации, и линий (ребер), соединяющих опреде​ленные пары этих вершин и представляющих связи между ними. Таким способом удобно представлять структуру системы, в которой вершины – это блоки, а ребра – связи между блоками. Такие рисунки известны под общим названием графов. Графы встречаются в разных областях под разными названиями: «структуры» в гражданском строительстве, «сети» в электротехни​ке, «социограммы» в социологии и экономике, «молекулярные структуры» в химии и т.д. Удобны графы и при исследо​вании систем методом пространства состояний. В этом случае вер​шины – состояния системы, процесса, ребра – действия, которые могут изменить состояние. При решении оптимизационных задач вершинами могут быть предполагаемые решения, ребрами – прави​ла для их нахождения.

Начало теории графов как математической дисциплины было положено Эйлером в 1736 г., когда им была написана статья о Кенигсбергских мостах. Однако она была единственной в течение почти ста лет. Интерес к этой науке возродился около сере​дины XIX в связи с развитием естественных наук (исследования электрических сетей, моделей кристаллов и структур молекул), формальной логики. Кроме того, оказалось, что многие математические голово​ломки могут быть сформулированы в терминах теории графов.

Последние 35-40 лет ознаменовали новый период интенсив​ных разработок теории графов. Появились новые области прило​жения: системы телекоммуникаций, биология, психоло​гия и другие.

 3.1. Основные определения

3.1.1. Общие понятия

Граф G задается множеством вершин (точек) Х = {х1, ..., хn} и множеством ребер (линий) А = {а1, .., аn}, соединяющих между собой все или часть этих вершин. Таким образом, граф G полностью определяется заданием двух множеств (Х, А).

Другое часто употребляемое описание графа состоит в задании множества вершин X и соответствия (отношения) G, которое показывает, как ме​жду собой связаны вершины. То есть граф задается следующим об​разом.

Пусть дано множество элементов X (вершин) графа и закон G, позволяющий установить соответст​вие между каждым элементом х множества X и некоторыми его подмножествами G(x). Тогда граф полностью определяется множест​вом X и соответствием G, то есть граф обозначается парой (X,G). Удобно исполь​зовать обозначение G(X) по аналогии с функцией.

Пример. Для графа, изображенного на рис. 3.1: множество вершин X = {х0,х1,х2,х3,х4,х5} и закон соот​ветствия между вершинами:


G(x 0) = {x1, x2},

G(x1) = {x0, x2, x4},

G(x2) = {x0, x1, x5},

G(x3) = {x4}, 

G(x4) = {x1, х3}, 

G(x5) = {x2},

G(x6) = (.

Рис. 3.1. Пример задания графа
Ребра графа – линии, соединяющие вершины, указывают на соответствие между вершинами в графе.

Запись g = (xi, xj) говорит, что ребро g инцидентно вершинам хi и xj, а вершины хi, xj инцидентны ребру g. Две вершины хi, xj  назы​ваются смежными, если они определяют ребро графа. Два ребра графа называются смежными, если их концы имеют общую верши​ну.

Вершина, не инцидентная никакому ребру графа, называется изолированной. Если граф состоит из изолированных вершин, его называют ноль-графом.

3.1.2. Ориентированные и неориентированные графы

Ребро графа называется неориентированным, если порядок расположения его концов (направление стрелок) в графе не прини​мается во внимание. 

Ребро графа называется ориентированным, если этот порядок существенен. В этом случае говорят, что для ребра g = (xi, xj): xi – начальная, a xj – конечная вершины ребра.

Ориентирован​ное ребро называют дугой графа (рис. 3.2).

Рис. 3.2. Дуга ориентированного графа

Граф называется неориентиро​ванным или неорграфом, если каждое ребро его не ориентированно, и ориентирован​ным или орграфом, если каждое ребро его ориенти​рованно. Если граф содержит ори​ентированные и неориентирован​ные ребра, он называется смешанным.
Полным неориентированным графом называется граф U(X), ребрами которого являются всевозможные пары (xi, xj) для всех возможных вершин xi, xj ( X, i ( j. 
В таком графе все вершины являются смежными (рис. 3.3).

Рис. 3.3. Полные неориентированный и
ориентированный графы

Полным ориентированным графом U0(X) называ​ется граф, у которого любые две вершины соединены хотя бы в одном направле​нии.

Петлей называется ребро g = (xi, xi), у которого начальная и конечная вершины совпадают (рис. 3.4) Петля обычно считается неориентиро​ванной.

Рис. 3.4. Петля

Мультиграфом называется граф, в котором пара вершин соединяется несколькими различными ребра​ми или дугами (рис.3.5).


Рис. 3.5. Неориентированный и ориентированный мультиграфы

Дополнением графа G(X) является такой граф Gd(X), ко​торый совместно с графом G(X) образуют полный граф:  U(X) = G(X) ( Gd(X).

3.1.3. Маршруты в графах

Маршрутом в произвольном графе называется чередующаяся последовательность вершин и ребер, начинающаяся и заканчивающаяся вершиной. В простом графе маршрут однозначно определяется только последовательностью вершин. Будем рассматривать следующие конечные маршруты, которые часто используются в задачах обхода графа: цепи, циклы и пути.
Для неориентированных графов справедливы следующие понятия. 

Цепь – последовательность ребер S = (g1, g2, ..., gn), в которой у каждого ребра gk одна из вершин явля​ется вершиной ребра gk-1, а другая - вершиной ребра gk+1. При этом одно и то же ребро или вершина может встречаться несколько раз. Пример цепи для графа (рис. 3.6):
S = (g0, gl, g2, g3, g4, g5, g2, gб) = ((x0, х1), (х1, х2), (х2, х3), (х3, х1), (х1, х4), (х4, х3), (х3, х2), (х2, х5)).


Рис. 3.6. Пример цепи

Цепь называется про​стой, если все ребра в ней раз​личны, и сложной (составной) – в противном слу​чае. Вершины в простой цепи могут повторяться. 

Цепь назы​вается элементарной, если в ней ни одна из вершин не повторяется.

Циклом называется конечная цепь, начинающаяся на некото​рой вершине хi, и окачивающаяся на ней же. Простые, сложные и элементарные циклы определяются по аналогии с цепями.

Для ориентированных графов введены следующие дополни​тельные понятия.

Путем в графе G(X) называется такая последовательность дуг (gl, g2, …), что конец каждой предыдущей дуги является началом следующей. Существуют простые, сложные и элементар​ные пути.

Х|
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Х0
Контур графа – это конечный путь, у которого начальная вер​шина совпадает с конечной. Существуют простые, слож​ные (составные) и элементарные контуры.

Длина пути есть число дуг L(s) в последовательности дуг пути s. В случае бесконечного пути L(s) = (.

Граф называется симметрическим, если   ( xi, xj из того, что xi ( G(xj) ( xj ( G(xi), то есть две смеж​ные вершины xi, xj  всегда соединены противоположно ориентирован​ными дугами (рис.3.7).

Рис. 3.7. Симметрический граф

Граф называется антисимметрическим, если ( xi, xj 
xi ( G(xj) ( xj ( G(xi), то есть каждая пара смежных вершин соединена только в одном направлении.

Граф называется конечным, если число его вершин конечно и бесконечным,  если число вершин бесконечно. Граф G(X) называется G – конечным, если для каждой его верши​ны х ( X множество G(x) конечно. 

3.1.4. Частичные графы и подграфы 

Граф Н(х) называется частичным для графа G(X), если все ребра Н(Х) являются ребрами G(X) и множество вершин графа Н(Х) совпадает с множеством вершин графа G(X), то есть Н(х) ( G(x) ( х ( X (рис.3.8).
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Рис. 3.8. Граф G(X) и частичный для него граф Н(Х)

Частичный граф содержит часть ребер (дуг). Он также может быть ориентированным или неориентированным в зависимости от исходного графа.

Отметим, что ноль-граф графа G(X) считается его частичным гра​фом. Все частичные графы Н(Х) для G(X) можно получить, выбирая в качестве ребер Н(Х) всевозможные подмноже​ства множества ребер графа G(X).

Подграфом GA(A) графа G(X), где А ( X, называется граф, вершинами которого являются элементы множества
А ( X, а ребра​ми ​– все ребра из G, концевые вершины которых лежат в А (рис.3.9).

Хо

Хо

Х4

Рис. 3.9. Подграф GA(A) графа G(X)

Таким образом, под​граф содержит часть вершин вместе с ребрами, со​единяющими эти вершины. Иначе, GA(A) – подграф графа G(X), если А ( X и GA(x) = G(x)(А ( х ( Х. 

Если А = X, то GA(A) = G(X). Для единственной вершины А = {а} подграф GA(a) со​стоит из петель вокруг а. Под​графом GA(A) графа G(X) будет ноль-граф, если
А ( X есть подмножество изолированных вершин графа. 

Под​граф будет ориентированным или неориен​тированным в зависимо​сти от исходного графа.


Частичным подграфом НА(А), А ( X графа G(X) называется подграф (рис. 3.10), ребрами которого являются некоторые ребра из G(X), оба конца которых лежат в А. Иначе, НА(А) – частичный под​граф графа G(X), если А ( X и НА(х) ( G(x) ( A ( х ( Х.

Дополнительным частичным графом Н(А) графа G(X) явля​ется единственный граф, состоящий из ребер графа G(X), не при​надлежащих некоторому частичному подграфу НА(А) графа G(X) (рис. 3.11). 

3.1.5. Связность в графах

Рассмотрим вопрос о связности в графах. Пусть G(X) – неори​ентированный граф. Две вершины хi и xj называются связными, если существует цепь S с концами хi и xj. Если S проходит через некото​рую вершину xk более одного раза, то можно удалить цикл в верши​не xk из цепи S. Отсюда следует, что вершины, связанные цепью, связаны элементарной цепью.

Неориентированный граф называется связным, если любая па​ра его вершин связана. Отношение связности для вершин графа есть отношение эквивалентности 
(xi ~ xj, хj ~ хk ( xi ~ хk). 

Компонентой связ​ности неориентирован​ного графа G(X) называ​ется подграф НА(А) графа G(X) с множеством вер​шин А ( X и множеством ребер в G(X), инцидент​ных только вершинам из А, причем ни одна вершина xi ( А не смежна с вершинами из множества Х \ А (рис. 3.12).

Рис. 3.12. Граф с двумя компонентами связности

Ориентированный граф называется сильно связным, если для любой пары вершин найдется путь, соединяющий их. 

Компонентой сильной связности ориентированного графа G(X) называется подграф НА(А) графа G(Х) (подчиняющийся опре​делению сильно связного графа) с множеством вершин А ( Х и мно​жеством дуг, имеющих начало и конец в А, причем ни одна из вер​шин хi ( А и хj ( X \ А не смежны между собой (рис. 3.13).
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Рис. 3.13. Ориентированный граф с двумя компонентами сильной связности

Очевидно, что ориентированный граф G(X) сильно связан то​гда и только тогда, когда он имеет одну компоненту связности.

На практике широко используются такие виды графов, как де​ревья и прадеревья.

Деревом называется конечный связный неориентированный граф, состоящий, по крайней мере, из двух вершин и не содержащий циклов. Такой граф не имеет петель и кратных ребер (рис. 3.14).

Ветвями дерева называются ребра графа, вхо​дящие в дерево. Хордами дерева называются ребра, входящие в граф, дополнительный к данному дереву. Лагранжевым дере​вом называется дерево, все ветви которого имеют общую вершину.

Рис. 3.14. Дерево

Лесом называется несвязный граф, каждая компонента связно​сти которого является деревом.

Прадеревом называется ориентированный граф G(X) с корнем х0 ( X, если в каждую вершину  хi ( х0 (хi ( X) заходит ровно одна дуга, а в корень х0 не заходит ни одна дуга. Прадерево не содержит контуров (рис.3.15).


Рис. 3.15. Прадерево
3.1.6. Изоморфизм. Плоские графы

В изображении графа имеется относительно большая свобода в размещении вершин и в выборе формы соединяющих их ребер. По​этому один и тот же граф может быть представлен по-разному (рис. 3.16).
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Рис. 3.16. Примеры изоморфных графов

Графы G1(X1) и G2(X2) называются изоморфными, если между множествами их вершин существует взаимно однозначное соответ​ствие, сохраняющее смежность вершин. Иначе, если вершины являются смежными (соединены ребрами) в одном из графов, то соответствующие им вершины  в другом графе также являются смежными. Если ребра графов ориентированы, то их направление в изоморфных графах также должно соответствовать друг другу.

Граф G(X) называется плоским, если он может быть изобра​жен на плоскости так, что все пересечения его ребер являются вер​шинами графа G(X) (рис. 3.17).


а)
б)

Рис. 3.17. Примеры плоского (а) и неплоского (б) графов

3.2. Отношения на множествах и графы

Каждый ориентированный граф G(X) определяет некоторое от​ношение на множестве X своих вершин. Это отношение может быть записано как xi G xj. Оно означает, что в графе есть дуга, идущая от xi к xj.

Отношению со свойством рефлексивности (x R х) должна со​ответствовать на графе петля в вершине. Если это отношение со​блюдается во всех вершинах х ( X, то соответствующий граф G(X) должен иметь петлю в каждой своей вершине. 

В случае антиреф​лексивного отношения на мно​жестве X, соответствующий граф ни в одной из вершин не имеет петли.

Симметрическому отношению на множестве X соответствует граф с неориентированными ребрами и, наоборот, граф с неориенти​рованными ребрами определяет некоторое симметрическое отношение. 

В случае антисимметрического отношения на графе невоз​можно присутствие двух дуг (xi, xj), (xj, xi) на графе, то есть сущест​вование неориентированного ребра. Кроме того, на этих графах нет петель, то есть соответствующее антисимметрическое отношение антирефлексивно.

Отношение, обладающее свойством тождественности, соот​ветствует графу с антисимметричным отношением на множестве вершин (ориентированному графу) и добавлением петли в каждой вершине. Этот граф не должен иметь контуров.

Рис. 3.18. Свойство транзи​тивности на графе

Граф, соответствующий транзитивному отношению (рис. 3.18), обладает следующи​ми свойствами: для любой пары ориентированных ребер (дуг) графа (xi, xj), (xj, xk) имеется за​мыкающая дуга (xi, xk). Можно сказать, что в графе, который соответствует транзитивному отношению, для каждого пути S(xi, xk) имеется дуга (xi, xk) (рис.3.19).

 
[image: image41]
а)
б)

Рис. 3.19. Транзитивный (а) и нетранзитивный (б) графы

Отношение, обладающее свойством полноты, опреде​лено на множестве вершин полного ориентированного графа.

Нулевое отношение определено на множестве вершин ноль-графа.

Универсальное отношение определено на множестве вершин полного неориентированного графа с петлями. Дополнительное к R отношение (R определено на множестве вершин дополнительного графа Gd(Х) к G(X).

Графы, соответствующие отношению эквива​лент​ности, пред​ставляют собой совокупность компонент связности (для каждого класса эквивалентности своя компонента) несвязного графа. Каждая компонента несвязного графа должна быть полным неориентиро​ванным графом с петлями (рис. 3.20).


[image: image42]
Рис. 3.20. Граф, соответствующий отношению эквивалентности

3.3. Матрицы смежности и инциденций графа

Если в графе G(X) через аij обозначить число дуг, идущих из xi в xj, то матрица A = || аij || (i = 1, ..., n; j=1, ..., n; где n – число вершин графа) называется матри​цей смежности вершин графа. 

Наличие нулевого элемента на главной диагонали означает от​сутствие петли в соответствующей вершине.

Матрица Ат соответствует графу G-1(X). Матрица А является симметрической тогда и только тогда, когда граф G(X) – симметри​ческий. Матрица А антисимметрична тогда и только тогда, когда граф G(X) – антисим​мет​рический. Матрица А полна тогда и только тогда, когда граф G(X) – полный (аij + аji ( 1).

Рис. 3.21. Пример графа для определения матрицы 

смежности A

[image: image43]
Матрицей смежности ребер графа называется такая матрица В = || bij || (I = 1, ..., m; j = 1, ..., m; где m - число ребер графа), что:

1, если ребра gi и gj имеют общий конец,

0 в противном случае.

Пусть g1, ..., gm – дуги, х1, ..., хn – вершины ориентиро​ванного графа G(X). Матрица S = || sij || (I = 1, ..., n – номер вершины графа, j = 1, ..., m – номер дуги графа), такая что: 

 1, если gj исходит из хi,

-1, если gj заходит в хi, 

 0, если gj не инцидентна хi 

называется матрицей инциденций для дуг графа. 

Для неорграфа матрица R = || rij || размером n х m, где:

1, если хi (i = 1, ..., n) инцидентна gj (j = 1, ..., m),
 0 в противном случае

называется матрицей инциденций для ребер графа. 

Рис. 3.22. Пример графа для определения матриц S и R
3.4. Операции над графами

3.4.1. Сумма графов

Пусть даны два графа G1(X) и G2(X) на одном и том же множе​стве вершин. Тогда суммой графов G1(X) и G2(X) является граф G(X), состоящий из ребер, принадлежащих G1(X) или G2(X). 

Таким образом, если (хi', хj') ( G1(X) и (хi",хj") ( G2(X), то (хi', хj') ( G(X) и (хi", хj") ( G(X) ( (хi', хj', хi", хj") ( X.

Символически сумму двух графов обозначают следующим об​разом: G(X) = G1(X) ( G2(X). Аналогично определяется сумма n графов Gi(X) (i = 1, ..., n):


G(X) =
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как граф, состоящий из ребер, принадлежащих хотя бы одному из графов Gi(X) (рис. 3.24).

Операция суммирования графов обладает перемес​тительным свойством: G1(X) ( G2(X) = G2(X) ( G1(X).

Рассмотрим случай, когда операция суммы графов применяется к графам, определенным на различных множествах вершин. Тогда суммой G(X) будет граф 

G(X) = G1(X1) ( G2(X2) ( … ( Gn (Xn) =
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для которого справедливо: 

X = X1 ( X2 ( ... ( Xn
и G(хj) = G1(хj) ( G2(xj) ( … ( Gn(хj) =  , хj(Х.

Сумма графов G1(X1) и G2(X2) изображена на рис. 3.23.

Пример 1

Рис. 3.23. Суммирование графов с различными множествами вершин
Пример 2

[image: image46]
Рис. 3.24. Суммирование графов с одинаковыми множествами вершин
3.4.2. Пересечение графов

Пусть даны два графа G1(X) и G2(X) на одном и том же множе​стве вершин. Тогда пересечением графов G1(X) и G2(X) называется граф G(X), состоящий из ребер, принадлежащих и G1(X) и G2(X), то есть если (хi, хj) ( G1(X) и (хi, хj) ( G2(X), то (хi, хj) ( G(X).

Обозначение пересечения двух графов: 

G(X) = G1(X) ( G2(X).

Аналогично пересечение n графов Gi(X) (i = 1, ..., n) обознача​ется как G(X) =
[image: image47.wmf])
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 и определяет граф G(X), состоящий из ребер, принадлежащих всем графам Gi(X).

Для графов примера 2 (рис. 3.24) имеем:

а)
пересечение G1(X) ( G2(X) = ( (ноль-граф);

б)
пересечение G1(X) ( G2(X) (рис. 3.25). 

Для графов, определенных на различных множествах вершин операция пересечения определяется следующим образом: 

G(X) = G1(X1) ( G2(X2) ( … ( Gn (Xn) =

где X = X1 ( X2 ( ... ( Xn =
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n

1

i

i

X

=


и G(хj) = G1(хj) ( G2(хj) ( … ( Gn(хj) =
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3.5. Степени графов

3.5.1. Степени неориентированных графов

Пусть G(X) – неориентированный граф. Степенью m(х) графа G(X) в вершине х называется число ребер, инцидентных вершине х. Если все числа m(х) для х ( X конечны, то граф называется ло​кально конечным. Петли можно считать одинарным или двойным ребром в зависимости от конкретной задачи.

Обозначим m(хi, xj) = m(xj, хi) – число ребер, соеди​няющих вершины хi и xj. Если в графе G(X) нет кратных ребер, то m(хi, xj) = 0 или m(хi, xj) = l.

Очевидно, что

m(хi) =
[image: image50.wmf]å
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Поскольку каждое ребро учитывается в двух вершинах хi и xj, то общее число ребер m графа G(X):


[image: image51.wmf]å

å

å

Î

Î

Î

=

=

X

x

j

i

X

x

X

x

i

j

i

i

)

x

,

x

(

m

2

1

)

x

(

m

2

1

m

.
(7)

Это выражение справедливо и для графов с петлями, если пет​лю считать двойным ребром.

Так как 
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 – четное число, то можно сделать вывод о том, что в конечном графе число вершин с нечетной степе​нью четно. Это следует из того, что если из суммы вычесть все слагаемые, соответствующие вершинам с четной степенью, она останется чет​ной.

Граф, степени всех вершин в котором равны, называется одно​родным, т.е. m(xi) = mn ( xi ( X.

Конечные однородные графы могут быть представлены в виде правильных многогранников: тетраэдра, куба, октаэдра, додекаэдра, икосаэдра и т.д. Примеры бесконечных одно​родных графов изображены на рис. 3.27. 

Из (7) следует, что в однородном графе степени mn, число ребер равно  
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где n - число вершин.

Рис. 3.27. Бесконечные однородные графы
3.5.2. Степени ориентированных графов

В ориентированном графе существуют такие понятия, как по​лустепени исхода и захода.

Полустепенью исхода m'(х) называется число дуг, выхо​дящих из вершины х. Полустепень захода m"(х) – число дуг, входящих в вершину х. Петли считают по одному разу в каждой из полустепе​ней.

Аналогом кратности неориентированных ребер m(xi,xj) в ори​ентированном графе являются две кратности: m'(xi, xj) – число дуг, направленных от xi к xj, m"(xi,xj) – число дуг, направленных от xj к xi. 

Таким образом: 

m'(xi, xj) = m"( xj, xi).
Число дуг, выходящих из вершины xi, определится суммой
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а число дуг, входящих в вершину хi равно 
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Отсюда общее число дуг графа:
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Если все полустепени m'(x) и m"(x) равны для всех х ( X, то ориентированный граф G(X) называется однородным графом степени mn.


[image: image57]
Рис. 3.28. Однородные ориентированные графы

Для такого графа m = mn х n, где n число вершин графа G(X). Примеры однородных ориентированных графов приве​дены на рис. 3.28.

3.6. Характеристики графов

3.6.1. Характеристики расстояний в графах

Пусть G(X) – конечный или бесконечный ориенти​рованный граф. Отклонением d(xi, xj) его вершины xi от вершины xj называ​ется длина кратчайшего пути из хi в xj:

d(xi, xj) = min {l[Sk(xi, xj)]}.

Отклонение d(xi, xj) удовлетворяет следующим аксио​мам мет​рического пространства:

1. d(xi, xj) ( 0;

2. d(xi, xj) = 0 ( xi = xj;

3. d(xi, xj) + d(xj, xk) ( d(xi, xk) – неравенство треуголь​ника и не удовлетворяет четвертой аксиоме, а именно:

4. d(xi, xj) ( d(xj, xi), так как граф ориентирован.

Необходимо отметить, что если xj ( G(xi), то d(xi, xj) = (. Отклоненностью вершины xi называется наибольшее из от​клонений d(xi, xj) по всем xj:
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В качестве примера рассмотрим схему первой (1870 г.) сети связи для почтовых голубей (рис. 3.29). 


[image: image59]
Рис. 3.29. Схема первой сети связи для почтовых голубей

Граф, пред​став​ляющий ее, изображен на рис. 3.29, а матрица отклонений и вектор отклоненностей – в табл. 3.2 и табл. 3.3 соответственно.

Таблица 3.2. Отклонения d(xi, xj)

	Города 
	П
	Б
	Л
	Г
	М
	Н

	Париж 
	0
	2
	1
	1
	2
	2

	Бордо 
	1
	0
	2
	2
	3
	3

	Лион 
	2
	1
	0
	1
	1
	2

	Гренобль 
	(
	(
	(
	0
	(
	1

	Марсель 
	3
	2
	1
	2
	0
	1

	Ницца 
	(
	(
	(
	(
	(
	0


Таблица 3.3. Вектор отклонений

	Города
	П
	Б
	Л
	Г
	М
	Н

	d(xi)
	2
	3
	2
	(
	3
	(


Для неориентированного графа, соответствующего графу, изо​браженному на рис. 3.29, можно найти аналогичные характеристики, но без учета ориентации дуг. При этом матрица d(xi, xj) оказывается симметричной.

В связном неориентированном графе понятиям отклонения и отклоненности соответствуют понятия: расстояние и удаленность.

Пусть G(X) – связный неориентированный граф. В соответст​вии с определением связности для вершин xi  и xj  графа существует элементарная цепь S(xi, xj) с концами xi  и xj, причем l(S) ( 0.

Расстоянием d(xi, xj) между вершинами xi и xj называется дли​на цепи S(xi, xj) наименьшей длины 
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Удаленность вершины xi графа G(X) есть число 
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Центром графа называется вершина, в которой достигается наименьшая из отклоненностей (удаленностей), если таковая являет​ся конечным числом. В графе может быть несколько центров (Париж, Лион), а может не быть ни одного.

Периферийной вершиной графа называется вершина с наи​большей отклоненностью или удаленностью (Гренобль, Ницца).

Радиусом p(G) ориентированного графа называется отклоненность его центра.
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В примере (рис. 3.29) ((G) = 2 (d(П) = d(Л) = 2). Если в графе нет центров, то полагают, что ((G) = (. В неориентированном графе ((G) – удаленность центра.

Диаметром неориентированного графа называется удален​ность периферийной вершины.
3.6.2. Характеристические числа графов
Решение многих технических задач методами теории графов сводится к определению тех или иных характеристик графов, поэто​му полезно знакомство со следующими характеристиками.

Цикломатическое число. Пусть G(X) – неориен​тирован​ный граф, имеющий n вершин, m ребер и k компонент связности. Цикломатическим числом графа G называется число µ(G) = m - n + k.
Это число имеет интересный физический смысл: оно равно наибольшему числу базисных (независимых) циклов в графе. При расчете элек​трических цепей цикломатическим числом можно пользоваться для определения числа независимых контуров.
Хроматическое число. Пусть р – натуральное число. Граф G(X) называется р-хроматическим, если его вершины можно рас​красить различными цветами так, чтобы никакие две смежные вер​шины не были раскрашены одинаково. Наименьшее число р, при котором граф является р‑хроматическим, называется хроматическим числом графа и обозначается γ(G). 
Если γ(G) = 2, то граф называется бихроматическим. Необходимым и достаточным условием того, чтобы граф был бихроматическим, является отсутствие в нем циклов нечетной длины.

Хроматическое число играет важную роль при решении задачи наиболее экономичного использования ячеек памяти при програм​мировании. Однако его определение, за исключением  γ(G) = 2, пред​ставляет собой довольно трудную задачу, требующую применения ЭВМ.

Множество внутренней устойчивости. Множество S ( X графа G(X) называется внутренне устойчивым, если никакие две вершины из S не являются смежными, то есть для любого х ( S имеет место:
G(x) ( S = (.
Множество внутренней устойчивости, содержащее наибольшее число элементов, называется наибольшим внутренне устойчивым множеством, а число элементов этого множества называется чис​лом внутренней устойчивости графа G. Наибольшее внутренне устойчивое множество играет важную роль в теории связи.
Множество внешней устойчивости. Множество Т ( X графа G(X) называется внешне устойчивым, если любая вершина, не при​надлежащая Т, соединена дугами с вершинами из Т, то есть для лю​бого х ( Т имеет место: G(x) ( Т ( (.
Множество внешней устойчивости, содержащее наименьшее число элементов, называется наименьшим внешне устойчивым множеством, а число элементов этого множества называется чис​лом внешней устойчивости графа G(X).

3.7. Циклы и разрезы графа

3.7.1. Остов и кодерево
Остовом T графа G называется называется подграф графа в виде дерева, содержащий все его вершины. Остов определяет каркас графа. Кодеревом T* остова Т называется подграф графа G, содержащий все вершины и только те ребра, которые не входят в остов Т. Ребра остова называют ветвями, а ребра кодерева - хордами. 

Из определений остова и кодерева следует:

1. Объединение остова T и кодерева T* есть граф G: 

Т (T* = G.

2. Кодерево есть дополнение остова T до графа G:
T* = G \ Т =(Т.
Рассмотрим пример графа, изображенного на рис. 3.30. 

Рис. 3.30. Граф

Выберем остов графа в виде связного дерева (рис. 3.31). 


[image: image63]
Рис. 3.31. Остов графа

Кодерево для данного остова имеет вид несвязного графа (рис. 3.32), но он может быть и связным. 


[image: image64]
Рис. 3.32. Кодерево графа
3.7.2 . Базисные циклы и разрезающие множества
Пусть T- остов графа G, а gi* – хорда кодерева T*. Так как Т – ацикличный граф, то граф Т ( gi* содержит точно один цикл Ci. Цикл Ci состоит из хорды gi* и тех ветвей остова Т, которые образуют единственную простую цепь между концевыми вершинами хорды gi*. Цикл Ci, возникающий в графе Т ( gi*, называется базисным циклом относительно хорды gi* остова Т. Множество всех таких циклов, число которых равно цикломатическому числу µ(G) графа G, называют базисным множеством циклов графа G относительно остова Т. 
Пусть G(X) – связный граф и X = {X1, X2} – некоторое раз​биение множества его вершин: X = X1 ( X2 и X1(X2 =(. Множество ребер графа G, одна концевая вершина каждого из которых принадлежит X1, а другая – X2, называется разрежающим множеством или разрезом графа. Удаление разрежающего множества – разрез графа, разде​ляет граф на две компоненты и делает его несвязным.

Пусть T – остов связного графа G, а gj – ветвь этого остова. Удаление ветви из остова разбивает остов на 2 компоненты T1 и T2. Пусть X1 и X2 множества вершин, соответственно, компонент T1 и T2, а  G1 и G2 – подграфы графа G, порожденные множествами вершин X1 и X2. Очевидно, что T1 – остов подграфа G1, а T2 – остов подграфа G2. Следовательно, подграфы G1 и G2 связны, а разрез, разделяющий X1 и X2, является разрежающим множеством графа G. 

Разрежающее множество Sj, составленное из ребер, связывающих вершины компонент T1 и T2 остова называется базисным разрежающим множеством графа G. При этом, компоненты T1 и T2 остова образованы удалением ветви gj остова T. 
Свойства базисных циклов и разрежающих множеств
1. Базисный цикл Ci относительно хорды gi*   кодерева T* связного графа G включает точно те ветви остова T, которым соответствуют базисные разрежающие множества, включающие эту хорду. 

2. Базисное разрежающее множество Sj относительно ветви gj остова T связного графа G включает точно те хорды кодерева T*, которым соответствуют базисные циклы, включающие эту ветвь.

3.7.3. Цикломатическая матрица и матрица разрезов

Рассмотренные ранее такие понятия как цикломатическое число и ранг, являются одними из важных числовых характеристик графов. Они определяют, соответственно, количество базисных циклов и базисных разрежающих множеств следующим образом: 

1. Количество базисных циклов графа G равно цикломатическому числу графа - числу ребер в кодереве. 

2. Количество базисных разрежающих множеств равно величине ранга графа - числу ребер в остове. 

Построим цикломатическую матрицу C = (cik) и матри​цу разрезов S = (sjk) графа, элементы которых:


1, если gk ( Ci ;

1, если gk ( Sj ;

 cik =  
 


sjk  =   

0, если gk ( Ci .

0, если gk (Sj. 

Каждая строка матриц C и S определяет некоторый цикл и разрез графа. Количество строк этих матриц равно числу всех циклов и разрезов исходного графа G соответственно. Эти строки матриц, а также соответствующие им циклы и разрезы, можно получить как суперпозицию базисных циклов и разрежающих множеств.

Суперпозиция осуществляется с помощью операции сложения по модулю 2 двоичной алгебры, обозначаемой символом (. Вектор-строка сi = (ci1, ci2, …, cim), описы​вающая цикл Ci графа, вычисляется как покомпо​нентная сумма по модулю 2 векторов, соответствующих базисным циклам. Аналогично, вектор-строка sj = (sj1, sj2, …, sjm) описывает разрез Sj графа и вычисляется как сумма по модулю 2 векторов, соответствующих базисным разрезающим множествам. 

Рассмотрим пример построения этих матриц для графа, приведенного на рис. 3.30. Сначала вычислим ранг и цикломатическое число этого. Ранг графа – число ребер в остове (рис. 3.31) – равен 4. Цикломатическое число графа – число ребер в кодереве (рис. 3.32) – равно 3. Следовательно, имеем 3 базисных цикла и 4 базисных разрезающих множества. Далее запишем эти базисные циклы и разрезающие множества.

Базисные циклы:
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Базисные разрезающие множества: 
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Составление цикломатической матрицы
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Составление матрицы разрезов
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Замечание. Символ 
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 обозначает операцию сложения по модулю 2. Результат этой операции равен 0, если арифметическая сумма чисел есть четное число, и равен 1–в противном случае.

Цикломатическая матрица C и матрица разрезов S явля​ются ортогональными, что математически выражается матричным уравнением: C(ST = (. Здесь ST – транспони​рованная матрица S, а ( – нулевая матрица.

Ортогональность матриц C и S обусловлена тем, что множество хорд, порождающих базисные циклы, и множество ветвей, порождающих базисные разрезающие множества, не пересекаются (рис. 3.30). Легко проверить ортогональность полученных матриц.
3.8. Задача определения путей в графах

3.8.1. Определение путей в графе

Решение целого ряда практических задач, описываемых в тер​минах графов, зависит от существования некоторой цепи, соеди​няющей данную вершину с какой-либо другой. Например, в качест​ве вершин графа можно рассматривать исходные позиции или со​стояния некоторой головоломки или игры, а ребра будут указывать возможные ходы из одной позиции в другую. Ребро будет неориен​тированным или ориентированным в зависимости от того, обратим переход или нет.

Граф G(X) с двумя отмеченными вершинами xi, xj назы​вается (xi, xj) – плоским, если граф G((X)=G(X)((xi, xj), полученный до​бавлением к G(X) ребра (xi, xj), является плоским. 

Рассмотрим алгоритм определения пути, ведущего из вершины xi в xj плоского графа. Если xi не является вершиной никакого про​стого цикла, то при определении алгоритма пути из xi в xj в графе G(X) всегда выбирается самый левый или правый коридор (ребро) (рис. 3.33).

– путь при выборе левого коридора;

– путь при выборе правого коридора.

Аналогичный алгоритм определения пути в прадереве предпо​лагает следующие действия. Из корня идти по какой-либо ветви насколько возможно далеко, затем возвратиться на какой-нибудь перекресток и отправиться по новому направлению (еще не прой​денному) и т.д. Искомый путь из xi в xj будет состоять из всех тех ребер, которые в процессе поиска были пройдены по одному разу.

При определении пути в произвольном графе, не являющемся прадеревом, приходим к предыдущему случаю следующим образом. Если, пройдя по некоторому ребру g, попадаем на уже пройденный ранее перекресток х, то ребро g «отсекается» от одной из своих концевых точек. После отсечения ребра, пройденные хотя бы один раз, образуют прадерево.


[image: image72]Рис. 3.33. Определение пути в графе

При определении пути в графе с помощью алгоритма Тарри необходимо в данном алгоритме пользоваться правилом:

а) не проходить дважды по одному ребру в одном и том же направлении;

б) находясь в вершине х, не выбирать того ребра, которое при​вело в данную вершину в первый раз (если есть возмож​ность друго​го выбора).
3.8.2. Алгоритм определения кратчайших путей 

Эта задача имеет большое значение в практических примене​ниях. К ней сводятся многие задачи выбора наиболее экономичного (с точки зрения расстояния или стоимости) маршрута на имеющейся карте дорог, наиболее экономичного способа перевода динамиче​ской системы из одного состояния в другое и т.д. Существует много математических способов решения, но часто методы, основанные на теории графов, наименее трудоемки.

Рассмотрим задачу о кратчайшем пути. Пусть дан граф G(X), ду​гам которого приписаны веса (расстояния, стоимости и т.п.), задаваемые матрицей С = || cij ||. 

Задача о кратчайшем пути состоит в нахож​дении кратчайшего пути от заданной начальной вершины s ( X до заданной конечной вершины t ( X при условии, что такой путь су​ществует. В общем случае возможно Сij > 0, Сij < 0, Сij = 0. Единст​венное ограничение состоит в том, чтобы в графе G(X) не было циклов с отрицательным суммарным весом.

Приведем очень простой и эффективный алгоритм Дейкстры решения этой задачи для случая Сij ( 0 ( i, j. Алгоритм основан на приписывании вершинам временных пометок, причем пометка вер​шины дает верхнюю границу длины пути от s к этой вершине. Вели​чины этих пометок постепенно уменьшаются с помощью некоторой итерационной процедуры, и на каждом шаге итерации точно одна из временных пометок становится постоянной. Это означает, что по​метка уже не является верхней границей, а дает точную длину крат​чайшего пути от s к рассматриваемой вершине. Пусть l(xi) – пометка вершины xi. Опишем основные этапы алгоритма. 

Алгоритм Дейкстры
Шаг 1. Присвоение начальных значений. Для исход​ной вершины s положим l (s) = 0 и эта пометка будет по​сто​янной. Для всех других вершин имеем: 1(хi) = ( ( xi ( s. Эти пометки временные. Положим p = s и составим мно​жество образов этой вершины: G(p).

Шаг 2. Обновление пометок. Для всех xi ( G(p), помет​ки которых являются времен​ными, изменить пометки в соответствии с выражением:

1(хi) = min [1(хi), 1(р) + c(p, xi)]
(8)

Шаг 3. Превращение пометок в постоянные. Среди всех вершин с временными пометками найти та​кую xi*, для которой l(xi*) = min[l(xi)]. Считать пометку вершины xi* постоянной и положить р = xi* .

Шаг 4. Переход  к шагу 2, если р ( t. Останов при р = t. В случае, если требуется найти лишь путь от s к одной вершине t, следует окончание счета. Длина этого крат​чайшего пути будет 1(р). 

При необходимости нахождения путей от s ко всем остальным вершинам графа переходим к шагу 2.  Продолжаем вычисления, пока все вершины не получат по​стоянные пометки. Эти отметки и дают длины кратчайших путей от s к этим вершинам. 
Проиллюстрируем работу алгоритма на примере графа, изо​браженного на рис. 3.34. Матрица весов – в табл. 3.4. Граф является смешанным, т. е. ребра у него ориентирова-нные и неори​ентированные. Требуется найти все кратчайшие пути от x1 ко всем остальным вершинам. Постоянные пометки будем обозначать знаком +.

Шаг 1. l(x1) = 0+, 1(xi) = ( ( xi ( x1, р = x1.

Первая итерация
Шаг 2. G(p) = G(x1) = {х2, х7, х8, х9}. Все эти вершины имеют временные пометки.
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Рис.3.34. Пример графа к алгоритму Дейкстры

	Таблица 3.4. Матрица смежности с весами для графа 

	
	х1
	х2
	х3
	х4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9

	х1
	
	10
	
	
	
	
	3
	6
	12

	х2
	10
	
	18
	
	
	
	2
	
	13

	х3
	
	18
	
	25
	
	20
	
	
	7

	х4
	
	
	25
	
	5
	16
	4
	
	

	x5
	
	
	
	5
	
	10
	
	
	

	x6
	
	
	20
	
	10
	
	14
	15
	9

	x7
	
	2
	
	4
	
	14
	
	
	24

	x8
	6
	
	
	
	23
	15
	
	
	5

	x9
	12
	13
	
	
	
	9
	24
	5
	


В соответствии с формулой (8) уточняем пометки: 

l(х2) = min((, 0+ + 10) = 10; l(х7) = 3;    l(х8) = 6;    l(x9) = 12.

Шаг 3. min(10, 3, 6, 12,       (        ) = 3

х2  х7 х8  х9  х3, х4, х5, х6
Вершина х7 получает постоянную пометку: 1(х7) = З+ .

Далее р = x7.

Шаг 4. Так как не все вершины имеют постоянные пометки, то переходим к шагу 2. На рис. 3.35 приведены значения пометок вершин графа. Здесь выделены вершины с постоянными пометками.
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Рис. 3.35. Пометки в начале второй итерации

Вторая итерация
Шаг 2. G(p) = G(x7) = {х2, х4, хб, х9}.Пометки всех этих вершин временные. Из (8) получим: l(х2) = 5, l(х4) = 7, l(х6)=17, l(х9) = 12. 

Шаг 3. min(5, 7, 17, 6, 12,     (     ) = 5.

х2 х4 х6 х8 х9   х3, х5
Вершина х2 получает постоянную пометку 1(х2) = 5+.

Далее р = x2.

Шаг 4. Значения пометок приведены на рис. 3.36. Переходим к шагу 2. 
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Рис. 3.36. Пометки в начале третьей итерации
Третья итерация
Шаг 2. G(p) = G(x2) = {х1, х3, х7, х9}. Только вершины х3 и х9 имеют временные пометки. Из (8) получим: l(х3) = min((,5++18) = 23, аналогично 1(х9) =12.

Шаг 3. min(23, 7, 17, 6, 12, () = 6,

х3   х4  х6  х8  х9  х5
Вершина х8 получает постоянную пометку 1(х8) = 6+, р=x8.

Шаг 4. Перейти к шагу 2 (рис. 3.37).
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Рис. 3.37. Пометки в начале четвертой итерации
Продолжая итерационный процесс, получим в итоге постоян​ные пометки для всех вершин графа (рис.3.38) и кратчайшие пути от вершины х1 ко всем остальным вершинам. Эти пути выделены жирными линиями.

Для нахождения кратчайшего пути между вершиной х2 и на​чальной вершиной х1 последовательно используем соотношение l(хi() + С(хi(, хi) = l(хi). Полагая i = 2 находим вершину х2', непосред​ственно предшествующей х2 в кратчайшем пути от х1 к х2:

1(х2') + С(х2', х2) = l(х2) = 5. Этому соотношению удов​ле​​творяет вершина х7. Следовательно, х2' = х7. Полагая i = 7 и применяя соот​ношение еще раз, получим х7' = х1 Поэтому кратчайший путь со​стоит из вершин х1, х7, х2. Аналогичным образом находим все крат​чайшие пути от х1 к остальным вершинам. 
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Рис. 3.38. Пометки и кратчайшие пути в графе
3.9. Обход графа

В теории графов есть понятие обход графа. Это маршрут, содержащий все ребра или вершины графа и обладающий определенными свойствами. Наиболее известными обходами графа являются эйлеровы и гамильтоновы цепи и циклы.
3.9.1. Эйлеровы маршруты
Эти понятия возникли в статье Эйлера в 1735 г., в которой он решал задачу о Кенигсбергских мостах и впервые ввел понятие графа. На рис. 3.39, а приведен план расположения семи мостов в Кенигсберге (ныне Калининграде). Задача состоит в том, чтобы пройти каждый мост по одному разу и вер​нуться в исходную точку С. Поскольку в конце обхода нужно вернуться в исходную часть города, и на каждом мосту нужно побывать по одному разу, этот маршрут является простым циклом, содержащим все ребра графа. В дальнейшем такие циклы стали называть эйлеровыми, а графы, имеющие эйлеров цикл – эйлеровыми графами.
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а)
б)
Рис. 3.39. Схема Кенигсбергских мостов и соответствующий граф
Эйлеров цикл можно считать следом пера, вычерчивающего этот граф, не отрываясь от бумаги. Таким образом, эйлеровы графы – это графы, которые можно изобразить одним росчерком пера, причем процесс такого изображения начинается и заканчивается в одной и той же точке.
Обнаружив, что в данном графе не существует циклических обходов, проходящих по всем ребрам по одному разу, Эйлер обра​тился к общей задаче: при каких условиях в графе можно найти та​кой цикл? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.
Теорема 1 (Эйлера). Конечный связный неориен​тиро​ванный мультиграф является эйлеровым графом тогда и только тогда, когда в нем отсутствуют вершины нечетной степени.
Доказательство. Каждый раз, когда эйлеров цикл проходит через какую-либо вершину, он должен войти в нее по одному ребру, а выйти по другому. Поэтому условие отсутствия вершин нечетной степени в эйлеровом графе является необходимым. 

Для доказательства достаточности предположим, что все вершины графа имеют четные степени. Начнем цепь Р в произволь​ной вершине хi графа G (рис. 3.40, а), и будем продолжать ее, на​сколько возможно, все время через новые ребра. Так как в каждой вершине число ребер четно, этот процесс может закончиться только в xi. Если цикл Р содержит не все ребра графа G, то удалим из G часть, соответствующую циклу Р. Графы Р и G имеют четные степени всех вершин. То же долж​но быть справедливо и для оставшегося графа (Р.
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а)
б)
Рис. 3.40. Иллюстрация доказательства теоремы Эйлера (а) и пример построения эйлерова цикла (б)
Так как граф G связен, в цикле P должна найтись вершина xj, инцидентная также ребрам (Р. Из хj можно построить новую цепь Р', содержащую только ребра из (Р. И снова такая цепь может за​кончиться только при возвращении в хj . 
Процесс построения эйлерова цикла иллюстрирует рис. 3.40, б. Объединяя, например, циклы (x1, х2, х3, х4, х5, х6, x1) и (х3, х7, х8, x3,x5, x1 x3), получим эйлеров цикл (x1, x2, x3, x7, x8, х3, х5, х1, х3, х4, х5, х6, x1).
Как граф с эйлеровым циклом можно рассмотреть схему обхо​да выставки по различным коридорам, которую посетители должны пройти согласно указателям так, чтобы увидеть каждый экспонат по одному разу.
Эйлеровой цепью называется цепь, включающая все ребра данного конечного неориентированного графа G(X), но имеющая различные начало xi и конец xj. Чтобы в графе существовала эйлеро​ва цепь, он должен быть связным и все вершины в нем, кроме хi и xj, долж​ны иметь четные степени. Степени вершин хi и xj должны быть не​четными, что естественно, так как из xi мы лишний раз выходим, а в xj мы лишний раз входим. Эти условия являются достаточными для существования эйлеровой цепи.
Важен также следующий вопрос: каково наименьшее количе​ство не пересекающихся по ребрам цепей, покрывающих конеч​ный связный граф G(X) (покрыть – значит включить все ребра графа в цепь)? На этот вопрос отвечает теорема 2.

Теорема 2. В конечном связном неориентированном графе G(X) с k вершинами нечетной степени минимальное число непере​секающихся по ребрам цепей, покрывающих G(X) равно k/2.
Доказательство. Пусть G(X) не является эйлеро​вым графом и k – число его вершин нечетной степени. Ранее было доказано, что k четно. Каждая вершина нечетной степени должна быть концом хотя бы одной из покрывающих граф цепей. Следовательно, число таких цепей не меньше, чем k/2. Но можно показать, что и не больше. Со​единим попарно вершины нечетной степени k/2 ребрами. Тогда сте​пень каждой вершины увеличится на единицу и станет четной. По​лучится эйлеров граф, в котором существует эйлеров цикл. Теперь будем постепенно выбрасывать присоединенные ребра. При выбра​сывании первого ребра эйлеров цикл превратится в эйлерову цепь, а при выбрасывании каждого последующего ребра одна из возникших к этому моменту цепей разобьется на две части. Таким образом, об​щее число этих цепей равно k/2.
Следствие. Из теоремы 2 следует, что ес​ли в связном неориентированном мультиграфе имеются две вершины нечетной степени xi и xj, то сущест​вует эйлерова цепь, начинающаяся в хi, и кончающаяся в xj.
В качестве примера рассмот​рим граф на рис. 3.41. В нем х1, х2, х3, х5 – вершины нечет​​ной степени. Добавим два ребра: (х2, х5), (х1 х3) (штриховые линии). Получим эй​леров граф с эйлеровым циклом (x1, x2, х3, х4, х5, х2, x5, х6, х1, х3, х1). Убрав (х3, х1), по​лу​чим эйле​рову цепь. Убрав (х2, х5), получим 2 по​крыва​ющих цепи: (x1, х2, х3, х4, х5, х2) и (х5, х6, х1, х3).
Рассмотрим теперь случай конечного ориентиро​ван​ного гра​фа. Чтобы в конечном ориентированном графе существовал эйлеров цикл (контур), необходимо и достаточно, чтобы полустепени исхо​да и захода вершин этого графа по входящим и исходящим дугам были равны:
m'(xi) = m"(хi), ( xi ( X.
Доказательство то же, что и для неориентированного графа. 

3.9.2. Гамильтоновы маршруты

Гамильтоновой цепью в неориентированном графе называет​ся цепь, проходящая через каждую его вершину один и только один раз.
Гамильтоновым циклом в неориентированном графе назы​вается цикл, проходящий через каждую вершину один и только один раз за исключением начальной вершины, которая совпадает с конечной.
Гамильтоновым путем в ориентированном графе называется путь S = (х1, ..., хn), проходящий через все вершины графа, притом только по одному разу.
Гамильтоновым контуром называется контур М=(х0, х1, ..., хn, х0) в ориентированном графе G(X), если он прохо​дит через все вер​шины графа по одному разу.
Существует следующая распространенная интерпре​тация зада​чи о гамильтоновых циклах. Обед накрыт на круглом столе. Среди гостей некоторые являются друзьями. При каких условиях можно рассадить всех так, чтобы по обе стороны от каждого из присутст​вующих сидели его друзья?
В применении графов к играм вершины соответствуют различ​ным позициям. Существование гамильтонова цикла равносильно существованию циклической после​довательности ходов, содержа​щей каждую позицию по одному разу. Примером является задача о шахматном коне: можно ли, начиная с произвольного поля на доске, ходить конем в такой последовательности, чтобы пройти каждое из шестидесяти четырех полей и вернуться в исходное?
К гамильтоновым циклам относится также известная задача о бродячем торговце (задача о коммивояжере). Район, который дол​жен посетить коммивояжер, содержит определенное количество городов. Расстояния между ними известны, и нужно найти кратчай​шую дорогу, проходящую через все пункты и возвращающуюся в исходный. Эта задача имеет ряд приложений в экономике и иссле​довании операций.
Сформулирован целый ряд достаточных условий существова​ния гамильтоновых цепей, циклов, путей и контуров. Приведем не​которые из них без доказательства.

Теорема Кёнига. В полном конечном графе всегда существу​ет гамильтонов путь.
Если в графе G(X) с n вершинами для любой пары вершин xi и xj справедливо неравенство 
m(хi) + m(xj) ( n - 1,
где m(хi), m(xj) – степени вершин хi  и xj, то граф G(X) имеет гамильтонову цепь.
Несмотря на сходство в определении эйлерова и гамильтонового циклов, соответствующие теории для этих понятий имеют мало общего. Критерий существования для эйлеровых циклов был уста​новлен просто, для гамильтоновых циклов никакого общего правила неизвестно. Более того, иногда даже для конкретных графов бывает трудно решить, можно ли найти такой цикл. В принципе, поскольку речь идет о конечном числе вершин, задачу можно решить перебо​ром, однако эффективного алгоритма неизвестно. 

3.10. Контрольные вопросы и упражнения
1. Покажите, что два графа на рис. 3.42 изоморфны.
Рис. 3.42. Граф к задаче 1
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



2. «Три дома и три колодца». Три поссорившихся соседа имеют три общих колодца. Можно ли провести непересекающиеся дорожки от каждого дома к каждому колодцу?

3. Найдите число частичных графов конечного графа с m ребрами.
4. Каково число ребер в полном неориентированном графе с n вер​шинами?

5. Пусть U  – множество положительных целых чисел, на котором задано отношение «а есть делитель b». Постройте граф этого от​ношения для множества целых чисел от 1 до 20. 

[image: image81]
Рис.3.43. Граф к задаче 6
6. Задан граф отношения «быть сестрой» (рис. 3.43) на
множестве
студентов-родственников нашего фа-культета. Постройте по рис. 3.43 граф отношения «быть братом».
7. Постройте матрицы смежности и инциденций для правильных многогранников: тетраэдра, куба, октаэдра. Найдите для каждого из них число внутренней устойчивости, число внешней устойчи​вости, центр, периферийные вершины, радиус, диаметр.
8. Для графа, изображенного на рис. 3.44, найдите:
а)
матрицу смежности (вершин);
б)
матрицу инциденций;
в)
наибольшее внутренне устойчивое множество;
г)
наименьшее внешне устойчивое множество;
д)
матрицу отклонений;
е)
вектор отклоненностей;
ж)
центр и радиус графа.
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Рис. 2.48 - К задаче 9
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Рис. 2.48 - К задаче 9
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9. Постройте графы, для которых радиус равен 2, 3, и такие графы, для которых диаметр равен 2, 3.

10. Определите, какие из графов трех правильных многогранников (тетраэдр, куб, откаэдр) имеют эйлеровы циклы. 
В тех случаях, когда эйлерова цикла нет, определите: сколько требуется цепей, чтобы покрыть все ребра графа.

11. Какие из из графов правильных многогранников имеют гамильтоновы цепи и циклы.
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Рис. 3.41. Пример по�строе�ния покрыва�ющих цепей
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Рис. 3.26. Пересечение графов примера 1





Рис. 3.25. Пересечение графов примера 2, б
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Рис. 3.44. Граф к за�да�че 8





G(X) = G1(X) ( G2(X)
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Рис. 3.10. Частичный подграф НА(А) графа G(X)








Рис. 3.11. Дополнительный частичный граф Н(А) графа G(X)
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