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Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöå-
äóð íåîáõîäèìî èìåòü ýòàëîííûå íàáîðû âûáîðîê ðàçëè÷íîãî îáúå-
ìà ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáðàáàòûâàÿ ýòàëîííûå
äàííûå ïî êàêîìó-ëèáî àëãîðèòìó, ìû èìååì âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü
ïðåäñêàçàíèÿ òåîðèè ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ýòàëîíà, óñòàíîâèòü
ãðàíèöû íàäåæíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ, âûðàáîòàòü, íàêîíåö,
îñîáóþ ¾ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòóèöèþ¿, èììóíèòåò ïðîòèâ íåîáîñíîâàí-
íûõ çàêëþ÷åíèé íà îñíîâàíèè íåíàäåæíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Äëÿ ãåíåðàöèè âûáîðêè ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äî-
ñòàòî÷íî óìåòü ñîçäàâàòü êàêîå-íèáóäü îäíî ¾ñòàíäàðòíîå¿ ðàñïðåäå-
ëåíèå, à çàòåì ïîäáèðàòü òàêóþ ôóíêöèþ îò íåãî, êîòîðàÿ èìåëà áû
òðåáóåìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìàòåðèàëà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèé ïðèìåíÿþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà
îòðåçêå [0,1]. Çíà÷åíèÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò ñëó÷àé-
íûìè ÷èñëàìè.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà ÝÂÌ,
âêëþ÷àÿ âñòðîåííûå ãåíåðàòîðû, à òàêæå ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû
[1,2].

Íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ êîíãðóýíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîçäà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåì 4 ¾ìàãè÷åñêèõ¿ ÷èñëà: X0 � íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå, a� ìíîæèòåëü, c � ïðèðàùåíèå, m � ìîäóëü.

Èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç ñî-
îòíîøåíèÿ:

Xn+1 = (aXn + c) mod m, n > 0

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç íåêîòîðûé ïåðèîä ïîâòîðÿþòñÿ,
ïîýòîìó èõ íàçûâàþò ïñåâäîñëó÷àéíûìè. Ïîäáèðàÿ ïàðàìåòðû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü å¼ ïåðèîä. Ïñåâäî-
ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êîìïüþòåðíûõ
ðàñ÷åòàõ.
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Ââåäåíèå

Âî âñåõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñïåöèàëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ ïðåäóñìîòðåíû ôóíêöèè, âîçâðàùàþùèå
çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Â ñðåäå MathCAD åñòü ôóíêöèÿ rnd(x),
âîçâðàùàþùàÿ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íà îòðåçêå [0, x] [6]. Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå àë-
ãîðèòìû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â âûáîðêè
èç ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûìè çàêîíîìè
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ãëàâà 1.

Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1.1. Ñëó÷àéíûå èñïûòàíèÿ ñ äâóìÿ èñõîäàìè

Îïûò ñ äâóìÿ èñõîäàìè
{
A, Ā

}
, íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû èññëåäó-

åìûõ ÿâëåíèé, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì âåðîÿòíîñòè p ñîáû-
òèÿ A. Â ýòîì ñìûñëå ñîáûòèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ,
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è ìîäåëèðóþò îäíî äðóãîå. Òàê, íàïðèìåð,
îïûò ïî âûíèìàíèþ øàðîâ èç óðíû ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé ìîäåëüþ èñ-
ïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü íåîáõî-
äèìûé ñîñòàâ øàðîâ è ñõåìó âûáîðà.

Èäåþ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé íà êîìïüþòåðå ëåãêî
óÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü ìû
ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåì òî÷êó íà îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû è íàñ
èíòåðåñóåò ïîïàäàíèå òî÷êè íà îòðåçîê äëèíîé p. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ òî÷êè íà ýòîò îòðåçîê è áóäåò ÷èñëåííî ðàâíà åãî äëèíå p,
òî åñòü ñîáûòèÿ {A} è {rnd(1) < p} ðàâíîñèëüíû (ðèñ.1).

Ðèñ. 1.1. Ðàâíîñèëüíîñòü ñîáûòèé A è {rnd(1) < p}

Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â ñåðèè èç n èñïûòàíèé
ââåäåì èíäèêàòîð ñîáûòèÿ J(p) � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1,
åñëè ñîáûòèå ïðîèçîøëî è ðàâíóþ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.1

1 Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè â ñðåäå MathCad èíäèêàòîð ëåãêî ðåàëèçîâàòü ðàçíûìè ìåòîäàìè:

èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, âîçâðàùàþùèå åäèíèöó, åñëè ðåçóëüòàò îïåðàöèè ¾èñòèíà¿

è íîëü � åñëè ¾ëîæíî¿, à òàêæå âñòðîåííûå ôóíêöèè Õåâèñàéäà è Êðîíåêêåðà.

5



Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

J (p) : = if (rnd (1) < p , 1, 0) , (1.1.)

×èñëî m ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïðîñóììèðîâàâ èíäèêàòîðû ñîáûòèé äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ.

n := 10 i := 0.. n− 1 m :=
∑
i

J (p) (1.2.)

1.2. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ çàäàííûì

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çà-
äàí òàáëèöåé.

X x1 x2 . . . xi . . . xn . . .
P P1 P2 . . . Pi . . . Pn . . .

Òàáëèöà 1.1. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ìîäåëüþ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ îïûò ñ k èñõîäàìè.
Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà k îòðåçêîâ òî÷êàìè u0,u1, . . . ,uk òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

ui − ui−1 = pi, (i = 1 . . . k),
k∑
i=1

pi = 1 (1.3.)

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè åäèíè÷íîãî èñïûòàíèÿ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíÿëà çíà÷åíèå xi, åñëè ñëó÷àéíîå ÷èñëî ïî-
ïàëî â i−òûé èíòåðâàë. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
u0, u1, . . . , uk åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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1.2. Äèñêðåòíàÿ ÑÂ ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðèñ. 1.2. Ìîäåëèðîâàíèå èñõîäà ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðèìåðû

Ìîäåëèðîâàíèå îïûòà ñ ÷åòûðüìÿ èñõîäàìè.

Çàäàåì çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è èõ âåðîÿòíîñòè:

p1 := 0.1 p2 := 0.3 p3 := 0.4 p4 := 0.2

X1 := 1 X2 := 3 X3 := 4.5 X4 := 12

Çàäàåì âåêòîð èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé:

K := 4 i := 1.. K j := 2.. K − 1
∑
i

pi = 1

U1 := p1 Uj := Uj−1 + pj U =

 0.1
0.4
0.8



M (x) := if

x < U1,


1
0
0
0

, if
x < U2,


0
1
0
0

, if
x < U3,


0
0
1
0

,


0
0
0
1






Ñîçäàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N èíäèêàòîðîâ:
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Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

N := 50 k := 1.. N L〈k〉 := M (rnd (1)) J := LT ·X

Âåêòîð J ñîäåðæèò âûáîðêó èç çàäàííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Âåêòîð ÷àñòîò B ñëóæèò îöåíêîé âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé
P :

B :=

∑
k

L〈k〉

N
BT = [0.04 0.3 0.46 0.2]

∑
B = 1

Ðèñ. 1.3. Âûáîðêà èç ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ìàòåðèàëü-

íîé ÷àñòèöû ïî ïëîñêîé ñåòêå

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ ÷àñòèöó, ñïîñîáíóþ â äèñêðåòíûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåùàòüñÿ â îäíîì èç ÷åòûðåõ
íàïðàâëåíèé ïî óçëàì êâàäðàòíîé ïëîñêîé ñåòêè. Äàííûé ïðèìåð ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ïðåäûäóùåãî.

Ââåäåì ôóíêöèþ ñëó÷àéíîãî ñìåùåíèÿ
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1.2. Äèñêðåòíàÿ ÑÂ ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

D (p) := if

[
p <

1

4
,

[
1
0

]
, if

[
p <

1

2
,

[
−1
0

]
, if

[
p <

3

4
,

[
0
−1

]
,

[
0
1

]]]]
Çàäàäèì âåêòîð íà÷àëüíîãî ñìåùåíèÿ:

R〈0〉 :=

[
0
0

]
Çàäàäèì ÷èñëî ñìåùåíèé è òåêóùåå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû:

N := 1000; i := 1 ..N ; R(i) := R(i−1) + D (rnd (1))

Óêàæåì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû:

K〈0〉 := R〈0〉 K〈1〉 := R〈N〉

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ.(1.4. a, b. ).

a b

Ðèñ. 1.4. a � Ñìåùåíèå îäíîé òî÷êè çà 1000 øàãîâ. b � Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí

ñìåùåíèÿ 5000 òî÷åê çà 10 000 øàãîâ.

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñõîäîâ îïûòà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíäèêàòîðîâ
ñîáûòèé ïîëó÷àþòñÿ ãðîìîçäêèå ôîðìóëû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äðóãîé àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè èñõîäà.
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Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

1.3. Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ îïûòîâ ñ áîëüøèì

÷èñëîì èñõîäîâ

Ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî ëèáî ðÿäîì, ëè-
áî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â íà÷àëå ñìîäåëèðóåì èñõîäíûå äàííûå:

n := 20 i := 0.. n− 1 xi := 2 · i+ rnd (1) j := 0.. n− 1

Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ââîäèì â âèäå êîìïîíåíò âåêòîðà pi (â
òåêñòå íå ïîêàçàíî). Ïî çàäàííîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîèì òåî-
ðåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ñòðîèì åå ãðàôèê (ðèñ. 1.5):

efri :=
∑
j

pj · (xi > xj)

Ðèñ. 1.5. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðóåìîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ñõå-

ìà åå ìîäåëèðîâàíèÿ.

Çàäàåì îáúåì âûáîðêè, íîìåð ýëåìåíòà è íàáîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ak:

K := 300 k := 0.. K − 1 ak := rnd (1)

Ñîçäàäèì ìàññèâ èíäèêàòîðîâ ñîáûòèé ïóòåì ïîäñ÷åòà ìàêñè-
ìàëüíîãî íîìåðà çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùåãî
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1.4. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

óñëîâèþ ak > efri è ïîäñ÷èòàåì ÷àñòîòó ñîáûòèé, ïðîñóììèðîâàâ èí-
äèêàòîðû ñîáûòèé:

D∑
i

(ak>efri),k := 1 S :=
1

K
·
∑
k

D〈k〉 s := 0.. last (S)

Ðèñ. 1.6. Ìîäåëüíûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé, åñëè èõ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíèòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

1.4. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
ðàññìîòðåííîãî âûøå óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà, îäíàêî ìû â äàííîì
ðàçäåëå ñäåëàåì ýòî èñõîäÿ èç ¾ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿ áåç ïðåäâàðèòåëü-
íîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò ÷èñëî m ïîÿâëåíèé ñî-
áûòèÿ â ñåðèè èç n èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p.

Ïðîãðàììà ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîáûòèé â ñåðèè:

n := 10 i := 0.. n− 1 m :=
∑
i

J (p)
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Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Çäåñü J(p) � îïðåäåëåííûé âûøå èíäèêàòîð íàñòóïëåíèÿ ñîáû-
òèÿ â îòäåëüíîì èñïûòàíèè.

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðêè. Çàäàåì îáúåì âûáîð-
êè è ïðîèíäåêñèðóåì å¼ ýëåìåíòû:

K := 100 j := 0.. K − 1

Êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé â ñåðèè

n := 20 i := 0.. n− 1

Ñîçäàåì âûáîðêó B:

Bj :=
∑
i

J (p)

1.5. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåñà, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ
èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Fτ(t) = 1− e−λ·t (1.4.)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé â ïóàññî-
íîâñêîì ïðîöåññå ìîæíî çàäàòü ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí

îæèäàíèÿ ýòèõ ñîáûòèé. Ïðè ýòîì íàäî ïðîâåðÿòü, ÷òî áû ñóììàðíîå

âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîáûòèé â öåïî÷êå íå ïðåâûøàëà åäèíèöû.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí îæèäàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì

îáðàòíûõ ôóíêöèé (ñì. ðàçäåë 2.1 )

τi = −1

λ
· ln(1− ui), (1.5.)

ãäå ui = rnd(1) � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ò. å. çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [0, 1] .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.5.) ñëåäóåò ïðîäîëæàòü ïîêà íå íàðóøà-
åòñÿ óñëîâèå:

j∑
i=1

τi =

j∑
i=1

(−1

λ
· ln(1− ui)) 5 1. (1.6.)
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1.5. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñëàãàåìûõ â ñóììå (1.6.) è áó-
äåò ðàâíî ÷èñëó ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé â äàííîé ñåðèè, ò.å. ýòè ÷èñëà è
åñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèé Ïóàññî-
íà.

Çàìå÷àíèå. Ïðîãðàììèñòû âñåãäà ñòàðàëèñü è, íàäåþñü, ñòàðàþò-
ñÿ ñäåëàòü ñâîè ïðîãðàììû êàê ìîæíî êîðî÷å. Ïðîñëåäóåì ýòîìó õî-
ðîøåìó ïðèìåðó. Âî-ïåðâûõ, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü îäíó îïåðàöèþ â
âû÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëå, çàìåíèâ âûðàæåíèå 1− ui ïðîñòî íà ui, ïî-
ñêîëüêó îíè èìåþò îäèí è òîò æå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Âî-âòîðûõ,
èçáàâèìñÿ îò îïåðàöèé ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â êàæäîì ñëàãàåìîì, äëÿ
÷åãî ïðîïîòåíöèèðóåì âûðàæåíèå (1.6.).

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âå-
ëè÷èíó

ξ = max

{
j :

j∏
i

ui > e−λ

}
, λ > 0, (1.7.)

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Ýëåìåíò âûáîðêè
ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ ( j) â ïðî-
èçâåäåíèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàðóøèòñÿ óñëîâèå

j∏
i=1

ui > e−λ , (1.8.)

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ( j), óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ è åñòü
î÷åðåäíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïðîãðàììà ñîçäàíèÿ âûáîðêè.

D (λ,N) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d← exp (−λ)
j ← 0
for k ∈ 0 ..N∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x← rnd (1)
while x > d∣∣∣∣ x← x · rnd (1)
j ← j + 1

Pk ← j
j ← 0

P
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Ãëàâà 1. Ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðèñ. 1.7. Ìîäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà è åãî âûáîðî÷íàÿ îöåíêà
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Ãëàâà 2.

Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ

ðàñïðåäåëåíèé

2.1. Ïðèìåíåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïóñòü Fξ (x) � íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ åé
ôóíêöèÿ F−1(y), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü U � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1]. Òîãäà, íà îñíîâàíèè
ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ ñîáûòèé è ìîæåì çàïèñàòü

P (Ui 6 F (x)) = P
(
F−1 (Ui) 6 x

)
= P (xi 6 x) = F (x) , (2.1.)

ãäå xi = F−1 (Ui).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Fξ (x). Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòåí ÿâíûé âèä îáðàòíîé ôóíêöèè
F−1(y), òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Ãåíåðèðóåì î÷åðåäíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ui.

2. Ïî ôîðìóëå xi = F−1 (Ui) íàõîäèì î÷åðåäíîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X.

Åñëè îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ F (x) â ÿâíîì âèäå íàéòè íå óäàåòñÿ, òî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå àïïðîêñèìàöèþ ìíîãî÷ëåíàìè, ðàöèîíàëüíû-
ìè äðîáÿìè èëè öåïíûìè äðîáÿìè [2].
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé

• Ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f (y) =
y

σ2 · exp

(
− y2

2 · σ2

)
, y > 0. (2.2.)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (y) = 1− e−
y2

2σ2

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

my =

√
π

2
·σ

Äèñïåðñèÿ

σ2
y =

(
2− π

2

)
· σ2

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

y = σ ·
√
−2 ln(1− u)

• Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(y) = λ · exp (−λ · y) , y > 0.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (y) = 1− e−λy

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ

my = σy =
1

λ

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

y = −1

λ
· ln (1− u)
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2.1. Ïðèìåíåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè

• Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(y) =
1

π · b ·
[
1 + (y−a)2

b2

]
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (y) =
1

π
· arctg(

y − a
b

) +
1

2
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ íå îïðåäåëåíû. Îïðåäå-

ëåíû ìîäà è ìåäèàíà:

mody = medy = a

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

y = b · tg
[
π ·
(
u− 1

2

)]
+ a

• Çàêîí àðêñèíóñà

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(y) =
1

π · b ·
√

1− (y−a)2
b2

(2.3.)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (y) =
1

π
· arcsin

(
y − a
b

)
+

1

2

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ

my = a, σ2
y =

b2

2

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

y = b · sin
[
π ·
(
u− 1

2

)]
+ a
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèìåð: ìîäåëèðîâàíèå âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ àðêñèíó-

ñà

Çàäàåì ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ è îáúåì âûáîðêè:

a := 1 b := 2 N := 5000 i := 0.. N − 1

Ñîçäàåì âûáîðêó è âàðèàöèîííûé ðÿä:

Yi := a+ b · in (π · (rnd (1)− 0.5)) Z := sort (Y )

Ïîìåñòèì íà îäèí ðèñóíîê ãðàôèêè òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííîé ïî äàííîé âûáîðêå:

Ðèñ. 2.1. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ (òî÷êè) è òåîðåòè÷åñêàÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ çàêîíà àðêñèíóñà

2.2. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Èç ìíîãèõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìû ðàññìîòðèì òîëüêî òå, êîòîðûå ïðîùå âñåãî
ðåàëèçîâàòü â ñðåäå MathCAD.

Çàìåòèì, ÷òî â âåðñèè MathCAD 6.0 è âûøå äëÿ íàèáîëåå óïî-
òðåáèìûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîçäàíû ôóíêöèè, ãåíåðèðóþùèå çíà÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü â âèäå êàêîé-ëèáî àïïðîêñèìàöèè [2]. Ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü
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2.2. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì. Îäíàêî ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåêî-
òîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.2.1. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá

Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îäíà èç êîòîðûõ èìååò ðåëååâñêîå ðàñïðåäåëåíèå
(2.2.), à äðóãàÿ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó àðêñèíóñà (2.3.) ñ ïàðàìåòðàìè
(0, 0.5), ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì [3].

Ýòî ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü íîðìàëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ
ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

y = sin(2 · π · U1) ·
√
−2 · ln(U2) (2.4.)

èëè
y = cos(2 · π · U1) ·

√
−2 · ln(U2) (2.5.)

ãäå U1 è U2 � íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ïàðàìåòðû
ïîëó÷àåìîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäóò (0, 1).

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n := 100 k := 0.. N − 1 s := 4.5 m := 10

Bk := m+ s · sin (2 · π · rnd (1)) ·
√
−2 · ln (rnd (1))

2.2.2. Ñïîñîá, îñíîâàííûé íà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-

ðåìå

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ðàñïðåäåëåíèå ñóì-
ìû íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëü-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Ïóñòü U1,U2 . . . , Un � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà [0, 1]. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè Ui ðàâíû:

M [Ui] = 0.5; D[Ui] = 1/12. (2.6.)
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Èç äàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ëåãêî ñôîðìèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó, èìåþùóþ ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ñòàíäàðòíîìó:

yn =

∑
i

Ui − n/2√
n/12

(2.7.)

Óæå ïðè n = 12 ôîðìóëà (2.7.) äàåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì, áëèçêèì ê ñòàíäàðòíîìó. Â ýòîì ñëó÷àå (2.7.) èìååò îñîáåííî
ïðîñòîé âèä:

y12 =
12∑
i=1

Ui − 6 (2.8.)

Ðàñïðåäåëåíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè (m, s2)ëåãêî ïîëó÷èòü
èç ñòàíäàðòíîãî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

y = m+ s · y12 (2.9.)

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n := 10 i := 0.. n− 1 N (m, s) := m+ s ·

(∑
i

(rnd (1)− 6)

)

K := 500 k := 1.. K Bk := N (0, 1)

Ðèñ. 2.2. Îöåíêà ïëîòíîñòè ïî âûáîðêå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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2.3. Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì

2.3. Ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íîðìàëüíûì

Èç íåçàâèñèìûõ âûáîðîê èç ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ëåã-
êî ïîëó÷èòü âûáîðêè èç õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñòüþäåíòà è Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà.

õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

χ2
n =

n∑
i=1

ξ2
i , (2.10.)

ãäå ξi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàíäàðòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå.

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ

Âûáîðêó îáúåìà K ìîæíî ïîëó÷èòü, ñóììèðóÿ íåçàâèñèìûå
ñòàíäàðòíî ðàñïðåäåëåííûå ÷èñëà, ïîëó÷àåìûå ïî îïèñàííûì âûøå
àëãîðèòìàì

K := 1000 j := 0.. K − 1 n := 10 i := 0.. n− 1

ti :=
∑
j

[
[sin (2 · π · rnd (1))]2 · ln (−2 · ln (rnd (1)))

]

Ðèñ. 2.3. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ 10-þ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ îò-
íîøåíèþ íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíû ξ è êîð-
íÿ êâàäðàòíîãî èç ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ2, èìåþùåé õè-êâàäðàò ðàñ-
ïðåäåëåíèå, äåëåííîé íà ÷èñëî åå ñòåïåíåé ñâîáîäû n:

Tn =
ξ√
χ2

n

(2.11.)

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ

K := 100 j := 0.. K − 1 n := 10 j := 0.. n− 1

ti :=
sin (2 · π · rnd (1))] ·

√
ln (−2 · ln (rnd (1)))√

1
n ·
∑
j

[[sin (2 · π · rnd (1))]2 · ln (−2 · ln (rnd (1)))]

Ðèñ. 2.4. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò îòíîøåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå:

F =
χ1

χ2
:
N1

N2
, (2.12.)
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2.4. Èçîòðîïíûé âåêòîð

ãäå N1, N2 � ñòåïåíè ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðîãðàììà ìîäåëèðîâàíèÿ

K := 1000 i := 0.. K − 1

N1 := 10 u := 0.. N1− 1 N2 := 20 ν := 0.. N2− 1

Fi :=

∑
u

[
[sin (2 · π · rnd (1))]2 · 2 · ln (rnd (1))

]
∑
ν

[
[sin (2 · π · rnd (1))]2 · 2 · ln (rnd (1))

] · N2

N1

Ðèñ. 2.5. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà ñ N1èN2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

2.4. Èçîòðîïíûé âåêòîð

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå èçî-
òðîïíîãî íàïðàâëåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì
ðàäèóñ-âåêòîð, ñâîáîäíûé êîíåö êîòîðîãî ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Èçîòðîïíîñòü âåêòîðà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ñâîáîäíîãî êîíöà âåêòîðà â ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü íà ñôåðå ïðîïîð-
öèîíàëüíà ïëîùàäè (ìåðå) ýòîé îáëàñòè è íå çàâèñèò îò åå ôîðìû.
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Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îðèåíòàöèÿ âåêòîðà çàäàåòñÿ
äâóìÿ óãëàìè: θ � óãëîì ìåæäó âåêòîðîì è îñüþ OZ è ϕ � óãëîì
ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà íà ïëîñêîñòü XOY è îñüþ OX (ðèñ.2.6).

Âûáåðåì îáëàñòü D íà ñôåðå â âèäå ñôåðè÷åñêîãî ïîÿñà, ïàðàë-
ëåëüíîãî ïëîñêîñòè XOY . Òàêàÿ îáëàñòü îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì: åå ïëîùàäü íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà ñôåðå (íà ýêâà-
òîðå èëè íà ïîëþñå), à îïðåäåëÿåòñÿ òîëùèíîé ñëîÿ dZ:

Sω = 2 · π ·R · dZ,

ãäå R � ðàäèóñ ñôåðû. Äâà ñîáûòèÿ: { Êîíåö âåêòîðà ïîïàë â îá-
ëàñòü D} è {Ïðîåêöèÿ Rz ïðèíÿëî äàííîå çíà÷åíèå} � ýêâèâàëåíò-
íû. Âåðîÿòíîñòü ýòèõ ñîáûòèé ïîñòîÿííà ïðè èçìåíåíèè ïðîåêöèè íà
îòðåçêå [−R,R]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ Rz

åäèíè÷íîãî èçîòðîïíîãî âåêòîðà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[−1, 1].

Ðèñ. 2.6. Çàäàíèå îðèåíòàöèè ðàäèóñ-âåêòîðà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Â ñèëó ñèììåòðèè îáëàñòè D óãîë ϕ áóäåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåí íà îòðåçêå [0,π].

Ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè äàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

Rx = |R| · sin (θ) · cos (ϕ)
Ry = |R| · sin (θ) · sin (ϕ)
Rz = |R| · cos (θ)

(2.13.)
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2.5. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èçîòðîïíîãî âåêòîðà íåîáõî-
äèìî âíà÷àëå çàäàòü äâå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû: Rz è ϕ, à çàòåì ïî ôîðìóëàì (2.13.) ðàññ÷èòàòü îñòàëüíûå
ïðîåêöèè âåêòîðà. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî sin (θ) =

√
1−R2

z.

2.5. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî

Ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî íàçûâàþò ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà, èñ-
ïîëüçóþùèå ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

Ñóòü ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíà, ïîä-
ëåæàùàÿ âû÷èñëåíèþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
êîòîðàÿ ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ ðàññìîòðåííûìè âûøå ìåòîäàìè ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îäíîêðàòíîãî îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà

J =

b∫
a

h(x)dx.

Ïóñòü fξ (x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû, çàäàííîé íà [a, b]. Ïðîâåäåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè.

J =

b∫
a

h(x)dx =

b∫
a

h(x)

fξ (x)
· fξ (x) dx =

b∫
a

ψ(x) · fξ (x) dx = M [ψ(x)]

(2.14.)
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè èíòåãðàë êàê ìàòåìàòè÷åñêîå

25



Ãëàâà 2. Ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

îæèäàíèå ôóíêöèè

ψ(x) =
h(x)

fξ(x)
(2.15.)

îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ fξ (x), ïðè ýòîì

f (x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b].

Ïîðÿäîê îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíê-

öèè ψ(x) (2.15.):

1. Ñîçäàåì âûáîðêó ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì {xi}, i = 1 . . . n.

2. Ñîçäàåì âûáîðêó {ψ (xi)}.

3. Ïîëó÷àåì òî÷å÷íóþ îöåíêó èíòåãðàëà:

J ≈ Jn =
1

n
·

n∑
i=1

ψ (xi).

4. Îöåíèâàåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïîãðåøíîñòü è ñòðîèì äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë.

Ïëîòíîñòü f(x) âûáèðàþò òàêîé, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü îöåíêè áû-
ëà ìèíèìàëüíîé. Â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà [a, b]. Òîãäà èìååì

f(x) =
1

b− a
; ψ(x) = (b− a) · h(x); Jn =

b− a
n
·

n∑
i=1

h (xi)

Ïðèìåð. Âû÷èñëåíèå ïÿòèêðàòíîãî èíòåãðàëà ìåòî-

äîì Ìîíòå-Êàðëî

Çàäàíèå. Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
0

1∫
0

1∫
0

1∫
0

1∫
0

sin
(
x2 + y2 + z2 + v2 + t2

)
dxdydzdvdt

26



2.5. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî

ïî åäèíè÷íîìó ïÿòèìåðíîìó êóáó.

Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé:

f(x, y, z, v, t) := sin
(
x2 + y2 + z2 + v2 + t2

)
; m := 0 . . . 5000

Im := f(rnd(1), rnd(1), rnd(1), rnd(1), rnd(1))

MF := mean (I) MF = 0.79501

DF := var (I)DF = 0.06556

DI :=

 MF −
√

DF
N · 1.96

MF +
√

DF
N · 1.96

DI =

[
0.77914
0.81088

]
Âûâîä. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ðàâíî 0.80. Ñ äîâå-
ðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95 òî÷íîå çíà÷åíèå ëåæèò â èíòåðâàëå
(0.77 ; 0.81).
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Ãëàâà 3.

Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå è îáðàçöû

ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

3.1. Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå ê òåìå ¾Ìîäåëèðî-

âàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí¿

Èñõîäíûå äàííûå. Äàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè:

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ξ Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ
η Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ
ζ Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p
ψ Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ
ρ Ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ ñ ïàðàìåòðîì σ
κ Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a, b
φ Ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà ñ ïàðàìåòðàìè a, b
ω Èçîòðîïíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (ω1, ω2, ω3)

Çàäàíèå.

1. Ñìîäåëèðîâàòü íåîáõîäèìûå âûáîðêè ñîãëàñíî èíäèâèäóàëüíûì
çàäàíèÿì.

2. Îöåíèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè è ñðàâíèòü åãî ñ ôóíêöèåé
îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé.

3. Íàéòè 95-òè ïðîöåíòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ôóíêöèè
F (ξ, η, ζ, ψ, ω).

4. Ïîñòðîèòü 95-òè ïðîöåíòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïîäîãíàòü åãî òàê, ÷òîáû îí óêëàäûâàë-
ñÿ â 5-òè ïðîöåíòíóþ îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó.
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3.1. ÈÄÇ ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí¿

5. Ñîïîñòàâèòü âûáîðî÷íûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ, η, ζ, ψ, ω è ôóíêöèè F (ξ, η, ζ, ψ, ω).

Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî çàäàíèÿ

Äàíî:
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V � ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè
N(2, 0.8);
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà B èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè n = 5, p = 0.35;

X, Y, Z � êîîðäèíàòû èçîòðîïíîãî âåêòîðà.
Ïðèíÿòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ðàâíîé 2.5%.
Ñîçäàåì âûáîðêó èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

k := 0 . . . N − 1

Vk := 2 + 0.8 ·
(

sin (2 · π · rnd (1)) ·
√
−2 · ln (rnd (1))

)
Ñîçäàåì âûáîðêó èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n := 5 i := 0 p := 0.35 Bk :=
∑
i

Φ (p− rnd (1))

Ìîäåëèðóåì èçîòðîïíûé âåêòîð

Zk := 2 · rnd (1)− 1 Fik := rnd (2 · π)

Xk :=
√

1− Z2
k · cos (Fik) Yk :=

√
1− Z2

k · sin (Fik)

Ñîçäàåì ìàññèâ çíà÷åíèé ôóíêöèè:

Fun := F (V,B,X, Y, Z)

Îöåíèâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå äèñïåðñèè:

MF := mean (Fun) MF := 3.3757
DF := var (Fun) DF := 7.8320
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Ãëàâà 3. Èäç è îáðàçöû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ñðåäíèõ:

F (mean (V ) ,mean (B) ,mean (X) ,mean (Y ) ,mean (Z)) := 121.4548

Ïðè ïîñòðîåíèè 95-òè ïðîöåíòíîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èñ-
ïîëüçóåì ñòàòèñòèêó STAT , ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå
áëèçêî ê ñòàíäàðòíîìó :

STAT :=
Fun−MF√

DF
N

|STAT | < 1.96

Ðàññ÷èòàåì ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà è îòíîñèòåëüíóþ
ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:

DI :=

 MF −
√

DF
N · 1.96

MF +
√

DF
N · 1.96

 DI :=

[
3.20228
3.54919

]

N ≡ 1000 δ :=
(DI1 −DI0)

2 ·MF
δ = 0.04921

Ïîêà äàííàÿ âåëè÷èíà íå ñòàíåò ìåíüøå, ÷åì çàäàííàÿ ïîãðåø-
íîñòü, áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè N.

N 50 100 200 250 500 2000 4000

δ 0.218 0.171 0.102 0.099 0.068 0.032 0.024

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé äîñòèãàåòñÿ ïðè N= 4000.

Ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû ôóíêöèè:

SF := sort (Fun) R :=
N

20
r := 0.. R− 1 h :=

SFN−1 − SF0

R

dr := SF0 + r · h H :=
hist (d, SF )

N · h
Hlast(H)+1 := 0

Âûâåäåì ðåçóëüòàòû íà ãðàôèê:
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3.1. ÈÄÇ ¾Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí¿

x := −1,−0.8.. 10 m := 0.. 5

Ðèñ. 3.1. Ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ôóíêöèè îò íèõ

Ìîäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

BIN :=
5!

m! · (5−m)!
· 0.35m · 0.655−m,

f (x) ≡ 1√
2 · π · 0.8

exp

(
−(x− 2)2

2 · 0.64

)
,

IZOT (x) ≡ if (x < −1, 0, if (x < 1, 0.5, 0)) .

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè èìååò
íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ â îòëè÷èå îò ðàñïðåäåëåíèé àðãóìåíòîâ. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
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Ãëàâà 3. Èäç è îáðàçöû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

3.2. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïî òåìå ¾Ìîäåëèðîâà-

íèå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ¿

Çàäàíèå.

1. Ñìîäåëèðîâàòü âûáîðêó èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çà-
äàííûìè ïàðàìåòðàìè.

2. Ïîñòðîèòü âàðèàöèîííûé ðÿä è âûáîðî÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

3. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó è ïîëèãîí ÷àñòîò.

4. Ïîñòðîèòü è ñðàâíèòü âûáîðî÷íûå ÷àñòîòû ñ òåîðåòè÷åñêèìè.

5. Ñðàâíèòü âûáîðî÷íûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñ ìîäåëüíûìè.

Ñõåìà Áåðíóëëè

Ñîáûòèå A çàäàäèì âåðîÿòíîñòüþ p, ñ êîòîðîé îíî ìîæåò ïðî-
èçîéòè â åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåíòå (èëè íå ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ
(1−p). Äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûõ íà îòðåçêå [0, 1] èñïîëüçóåì ôóíêöèþ, ãåíåðèðóþùóþ ñëó÷àéíûå
÷èñëà � rnd(1). Çàäàäèì ÷èñëî p, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [0,1]. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîÿâëåíèå ñëó÷àéíîãî ÷èñëà rnd (1) 6 p ñîîòâåòñòâó-
åò ïîÿâëåíèþ ñîáûòèÿ A. Ââåäåì èíäèêàòîð ñîáûòèÿ J(p ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Õåâèñàéäà:

J (p) := Φ (p− rnd (1))

Ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå, åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. È ðàâíà
íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðêè èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Bi(n, p).

Ñìîäåëèðóåì îïûò, ñîñòîÿùèé èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Çà-
äàäèì n è ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî èñïûòàíèéBi(n, p), â êîòîðûõ ïðîèçîøëî
ñîáûòèå â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé:
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3.2. ËÁ ¾Ìîäåëèðîâàíèå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ¿

i := 0.. n− 1 Bi (n, p) :=
∑
i

I (p)

Ïàðàìåòð n çàäàåòñÿ íèæå â óäîáíîì äëÿ ðàñ÷åòîâ ìåñòå ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàòîðà ãëîáàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ñîçäàäèì âûáîðêó B èç N ýëåìåíòîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ áèíîìè-
àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

N := 201 k := 0.. N − 1 Bk := Bi (n, p)

Ðèñ. 3.2. Ïðåäñòàâëåíèå ïåðâè÷íîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà â âèäå ñòàòèñòè-

÷åñêîãî ðÿäà.

Óïîðÿäî÷èì âûáîðêó:

C := sort(B)

Âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáîðî÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîæíî çàäàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: çàäàâ åå â ÿâíîì âèäå

FN (x) :=
1

N
·
∑
i

if (x < Bi1, 0)

èëè èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ðÿä FN (k) := k
N , ãäå k � íîìåð ÷ëåíà

âàðèàöèîííîãî ðÿäà.
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Ãëàâà 3. Èäç è îáðàçöû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Ðèñ. 3.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà â âèäå âàðèàöèîííîãî ðÿäà.

Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ìåäèàíà

Ðèñ. 3.4. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí ÷àñòîò

Çàäàäèì ïîëóèíòåðâàë D, ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèé [a,b], ñîñòîÿ-
ùèé èç M îäèíàêîâûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ [x ,x ).

Çàäàäèì øàã äèñêðåòèçàöèè

l := 0.. M − 1 h :=
max (B)−min (B)

M − 1
· 1.001

Ñîçäàäèì ìàññèâ x , ñîäåðæàùèé êîîðäèíàòû òî÷åê ðàçáèåíèÿ
îáëàñòè D:

xl := min (B) + h · l min (B) = 66 max (B) = 86

Ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû èñïîëüçóåì ñèñòåìíóþ ôóíêöèþ
hist(vx, vy) :
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3.2. ËÁ ¾Ìîäåëèðîâàíèå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ¿

H :=
hist (x,B)

N · h
.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåìåíòîâ ó ìàññèâà hist(vx, vy) íà åäèíèöó
ìåíüøå, ÷åì ó ìàññèâà x, òî äîáàâèì åìó åùå îäèí íóëåâîé ýëåìåíò:

Hlast(H)+1 := 0

Ðèñ. 3.5. Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí ÷àñòîò

Ñðàâíèì âûáîðî÷íóþ è òåîðåòè÷åñêóþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

P (x, p, n) :=
n! · px · (1− p)n−x

x! · (n− x)!

M ≡ 5 t := 0.. max (B) n ≡ 100 p ≡ 0.75
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Ãëàâà 3. Èäç è îáðàçöû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Ðèñ. 3.6. Çàêîí áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

Òåîðåòè÷åñêèå Âûáîðî÷íûå

Ìàò.

îæèäàíèå

m = 75 Âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå

mean(B) = 74.79

Äèñïåðñèÿ n·p·(1− p) = 18.75 Âûáîðî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ

var (B) = 17.173

n

n− 1
·var (B) = 17.347

Ðèñ. 3.7. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è âûáîðî÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðíåå áóäåò ðàññ÷èòûâàòü íå ãè-
ñòîãðàììó, à îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî çíà-
÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì îáëàñòü íà-
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3.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû

áëþäàåìûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

m := C0.. Clast(C).

Ââåäåì èíäèêàòîð ñîáûòèÿ {ÑËÓ×ÀÉÍÀß ÂÅËÈ×ÈÍÛÏÐÈÍßËÀ
ÇÀÄÀÍÍÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅ}:

Ident (x, y) := if (x 6= y, 0, 1) .e

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî èíäèêàòîðà ïîäñ÷èòàåì ÷àñòîòû ñîáûòèé:

ηm :=
∑
k

Ident (m,Ck)

N − 1

Ðèñ. 3.8. ×àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ

3.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû

Çàäàíèå. Ñìîäåëèðîâàòü îïûò ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû. Ïðîñëå-
äèòü ïîâåäåíèå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ¾îðëà¿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà îïû-
òîâ.

Çàäàåì èíäèêàòîð ñîáûòèÿ è äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîáûòèé â ñåðèè
èñïîëüçóåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

ORIGTN := 1 N ≡ 5000 i := 1.. N
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Ãëàâà 3. Èäç è îáðàçöû ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

S1 := if (rnd (1) > 0.5, 0, 1) Si+1 := Si + if (rnd (1) > 0.5, 0, 1)

Âûâåäåì ðåçóëüòàòû íà ãðàôèê

Ðèñ. 3.9. Ïîâåäåíèå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ¾îðëà¿ ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû â çàâèñèìî-

ñòè îò ÷èñëà èñïûòàíèé

Äàííûé îïûò èëëþñòðèðóåò òåîðåìó Áåðíóëëè: ÷àñòîòà ïîÿâëå-
íèÿ ñîáûòèÿ â ñåðèè èñïûòàíèé ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âåðîÿòíî-
ñòè ñîáûòèÿ â îòäåëüíîì èñïûòàíèè.
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Âàðèàíòû çàäàíèé

Âàðèàíòû çàäàíèé

� a; b σ λ n p F (ξ, η, ζ, ψ, ω)
1 1 0.5 2 − − (ξ2 + η2)/(1 + η)
2 0.1 1.1 − − − sin (2 · ω1) · exp (ω2)

3 π/4 π/16 2 − − arctan(ξ) · (1 + ψ2)
−1

4 0.2 0.1 − − − ln (1 + ξ) · [ω2
1 + ω2

2]
−1

5 π/2 0.5 1 − − (cos (ξ) + η) · [ω2
1 + ω2

2]
−1

6 1 0.1 − 10 0.2 ξ2 · exp (ζ2)

7 2 0.5 − − − (ξ + exp (ω1)) · (1 + exp (2 · ω2
2))

−2

8 0 1 1.2 10 0.1 ξ2 + ζ2 + η2

9 0.5 1 0.8 10 0.2 (ξ2 + ζ2 + η2) · (2 + tan(ζ2))
2

10 0.4 0.2 3 10 0.5 (cos (ξ) + η) · (2 + tan(ζ2))
2

11 0.1 1 3 15 0.45 exp[(cos(ξ) + η) · (1 + h)−1]
12 − 3 4 − − cos (ψ) · exp (−ω2

1)

13 0.1 2 − 20 0.3 (ω1 + ξ) · arctan (1 + h)−1

14 1; 2 3 0.8 − − sin (h3) · (ω1 + ξ) · arctan (1 + h)−1

15 2; 3 − 1 − − sin
(
ξ + cos

(√
1 + η

))3
16 1 0.8 2.5 − −

√
ξ2 + η2 + ω2

1

17 0.5 1.2 0.7 9 0.4
√
ξ2 +

√
η2 + ζ2

18 0.1 0.7 3.5 − − sin
(
ξ +

√
η2 + ω2

1

)3

19 −1 1 −0.5 − − sin ((cos (ξ2) + η2))

20 π/4 π/32 − − − arctan(ξ2) · (1 + arctan (ω2
1))

−1

Òàáëèöà 3.1. Âàðèàíòû çàäàíèé
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