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���
��	� 
9�����	 ����&�	� ������&	 
"�	�& ����	
	�������#� �����-

�	��� ������� ����� �	
	�	���� � 	#� �"��	��	 – ������ �������� 
� �	��
������� ����	��% ����	���� �"��	��#� �
	��	�. ��	
�-
� ������	� � �����	 ���#��	��	#� ��&� ��	��� �	���� � �	�	��� 
�
����	���� "����� �� ��	����	����� ���"� � ������	�	 ���-
����� � �&������	����� �	����� �9�.  

9�����	 ��		� ��	��%+�% ��
����
�. $ �	� ���	
*���� ��
	�	-
�	��� ������&� �������, ��
����
���� �	�
	� � ��	������ �" ���, 
�
�������� ���"�	����� �����		 �*�&� �	�
	� � �&���& ���#�� 
��
���. �
��	 ��#�, � ������� �
�������� �
��	
& 
	<	��� "��, ��-
�%��
�
�%+�	 �	�
	���	���	 ����*	��� � ������%+�	 
������,  
��*	 ���
��& � "���� ��� ����
��	
��.  

9
	����#	���, ���, �
������ � �"��	��% ����#� ��	
��, 
����	��& �*	 "����& �� ��	��%+��� 
"�	��� �&�<	� ��	�����: 
���	��� �#	�
, ������	��� #	��	�
��, ��	�	��	 � ���".  

9���	���� 
"�	� «!���	�����	 ������� � ����
�	��	 #
��-
���» �
	������	� ����� ��������	����% ���� � �	 �
	��	� ���"-
�	����#� �"��	��� �
	�&��+�� 
"�	���. ?� ���%�	� � �	�� ��	 �	��-
�����&	 ��
����
���� �	�
	� � ��
	�	�	���, ��"��*�� �*	 ���
��-
��
����&	 
�		. !"��	��	 �
��	
 ���	�	��� ������� � ����
�	-
��	 		 #
��� – ��� �" �*�	�<�� "�� ��	����	���#� ���". 
!�����"�� N�	�	��
��	 ����	�����	 ������� � �
	���� ����	
	�-
������#� ������	��� ��*�� �
��	��� #������	 � 
"�����
���		 �"�-
�	��	 ������� ������� � ��������� �
��	
�&	 ��	���	��&	 ���-
�	������.  

��	���	 ������	 ��*	� �&�� ������"���� ����	���� ��	� �	�-
���	���� ��	��������	� ��� ��������	����� 
���& �� �"��	��% 
����#� ��
�,  ��*	 �
	�����	���� �
� ���#�����	 �	�������#� 
��
� � �
����	���� "�����.  
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1. ���	��
���  

1. 1. ����������� ����������� 

����	
	���
����	� �"&�	��� ��	
��� ���*�	��� �
��"���-
��� �������. � ������% �
��"������ �
������ ���#�	 "��� 	��	��-
��"����: "�� � ���
���� �
������	���#� ���*	���, ���
���� ����-
�	���� 
	����, ��������� �
	�&, �	���	������ �	�. $�	 N�� �
��	-

������ ���"�& �� ���
����% �"�	�	��� �������, ����&�%+	� �	��-
��
&� �
��	��. '��
���� �"�	�	��� ������� ��*�� ��
	�	���� � ��-
��+�% ����	����	������� �	������, ����
� ���+	�����	��� �	"��-
���� �� ����
	���#� ��"��	���#� ��&��.  

9�����	 �
��"������ ��	
�&	 ��������� � ��"��	 � ���"� � ����-
��	� ���
����.  

������ 1. (� ���������� �������� ���������� �����) 9���� �	-
����
� ��	
����� ���� (�. 	. �%��	 ��"��	���	 �	��, 
"�	
�� 
����
�#� ��*�� �
	�	�
	��) ���*	��� �
������	��� � "�� "��� 		 
���*	��� s = s (t), �. 	. �"�	���� 
�������	 s ����� �� �	����
�#� ��-
� ����	� � �*�&	 ���	�� �
	�	�� t.  

$ ���	�� �
	�	�� t �
���	���	 
�������	 
��� s (t), � ���	�� 
�
	�	�� t + �t 
�������	 
��� s (t + �t). C �
��	*���� �
	�	�� (t, t + 
�t) ���� �
�<� ���� �s = s (t + �t) – s (t), �s/�t – �
	���� ���
���� 
���*	��� ����� " �
��	*���� �
	�	�� (t, t + �t).  

'
	���� ���
���� ���*	��� � 
"����&� �
��	*���� 
"����. 
M	� �	��<	 �
��	*���� �
	�	�� �t, �	� ����		 �
	���� ���
���� ���-
*	��� «�
��	
�"�	�» N�� ���*	��	 � ���	�� �
	�	�� t. 9�N���� �
	-
�	� �
	��	� ���
���� ���*	��� �
� ��
	��	��� �t � ���% �"&�%� 
���
����% ���*	��� ����� � ���&� ���	�� �
	�	�� t � ���"��%� v (t): 

0
( ) lim ( )

t

sv t s t
t� �

� �� �
�

.  

������ 2. (� ���������� �������� ��!������� �������) 9���� � (t) 
	��� �����	���� �	+	��� �
�
	#�
���<	#� " �
	�� t. $ ���	�� �
	-
�	�� t + �t �����	���� �	+	��� ���	� � (t + �t), �. 	. " �
��	*���� 
�
	�	�� (t, t + �t) (�
	�� �t) �����	���� �
�
	#�
���<	#� �	+	��� 
�� = � (t + �t) – � (t). '
	���� ���
���� �����	���� 
	���� " ���	
�� 
�
	�	�� �t ���	� 
�� �� /�t. M���& ���� ���
���� �����	���� 
	�-
��� � ���&� ���	�� �
	�	�� t ��� ���
	���� �t � ���%, �� 	���  

0

( ) ( )( ) lim ( )
t

t t tv t t
t

� � �
� �

� � � �� �
�

.  
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���� ��
"��, �
��"����� �� �����	��� �
�
	#�
���<	#� �	-
+	��� ��
	�	��	� ���
���� �����	���� 
	����.  

����&�� N��, ��*�� ��"��, ��� �
��"����� 
0

lim
x

yy
x� �

�� �
�

 �
�-

�	
�"�	� ���
���� �"�	�	��� ������� � "��������� �� �"�	�	��� 
-
#��	��.  

9���� ������� y = f (x) ��
	�	�	� � �	����
�� ��
	������� ���-
�� x. ���� 
#��	��� x �
�
+	��	 �x (�
� N��� �
	����#	���, ��� 
���� x + �x �
����	*�� ������ ��
	�	�	��� �������). $	����� �x 
�"&�	��� �
�
+	��	� 
#��	��. $ �*��� �" N��� ���	� ������	� 
"��	��	 ������� f (x) � f (x + �x). ��#� ��*�� #���
��� � �
�
+	��� 
������� �f (x) = f (x + �x) – f (x) (��. 
��. 1).  
 

 
���. 1. "��������� #������ � ��������� ��$�!���� 

���	�	
	��	. A��� ��+	����	� �
	�	� ����<	��� �
�
+	��� 
������� �f (x) � �
�
+	��% 
#��	�� �x, �
� ��
	��	��� �
�
+	-
��� 
#��	�� � ���%, �� �� �"&�	��� �������� ������� � ���	 x  

0

( )lim
x

f x
x� �

�
�

.  

?��"��	���: y�, f � (x) ��� dy
dx

, df
dx

.  

!��#� �
��"����� ���"��	��� �	 ������ <�
����, �� 	+	 ��-
"&�	��� � ���	 ��*�	#� ���	�� �	
	�	���, �� ����
�� �	
	��� �
�-
�"�����, �. 	. ��<�� y x�  �	 �
���� y x. 

A��� �
	�	� 
�	� 	, + 	 � – 	, �� �
��"����� f � (x) �"&�	��� 
�	����	����. 

0 

y 

x 
x 

�x 

x+�x 

�y 

f (x) 

y=f (x) 
f (x+�x) 
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$ ����	�<	� ��� �&
*	��	� «������� ��		� �
��"�����%» ��-
�	� ������� ��+	�������	 ���	���� �
��"������, 	��� �	 �#���
	�� 
�
������	. 

�� ��	��	� �" ��
	�	�	���, �
��"����� ������� f (x) � ����	 x 
	��� �����, "����+		 �� 
����
��	��#� "��	��� x (�� �	 "����+		 
�� �x). B����
��� �
��"�����% ������� f (x) � 
"����&� ���� �, 
�& ���	� �������, ����+	 #���
�, 
"����&	 "��	���.  

��*�� ��"��, ��� ������� f (x) «��
�*�	�» ��� �
��"����� 
������% f � (x).  

���� ��
"��, �
��"����� f � (x) ����	��� ������	� �	
	�	���� 
x, ��
	�	�	���� � ������ ��
	�	�	��� ������� f (x) ��� � ���� N��� ����-
��.  

A��� �����
���� "��	��	 x, ��
��	
, ����*��� x = x0, �� �
��"-
����� ������� f (x) � ����	 x = x0 ���"��	���: 

f � (x0), 0( )y x� , 
0

|x xy �� , 0( )df x
dx

. 

?�	
��� �&����	��� �
��"������ ������� �"&�	��� ��##�-
������������! N��� �������. ��� ���*�	��� �
��"������ �� ����� 
������� y = f (x), ��#���� ��
	�	�	��%, �	�������� �&������� ��	-
��%+�	 �	������: 

1. 9
��	� �����
������� 
#��	��� x 
 D (f) �
�
+	��	 �x � 
�&������ "��	��� �������: f (x) � f (x + �x). 

2. @��	� �����	�����%+		 �
�
+	��	 ������� 
�y = f (x + �x) – f (x). 

3. �	��� �
�
+	��	 ������� � �
�
+	��	 
#��	��, �. 	. ��-
�����	� ����<	��	 

( ) ( ) .y f x x f x
x x

� � � �
�

� �
 

4. @��	� �
	�	� N��#� ����<	��� �
� �x � 0. R��� �
	�	� � ��� 
������% �
��"�����% �� ������� y = f (x). 

0 0

( ) ( )( ) lim lim .
x x

y f x x f xy x
x x� � � �

� � � �� � �
� �

 

����� 1.1. @����	 �� ��
	�	�	��% �
��"�����% ������� 
y = x3. 

�������. ���� �����
������� 
#��	��� x 
 D (f) �
�
+	��	 
�x. ��#� 

1. x � f (x) = x3;  
x + �x � f (x + �x) = (x + �x)3 = x3 + 3x2 �x + 3x �x2 + �x3; 
2. �y = f (x + �x) – f (x) = (3x2 + 3x �x + �x2)�x. 
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3. 
2 2

2 2( ) ( ) (3 3 ) 3 3 .y f x x f x x x x x x x x x x
x x x

� � � � � � � � �
� � � � � � �

� � �
 

4. � �2 2 2

0 0
( ) lim lim 3 3 3 .

x x

yy x x x x x x
x� � � �

�� � � � � � � �
�

 

'�	����	����, (x3)� = 3x2. 

1. 2. ���������� � �����!�������� ��"�� �����������  

%��������� �!��� ���������� 
9���� "��	��� y ������� y = f (x) � 		 
#��	�� x ����%��� �	��-

��
&�� ��"��	����� �	�������, �
��	� 
#��	�� x �	��	��� � �	��-

��
�� �
��	*���	, ��
��	
 � ��
	"�	 [a, b]. ?���<	��	 y
x

�
�

, #�	 

�x = x – x0, x0 
 [a, b], �y = f (x0 + �x) – f (x0), �"&�	��� �
	��	� ���
�-
���% �"�	�	��� �	
	�	���� y �������	���� �	
	�	���� x � ��
	"�	 � 
������ x0 � x0 + �x,  �
	�	�  

00
lim ( )
x

y f x
x� �

� ��
�

  

– �������&' ��!������ ���!����� y ���������&�� ���!����� x � 
����� x0. $ ����	 ��+	�������� N��� ���
���� �
�
+	��	 �	
	�	�-
��� y ��		� ��� 

�y = f � (x0) �x + � (�x), �x � 0. 
R�� �"��	�, ��� �
�
+	��	 �y ���	��� "����� �� �
�
+	��� �x 
�	
	�	���� x � ��������% �� �	����	��� ���� ���		 �&����#� ��
��-
�, �	� �x. 

!��	 #���
�, ��+	�������	 ���
���� �"��	�, ��� � ���� ��-
"��	���� �
��	��, ����&�	�&� ������	� f, �
��	�	� ����� ���	���. 
R��� �������	������� � ��S����	��� <�
���	 �
��	�	��	 ����	
	�-
������#� ������	��� �
� �"��	��� ��&� 
"����
"�&� ���	���. 

���!���������� �!��� ���������� 
B�����
�� "��� � �
��	�	��� ���	����� � ������� �
����. $ 

��
	�	�	��	 �
��"������ ������ ��	 ��	
���: �	�	��	 
0 0( ) ( )f x x f x

x
� � �

�
 � �
	�	���&� �	
	��� �
� 0x� � .  

M�� *	 N�� �	�? @���� � #
��� ����� � ���
������ (x0, f (x0)) 
� (x0 + �x, f (x0 + �x)) �& ������� ��#�
� �"��
*	���% � 
��. 2. 9
�-
�	�	� �	
	" ����� M0 � M �
���%, ����
� �"&�	��� �	��+	�. 
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��� �
+	���

f (x)

�	
��

+� ���	����

'


M0

M

f (x0+ �x) - f (x0)

f (x0+ �x)

f (x0)

�x

x0+ �xx0

x

 
���. 2. ���!���������� �!��� ���������� 

��#� �
��� 0 0( ) ( )f x x f x
x

� � �
�

 	��� �	 ��� ���	 �� tg� , #�	 � 

	��� �#�� ����� �	��+	� � ��� Ox. @� � ��
	�	�	��� �
��"������ 
	��� 	+	 �
	�	���&� �	
	��� �
� 0x� � . M�� *	 �	� N��� �
	�	���&� 
�	
	���?  

9
� 0x� �  ���� M ����	� ���#���� � ����	 M0. 9
� N��� ��� 
�	��+� ���	� ����
������� ����� ����� M0 � � �
	�	�	 �� �
	�
-
������ � ���	����% � ����	 M0. �#�� � �
� N��� �	
	��	� � �#�� , 
����
&� N� ���	���� ��
"�	� � ���% Ox. 9�N���� ��*�� ���	
-
*���, ��� 

0( ) tgf x k� � � , 
#�	  � �#��, ��
"����&� ���	����� � �
���� � ����	 x0 � ���% Ox, 
k � �#����� ��N�����	�� ���	�����. ! �	�	����	���� ����
 ��-
������: �
��"����� �� ������� y = f (x) � ����	 x0 
�� �#������ 
��N�����	��� ���	����� � ����	 M0 (x0, f (x0)) � #
���� ������� f 
(x). 

' #	��	�
��	���� ����� "
	��� ����	
	���
�	����� �"��	�, ��� 
� #
���� ������� � ����� ����	 ��*�� �
��	��� 	������	���% �	-
�	
�������% ���	����%.  

(�������� �������&��� � ���!��� � ������ 
���	�	
	��	. �����	
��� � ������� ������� � ����	 )0 (x0, y0) 

�"��	� �
	�	����	 ����*	��	 �	��+	� )0), ��#� ���� ), ���#��� 
����� �
����, ��
	������ � �����	��% � ������ )0.  

9
���, �
��	�	��� �	
	" ����� �����, �	
�	�������
�� ��-
�	����� � #
���� �������, �"&�	��� ����
��.  

C�	���, ��� ��� "���� �
��	��� ���	����� ��*�� ������"�-
��� �%��	 �" �"�	���&� $� �
��	��� �
����, #�	 �
��������	� �#-
����� ��N�����	��, ��
��	
 0 0( )y y k x x� � � . ��#�  
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0 0 0( )( )y y f x x x�� � �  � 
�
��	��	 ���	����� � #
���� ������� � ����	 )0 (x0, y0) � y0 = f 
(x0).  

!�����"�� ������� �	
�	�������
����� ���� �
��&� 1
1k
k

� � , #�	 

k1 – �#����� ��N�����	�� ��
���, "��<	� �
��	��	 ��
��� � #
-
���� ������� � ����	 )0 (x0, y0):  

0 0
0

1 ( )
( )

y y x x
f x

� � � �
� .  

1. 3. �����!������� ���������"� 

���	�	
	��	. A��� ������� y = f (x) ��
	�	�	� � �	�����
���	� 
(�
�����
���	�) ��
	������� ����� x0 � ��+	����	� 

0

0
0 00

0

( ) ( )lim ( 0) ( )
x x

f x f x �* f x f x
x x �� �

� � �� �
�

, 

�� �� �"&�	��� �������� �� ������� y = f (x) � ����	 x0 ��	�,  

0

0
0 00

0

( ) ( )lim ( 0) ( )
x x

f x f x �* f x f x
x x �� �

� � �� �
�

 

�������� � ��� *	 ����	 ������.  
!" �	�
	�& � ��+	�������� ���	���#� �
	�	� ��	��	� ��
�	�-

������� ��	��%+	� �	�
	�&.  
�	�	�� 1.1. (+��*����!�� � ����������� ������� ������������� 

���������� � �����) 
E������ y = f (x) ��		� �
��"�����% � ����	 ��#� � ������ ��#� 

��#� � N��� ����	 ��+	����%� � 
��& �	*�� ����� �
��"����&	 
������� ��	� � ��
�, �
��	�  

0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x� �� � �� � .  
�	�	�� 1.2. (
���& !���� ��##���������!���&' #������ � ���-

�� � �� �����������&' � ,��� �����) 
A��� ������� y = f (x) ��		� �
��"�����% � ����	 x0, �� �� � N��� 

����	 �	�
	
&��.  
��������������. 9���� ��+	����	� �
��"����� 0( )f x� . ��#� �� 

��
	�	�	��% �
��"������  
0

0 0

( )( ) lim
x

f xf x
x� �

�� �
�

.  

9� �	�
	�	 � 
��� �. �. � �	�
�� �
	�	��� �����	�  
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0
0

( ) ( ) ( )f x f x o x
x

� �� � �
�

,  

#�	 ( )o x�  � �. �. �
� 0x� �  ��� 0 0( ) ( ) ( )f x f x x x o x�� � � � � � � � .  
$&������ �
	�	� 0( )f x�  

� �0 00 0
lim ( ) lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x x x o x
� � � �

�� � �� � � � � � .  

'�	����	����, ������� y = f (x) �	�
	
&�� � ����	 x0. � 

�
	�����	. A��� ��+	����	� �
��"����� 0
0 0

( )( ) lim
x

f xf x
x� �

�� �
�

, �� 

0 0( ) ( ) ( )f x f x x x o x�� � � � � � � � , #�	 ( )o x�  � �. �. �
� 0x� � .  
���	����	. �	�
	� 1.2 ���	
*�	�, ��� �	�
	
&������ ������� � 

����	 ����	��� �	�������&� ������	� ��+	�������� � N��� ����	 
�
��"������. ?�
���	 ���	
*�	��	 �	�	
��.  

����� 1.2. 9
��"����&	 0( 0)f x� �  � 0( 0)f x� �  ��+	����%�, �� �	 

��& �
�# �
�#�.  

 

x0

y

x

 
���. 3. "���������� � ����� x0 ����� � ����� �� ����� 

$ N��� ����	 �	 ��+	����	� � 0( )f x� . =
��� ������� f (x) ��		� 
� ����	 x0 � N��� ����	 «�"���», � � N��� ����	 � #
���� ��*�� �
�-
�	��� ��	 ���	���&	 (��. 
��. 3.).  

@�
��	
, ������� ( )f x x�  � ����	 x0 = 0 �	 ��		� �
��"������. 
$&������ �
��"����&	 ��	� � ��
� � ����	 x0 = 0.  

0 0 0

(0 ) (0)(0) lim lim lim 1
(0 ) 0x x x

xf x f xf
x x x� �� �� ��

�� � � ��� � � � � �
� � � � �

, 

0 0 0

(0 ) (0)(0) lim lim lim 1
(0 ) 0x x x

xf x f xf
x x x� �� �� ��

�� � � �� � � � �
� � � � �

.  
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'�	����	����, ( 0) ( 0)f f� �� � �  � (0)f �  �	 ��+	����	� � ������� 
�	 ����	
	���
�	�.  

����� 1.3. �	����	��� �
��"�����.  
B�����
�� ������% ( )f x x� , ��
	�	�	���% ��� "��	��� x � 0 

� ���	� (0)f � . !�		� 

0 0 0

( ) (0) 1(0) lim lim lim
x x x

f x f xf
x x x� � � � � �

� � �� � � � � �	
� � �

.  

B����
��� #
��� ������� ( ) xf x �  (
��. 4) �	#�� ����	��, 
��� N�� �"��	� �
���� ��, ��� � ����	 x = 0 ���	���� � #
���� �-

��	��� ��� Oy (�	
������� ���	����).  

y

x

 
���. 4. ���#�� #������ ( )f x x�  

����� 1.4. 9
��"����� �	 ��+	����	�.  
@���	�, ��*	� �&�� �������, ��#� �
	�	�, ��#�
�
�%+�� � ��-


	�	�	��� �
��"������, �	 ��+	����	�.  

B�����
�� ��� �
��	
, 1( ) sinf x x
x

� �� � � �
� �

. �� �� 1sin 1
x

� � �� �
� �

, �� 

0

1lim sin 0
x

x
x�

� � �� �
� �

. 9�N����, ���#� f (0) = 0, ������� 

0 0

1sin 0 1( ) lim lim sin
x x

x
xf x

x x� � � �

� � � ��� � � � �� �� �
, 

� N��� �
	�	� �
���� �	 ��+	����	�.  
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-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
-0,4

-0,2

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

x

 

y = x sin(1/x)

 

���. 5. ���#�� #������ 1( ) sinf x x
x

� �� � � �
� �

 

!" #
��� ������� 1( ) sinf x x
x

� �� � � �
� �

 �����, ��� � �
����*	��	� � 

����	 x = 0 ���	���� ���	��	���, �	 ��
	���� �� � ����� ��
	�	�	�-
���� ����*	��% (
��. 5). 

$ ��	����	 ����
�	�& �*	 �
��	
& �������, ����
&	 ����%�-
�� �	�
	
&��&��, �� �� � ����� ����	 �	 ��	%� �
��"������. 

1. 4. ������"� ��#���# ��$$����%����#��& 

$&�	�	� �*�	�<�	 ��
���&, ��%+�	�� �&����	��� �
��"���-
�&�. $ ����	�<	� f (x) � g (x) � �	����
&	 �������, � ����
&� ��+	-
����%� f � (x) � g� (x).  

�	�	�� 1.3. 9���� f (x) � g (x) � ����	
	���
�	�&	 ������� � 
� � �������, ��#� ��
�	����& ������<	���.  

1. [ ( )] ( )cf x cf x� �� .  
��������������. $&������ �
��"�����% 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )[ ( )] lim lim ( )
x x

cf x x cf x f x x f xcf x c c f x
x x� � � �

� � � � � �� �� � � � �
� �

.� 

2. [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x f x g x� � �� � � .  
��������������. $&������ �
��"�����% �#	�
��	���� ����& ����-
��� 

0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )][ ( ) ( )] lim
x

f x x g x x f x g xf x g x
x� �

� � � � � � ��� � �
�
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0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ) ( )
x x

f x x f x g x x g x f x g x
x x� � � �

� � � � � � � �� � � �
� �

 

>���#���� �&������� ��
��� ��� 
"����� [ ( ) ( )]f x g x �� .� 
3. [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x� � �� � � .  

��������������. $&������ �
��"�����% �
��"�	�	��� 

0

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] lim
x

f x x g x x f x g xf x g x
x� �

� � � � ��� � �
�

 

$ ������	�	 �
��� �
����� � �&��	� ��������% ( ) ( )f x x g x� �  
 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
x

f x x g x x f x x g x f x x g x f x g x
x x� �

� � � � � � � � � �� � � �� � �� � � �� � !  !

0 0

( )[ ( ) ( )] ( ) ( )lim lim ( )
x x

f x x g x x g x f x x f xg x
x x� � � �

� � � � � � � �
� � �

� �
 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim ( ) lim
x x x

g x x g x f x x f xf x x g x
x x� � � � � �

� � � � � �
� � � � �

� �
 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x� �� � � � .� 

4. 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x f x g x f x g x
g x g x

�
� �� � �

�� �
 !

.  

��������������. $&������ �
��"�����% �����#� 

0

( ) 1 ( ) ( )lim
( ) ( ) ( )x

f x f x x f x
g x x g x x g x� �

�
� � � �� �

� � �� � � �� � � !  !
 

0

( ) ( ) ( ) ( )lim
( ) ( )x

f x x g x f x g x x
g x x g x x� �

� �� � � � �
� �� �� � � !

 

�
�����	� � �&���	� � ������	�	 ��������% ( ) ( )f x g x  

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
( ) ( )x

f x x g x f x g x f x g x f x g x x
g x g x x x� �

� � � � � � �
� �

� � �

0

1 1
( ) lim ( )

x
g x g x x

� �

� � �
� �

0 0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim ( ) lim
x x

f x x f x g x x g xg x f x
x x� � � �

� � � � � �� �� � �� �� � !

2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

f x g x f x g x
g x

� ��
�

 � 
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���	����	. 9
��"����� �#	�
��	���� ����& ���	���#� ���� 
������� (�. 2 �	�
	�& 3) 
�� �#	�
��	���� ����	 �
��"����&� ��-
�	���&� ��#	�&�.  

�	�	�� 1.4. ("���������� ������� #������) 9���� ������� g (x) 
��		� �
��"�����% � ����	 x0,  ������� f (x) ��		� �
��"�����% � 
����	 g0 = g (x0). ��#� ���*�� ������� z = F (x) = f (g (x)) ���	� ��	�� 
�
��"�����% � ����	 x0 � ��
�	����� ������<	��	 

� �0 0 0 0( ) ( ( )) ( ) ( )F x f g x f g g x�� � �� � , 
���, ������ "��	��	 
#��	��, 

x g xz z g� � �� � .  
��������������. 9���� 
#��	�� x ������� �
�
+	��	 �x. ��#� 

������� g (x) ������� �
�
+	��	 ( ) ( ) ( )g x g x x g x� � � � � , �� ��� 
( ) ( ) ( )g x x g x g x� � � � � .  

C��<	� ��*�	���� 
f f g
x g x

� � �
�

� � �
 

� ���	� 	#� �
	�	� �
� �x � 0. A��� �x � 0, �� �g � 0, �� �� g (x) – 
�	�
	
&��� ������� � ����	 x. !, ��	����	����,  

� �0 0 0 0 0
( ) ( ( )) lim lim lim

x g x

f f gF x f g x
x g x� � � � � �

� � ��� � � �
� � �

.  

!�� ���		 ���
���� 

� � �
�

���
�

�
���

��
���� x

gfggf
x

xgfxxgfxgf
xx

)()(lim))(())((lim))((
00  

 (�	��� � ����*	� �
��� � g� ) 

0 0 0
( 0)

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim ( ) ( )
x x x

g

f g g f g g f g g f g g f g g x
g x g x� � � � � �

� �

� � � � � � � � � �� � � � �
� � � �

.�  

���	����	. R� ��
��� �"&�	��� �
���� ����	
	���
����� 
���*��� ������� ��� �	���	 �
����. ! �
��"����� ���*��� ����-
��� �� �	"������� �	
	�	���� 
�� �
��"�	�	��% �
��"������ N��� 
������� �� �
��	*������� �	
	�	���� � �
��"�����% �
��	*����-
��� �	
	�	���� �� �	"������� �	
	�	����.  

$ �&
*	��� ( ( ))f g x�  ���
"��	�	���, ��� �
��"����� �� ����-
��� f �	
	��� ��, �� ����� g (x) ����	��� 	���&� �	�&� (
#��	����).  

�	�	�� 1.5. ("���������� �*������ #������) 9���� 1( )y f x�� � 
��
��� ������� � ������� ( )x f y� , ��	%+	� �
��"�����% � ����	 
y0, �
��	� 0( ) 0f y� � . ��#� ��
��� ������� 1( )y f x��  ��		� �
��"-
�����% � ����	 0 0( )x f y� , �
��	� 
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1
0

0

1( )
( )

f x
f y

� �
� � � ! �

 ��� 1
0 1

0

1( )
( ( ))

f x
f f x

�
�

�
� � � ! �

.  

��������������. 9���� ( 1) ( )y f x��  �� ��� ( )x f y� . A��� 
#�-
�	��� x ��� �
�
+	��	 �x, �� �	����� y ������� �
�
+	��	 

( 1) ( 1)( ) ( )y f x x f x� �� � � � � . 9�N����  
( 1) ( 1)

( 1)

0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

f x x f x yf x
x x

� �
�

� � � �

� � � ��� � � � � ! � �
 

0

0

1 1 1lim
( )limx

y

x x f y
y y

� �

� �

� � �
� � �
� �

.  

?���� � ����� ��
���	 	��� ��� �	���"�. '�	� ����� ������� 
�� x,  ��
� ��������� ������� �� y. M���& ���
���� N�� �	�����	�-
����	 ��� � �
��� ���� "�	���� y � ( 1) ( )f x� . ��#� ������� ����-
��	���� 

( 1)
( 1)

1( )
( ( ))

f x
f f x

�
��

�
. � 

$�	 N�� ��
���& ��	�	�& � ���. 1, ����
�% ��	��	� "�������. 

����� 1  
�������� ������ ��##������������� 

E������ 9
��"����� 

( )�f x  ( )�f x�  

( ) ( )f x g x�  ( ) ( )f x g x� ��  

( ) ( )f x g x�  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x� �� � �  

( )
( )

f x
g x

 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

f x g x f x g x
g x

� ��
 

( ( ))f g x  ( ) ( )f g g x� ��  

1( )f x�  1

1
( ( ))f f x��
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1. 5. '#(��%# ���������") 

$&�	�	� �	�	
� ������ �
��"����&� �� N�	�	��
�&� ������� 
1. 0c� � .  

�	������	����, 	��� f (x) = c, �� 
0

lim 0
x

c cc
x� �

�� � �
�

.  

2. 1( )n nx nx �� � .  
!�		�  

0 0

1 1
( )( ) lim lim

n

n n
n

x x

x
x x x xx x

x x� � � �

�� �� �� �� � � � �� � � �
� �

"  

'�	�	� «"�	�� �	
	�	��&�» x z
x
�

� . ��#� x z x� � �  � 

1

0

(1 ) 1lim
n n

n

z

x z n x
x z

�

�

� �
� � � , 

#�	 �&� ������"��� "�	��	���&� �
	�	�.  

$ ��������, �
� 1
2

n �  ��		�:  
1 1 11
2 2 21 1 1( ) ( )

2 2 2
x x x x

x
� �

� �� � � � , 

�
� n = –1 �������: 

1 1 11 1( ) 1x x
x x

� � �
#

�� � �� � � � � �� �
� �

. 

3. � � lnx xa a a� � .  
!�		�  

� �
0 0

1lim lim ln
x x x x

x x x

x x

a a aa a a a
x x

�� �

� � � �

� �� � � � � �
� �

, 

#�	 �&� ������"��� "�	��	���&� �
	�	� 

?���	��� �
����� 
	"����� �����	��� �
� a e� : � �x xe e� � .  

4. � � 1log
lna x

x a
� � .  

� �
0 0

log
log ( ) loglog lim lim

a
a a

a x x

x x
x x x xx

x x� � � �

� �� �
� �� � � � �� � � �

� �
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��	�	� «"�	�� �	
	�	��&�» x
x

�
� . ��#� x a x� � �  �  

0 0

log (1 ) 1 log (1 ) 1lim lim
ln

a a

x x x a 

 
 � �

� �
� � �

�
.  

?���	��� �
����� 
	"����� �����	��� �
� a e� : 1(ln )x
x

� � .  

5. (sin ) cosx x� � .  
!�		� 

0 0

2sin cos
sin( ) sin 2 2(sin ) lim lim

x x

x xx
x x xx

x x� � � �

� �� � � ��� � � �� � � � � � �� � � �
� �

 

0 0

sin
2lim cos lim cos

2
2

x x

x
xx xx� � � �

�
�� �� � � �� � �� �

, 

#�	 ��*	 �&� ������"��� "�	��	���&� �
	�	�.  

6. � �cos sinx x� � � .  

� �
0 0

2sin sin
cos( ) cos 2 2cos lim lim

x x

x xx
x x xx

x x� � � �

� �� �� �� �� � � � �� � � �
� �

 

0 0

sin
2lim sin lim sin

2
2

x x

x
xx xx� � � �

�
�� �� � � � � �� � �� �

.  

7. 2

1(tg )
cos

x
x

� � .  

�� �� sintg
cos

xx
x

� , �� 

2 2

2 2 2

sin (sin ) cos (cos ) sin cos sin 1(tg )
cos cos cos cos

x x x x x x xx
x x x x

� � �� �� �� � � � �� �
� �

.  

8. 2

1(ctg )
sin

x
x

� � � .  

�� �� cosctg
sin

xx
x

� , �� 

2 2

2 2 2

cos (cos ) sin (sin ) cos sin cos 1(ctg )
sin sin sin sin

x x x x x x xx
x x x x

� � �� �� �� � � � � � �� �
� �

. 
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9. � �
2

1arcsin
1

x
x

� �
�

.  

$ ����� ����	 ( 1)arcsin ( )y x f x�� �  � sin ( )x y f y� � , �� 	��� 
( ) sinf y y�  � cosyx y� � . 9�N����  

2 2

1 1 1(arcsin )
cos(arcsin ) 1 sin (arcsin ) 1

x
x x x

� � � �
� �

.  

10. � �
2

1arccos
1

x
x

� � �
�

.  

$ ����� ����	 ( 1)arccos ( )y x f x�� �  � cos ( )x y f y� � , �� 	��� 
( ) cosf y y�  � sinyx y� � � . 9�N����  

2 2

1 1 1(arccos )
sin(arccos ) 1 cos (arccos ) 1

x
x x x

� � � � � � �
� �

. 

11. 2

1(arctg )
1

x
x

� �
�

.  

$ ����� ����	 ( 1) ( ) arctgy f x x�� �  � tg ( )x y f y� � , �� 	��� 

( ) tgf y y�  � 2

1
cosyx

y
� � . 9�N���� 

2
2 2 2

1 1 1(arctg ) cos (arctg )
1 cos (arctg ) 1 tg (arctg ) 1

x x
x x x

� � � � �
� �

.  

12. 2

1(arcctg )
1

x
x

� � �
�

. $&��� ���#��	�.  

13. (sh ) chx x� � .  
�	������	���� 

(sh ) ch
2 2

x x x xe e e ex x
� ��

� �� �� � � �� �
� �

.  

14. (ch ) shx x� � . $&��� ���#��	�.  

15. 2

1(th )
ch ( )

x
x

� � . $&��� ���#��	�.  

C������ 
�����
	��	 ��
��� ����	
	���
�����, ���	���, 
���, ����"���� �����	��&�� ��
����� �
��"����&� ������&� N�	-
�	��
�&� ������� � �
����� ����	
	���
�����, ��*�� ���� 
�
��"�����% �%��� N�	�	��
��� �������, �. 	. �������, ����
� ��-
���	��� �" ������&� N�	�	��
�&� ������� � ����+�% ���	���#� 
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���� �#	�
��	���� �	������ � �
��	�	��� ���	���#� ���� ��	
-
��� �&����	��� ������� �� �������. 

$�	 N�� ��
���& ��	�	�& � ���. 2, ����
�% ��	��	� "�����.  

����� 2  
/�*���� ���������� 

E������ 9
��"����� E������ 9
��"����� 

1. �  0 7. tg x 2

1
cos x

 

2. nx  1nnx �  8. ctg x 2

1
sin x

�  

x  
1

2 x
 9. arcsin x  2

1
1 x�

 

1
x

 2

1
x

�  10. arccos x  2

1
1 x

�
�

 

3. xa  lnxa a  11. arctg x 2

1
1 x�

 

xe  xe  12. arcctg x  2

1
1 x

�
�

 

4. loga x  1
lnx a

 13. sh x ch x 

ln x  
1
x

 14. ch x sh x 

5. sin x  cos x  15. th x 2

1
�h x

 

6. cos x  sin x�  16. cth x 2

1
sh x

�  

 

1. 6. ���������#& ���#��$�������� $*��%�� 

B�����
�� ������% y = ln |x|. �� ��  

� � 1ln x
x

� �  � � � ( ) 1ln( ) xx
x x
���� � �

�
,  

�� ������	���� �����	�: 

� � 1ln x
x

� � .  
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����&�� �����	���	 
�	�����, ���	� �
��"�����% ������� 
y = ln |f (x)| ���, ��� �� *	, ������� y = ln|u|, #�	 u = f (x). 9
� N��� 
�
	����#	���, ��� ������� f (x) �	 ��
+	��� � ���� � 
����
��	-
��� ����	 x � ��		� �
��"�����% � N��� ����	.  

����	
	���
�� ���*��% ������%, �������:  
1 ( )(ln )

( )
f xy u u u

u f x
�

� � � �� � � , 

��� 
( )(ln ( ) )
( )

f xf x
f x
�

� � .  

?���<	��	 ( )
( )

f x
f x
�

 �"&�	��� ��$���#!������� ���������� #���-

��� f (x).  
'����� ��$���#!������$� ��##������������� ������� � ���, ��� 

���� ������ ��#
�����	���% �
��"�����% �������,  "�	� �
�-
�"�����% ���� ������� �� ��
���	:  

( ) (ln ( ) ) ( )f x f x f x� �� .  
��� ��
�+	��� "���� ��������� �
� ��#
�����	���� ����	-


	���
����� "�� ������ � f(x) �������.  
��#
�����	���	 ����	
	���
����	 ���	"�� �
��	����, ��#� 

"���� ������� ���	
*�� ��#
����
�%+�	�� ��	
��� (����*	-
��	, �	�	��	, ��"�	�	��	 � ��	�	��, �"��	�	��	 ��
��) �, � ��������, 
��� ���*�	��� �
��"������ �� ���"�	����-��	�	���� �������.  

9��	"�� �������� ������� ��#
�����: 
ln a/b = ln a – ln b, 
ln a b = ln a + ln b, 

ln ab = b ln a.  
 

"���������� ��������&��-�������� #������ 
9���� u = f (x) v = g (x) – �������, ��	%+�	 �
��"����&	 � ����	 x, 

f (x)>0. @��	� �
��"�����% ������� y = u v. ��#
����
�� �	��% � 
�
��% ���� 
�	����, �������: 

ln y = v ln u.  
����	
	���
�	� ��	 ���� �����	���#� �
��	���: 

y�/y = v� ln u + v (u�/u).  
B	<	� �������<		�� �
��	��	 �������	���� y�. ?�����	���� ��		� 

y�= u v (v� ln u + v (u�/u)).  
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$�	��� ��#� ����& "������� N�� ��
���� ���<	 "������� �
-
����: ��� ��#� ����& �&������� �
��"�����% �� y = ( )( )g xf x , ��� N�� 
�&
*	��	 ���� �
���#
����
����,  ����� ���� �
��"�����% 
��	�� ���	�.  

����� 1.5. @��� �
��"�����% ������� y = xx.  
�������.  

1. ��#
����
�	� �������% ������% 
ln ln( ) lnxz y x x x� � �  

2. ����	
	���
�	� ��	 ���� �����	���#� �
��	��� ����	��� 
�� x, ����&��, ��� � – ������� �� �.  

1( ln ) ln ln 1y x x x x x x
y x
�

� �� � � � � .  

3. B	<	� �������<		�� �
��	��	 �������	���� y� � ��������� 
��	��� ������� � 		 �&
*	��	 �" ������� "���, ������� 

( ) (ln 1) xy z f x x x� �� � � .  

1. 7. ���������#& $*��%��, �#�#���� �#�#��!������� 

9
�	�
��	���	 "���	 ������� "��%�	��� � ���, ��� � x � y 
"�%��� �� ������� �	����
�#� �
�	�
 t, �� 	��� 

( )
( )

x t
y t

$
%

�&
' �(

, t )� � .  

C��	��	 �
�	�
 t ��
	�	��	� �����
	�	��� � x � y, �, �	� �-
�&�, �	����
�% ����� � ���������. �	��� t, �& ���#	� ����� � 
���������, � �� ����&�	� �	����
�% �
���%, ��
	�	��%+�% "����-
����� y �� x.  

9
�	�
��	���	 "���	 ������� ����	��� ��&� ��+�� �����-
��� "���� �
��&� � ���������.  

�	�	�� 1.6. ("���������� #������, �������� ���!���������) 
A��� ������� 
#��	�� x "�� �
�	�
��	���: 

( )
( )

x t
y t

$
%

�&
' �(

, t )� � , 

#�	 $ (t) � % (t) – ����	
	���
�	�&	 �������, �
��	� $ � (t) � 0, �� 
�
��"����� N��� ������� �� �	
	�	���� x �&�����	��� �� ��
���	 

,

( ).

t
x

t

y

x t

%
$

$

�& � �* �'
* �(
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��������������. 9���� $ (t) � % (t) – ����	
	���
�	�& � $ � 
(t) � 0. �
��	 ��#�, ���	� ������, ��� ������� x = $ (t) ��		� ��
���% 
������% t = $–1 (x), ����
� ��*	 ����	
	���
�	�. ��#� ������% 
"����% �
�	�
��	��� ��*�� 
����
���� ��  

y = % (t), t = $–1 (x), 
����� t �
��	*�����&� 
#��	����.  

9
�����	
	���
�	� ������% y = % (t), t = $–1 (x) �� �
���� ���-
�	
	���
����� ���*��� �������, ������� 

x t xy t%� � �� � .  
9
��"�����% xt�  ���	� �� �
���� ����	
	���
����� ��
���� 

�������: 
1 1

x
t t

t
x $

� � �
� �

.  

!��, ������	���� ��		�: 	��� 
( )
( )

x t
y t

$
%

�&
' �(

, �� 
,

( ).

t
x

t

dyy
dx

x t

%
$

$

�& � � �* �'
* �(

. � 

 

����� 1.6. @��� �
��"�����% xy�  	��� 
2ln(1 )x t

y t arctgt
& � �
'

� �(
.  

�������. @��	� 
2

2 2

2 2 2

2
1

1 1 11
1 1 1

t

t

tx
t

t ty
t t t

& � �** �
'

� �* � � � � �
* � � �(

.  

��#� 
2

2 2

2
1 1 2

t
x

t

x t t ty
y t t
� � � � �� � � + �� � � �� � �� �� �

 

� ������	���� ��		� 
2

,
2

ln(1 ).

x
ty

x t

& � �*
'
* � �(

 

1. 8. ���������#& ��&���� $*��%�� 

9���� ������� � = f (x) "�� �
��	��	� F (x, y) = 0, �	 
"
	-
<	��&� �������	���� y. $ N��� ����	 #���
��, ��� ������� y "�� �	-
���.  
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9���� �
��	��	 F (x, y) = 0 "�	� y �� �	����% ������% �� x, 
�. 	. y = f (x). 9
	�����*��, ��� ������� y ����	
	���
�	�. A��� � 
�
��	��� F (x, y) = 0 ��� y ���
"��	��� ������% y (x), �� N�� �
�-
�	��	 ��
+	��� � ��*�	���� �� 
#��	��� x: F (x, y (x)) = 0. ��� ���-
*�	��� �
��"������ y� (x) ��*�� �
�����	
	���
���� �� x ��	 ����, 
�����, ��� y 	��� ������� �� x, � "�	� 
"
	<��� �����	���	 ����	 
�
��	��	 �������	���� ������� �
��"������. �� �
����, �� ���	� 
"���	�� �� x � y: y� (x) = $ (x, y).  

����� 1.7. @��� �
��"�����% ������� 2 23 1 0x xy y� � � � , "-
����� �	����.  
�������. ����	
	���
�� �� x �	����% ������% � �����, ��� y – 
������� �� x, ��		�: 

2 3 3 2 0x y xy yy� �� � � � . 
?��%� 

2 3
3 2

x yy
x y
�� � �
�

. 

?��	���, ��� � N��� ����	 y� = g (x, y). 

������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. 9�����	 �
��"������ ������� � ����	. @����	 �� ��
	�	�	-

��% �
��"�����% ������� 
2 1sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

& �*� '
* �(

 � ����	 0�x .  

2. 9�����	 �
��"������ �������. =	��	�
��	���� � ��"��	���� 
��&�� �
��"������.  

3. 9�����	 �������
����� �
��"����&� ������� � ����	. @�-
���	 �������
����	 �
��"����&	 ������� 12 �� xy  � ����	 0 0x � .  

4. '������	 �
��	��	 ���	����� � ��
��� � �
����, "��-
��� �
��	��	� y = x3 – x – 2 � ����	 )0 (2; 4).  

5. '������	 �
��	��	 ���	����� � ��
��� � �
����  
x2 + y2 – 153 = 0 � ����	 M0 (12;3).  

6. '������	 �
��	��� ���	���&� � ����� 1y x
x

� �  � ����� 

		 �	
	�	�	��� � ���% ������.  
7. @����	 �
��"�����% ������� ( )y y x� , "����� �	���� 

�
��	��	� 2x y x y� � � .  
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2. 
	������+	�� 

2. 1 ����������� � �����!�������� ��"�� ��$$����%�#�# 

B�����
�� �*��	 ��� ����	�<	#� ������	 ����	
	����.  
@������, ��� �	����� ( ) ( )f f x x f x� � � � �  �"&�	��� �
�
-

+	��	� �������.  
���	�	
	��	. E������ f (x) �"&�	��� ����	�	�����	�� � ��-

�	 x, 	��� 		 �
�
+	��	 ��*�� �
	������� � ���	 
( )y A x o x� � �� � � .  

���	�	
	��	. ���	��� ���� �
�
+	��� �������, �� 	��� A x� �  
�"&�	��� ����	�	����
� ������� f (x) � ���"��	��� df (x) 

( )df x A x� �� .  
$������� ��
	�	�	��	 o (�x) ������	 ( )y A x o x� � �� � �  ��*�� 

�	
	����� � ���	  

0
( ) , lim ( ) 0.

x
y A x x x x

� �
� � �� � � �� � �, ,  

����� 2.1. @��� ����	
	���� ������� 3( )f x x�  �� ��
	�	�	-
��%.  
�������. $&������ �
�
+	��	 ������� 

3 3 2 2 3( ) ( ) 3 3 ( ) ( )f x x x x x x x x x� � � � � � � � � � � � .  
C�	���, ��� ( )f x�  ���	
*�� ��#	��	, ���	���	 �� x� , ��#	-

�&	 � 2x�  � 3x� . �� ���, ������ ��#	��	, ���	���	 �� x�  �	� ���-
�	
	����, �� 

2( ) 3df x x x� �� .  
9��*	�, ��� 2 33 ( ) ( ) ( )x x x o x� � � � � � :  

� �
2 3

2

0 0

3 ( ) ( )lim lim 3 ( ) 0
x x

x x x x x x
x� � � �

� � � �
� �� � � �

�
.  

 
�	�	�� 2.1. (�������� ��##���������!���� #������) ��� ��#� 

����& ������� f (x) �&� ����	
	���
�	��� � ����	 x, �	�������� � 
���������, ����& � N��� ����	 ��+	������ �
��"����� f � (x). 9
� 
N��� A = f � (x).  

��������������.  
+��*����!���&. 9���� ������� f (x) ����	
	���
�	� � ����	 x. 

R�� "����, ��� ( ) ( )f x A x o x� � �� � � .  
B"�	��� ��	 ���� 
�	���� � x�  �, �������,  
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( ) ( )f x o xA
x x

� �
� �

� �
.  

9	
	���� � �
	�	�� 0x� � , ������� 

0 0

( ) ( )lim ( ) lim
x x

f x o xf x A A
x x� � � �

� ��� � � �
� �

.  

������������&. 9���� � ����	 x ��+	����	� �
��"����� 

0

( )( ) lim
x

f xf x
x� �

�� �
�

.  

R��, �� ��
	�	�	��%, �"��	�, ��� ( ) ( ) ( )f x f x x
x

� �� �
�

, 

#�	  (x) � �. �. �	�����. ?��%� ��	��	�, ��� 
( ) ( )f f x x x x�� � � � �� .  

@� � �( ) ( )x x o x� �� � �  � ��N���� 
( ) ( )f f x x o x�� � � � �  

� ������� f (x) �&� ����	
	���
�	��� � ����	 x. � 
'��"� �	*�� �	�
	
&������% � ����	
	���
�	�����% ������� 

����� ����	 ��������	� ��	��%+� �	�
	�. 
�	�	�� 2.2. A��� ������� ����	
	���
�	� � �	����
�� ����	, 

�� �� �	�
	
&�� � N��� ����	.  
��������������. A��� ������� f (x) ����	
	���
�	� � ����	 x, 

�� � ���� ������� ����	
	���
�	����� 		 �
�
+	��	 � N��� ����	 
�
	������� � ���	 

0
( ) , lim ( ) 0

x
y A x x x x

� �
� � �� � � �� � �, , . ��#� 

� �
0 0 0

lim lim lim ( ) 0
x x x

y A x x x
� � � � � �

� � � � � �� �, , 

��� � �"��	� �	�
	
&������ ������� � ����	 x. � 
 

7�������� ��� ��##��������� 
!��, �& ��������, ��� ��� ����	
	���
�	��� ������� 

( ) ( )f f x x o x�� � � � � . R�� �"��	�, ��� ( ) ( )df x f x x�� � � .  
@� 	��� �"��� f (x) = x, #�	 x – �	"������ �	
	�	���, �� �& ��-

�����, ��� dx x� � . ���� ��
"��, ��##�������� dx ��������!�� �-
��!����� x ����� �� ��������' �x. 9�N���� ������	���� 

( ) ( )df x f x dx�� � .  
?��%� ��	��	�, ��� 

( ) dff x
dx

� , 
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�� 	��� �
��"����� 	��� ����<	��	 ����	
	���� ������� � ����	-


	����� �	"������� �	
	�	����. C�	���	, ��� df
dx

 	��� ��&��� 

�
��� � � �	� ��*�� ��
+���� �� � ��&���� �
���%.  
�
	�����	. A��� ������� � �	����
�� ����	 ��		� �
��"�����%, 

�� �� �	�
	
&�� � N��� ����	. 
���	
*�	��	, ��
���	 �	�
	�	 2.2, ����+	 #���
�, �	�	
��, �. 	. 

�" �	�
	
&������ ������� � ����	 	+	 �	 ��	��	� 		 ����	
	���
�	-
����� � N��� ����	. 

���!���������� �!��� ��##��������� 
$�������, ��� f � (x) 	��� ��#	�� �#� ����� ���	����� � ��� 

Ox. 9�N����, 	��� �
��	��� ���	����% � �
���� � ����	 x, �� df  ��-
�	� ��	���, ����
&� �
������	*�� �#��  � �
	�#������	, #����	��" 
����
�#� ��
"��� ���	�����,  �
�#�� ��	� 	��� �
�
+	��	 
dx x� � . @ 
��. 6 �
����� � ��
	"�� f� , �� ��� ����� ������	 ( )f x�  
� ( )df x .  

x



f (x + �x)

�f (x)

df (x)

f (x)

f (x)

dx = �x

x + �xx

���. 6. ���!���������� �!��� ��##��������� 

���� ��
"��, 0( )df x  
�	� �
�
+	��%, ����
�	 �����	� �
��-
�� ���	����� �
��	�	���� � #
���� ������� � ����	 (x0, f (x0)) ��-
���	�����%+		 �
�
+	��% x� .  

2. 2. ��#���# ��$$����%����#��& 

9���� ������� f (x) � g (x) ����	
	���
�	�& � ����	 x. @	���
	�-
���	��� �" ��
	�	�	��� ����	
	���� � ������� �
��"����&� �&�	-
�%� ��	��%+�	 �
��� ����	
	���
�����.  

1. � �( ) ( )d �f x � df x� � .  
�	������	���� 
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� � � �( ) ( ) ( ) ( )d cf x cf x dx c f x dx c df x� �� � � � � .  
2. � �d f g df dg� � �  

!�		� 
� � ( ) ( )d f g f g dx f g dx f dx g dx df dg� � � � �� � � � � � � � � .  

3. � �d f g g df f dg� � � � � .  
!�		� 

� � ( ) ( )d f g f g dx f g g f dx g f dx f g dx gdf fdg� � � � �� � � � � � � � � � � .  

4. 2

f g df f dgd
g g

� � � � �
�� �

 !
.  

!�		� 

2 2 2

f f f g g f g f dx f g dx g df f dgd dx dx
g g g g g

� � � � �� � � � � � � � � � �
� � � �� �� �

 ! � �
.  

5. !��
�������� ��
�& �	
��#� ����	
	����.  
9���� y = f (x), x = x (t), �. 	. y ����	��� ���*��� ������	� �	"��-

����� �	
	�	���� t; x – �
��	*������ �	
	�	���. $&�����%��� ��-
����� ��� ��+	�������� �
��"������ ���*��� �������. ��#� 		 
����	
	���� ���	� ��	�� ���: 

� � � �( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )d f x t f x t dt f x x t dt f x dt� � � �� � � �  
��� ������	���� 

� �( ( )) ( )d f x t f x dx�� .  
�� 	��� ��
� "���� ����	
	���� �	 "����� �� ��#�, ���	� x 

�	"������� �	
	�	���� ��� ������	� �
�#�� �	
	�	����. $ ���"� � 
N��� ��
� "���� �"&�	��� ������������ #��!�� ����� ��##�-
��������.  

������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. 9�����	 �������, ����	
	���
�	��� � ����� ����	. ���-
*��	 �� ��
	�	�	��%, ��� ������� y = 4x – x2 ����	
	���
�	� � �%-
��� ����	 x0 
 �.  

2. '��
����
���	 �
��	
�� ����	
	���
�	����� ������� � 

����	. !���	����	 ����	
	���
�	����� ������� 

2ln(1 ) , 0

0, 0

x xy x
x

& �
�*� '

* �(

 � 

����	 0 0x � .  
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3. !���	����	 ����	
	���
�	����� ������� xxf sin)( �  � ���-
�	 x0 = 0.  

4. !���	����	 � ����	
	���
�	����� ������% 

�) 2

1arctg , 0

0, 0

x
y x

x

& �*� '
* �(

 � ����	 x0 = 0; b) 
sin , 0

1, 0

x x
y x

x

& �*� '
* �(

 � ����	 x0 = 0.  

5. 9�����	 ����	
	���� �������, 	#� #	��	�
��	���� ��&��. 
9���
���	 #
��� ������� xy e�  � �"��
"��	 ��
	"��, �����	�����%-
+�	 �
�
+	��% � ����	
	����� N��� ������� � ����	 0 0x �  �
� 

1x� � .  
6. $&������	 �� ��
	�	�	��% 0( )df x  ��� ������� ln(1 )y x� � .  
7. 9���
���	 #
��� ������� ln(1 )y x� � , ��*��	 �	 �	
�	*	 

�
�
+	��	 � ����	
	���� ������� � ����	 0 0x � , ���	�%+		 �
�-

+	��% 
#��	�� 1x� � .  

3. ���	��
�-� 	 
	������+	��- �-/0	9 ����
:�� 

3. 1. ���������"� �"�;�) ���&���� 

9���� ��		��� ������� y = f (x), �� ����
�� �& �&������� �	
��% 
�
��"�����% ( )f x� . @� ( )f x�  ���� ����	��� ������	� � �� �		 ��*�� 
��*	 �&������� �
��"�����%.  

���	�	
	��	. 9
��"����� �� �	
��� �
��"������, �� 	��� � �( )f x �� , 
�"&�	��� ���� �������� � ���"��	��� ( )f x�� ��� y��: 

� �( ) ( )f x f x ��� ��  ��� 
2

2

d y d dy
dx dx dx

� �� � �
� �

.  

>���#����, �
��"����� �� ���
�� �
��"������ �"&�	��� 
�
	��	� �
��"������ 

� �( ) ( )f x f x ���� ���  ��� 
3 2

3 2

d y d d y
dx dx dx

� �
� � �

� �
.  

>���#���� ��
	�	��%��� �
��"����&	 ���		 �&����� ��
�����. 
?��	��� ������, ��� �
��"����&	 ���		 �&����� ��
����� ���	�%��� 
�	 <�
���� (�� �&�� �& ���<��� ���#�),  
������� ���
��, "-
��%�	��&�� � ������ � (4) ( )f x , (5) ( )f x  � �. �. ��� 
������ ���
�� 
� ( )IVf x , ( )Vf x  � �. �.  
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���	�	
	��	. !�������� n-� ������ ��
	�	��	��� �� �
��"-
����� �� �
��"������ (n � 1)-#� ��
��� 

( ) ( 1)( ) ( )n nf x f x� �
� ��  ! .  

?��"��	��	: ( ) ( ), ( )n ny f x  ��� ,
n n

n n
d y d y
dx dx

.  

����� 3.1. @��� �
��"�����% 6 ��
��� �������  
y = x4 + 3x + 4.  

�������. @��	� �
��"����&	 �	
��#�, ���
�#�, �
	��	#�, �	��	
��#�, 
����#� � <	���#� ��
��� 

y� = 4x3 + 3, y�� = 12x2, y��� = 24x, y (4) = 24, y (5) = y (6) = 0.  
�������� #��!���, ����'����� ���������� ���9�� �������, 

�����'���: 

1. ( ) ( )[ ( )] ( )n ncf x cf x� .  
2. ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )n n nf x g x f x g x� � � .  

3. ( ) ( ) ( )

0
[ ( ) ( )] ( ) ( )

n
n k k n k

n
k

f x g x C f x g x�

�

� �- .  

9	
�&	 ��	 ��
���& ��	����&. B�����
�� �
	��% ��
����, ��-
��+�% �"���	 #��!��� 	��*����. ����&�	�, ��� �� ��
	�	�	��%, 
�
��"������ ���	��#� ��
��� ����	��� �� �������, �� 	��� 

(0) ( ) ( )f x f x. . ���"�	������ N��� ��
���& ��*�� �
��	��� �	����� 
��	����	���� ��������. 

��N�����	��& k
n
  �&�����%�, ������"�� ��
���� «����� ���	�-

��� �" n �� k»:  
!

( )! !
k
n

n

n k k

�
�

 

��� ������"�� �
	�#������ 9����: 
1 

1 1 
1 2 1 

1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 
 …  .  

9	
�� ��
��� �����	�����	� n = 0, ���
� – n = 1, …, <	��� – 
n = 5 � �. �. ��N�����	��& 5

k
 , "�����&	 �� ����	��	� "������� 
�&<	 (<	����) ��
���	 ��	��%+�	:  
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0
5 1
 � , 1

5 5
 � , 2
5 10
 � , 3

5 10
 � , 4
5 5
 � , 5

5 1
 � .  
$ n-�� ��
���	 ����� ������ ���� 

0 1n
 � , 1
n
 n� , 2

n
 , … k
n
 , … 1n

n
 n� � , 1n
n
 � . 

"���������� ���9�� ������� �� #������, �������� ������ 
$ 
"�	�	 1.8 �&�� ��� �
���� ���*�	��� �	
��� �
��"������ �� 

�������, "����� �	����, � ���"�� � �
��	
	, ��� xy�  � ��+	� ����	 
���	
*�� �� 
#��	�� x, �� � ������% y. 

9� ��
	�	�	��% ���
� �
��"����� �� ������� y = f (x) 	��� 
�
��"����� �� �	
��� �
��"������. '�	����	����, ��� ���*�	��� 
���
�� �
��"������ ��� �
�����	
	���
���� ���	���% �	
��% 
�
��"�����% �� 
#��	��� x, �
����*� 
����
���� y �� ������% �� x. 
$ �&
*	��� ��� ���
�� �
��"������ ������ x, y � y�. 9�������� ��	��� y� 
	#� "��	��	, ������ y��, "����+�% ������ �� x � y. >���#���� 
������	� �
� ���*�	��� y���, yIV � �
��"����&� ���		 �&����� ��
�����. 

"���������� ���9�� ������� �� #������, 
�������� ���!��������� 

9���� y – ������� �� x, "�� �
�	�
��	���: 
( ),
( ),

x t
y t
�&

' �(

$
%

 t )� � , 

9�������� ���
� �
��"����� �� y �� x 	��� �	
�� �
��"����� �� 
xy�  �� x, �� "�� ���*�	��� ���
�� �
��"������ �������� � ��&��-

��% �	
��� �
��"������ �� �������, "����� �
�	�
��	���: 

,

( ).

t
x

t

yy
x

x t

�& � �* �'
* �( $

 

'�	����	����, �� ��
	�	�	��% �	
��� �
��"������ ��� �������, 
"����� �
�	�
��	���, ��		�: 

( ),
( ),

x t
y t
�&

' �(

$
%

/
,

( ),

t
x

t

yy
x

x t

�& � �* �'
* �( $

/
� �

,

( ).

x t
x

t

y
y

x
x t

& ��* �� �
' �
*

�( $

 

>���#���� �������� �
	��� � �
. �
��"����&	: 
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& ���* ����
' �
*
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3. 2. 
�$$����%�#�" �"�;�) ���&���� 

9���� ������� y = f (x) ��		� �
��"����&	 n – #� ��
��� � �	��-
��
�� ���	
��	.  

����	
	���� N��� �������: dy = f� (x)dx, #�	 dx = �x – �
�
+	-
��	 �	"������� �	
	�	����. A��� �����
���� �	����
�	 "��	��	 �x, 
�� dy ���	� ������	� ������ �	"������� �	
	�	���� x.  

���	�	
	��	. ����	
	���� �� ����	
	���� dy �"&�	��� 
����	�	����
� ���� ������ (���
&� ����	
	������) ����-
��� y = f (x) � ���"��	��� d2 y.  

!��, �� ��
	�	�	��%  
d2 y = d (dy).  

$&�	�	� ��
���� ��� ����	
	���� ���
�#� ��
��� d2 y. !�		�  
d2 y = (d y)� dx = (f � (x) dx)� dx = f �� (x) dx2.  

 
���	����	. M���& �"�	*�� ������&, ����	
	���� �� ������� 

y = x2 "���&�%� 2( ).d x  
>���#����, ����	
	���� �
	��	#� ��
��� ��
	�	��	��� �� 

����	
	���� �� ����	
	���� ���
�#� ��
��� N��� ������� � ���-
"��	��� d3 y. 9� ��
	�	�	��% 

d3 y = (d2 y)� dx = (f �� (x) dx2)� dx = f ��� (x) dx3.  
�� ��� d3 y = f ��� (x) dx3.  

$ ��+	� ����	 
���	�	
	��	. "���	�	����
� n-� ������ ������� y = f (x) �-

"&�	��� ����	
	���� �� ����	
	���� (n – 1)-#� ��
���, �� 	���: 
dn y = d (dn-1y).  

9
� N���  

dn y = f (n) (x) dxn � ( ) ( )( )
n

n
n

d f xf x
dx

� .  

!" �����	���#� ������<	��� ��	��	�, ��� n-� �
��"����� ����-
��� 
�� ����<	��% 		 ����	
	���� n-#� ��
��� � n-�� ��	�	�� 
����	
	���� �	"������� �	
	�	����, �, ��	����	����, ��	�	��&� 

�		 ������ n-�� �
��"������ ���������� 
	����� �
���% – ����-
<	��	� ����	
	���� dn y � n-�� ��	�	�� dx.  

���	����	. ����	
	����& �&�<�� ��
����� (n � 2) �� �*����'� 
��� ��������! ��������������, �� N�� ��	�� �	��� ��� ����	
	�-
��� �	
��#� ��
���.  
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������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. 9�����	 �
��"����&� �&�<�� ��
�����. @����	 �
��"���-

��% ��
��� n �� ������� 1y
x

� .  

2. @����	 
2

2

d y
dx

, 	��� 
(
'
&

�
�

tx
ty

cos2
sin

.  

3. @����	 ( )y x�  � ( )y x��  � ����	 M0 (1;0) ��� ������� y = y (x), 
"����� �	���� �
��	��	� 2 0x yx x y e� � � .  

4. @����	 2d y , 	��� xexy �� 2 .  

4. 
	������+	��<�-� '����=- � /��
��= 
�	�	�� 4.1. (%��!�) 9���� ������� f (x) ��
	�	�	� � �	�
	
&�� 

� �
��	*���	 [a, b] � � �	����
�� ����
	��	� ����	 x0 N��#� �
��	-
*��� �����#	� ���	#� ������<	#� ��� ���	��<	#� "��	���. A��� � 
N��� ����	 ��+	����	� �
��"�����, �� �� 
�� ���%: f � (x0) = 0.  

��������������. 9����, ��� ��
	�	�	������, � ����	 x0 ������� f 
(x) �����#	� ���	#� ������<	#� "��	���.  

9� ������% �	�
	�& N� ���� ����
	����, �� 	��� a < x0 < b, � ��-
N���� � N��� ����	 ��*�� ������� � ��	� � ��
�.  

9���� �& �������� � x0 ��	�. ��#�, �� �� f (x0) � ������<		 
"��	��	: f (x) < f (x0), ��	����	����, f (x) – f (x0) < 0, �� �� �& �����-
��� ��	�, �� x < x0 � x – x0 < 0.  

��#� 
0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
�

0
�

.  

�	�� �
	�	���&� �	
	��� �
� 0 0x x� � , ������� 

0

0
00

0

( ) ( )lim ( ) 0
x x

f x f x f x
x x� �

� �� �
�

.  

9���� �& �������� � ����	 x0 ��
�. ��#�, �� �� f (x0) � ��-
����<		 "��	��	: f (x) < f (x0), ��	����	����, f (x) – f (x0) < 0, �� �� 
�& �������� ��
�, �� x > x0 � x–- x0 > 0.  

��#�  
0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
�

1
�

.  

�	�� �
	�	���&� �	
	��� �
� 0 0x x� � , ������� 
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0

0
00

0

( ) ( )lim ( ) 0
x x

f x f x f x
x x� �

� �� �
�

.  

'���	����� �� �����	��&� �	
�	���� ��*�� ������ � ����� 
����	: f � (x0)=0. � 

 

ba x0

y

x

 
���. 7. ���!���������� �!��� �����!� %��!� 

=	��	�
��	���� ��&�� �	�
	�& E	
� ������� � ���, ��� � ����	 
������<	#� (
��. 7) ��� ���	��<	#� "��	��� ������� ���	���� � 
#
���� ������� �
��	��� ��� Ox (#�
�"�������). 

$ �	�
	�	 E	
� �� ���� �	� �� �#
���	���:  
) ���� x0 
�����*	� ����
� ��
	"� [a, b] �  
�) ��+	����	� �
��"����� 0( )f x� .  

9��*	�, ��� �� �#
���	��� ����%��� ��+	���	��&��, �� 	��� 
���" �� �%��#� �" ��� �
������ � ����, ��� ���	
*�	��	 �	�
	�& ��-
������� �	�	
�&�.  

A��� ������� ��� ������� ������� f (x) �����#	��� � #
���	 
��
	"�, ��, �� ����� �" 
��. 8, ���	
*�	��	 �	�
	�& E	
� �	�	
��.  

min

max

ba

y

x

���. 8. +���9����� «�����������&» ����� x0 � �����!� %��!� 
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9
� ���"�	�����	 N�� �
�����	��� � ���, ��� �& ���*	� ������� 
� ����	 x0 ������ � ����� ���
��&, � ��N���� �	 ��������� ���
�#�, 
�
���������*��#� �	
�	����.  

9���� � ����	 x0 ��+	����%� ������ �������
����	 �
��"����&	. 
��#�, �� N�� ����� �" 
��. 9, �	�
	� E	
� �	�	
�.  

ba x0

y

x

���. 9. +���9����� «������������� ����������» � ����� x0 

9
� ���"�	�����	 N�� �
�������� � ���, ��� ��������� �	
�	�-
��� 0( 0) 0f x� � �  � 0( 0) 0f x� � � , ����
&	 �	��"� ���	� ��S	������ � 
���� 
�	�����, �� �� �	�	
� 0 0( 0) ( 0)f x f x� �� � � .  

�	�	�� 4.2. (�����, � ����� ����������)  
9���� ������� f (x) �	�
	
&�� � ��
	"�	 [a, b], ����	
	���
�	-

� � ���	
��	 (a, b) � "��	��� ������� � ����� ��
	"� 
��& f 
(a) = f (b). ��#� � ���	
��	 (a, b) ��+	����	� ���� c, a < c < b, � ��-
��
�� �
��"����� ������� f (x) 
�� ���%, f� (c) = 0.  

��������������. 9� �������� �������, �	�
	
&��&� � ��
	"�	, 
������� f (x) � ��
	"�	 [a, b] �
����	� ������<		 � ���	��<		 
"��	���, ����
&	 ���"���� �����	����	��� �	
	" M � m. !�		��� ��	 
��"��*����� m = M ��� m � M.  

A��� m = M, �� f (x) 	��� �������, �� 	��� f (x) = m = M � ��N���� 
f� (x) = 0 � �,x a b2 
 . $ ��	���	 ����� c ��*�� �"��� �%��% ����� �" ��-
�	
�� (a, b).  

9���� m < M, ��#�, � ���� ������� f (a) = f (b), m � M �	 ��#�� 
�&�� �����
	�	��� "��	����� ������� � ����� ��
	"�. I��� �& 
���� �" "��	��� m ��� M ��#���� �	�
	�	 $	�	
<�
�� � �����*�-
����� �	�
	
&���� � ��
	"�	 ������	� ����� ������<	#� � ��-
�	��<	#� "��	���, �����#	��� �� ����
	��	� ����	 �
��	*��� [a, b] 
(��. 
��. 10). 9� �	�
	�	 E	
�, � N��� ����	 (�� ��*	� �&�� � �	�����-
��) �
��"����� 
�� ���%. � 
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ba

f (x)
M

mm

x
c

M

ba

f (x)
M

m

x
c  

���. 10. 7����� ��!������ �����$�'��� max ��� min 

=	��	�
��	���� ��&�� �	�
	�& B��� ������� � ���, ��� � #
���	 
�������, �����	���
�%+	� �������� �	�
	�& B���, ��		���, �� �
�-
�	� �	
	, ��� ����, � ����
�� ���	���� #�
�"������. 

c2 ba

f (x)

M

m
x

c1  
���. 11. ���!���������� �!��� �����!� ����� 

�
�#��� ������, �	*�� ����� ������ ������� ��������, �� 
�
��	� �	
	, ���� ���� 		 �
��"������. 

�	�	�� 4.3. (��9�) 9���� ������� f (x) � g (x) �	�
	
&��& � ��-

	"�	 [a, b], ����	
	���
�	�& � ���	
��	 (a, b) � g� (x) � 0 � ���	
-
��	 (a, b). ��#� ��+	����	� ���� c, a < c < b, ���, ���  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
g b g a g c

��
�

��
.  

��������������. 9
	*�	 ��	#�, ���	���, ��� ( ) ( )g a g b� , ���	, 
�� �	�
	�	 B����, ��+	������ �& ���� � �0 ,x a b
 , #�	 0( ) 0g x� � , ��� 
�
�����
	��� �#
���	��% g� (x) � 0.  

B�����
�� ������#�	����% ������% 

� � � �( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f b f aF x f x f a g x g a
g b g a

�
� � � �

�
.  
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?� 
) ��
	�	�	� � �	�
	
&�� � [a, b], �� �� ( ) ( )g a g b�  � ������� f 

(x) � g (x) �	�
	
&��& � [a, b]; 
�) ��+	����	� ( )F x� : 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

f b f aF x f x g x
g b g a

�� � �� �
�

.  

�) ( ) ( ) 0F a F b� � .  
���� ��
"��, ��� F (x) �&����	�& ��	 ������� �	�
	�& B����. 

9�N���� ��+	����	� c 
 [a, b] ���, ���  
( ) ( )( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )

f b f aF c f c g c
g b g a

�� � �� � �
�

, 

�� ��#� � N��� ����	 �, ����&��, ��� g� (x) � 0, �����	�: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
g b g a g c

��
�

��
, 

��� � �	� ��
���� ��<�. � 
%��!��� 	�$����� 

B�����
�� ����&� �����, ��#� ( )g x x� . ��#� ��
��� ��<� 
�
���
	�	� ��� 

( ) ( ) ( )f b f a f c
b a
� ��
�

, ��� ( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a�� � � , 

#�	 � �,c a b
 . R� ��
��� � �"&�	��� #��!���� 	�$����� ��� ��
-
����� ���	��&� �
�
+	���.  

�	�	�� 4.4. (	�$�����) 9���� ������� f (x) �	�
	
&�� � ��
	"-
�	 [a, b], ����	
	���
�	� � ���	
��	 (a, b). ��#� � ���	
��	 (a, b) 
��+	����	� ���� c, a < c < b, ���, ���  

( ) ( ) ( )f b f a f c
b a
� ��
�

.  

��������������. B�����
�� ������#�	����% ������% 

� � ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f b f aF x f x f a x a
b a
�� �� � � �� �� !

.  

?� 
) ��
	�	�	� � �	�
	
&�� � [a, b], �� �� ������� f (x) �	�
	
&�-

� � [a, b]; 
�) ��+	����	� ( )F x� : 

( ) ( )( ) ( ) f b f aF x f x
b a
�� �� �� � � �� !

.  
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�) ( ) ( ) 0F a F b� � .  
���� ��
"��, ��� F (x) �&����	�& ��	 ������� �	�
	�& B����. 

�	������	����, �� �	�
	
&�� � ��
	"�	 [a, b] � ����	
	���
�	� � 
���	
��	 (a, b). @	�
���� �
��	
���, ��������� x = a � x = b, ��� F 
(a) = 0 � F (b) = 0, �. 	. F (a) = F (b). 9�N���� ��+	����	� c 
 [a, b] ���, 
���  

( ) ( )( ) ( ) 0f b f aF c f c
b a
�� �� �� � �� �� !

, 

�� ��#� � N��� ����	 � 
( ) ( ) ( )f b f a f c

b a
� ��
�

, 

��� � �	� ��
���� �#
�*. � 
 

9���� �& ��		� #
��� f (x). 9
��	�	� �	
	" ����� ( , ( ))a f a  � 
( , ( ))b f b  �	��+�%. ?� ��
"�	� � ���% Ox �#��  �, �� ����� �" 
��. 12, 

( ) ( )f b f atg
b a

 �
�

�
. @� f� (c) 	��� ��#	�� �#�, ����
&� ���	���� � 

�
���� � ����	 x = c ��
"�	� � ���% Ox.  
C�	���, ��� �	�
	� B���� ����	��� ����&� ����	� �	�
	�& 

�#
�* �
� �������, ��� f (a) = f (b). 



b - a

f (b) - f (a)

f (b)

f (a)

c2 ba

f (x)

x
c1  

���. 12. ���!���������� �!��� �����!� 	�$����� 

=	��	�
��	���� ��&�� ��
���& �#
�* ������� � ���, ��� ��-
+	����	� ���� � �,c a b
 , � ����
�� ���	���� �
��	��� �	��+	�, 
��	����%+	� ����� ( , ( ))a f a  � ( , ( ))b f b .  

���	����	. ���� � �	 ���"�	���� «	������	���» ����, ��*	� 
�&�� �	������� ���	� �, �����	���
�%+�� ��
���� ��<� ��� �-
#
�*. @ 
��. 11 � 
��. 12 ���� ���	� ��	: �1 � �2.  
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������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. '��
����
���	 � ���*��	 �	�
	�� E	
�. 9
��	��� �� 
�	�
	� E	
� � ������� 2 2y x x� �  � ��
	"�	 [0; 2]. 9
��	���	 #	�-
�	�
��	���% ���%��
��%.  

2. '��
����
���	 � ���*��	 �	�
	�� �#
�*. 9
��	��� �� 
�	�
	� �#
�* � ������� 2)( xxf �  � ��
	"�	 [0; 1]. 9
��	���	 
#	��	�
��	���% ���%��
��%.  

3. '��
����
���	 � ���*��	 �	�
	�� ��<�. '�
�	���� �� 
��
��� ��<� ��� ������� f (x) = x2 � g (x) = x3 � ��
	"�	 [–1; 1]? �-
��	 ������	 �	�
	�& ��<� �	 �&����	�� ��� N��� �������? 

4. '��
����
���	 � ���*��	 �	�
	�� B����. 9
��	
��	 ��
-
�	�������� �	�
	�& B���� ��� ������� 23( ) 3 2f x x x� � �  � ��
	"�	 
[1; 2]? 

5. ��	��>��	� 
	�����+	��<���� 	/?	/���	� 

5. 1. ��#���� ����!#�& 

9
� �&����	��� �
	�	��� �
	�� �	��
	�	�	��&� �&
*	��� �+	 

��	#� �
�������� ���
	����� � �	��
	�	�	�������� ��� 0
0

��� 	
	

. 

9
� �� 
��
&��� ��	�� ����#	� �� �"&�	��	 �
���� �������.  
�	�	�� 5.1. ("������ 	������, ��������� ���������������� 

��� 0
0

) 9���� a
�  � �&����	�& �������: 

) ������� ( )f x  � ( )g x  ��
	�	�	�& � �	�
	
&��& � ( , )U a 3  ��� 
( , )U a 34 ; 

�) � ( , )U a 3  ��� ( , )U a 34  ��+	����%� ( )f x�  � ( )g x� , �
��	� 
( , ) ( ) 0x U a g x34 �2 
 � ; 

�) lim ( ) lim ( ) 0
x a x a

f x g x
� �

� � ; 

#) ��+	����	� ( )lim
( )x a

f x K
g x�

�
�

�
. ��#� ��+	����	� 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x K
g x g x� �

�
� �

�
.  

��������������. ���*	� N�� ���	
*�	��	 ��� a
� .  
1) 9���� ( , )x U a 34
 . ��� ����� � ��"��*�& �� �����: 



 40

a) ������� ( )f x  � ( )g x  �	�
	
&��& � ����	 �. ��#� �" ������� 
�����	� ( ) ( ) 0f a g a� � .  

b) 9���� ( , )x U a 34
 , ������� ( )f x  � ( )g x  
"
&��& � ����	 �. 
��#� � – ���� ���
����#� 
"
&� I 
��. ����
	�	��� �������, ��-
�#� ( ) ( ) 0f a g a� � . ���� ��
"�� ��*�� ������, ��� ( )f x  � ( )g x  
�	�
	
&��& � ( , )U a 3 .  
2) 9���� ( , )x U a 3
 . B�����
�� ������� ( )f x  � ( )g x  � [�, x] (��� 
[x, a]). ?�� �����	���
�%� �	�
	�	 ��<�. ��#� �� ��
���	 ��<� 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x f x f a f c
g x g x g a g c

��
� �

��
, 

#�	 a c x1 1  (��� x c a1 1 ). 9�N���� �
� x a�  ��*	 ���	� c a� . 9	-

	���� � �
	�	��, ������� 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a c a

f x f c K
g x g c� �

�
� �

�
, 

�� �� ����	���� �
	�	� ��+	����	�. � 
���!���������� �!��� ������ 	������ ������� � ���, ��� �
	-

�	� ����<	��� �
���� #
����� ������� f � g 
�	� �
	�	�� ����<	-
��� �
���� �� ���	���&� ( )( )y f a x a�� �  � ( )( )y g a x a�� � , ����
�	 

��������� � 
��� ( )
( )

f a K
g a
�

�
�

. 

 
�	�	�� 5.2. ("������ 	������, ��������� ���������������� 

��� 	
	

) 9���� a
�  � �&����	�& �������: 

) ������� ( )f x  � ( )g x  ��
	�	�	�& � �	�
	
&��& � ( , )U a 3  ��� 
( , )U a 34 ; 

�) � ( , )U a 3  ��� ( , )U a 34  ��+	����%� ( )f x�  � ( )g x� , �
��	� 
( , ) ( ) 0x U a g x34 �2 
 � ; 

�) lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
� �

� � 	 ; 

#) ��+	����	� ( )lim
( )x a

f x K
g x�

�
�

�
. ��#� ��+	����	� 

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x K
g x g x� �

�
� �

�
.  

@	����
� � ���% ��	<�%% �
������, �
���� ������� �������� 
���*�� �
� 	#� �
����	���� ������"�����. 9
� �
����	���� �
�-
�	�	��� N��#� �
��� ��	��	� ��	�� � ���� ��	��%+�	 
	���	�����: 
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���	����	.  

1. 9
	*�	, �	� ������� ( )lim
( )x a

f x
g x�

�
�

 
	���	���	��� �&
*	��	 

( )
( )

f x
g x
�
�

 ��
�+��, �������� N�� ��"��*��; 

2. A��� �
� �&����	��� ( )lim
( )x a

f x
g x�

�
�

 ���� ��������� �	��
	�	-

�	������, �� �
��	���� �
���� ������� 	+	 
". ?���� �	
	� 	#� 
�����
�&� �
��	�	��	� 
	���	���	��� �&�	���� ���	���� �����*�-
�	��, �	 ��
	��+�	�� � ���%, � "�	���� �� �
	�	���&�� "��	�����.  

3. 9
���� ������� ��"����	� 
��
&��� � �	��
	�	�	������ 

��� 0 �	 , 	��� �
��"�	�	��	 ( ) ( )f x g x�  �
��	��� � ���� ( )
1 ( )

f x
g x

 ��� 

( )
1 ( )

g x
f x

. ��� �����*	��� �����<	#� 
	"����� 
	���	���	��� �����-

��
���� 
�		 �"��	��&	 �	���& � �
���� �������.  
4. 9
	�	� �	��
	�	�	�����	� ��� 00, 	0 ��� 1	 ��*�� ����, 

�
	��
��	���� �
���#
����
��� �������, �
	�	� ����
&� �+	���. 

5. !" ��+	�������� �
	�	� ����<	��� ( )
( )

f x
g x

 �� ������� ��+	-

�������	 �
	�	� ����<	��� ( )
( )

f x
g x
�
�

.  

B�����
�� �
��	
& � N�� 
	���	�����.  

����� 5.1. $&������� 30

sinlim
x

x x
x�

�  

�������. !�����"�	� �
���� �������. !�		� 

3 20 0 0 0

sin 0 1 cos 0 sin 0 cos 1lim lim lim lim
0 3 0 6 0 6 6x x x x

x x x x x
x x x� � � �

� �� � � � � �� � � � � � �� � � � � �
� � � � � �

. 

����� 5.2. $&������� 
0

tglim
sinx

x x
x x�

�
�

.  

�������. !�����"�	� �
���� �������. !�		� 

2

0 0

1 1tg 0 coslim lim
sin 0 1 cosx x

x x x
x x x� �

�� � �� � �� �� �� �
 

! ��� ��� �	 ��		� ��&�� �
"� ���������� 0x � , �� �� ���� 
��������� �	��
	�	�	������. @	 ��		� ��*	 ��&��, �
"� �
��	���� 
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�
���� ������� 	+	 
" � "�	"	� � ���	 �	�
�, �" ����
&� �	 �&�	-

	���. 9�N���� ���� ��
�+	�, � ���
	� «�
	�N�*�����» � ��-
�
+	� �����*��	�� � �1 cos x� : 

2

2 20 0

1 cos 1 coslim lim 2
cos (1 cos ) cosx x

x x
x x x� �

� �
� � �

�
.  

����� 5.3. $&������� 30

tg sinlim
x

x x
x�

� .  

�������. !�����"�	� �
���� ������� � ��
�+	�. !�		� 

32

3 2 2 20 0 0

1 costg sin 0 1 coscoslim lim lim
0 3 3 cosx x x

xx x xx
x x x x� � �

�� �� �� � � �� �
� �

 

� �� ���� ��������� �	��
	�	�	������. @�, �
	*�	 �	� �
��	-
���� �
���� ������� 	+	 
", ��� ���� �&�	���� �����*��	��, 
�	 ��
	��+�	�� � 0, � �&������� �� �
	�	� ���	����: 

2

2 2 20 0 0

1 cos 1 cos cos 1 cos 0lim lim lim
3cos 0x x x

x x x x
x x x� � �

� � � � � �� � � � �� �
� �

 

> ��� �	�	
� � ����<	���� �&
*	��% �
��	��	� �
���� ����-
��� 	+	 �� 
": 

0 0

sin 0 cos 1lim lim
2 0 2 2x x

x x
x� �

� �� � � �� �
� �

.  

����� 5.4. $&������� 
0

lim x

x
x

��
.  

�������. 9
	*�	 �	� �
��	���� �
���� ������� 
�����
��  
ln xx xx e�  � lnln ln

1 /
x xx x x

x
� � .  

!�����"�	� �
���� ������� � ��
�+	�.  

� �20 0 0

ln 1 / 0lim lim lim 0
1/ 1 / 0x x x

x x x
x x�� �� ��

	� � � �� � � � � �� � � �	 �� � � �
.  

! ������	���� �����	� 
0

lim lnln 0

0 0
lim lim 1

x
x

x xx x

x x
x e e e��

�� ��
� � � � .  

����� 5.5. $&������� 
2

0

1sin
lim

sinx

x
x

x�
.  

�������. C�	�� ����<	��	 �
��"����&� ������	�� � "��	��	��  
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� �

2 1 1 1sin 2 sin cos

cossin

x xx x x
xx

�� �
�� �

� � �
�

 

�	 ��
	����� �� � ����� �
	�	�� �
� x � 0 �, ��	����	����, �
���� 
������� �	�
��	����. $ N��� ����	 �
	�	� �������� �	���
	���-
�	���: 

2

0 0 0

1sin 1lim lim lim sin 1 0 0
sin sinx x x

x xx x
x x x� � �

� �� � � �� �
� �

. 

5. 2. ����*�# '�����# 

���	�	
	��	. #���
	�� (�������) � x ��	�	�� n �"&�	��� 
������� 

2
0 1 2( ) ... n

n np x a a x a x a x� � � � � , 

#�	 a0, a1, …,an 
 �  – ��N�����	��&, n 
 �. ���#���	� ��������% ��-


	�	��	��� ������ ��N�����	����.  
9������ "���: ���� ��N�����	��& N��#� ���#���	�.  
9���� ��		��� ������� �� x ��	�	�� n: 

2 3 4
0 1 2 3 4( ) ... n

n np x a a x a x a x a x a x� � � � � � � .  
'�����	� ��	 �
��"����&	 �� N��#� ������� �� n-#� ��
��� 

���%���	����: 
2 3 4

0 1 2 3 4( ) ... n
n np x a a x a x a x a x a x� � � � � � � , 

2 3 1
1 2 3 4( ) 2 3 4 ... n

n np x a a x a x a x na x �� � � � � � � , 
2 2

2 3 4( ) 2 6 12 ... ( 1) n
n np x a a x a x n n a x ��� � � � � � � , 

3
3 4( ) 6 24 ... ( 1)( 2) n

n np x a a x n n n a x ���� � � � � � � , 
(4) 4

4( ) 24 ... ( 1)( 2)( 3) n
n np x a n n n � a x �� � � � � � , 
������������������������������ 

( ) ( ) !n
n np x n a� .  

9���*�� �� ��	� N��� �&
*	���� x = 0. ��#� ������� �&
*	-
��� ��� ��N�����	���� 

0(0)np a� ; 1(0)np a� � ; 2(0) 2!np a�� � ; 3(0) 3!np a��� � ; 
(4)

4(0) 4!np a� ;…; ( ) (0) !n
n np n a� .  

?��%� �����	� 



 44

0 (0)na p� ; 1
(0)

1!
npa
�

� ; 2
(0)

2!
npa
��

� ; 3
(0)

3!
npa
���

� ;…; 
( ) (0)

!

n
n

n
pa

n
� .  

! ��N���� ������&� ������� ��*	� �&�� "���� � ���	 
( )

2 3(0) (0) (0) (0)( ) (0)
1! 2! 3! !

n
nn n n n

n n
p p p pp x p x x x x

n
� �� ���

� � � � � �� .  

��� ������� ��+	#� ��� 
2 3

0 1 0 2 0 3 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n
n nP x a a x x a x x a x x a x x� � � � � � � � � �  

���#���&� ��
"�� ��*�� �������� 
( )

20 0 0
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !

n
nn n n

n n
P x P x P xP x P x x x x x x x

n
� ��

� � � � � � � �� .  

R� ��
��� ����� �"���	 ��
���& �	���
 ��� ������� �� 
(x – x0) ��	�	�� n.  

%��!��� /������ � �*��! ������ 
9���� �	�	
� ��		��� �	����
� �
��"������ ������� ( )f x , � ��-

��
�� � ����	 0x  ��+	����%� 0( )f x� , 0( )f x�� , 0( )f x��� , …, ( )
0( )nf x . ��� 

�		 ��*	 ��*�� ������ ��������% 

� � � �

� � � �

20 0
0 0 0

( )
30 0

0 0

( ) ( )( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) ,
3! !

n

n
n

f x f xP x f x x x x x

f x f xx x x x
n

� ��
� � � � � �

���
� � � ��

 

�� �	�	
�, ��	�����, �*	 �	��"� ���	
*���, ��� ( ) ( )nf x P x� , �	�� 
( )f x  � �	 �������. $�	�	�, ��N����, ������% ( ) ( ) ( )n nr x f x P x� �  � 

���	� ����� 

� � � �

� � � �

20 0
0 0 0

( )
30 0

0 0

( ) ( )( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) ( ).
3! !

n
n

n

f x f xf x f x x x x x

f x f xx x x x r x
n

� ��
� � � � � �

���
� � � � ��

 

E�����% ( )nr x  ���	� �"&��� ���������! �����!,  ��� ��
-
���� � #��!���� /������ ��� #������ ( )f x . '�� #���� "�� �	-
�	
� � ��"�� ���-�� � �������� ( )nr x ,  	+	 ���<	 � ��-�� ��	���� 
	#�. ��#� ( )nP x  ��*�� ���	� ������"���� ��� �
����*	���#� �&���-
�	��� ������� ( )f x .  
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���������� ���� #��!��� /������ � #��!� "���� 
�	�	�� 5.3. A��� ������� f (x) ��
	�	�	� � n 
" ����	
	���-


�	� � ��
	������� ����� x0, �� �
� x�x0 ��		� �	��� ��
��� 

� � � �

� � � �

20 0
0 0 0

( )
30 0

0 0

( ) ( )( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) ( ),
3! !

n
n

n

f x f xf x f x x x x x

f x f xx x x x r x
n

� ��
� � � � � �

���
� � � � ��

 

#�	 rn (x) = o ((x – x0)n) – �������&� ��	� � ��
�	 9	��.  
��������������. @��<	� ( )nr x  � ����� ���	 

� � � �

� � � �

20 0
0 0 0

( )
30 0

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) .
3! !

n

n
n

f x f xr x f x f x x x x x

f x f xx x x x
n

� ��
� � � � � � �

���
� � � � ��

 

9��#� 0x x� , ������� 0( ) 0nr x � .  
��		, ����� �
��"����&	 � ���#� 0x x� , ������� 

� �
( )

10 0 0
0 0

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1! 1! ( 1)!

n
n

n
f x f x f xr x f x x x x x

n
�� ��� �� � � � � � �

�
� , 

0( ) 0nr x� � , 

� �
( )

20 0
0

( ) ( )( ) ( )
1! ( 2)!

n
n

n
f x f xr x f x x x

n
����� ��� � � � �

�
� , 

0( ) 0nr x�� � , 
������������������������������ 

( ) ( ) ( )
0( ) ( ) ( )n n n

nr x f x f x� � , 
( )

0( ) 0n
nr x � .  

���� ��
"��, �������&� ��	� � ��
���	 �	���
 ����	� ��	-
��%+�� ������&� ��������� 

( )
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n

n n n n nr x r x r x r x r x� �� ���� � � � � �� .  

���*	�, ��� rn (x) = o((x – x0)n), �� 	��� 
0 0

( )lim 0
( )

n
nx x

r x
x x�

�
�

, 

#�	 rn (x) =  (x) (x – x0)n, ( )x  – �	����	��� ��� �	����� � 

0

lim ( ) 0
x x

x
�

� .  

9
��	��� n 
" �
���� ������� ��� 
��
&��� �	��
	�	�	���-

��� 
0 0

( ) 0lim
( ) 0

n
nx x

r x
x x�

� �� � �� � �
: 
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0 0 0

( 1) ( )
0

1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ... lim 0
( ) ( ) !( ) !

n n
n n n n

n nx x x x x x

r x r x r x r x
x x n x x n x x n

�

�� � �

�
� � � � �

� � �
, 

�. 	. rn (x) = o ((x – x0)n) �
� x�x0. � 

���	����	.  
1. E�
���� �	���
 ��*�� "����� � ���	 

� � � �

� � � � � �

20 0
0 0 0

( )
30 0

0 0 0

( ) ( )( ) ( )
1! 2!

( ) ( ) ( )
3! !

n
n n

f x f xf x f x x x x x

f x f xx x x x o x x
n

� ��
� � � � � �

���
� � � � � � ��

.  

R� ��
��� ����� �"���	 #��!��� /������ (��� 
�� �	���
) 
� ���������! �����! � #��!� "����.  

2. ?������&� ��	� � ��
�	 � �0( )no x x�  �	� ��<� ��	���	�-
��% ��	��� rn (x). I��	���� �& ��	�� ���		 �����% �����	���	���% 
��	���. ���% ��	��� ���� ��"����	� �������� �������&� ��	� � 
��
�	 �#
�*. A��� ������� f (x) ��		� ��	 �
��"����&	 �� (n + 1) 
��
���, �� ���������� ���� #��!��� /������ � #��!� 	�$����� 
��		� ���  

� �1
1

0
( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
f cr x x x
n

�
�� �

�
, x0 < c < x.  

A	 ����	�<		 ������"����	 "��%�	��� � ���, ��� �&�%��� 
��	���� ��	
�� ( 1) ( )nf c� , �� 	��� �+�� ���	 M , ��� ( 1) ( )nf c M� � . ��-
#� 

1
0( ) ( )

( 1)!
n

n
Mr x x x

n
�� �

�
, 

��� � ��"����	� ��	����� ��#
	<����� �� ������"����� ��
���& 
�	���
 ��� �&����	��� f (x).  

3. A��� �"��� � ��
���	 �	���
 x0 = 0, �� �& ������� ��
���� 
����
	� (��� 
�� ����
	�) � �������&� ��	��� � ��
�	 9	�� 

( )
2(0) (0) (0)( ) (0) ( )

1! 2! !

n
n nf f ff x f x x x o x

n
� ��

� � � � � �� .  

���������� � ��� )�������� ��������� #������ 
!�����"�� ����	��%% ��
����, ���<	� 
"��*	��	 � 
�� ��-

��
	� �	����
&� �����		 ���� ���
	�%+���� �������. B	���	���-
	��� "������� N�� 
"��*	���: 
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1. 
2 3

1 ... ( )
1! 2! 3! !

n
x nx x x xe o x

n
� � � � � � � ; 

2. 
3 5 7

sin ... sin ( )
3! 5! 7! ! 2

n
nx x x xx x n o x

n
5� �� � � � � � �� �

� �
; 

3. 
2 4

cos 1 ... cos ( )
2! 4! ! 2

n
nx x xx n o x

n
5� �� � � � � �� �

� �
; 

4. 
2 3

1ln(1 ) ... ( 1) ( )
2 3

n
n nx x xx x o x

n
�� � � � � � � � ; 

5. 2 3( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1 ...
1! 2! 3!

x x x x" " " " " " "� � �
� � � � � � �  

( 1)...( 1) ( )
!

n nn x o x
n

" " "� � �
� � ; 

6. � �
3 5 7 2 1

1 2... 1 ( )
3 5 7 2 1

n
n nx x x xarctgx x o x

n

�
�� � � � � � � �

�
.  

 
9������ �	����
&	 
"��*	��� � 
�� ����
	�.  
1. ( ) xf x e� .  
9���� 0 x H� � . !�		� 

( ) xf x e� ; ( ) xf x e� � ; ( ) xf x e�� � ; … ; ( ) ( )n xf x e� ; 
(0) 1f � ; (0) 1f � � ; (0) 1f �� � ; … ; ( ) (0) 1nf � .  

B�� ����
	� �	� �� 
2 3

1
1! 2! 3! !

n
x

n
x x x xe r

n
� � � � � � ��  

#�	 1

( 1)!

c
n

n
er x

n
��

�
. @�, �� �� 0 c x H1 1 1 , �� c He e1  � �& ��		� 

��	��� 
1( )

( 1)!

H
n

n
er x x

n
�1

�
 

$ ��������, �	
� 1x � , 1 3e 1 , ������� ��
���� ��� �&����	��� 
���� e: 

1 1 1 11
1! 2! 3! ! ne r

n
� � � � � � �� , 

#�	 ��#
	<����� nr  �	 �
	�������� �	�����& 3
( 1)!n �

.  

2. ( ) sinf x x� .  
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!�		� 

( ) sinf x x� ; ( ) cos( ) sin
2

f x x x 5� �� � � �� �
� �

; ( ) sin sin( )f x x x 5�� � � � � ;  

3( ) cos( ) sin
2

f x x x 5� ���� � � � �� �
� �

; … ( ) ( ) sin
2

nf x x n5� �� �� �
� �

.  

9�������� 0x � , ������� 
(0) 0f � ; (0) 1f � � ; (0) 0f �� � ; (0) 1f ��� � � , 

� ���<	 N�� "��	��� ����%� �����
�����. 9�N���� 
�� ����
	� 
�	� 

3 5 7 9 11 2 1

sin ( 1)
3! 5! 7! 9! 11! (2 1)!

n
n

n
x x x x x xx x r

n

�

� � � � � � � � � �
�

� , 

2 3
sin (2 3)

2
(2 3)!

n
n

c n
r x

n

5
�

� �� �� �
� ��

�
.  

�� �� sin 1 � , �� 
2 3

(2 3)!

n

n

x
r

n

�

1
�

.  

?�����	���� 
3 5 7 9 11 2 1

sin ( 1)
3! 5! 7! 9! 11! (2 1)!

n
n

n
x x x x x xx x r

n

�

� � � � � � � � � �
�

� , 

#�	 
2 3

(2 3)!

n

n

x
r

n

�

1
�

.  

3. ( ) cosf x x� .  
!�		�: 

( ) cosf x x� ; ( ) sin cos
2

f x x x 5� �� � � � �� �
� �

; ( ) cos cos( )f x x x 5�� � � � � ;  

3( ) sin cos
2

f x x x 5� ���� � � �� �
� �

; …, ( ) ( ) cos
2

nf x x n5� �� �� �
� �

.  

9�������� 0x � , ������� 
(0) 1f � ; (0) 0f � � ; (0) 1f �� � � ; (0) 0f ��� �  

� ��		 N�� "��	��� �����
�����.  
E�
��� ����
	� �	�: 

2 4 6 2

cos 1 ( 1)
2! 4! 6! (2 )!

n
n

n
x x x xx r

n
� � � � � � � �� , 
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#�	 2 2
cos (2 2)

2( )
(2 2)!

n
n

x n
r x x

n

5
�

� �� �� �
� ��

�
.  

�� �� cos 1 � , ��  
2 2

( )
(2 2)!

n

n
xr x
n

�

�
�

.  

4. ( ) ln(1 )f x x� � .  
!�		�: 

1( )
1

f x
x

� �
�

; 2

1( )
(1 )

f x
x

�� � �
�

; 3

2( )
(1 )

f x
x

��� �
�

; 

(4)
4

2 3( )
(1 )

f x
x
�

� �
�

; … ( ) 1 ( 1)!( ) ( 1)
(1 )

n n
n

nf x
x

� �
� �

�
.  

9�������� 0x � , ������� 
(0) 1f � ; (0) 0f � � ; (0) 1f �� � � ; (0) 2!f ��� � ; (4) (0) 3!f � � ; … 

( ) 1(0) ( 1) ( 1)!n nf n�� � �  
9�������� � ��
���� ����
	� �	� 

2 3 4 5 6

ln(1 ) ...
2 3 4 5 6
x x x x xx x� � � � � � � � .  

5. ( ) (1 )f x x "� � .  
!�		� 

1( ) (1 )f x x "" �� � � ; 2( ) ( 1)(1 )f x x "" " ��� � � � ; 
3( ) ( 1)( 2)(1 )f x x "" " " ���� � � � � ; ….  

9�������� 0x � , ������� 
(0) 1f � ; (0)f "� � ; (0) ( 1)f " "�� � � ; (0) ( 1)( 2)f " " "��� � � � � , 

� ��
��� ����
	� �	� 
2 3( 1) ( 1)( 2)(1 ) 1

1! 2! 3!
x x x" " " " " " "� � �

� � � � � ��.  

C�	���, ��� 	��� n" �  (�	��	 �����), �� N��� 
�� ��
&�	��� � 
nx , � �����	��� ��
��� ����� @�%���. ���� ��
��� ��*	� 


����
������ �� ����+	��	 ��
���& ����� @�%��� � ����� 
�
��"������#� �	+	���	���#� ".  

���	����	. 9��&<� ��	�	�� ���#���	� �	���
 ��*�� ����-
���� ���		 ����&	 �
����*	��� �������. M	� ����<	 ��#	�&� �& 
"�����, �	� <�
	 ���	
�� ���
�# ����� x0, � ����
�� ������% f (x) 
��*�� "�	���� ��������� �	���
.  
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5. 3. ��#��!������� �����#�� ����!�����!� $*��%�� 

9
��"����&	 ����%��� ��+�&� �
	������ ����	������ �������. 
$�	 ����	�<		 � N��� 
"�	�	 �����+	�� ��	���� N��� �	�	.  

�	�	�� 5.4. 9���� ������� f (x) ��
	�	�	� � �	�
	
&�� � ��-

	"�	 [a, b] � � �*��� ����	 [a, b] ��+	����	� f � (x). ��#�, ��� ��#�, 
����& f (x) �&� ��������� ��"
��%+	� (��&�%+	�) ������	� �	-
�������� � ���������, ����&  

2 x 
 [a, b] f � (x) � 0 (f � (x) � 0).  
��������������.  
+��*����!���&. 9���� f (x) ��������� ��"
��	�. B�����
�� 

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x x� �

� � �� �
� �

.  

@� ��#�, 	��� 0,x x x x� 0 � � 0 , �� ( ) ( )f x x f x� � �  � 
( ) ( ) 0f x x f x

x
� � �

�
�

.  

A��� 0,x x x x� 1 � � 1 , �� ( ) ( )f x x f x� � �  � 
( ) ( ) 0f x x f x

x
� � �

�
�

.  

�� �� � 
	"�����	 �
	�	����#� �	
	��� �	
�	����� �"�	������ 
�	 ��*	�, �� ( ) 0f x� � .  

������������&. 9���� 2 1x x0 . ��#�, �� ��
���	 �#
�* 
2 1 2 1( ) ( ) ( )( ) 0f x f x f c x x�� � � � , 

�� �� ( ) 0f c� � . @� ��#� 2 1( ) ( )f x f x� . 9
� N��� 	��� ��� ��	� x 
 
(a, b) �&�����	��� �	
�	����� f � (x) > 0 �, ��	����	����, � ��
���	 
�#
�* f � (c) > 0, �� 2 1( ) ( )f x f x0  � ������� f ��
�#� ��"
��	�.  

>���#���� ���"&�	��� 	��� f (x) ��������� ��&�%+� ����-
���. � 

���	����	. �� �&�� ���"��, ������	 ����*��	������� �
��"-
������ � ���	
��	 ����	��� ��������&� ������	� ��
�#�#� ��"
�-
����. ?��	���, ��� N�� ������	 �	 ����	���, �����, �	�������&� ��-
����	� ��
�#�#� ��"
�����. �	������	����, ��
��	
, ������� 3y x�  
��
�#� ��"
��	� � ��	� �������� ���, ����� 		 �
��"����� 23y x� �  
�	 ��%�� ����*��	��� – �� ��
+	��� � ���� �
� x = 0. 

5. 4. ���#�@�"� A��!���*�" $*��%�� 

���	�	
	��	. =���
��, ��� � ����	 x0 ������� f (x) ��		� 
��
�-
��� �������� (
��
���� �������), 	��� 
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� �0 0 00 | | ( ) ( ) ( ) ( )x x x f x f x f x f x3 36 0 2 � 1 � � .  
$ N��� ��
	�	�	��� ��
���	 ������	 � ����� «������&�». ?�� 

�"��	�, ��� ( )f x  �
����	� ���	 ������<		 "��	��	 � ����	 x0 

������ �� ����<	��% � ��
	"�� 0 0( , )x x3 3� � . $�	 N��#� ��
	"� � ��-
�	�	��� ������� ���	#� �	 ���	
*�	���: �� ��*	� �
����� �� � 
"��	��	, ����<	 �	� f (x0). �� *	 ���	 ��*�� ��"�� � �� ����<	��% 
� ��������� �������� (��. 
��. 13).  
 

������&�
�������

f (x)

x0+3x0-3 x0

x

 

������&�
��������

f (x)

x0+3x0-3 x0

x

���. 13. 	����&��� !����!�! (!���!�!) #������ 

���	�	
	��	. �����, � ����
&� ������� ��		� ������&� ����-
��� ��� ������&� ������� �"&�%��� ������ $����	����.  

�����, � ����
&� f � (x) = 0 �"&�%��� ������������ ������, 
�����, � ����
&� f � (x) = 0 ��� f � (x) = 	 �"&�%��� ������	���-

�� ������. 
9���� ������� f (x) ��
	�	�	� � �	����
�� ��
	"�	 [a, b]. 9���� 

� ����	 x0, ����, ��� a < x0 < b, ������� f (x) �
����	� ���	 N���
	-
�����	, �� 	��� ������<		 ��� ���	��<		 "��	��	. ��#�, �� �	�-

	�	 E	
� f � (x) = 0.  

! ��	��	� �	��������	 ������	 �������#� N���
	���.  
�	�	�� 5.5. (+��*����!�� ������� ,�����!�!�) A��� � ����	 x0 

������� f (x) �����#	� N���
	���, �� 		 �
��"����� � N��� ����	 
�-
� ���%.  

?��	���	, ��� 	��� �&����	�� ������	 f � (x) = 0 ��� ( )f x� � 	 , �� 
N�� 	+	 �	 �"��	�, ��� � ����	 x0 ������� ��		� ������&� N���
	-
���. ������	 0( ) 0f x� �  (��� ( )f x� � 	 ) �	� ��<� ����� «����"
��	��-
��%» � N���
	���, � ��� �� � ���� �	�	 � 	+	 �
	������ ���	����.  

�	�	�� 5.6. ("����� ����������� ������ ,�����!�!�) 9���� x0 

– �
����	��� ���� �	�
	
&���� ������� f (x). A��� f � (x) �
� �	
	��-
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�	 �	
	" ����� x0 �	��	� "�� � «+» � «�», �� x0 � ���� �������#� ��-
�����. A��� f � (x) �
� �	
	���	 �	
	" ����� x0 �	��	� "�� � «�» � 
«+», �� x0 � ���� �������#� �������. A��� f � (x) �
� �	
	���	 �	
	" 
����� x0 �	 �	��	� "��, �� x0 �	 ����	��� ������ �������#� N���
	��-
�.  

��������������. 9���� x0 – ���� ��"��*��#� N���
	��� ����-
���, �
��	�  

( ) 0f x� 0  ��� x < x0, 0( , )x U x 32 
 ; 
( ) 0f x� 1  ��� x > x0, 0( , )x U x 32 
 .  

��#�  
�
� ( ) 0f x� 0  ��� x < x0, 0( , )x U x 32 
  / 0( ) ( )f x f x0 , 
�
� ( ) 0f x� 1  ��� x > x0, 0( , )x U x 32 
  / 0( ) ( )f x f x0 , 

��	����	���� 0( , )x U x 32 
 : 0( ) ( )f x f x0 , �. 	. ���� 0x  ����	��� ���� 
�������#� �������.  

>���#���� ���"&�	��� � ��+	�������	 ����� �������#� ��-
�����. A��� ( )f x�  ���
��	� "�� � ��
	������� ����� x0, �� � N��� ��-

	������� ������� ��������, �. 	. ���� x0 �	 ����	��� ������ �����-
��#� N���
	���. � 

�	�	�� 5.7. (7����� ����������� ������ ,�����!�!�) 9���� 
������� f (x) n 
" �	�
	
&��� ����	
	���
�	� � ����	 x0 � 

( 1) ( )
0 0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0, ( ) 0n nf x f x f x f x�� ��� � � � � . ��#� ��"��*�& ��	-

��%+�	 �
���&: 
) n = 2m – ������ ����� �  

	��� f (2m) (x0) < 0, �� � ����	 x0 – ������&� �������, 
	��� f (2m) (x0) > 0, �� � ����	 x0 – ������&� �������.  

�) n = 2m + 1 – �������� �����  
��#� � ����	 x0 �������#� N���
	��� �	�.  

���	����	.  
1. M���&� ����� �	�
	�& 5.7 �
� n = 2: 0( ) 0f x� � ,  

	��� 0( ) 0f x�� 1 , �� x0 – ���� �������#� �������, 
	��� 0( ) 0f x�� 0 , �� x0 – ���� �������#� �������.  

2. $�	 ������� N���
	��� ��������� � ����
	���� ����� �
�-
�	*���, � ����
�� ��
	�	�	� �������.  

����� 5.6. @��� ����� N���
	��� ������� 
4 3 24 6 4 1y x x x x� � � � � .  

�������. @��	� ����� ����"
��	���&	 � ����� N���
	���.  
3 2 3 2 34 12 12 4 4( 3 3 1) 4( 1)y x x x x x x x� � � � � � � � � � �  
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!�����"�	� �	�������&� �
�"�� N���
	��� 
0( ) 0 1y x x� � / �  

!�����"�	� ���
�� ��������&� �
�"�� N���
	���.  
2 2 24(3 6 3) 12( 2 1) 12( 1)y x x x x x�� � � � � � � � �  /  (1) 0y�� �  

24( 1)y x��� � �  /  (1) 0y��� �  
(4) 24 0y � 0  /  x0 – min.  

����� 5.7. 9
��"����� � ����	 x0 
�� ���% 0( ) 0y x� � .  
 

f (x)

f " (x0) > 0

f (x)

f (x0)

f (x)

x0

x

 

f " (x0) < 0

f (x)f (x)

f (x0)

f (x)

x0

x

 

���. 14. E�����!�!� #������ ���� ���������� ����� ���'  

E������ � ����	 x0 �
����	� min "��	��	 (
��. 14), 	��� f�� 
(x0) > 0; ������� � ����	 x0 �
����	� max "��	��	 (
��. 14), 	��� f�� 
(x0) < 0.  

B�����
�� �����, ��#� � ����	 0x  ��+	����%� ��<� �������-

����	 �
��"����&	 0( 0)f x� �  � 0( 0)f x� � . $�������, ��� �
��"���-
�� � N�� ��#	�� �#� ����� ���	����� � ��� Ox.  

����� 5.8. 9
��"����� � ����	 x0 0( )y x� � 	 .  

max

f ' (x0 +0) < 0f ' (x0- 0) > 0

f (x0)

f (x)

x0

x

min

f ' (x0 +0) > 0f ' (x0- 0) < 0

f (x0)

f (x)

x0

x

���. 15. E�����!�! #������ ���� ���������� ����� 	 
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E������ � ����	 x0 �
����	� max "��	��	 (
��. 15), 	��� f � (x) 
�
� �	
	���	 �	
	" ����� x0 �	��	� "�� � «+» � «�»; ������� � ����	 
x0 �
����	� min "��	��	 (
��. 15), 	��� f � (x) �
� �	
	���	 �	
	" ���-
�� x0 �	��	� "�� � «�» � «+».  

����� 5.9. 9
��"����� � ����	 x0 – 0( )y x�  «�	 ��+	����	�».  
 

� ����	 �0 N���
	��� �	�

f ' (x0 +0) < 0f ' (x0- 0) < 0f (x0)

f (x)

x0

x

� ����	 �0 N���
	��� �	�

f ' (x0 +0) > 0
f ' (x0- 0) > 0f (x0)

f (x)

x0

x

 

���. 16. E�����!�!� #������ ��� 

R���
	��� � ����	 x0 �	� (
��. 16) �� �� f � (x) �
� �	
	���	 �	-

	" ����� x0 �	 �	��	� "��.  

?��%� �����, ��� 	��� 0( 0)f x� �  � 0( 0)f x� �  ��	%� 
"�&	 "���, 
�� � ����	 0x  � ������&� N���
	���. A��� 0( 0)f x� � � 0( 0)f x� �  ��	%� 
�������&	 "���, �� �������#� N���
	��� �	�.  

5. 5. �#�(��@;�� � �#����@;�� ��#����& $*��%�� 

+��*��&9�! ��������! ������� �"&�	��� ���	 ����<�	,  ���-
!��&9�! ��������! – ���	 �	��<		 �" ��	� 		 "��	���.  

E������ ��*	� ��	�� ������ ���� ������<		 "��	��	 � ������ 
���� ���	��<		 "��	��	 ��� ��*	� �	 ��	�� �� ����	�.  

@�
��	
, �� ��	� ���	� ������ ��
	�	�	��� �������: 
1. y = sin x ��		� ������<		 "��	��	, 
���	 	�����	, � ��-

�	��<		 "��	��	, 
���	 ����� 	�����	; 
2. y = tg x, y = x3 – �	 ��	%� �� ������<	#�, �� ���	��<	#� "�-

�	���; 
3. y = – x2 – ��		� ������<		 "��	��	, 
���	 ���%, �� �	 ��		� 

���	��<	#� "��	���; 
4. y = 1 + x  – ��		� ���	��<		 "��	��	, 
���	 	�����	, �� �	 

��		� ������<	#� "��	���.  
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@��*�	��	 ������<	#� � ���	��<	#� "��	��� �	�
	
&��&� 
������� �����&�	��� � ��	��%+�� �������� N��� �������: 

1. A��� � �	����
�� ���	
��	 (���	���� ��� �	����	����) 
������� f (x) �	�
	
&�� � ��		� ������ ���� N���
	��� � 	��� N�� 
������� (�������), �� �� ���	� ������<�� (���	��<��) "��	��-
	� ������� � N��� ���	
��	.  

2. A��� ������� f (x) �	�
	
&�� � �	����
�� ��
	"�	 [a, b], �� 
�� ���"�	���� ��		� � N��� ��
	"�	 ������<		 � ���	��<		 "�-
�	���. R�� "��	��� �����#%��� ������	� ��� � ����� N���
	���, 
�	*+�� ����
� ��
	"�, ��� � #
���� N��#� ��
	"�.  

9����	� ������ ��� ���������� ���*��&9�$� � ���!��&9�$� 
�������� #������ f (x) �� ������� [a, b], #�	 �� �	�
	
&��: 

1. @��� �
����	���	 �����, �	*+�	 ����
� ��
	"� [a, b], � 
�&������� "��	��� ������� � N��� ����� (�	 ����	��� N�� ����� � 
N���
	���).  

2. $&������� "��	��� ������� � ����� ��
	"�, �. 	. f (a) � f (b).  
3. '
����� �����	��&	 "��	��� �������: ���	 ����<�	 �" 

��� ���	� ������<�� "��	��	�,  ���	 �	��<		 – ���	��<�� "�-
�	��	� ������� � ��
	"�	 [a, b].  

����� 5.10. @��� ������<		 � ���	��<		 "��	��� ������� 

y = x2 ln x � ��
	"�	 [1/ 4 � , e].  
�������.  

1. @��	� �
����	���	 �����:  
y� = 2x ln x + x2/x = x (1 + 2ln x),  
y� = 0 � ����� x1 = 0 � x2 = � –1/2.  

���� x1 �	*�� ��	 ������ ��
	�	�	��� ����� �������. 9
��"����� 
y� ��+	����	� �� ��	� ���	
��	 ��
	�	�	��� �������. 9�N���� ����
� 
"����#� ��
	"� ��� �
����	��� ���� x2 = � –1/2 � y (� –1/2) = –1/2e.  

2. $&������ "��	��� ������� � ����� ��
	"�:  

y (� –1/4) = –1/4 � , y (�) = �2.  
3. '
����� �����	��&	 "��	��� �������, �����	�: 

y�� = y (�) = �2, 
y�� = y (� –1/2) = –1/2e.  

5. 6. �"�*����!@ � !���� ������(# 

9���� �
��� (#
���) "�� ������	� y = f (x). E������ y = f (x) 
��		� � �*��� ����	 ���	
�� (a, b) ���	���% �
��"�����%. ��#� � 
�*��� ����	 (x, f (x)), x 
 (a, b) #
��� ������� ��		� ���	����%, �	 
�
��	����% ��� Oy.  
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���	�	
	��	. =
��� ����	
	���
�	��� ������� y = f (x) �"&�-
	��� �����
�� ���� (�����
�� ��	�%) � ���	
��	 (a, b), 	��� ��# 
�
���� 
�����*	� �&<	 (��*	) �%��� ���	�����, �
��	�	���� � 
#
���� N��� �������.  

 
���. 17. 7�� $��#��� #������ – ��$������& (��������& ����) 

$�#������� (�&�������� ���") 
��. 17 ������� �"��	�, ��� #
-
��� ������� �	*�� ��*	 �	��+	�, ��	����%+	� �%�&	 ��	 		 ����� � 
�&<	 (��*	) �%��� ���	�����, �
��	�	���� � #
���� N��� ������� 
�&<	 �%��� ���	�����, �
��	�	���� � #
���� N��� �������.  

 
���. 18. 7�� $��#��� ��������& (��������& �����) #������ 

=
��� �&������ (�&�������� ��	
�) 
��. 18 ������� �	*�� �&<	 
�	��+	�, ��	����%+	� �%�&	 ��	 		 ����� � ��*	 �%��� ���	�����, 
�
��	�	���� � #
���� N��� �������.  

 
 

b a 
x 

f (b)

f (a) 

f (x) 
y 

ba 
x 

ff (b) 

f (a) 
 

y 

f (x)
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�	�	�� 5.8. (����������� ������� ��������� ��$�������)  
A��� ������� y = f (x) ��*�& ����	
	���
�	� � �	����
�� 

�
��	*���	 (a, b), �
��	� f 7 (x) < 0) ��� �%��#� x 
 (a, b), �� � N��� 
�
��	*���	 #
��� ������� �&����&�, 	��� f 7 (x) > 0, �� #
��� 
������� ��#���&� � �
��	*���	 (a, b).  

��������������. $�"��	� �
��"������% ����� � �0 ,x a b
  � �
��	-
�	� ���	����% � ����	 0x .  

�	�
	� ���	� ���"�, 	��� ��������, ��� ��	 ����� #
��� 
������� ( )f x  �	*� ��*	 (�&<	) ���	����� � �,x a b2 
 .  

=
��� ������� ( )f x  �� ��
���	 �	���
 ��*�� �
	������� � ���	: 
2

0 0 0 0
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2!
f cf x f x f x x x x x
��

�� � � � � , 0x c x1 1 .  

?������&� ��	� "���� � ��
�	 �#
�*.  
�
��	��	 ���	����� �
��	�	���� �	
	" ����� 0x  "��<	� � ���	: 

0 0 0( ) ( )( )���y f x f x x x�� � � .  
B�����
�� 
"����� �
���� �
���� � ���	����� �
� ����� � 

��� *	 "��	��� x: 
2

0
( )( ) ( )

2!���
f cf x y x x
��

� � � .  

A��� ( ) 0f ��� 0 , �� ( ) 0���f x y� � , ��	����	����, ( ) ���f x y� . �. 	. 
�
��� ( )f x  �&<	 ���	����� ��� �%��#� � �,x a b
 , ��#����.  

A��� ( ) 0f x�� 1 , �� ( ) 0���f x y� � , ��	����	����, ( ) ���f x y� . �. 	. 
�
��� ( )f x  ��*	 ���	����� ��� �%��#� � �,x a b
 , �&�����. � 

/���� ���$�*� 
���	�	
	��	. ���� (x0, f (x0)) #
��� ������� y = f (x) �"&�	��� 

���� �	�	��&� ������� �������, 	��� �� ���	��	� ������, #�	 
�
��� �&���� �� �����, #�	 �
��� ��#���.  

B�����
��, �� �&#����� � #
���	 ���� �	
	#��. 9���� �	�		 
����� x0 ������� �&����,  �
�		 x0 � ��#��� (��. 
��. 19). ��#� �	-
�		 ����� x0 #
��� ������� �	*�� ��� ���	�����,  �
�		 x0 � �� 
���	�����. ���� �	
	#�� x0 �
��	
�"�	��� �	�, ��� "�	�� �
��� 
�	
	����� � ����� ���
��& ���	����� � �
�#�% 		 ���
���, �� 	��� 
������ ��������� �������&��'. �� *	 ���	 ���	�, 	��� �	�		 x0 
������� ( )f x  ��#���,  �
�		 x0 � �&����. 
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���. 19. /���� ���$�*� 

�	�	�� 5.9. (+��*����!�� ������� ����� ���$�*�) A��� #
��� 
������� y = f (x) ��		� �	
	#�� � ����	 (x0, f (x0)) � ���
� �
��"����� 
f 7 (x) �	�
	
&�� � ����	 x0, �� f 7 (x0) = 0.  

�	�	�� 5.10. (����������� ������� ����� ���$�*�) A��� � �	��-
��
�� ��
	������� ����� x0 ��+	����	� ���
� �
��"����� ������� y = 
f (x), �
��	� f 7 (x0) = 0, � � �
	�	�� N��� ��
	������� ��	� � ��
� �� 
����� x0 "��� f 7 (x) 
"����&, �� #
��� ������� ��		� �	
	#�� � ���-
�	 (x0, f (x0)).  

��������������. 9���� � �	����
�� ����	 0x  �&����	�� ������	 
0( ) 0f x�� � . R��, ���	���, �	 �"��	�, ��� 0x  	��� ���� �	
	#��; N�� 

�	� ��<� ����� «����"
��	����%» � �	
	#��. A���  
( ) 0f x�� 1  ��� 0( , )x U x 3
 , 0x x1  � 
( ) 0f x�� 0  ��� 0( , )x U x 3
  � 0x x0 ,  

�� ���� 0x  ���	��	� ���	
�� �&�������� �� ���	
�� ��#�������. A��� 
( ) 0f x�� 0  ��� 0( , )x U x 3
 , 0x x0  � 
( ) 0f x�� 1  ��� 0( , )x U x 3
 , 0x x1 ,  

�� ���� 0x  ���	��	� ���	
�� ��#������� �� ���	
�� �&��������.  
$ ����� ������ ���� 0 0( , ( ))x f x  – ���� �	
	#�� #
��� ����-

���. � 

5. 8. �����!�!" 

9���� ������� ( )f x  ��
	�	�	� � ���� �	����	���� (��� 
[ , )a � 	 ��� ( , ]a�	 ) ��� �	����	���� ���	
��	.  

x0 ���� �	
	#�� 
x

y 

f(x) 
��#��� 

f(x) 
�&����
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���	�	
	��	. '������� ������� ������� �"&�	��� �
���, 
� ����
�� �	�#
���	��� �
����*	��� #
��� ������� �
� x � 	 ��� 
y � 	.  

���	�	
	��	. 9
��� x a�  �"&�	��� �	�����
��� ������-
�� #
��� ������� ( )f x , 	��� �
� 0x �� �  lim ( )

x a
f x

�
� �	  
��. 20.  

a

f (x)

x a

f (x)

x

���. 20. 7�������&��� ���!���� 

���	�	
	��	. 9
��� x a�  �"&�	��� �	�����
��� ������-
�� #
��� ������� ( )f x , 	��� �
� 0x �� �  lim ( )

x a
f x

�
� �	  
��. 20. 

���	�	
	��	. 9
��� y kx b� �  �"&�	��� ���
��� ������-
�� #
��� ������� ( )f x  �
� x � �	  	��� N�� �
���% ��*�� �
	�-
����� � ���	: 

( ) ( )f x kx b x� � � , 
#�	 lim ( ) 0

x
x

��	
� .  

�. 	. 
"�����  (x) �	*�� �
������ ���	� �
���� � �������& 
(
��. 21) �
� x � �	  �. �. �.  

+
0d

�
�  x 8

d ��
�����

  y
 = ax

 +b

x

y

f (x)

x

 

���. 21. +�������� ���!���� 
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9���� ��+	����	� lim ( )
x

f x b
��	

� . ��#� #���
��, ��� � ������� ( )f x  

��		��� �������
���� �������� y b� . =
���� ������� 
��. 22 
��	%� #�
�"�������% �������� �
� x � �	 .  

 

�������

f (x)

b

x
 

�������

f (x)

b

x 0 10 20 30 40 50 60
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

�������  y = 1

x
sin x

y = 1-

x

 

���. 22. ����������&��� ���!���� �� x � �	  

�	�	�� 5.11. (�������� ������������� ��������� ���!����) 
��� ��#� ����& �
��� y kx b� �  �&� �������� ��������� �	-

�������� � ���������, ����& ��+	������� �
	�	�&  
( )lim

x

f x k
x��	

� , � �lim ( )
x

f x kx b
��	

� � .  

��������������.  
+��*����!���&. 9���� y kx b� �  ������� ������� �
� 

x � �	 . ��#� ��		� �	��� 
�	����� ( ) ( )f x kx b x� � � , 
( ) 0x �� x � � �	 . B�����
�� 

( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

f x kx b x b xk k
x x x x

 
��	 ��	 ��	

� � � �� � � � �� �
� �

.  

B�����
�� 
� � � �lim ( ) lim ( )

x x
f x kx b x b

��	 ��	
� � � � .  

���� ��
"��, 	��� �
��� y kx b� �  ������� �������, �� 
�
	�	�& ��+	����%�.  

������������&. 9���� ��+	����%� �
	�	�&  
( )lim

x

f x k
x��	

�  � � �lim ( )
x

f x kx b
��	

� � .  

��#� �" ���
�#� 
�	���� ��	��	�, ���  
( ) ( )f x kx b x� � � , 
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#�	 ( ) 0x �� x � � �	 , �. 	. ( ) ( )f x kx b x� � �  � y kx b� �  �����-
�� �������.  

>���#���� 
����
��	��� ����� x � �	 . � 
����� 5.11. @��� �������& #
��� ������� 2 2y c x� � .  

�������. ?����� ��
	�	�	��� D (y) = �. E������ �	 ��		� ���	� 
"-


&�. '�	����	����, #
��� ������� �	 ��		� �	
������&� ���-
����. E������ ��
	�	�	� �
� ����� �#���� ����<�� x, � ��"��*�� 
��+	�������	 ������&� �������.  

9���� ������� ������� ��		� ��� y = k x + b. ��#� 
2 2 2

2lim lim 1 1
x x

c x c�
x x��	 ��	

�
� � � � ,  

� �
2 2 2

2 2

2 2

( )lim lim 0
x x

c x xb c x x
c x x��	 ��	

� �
� � � � �

� �
, 

�� 	��� ������� �
� x � �	  ��		� �
��	��	 y x� .  
>���#���� ��*�� ���"��, ��� �
� x � �	  ������� ��		� ��� 

y x� �  �� �� ������� �	���.  

'�	� #
��� ������� 2 2y c x� �  �"��
*	� � 
��. 23: 
 

y = - x y = x

c

y

x

 

���. 23. ���#�� #������ 2 2y c x� �  

5.9. :������#. �#��*� �������" 

?���� �" N�	�	����, �
��	
�"�%+�� ��
�� �
����, ����	��� 
��	�	�� 		 ���
���	������. 

9���� �& ��		� �
���%, ����
� �	 �	
	�	�	� ���	 �	�� � ��		� 
��
	�	�	���% ���	����% � �*��� ����	. 9
��	�	� ���	���&	 � 
�
���� � ����-������ ���� 		 ����� A � B � ���"���� �	
	"  �#��, 
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��
"����&� N���� ���	���&��, ��� – ����		 – �#�� ����
�� ��-
�	����� �
� �	
	���	 �� ����� A � ����	 B. R��� �#�� �"&�	��� �$��! 
�!������� ��#� AB. � ���� ��#, ��	%+�� ��������% �����, ����<	 
�"�#��� � ��#, � ����
�� �#�� ��	*����� ����<	. 

' �
�#�� ���
��&, 
����
��� ��#� 
"������ ����&, �& ��*	� 
��	���� ��	�	�� �� ���
���	������ ������ �����	�����%+�� �#��� 
��	*�����. ?��%� ��	��	�, ��� ������ �
��	
������� �"�#������� 
�
���� ���	� ����<	��	 �#� ��	*����� � ����	 �����	�����%+	� ��-
#�. 

���	�	
	��	. ��	��	� �������� K�
 ���� AB
�

 �"&�	��� ����<	-
��	 �����	�����%+	#� �#� ��	*����� � ����	 ��#�. 

��� ��#�, ����& ��
��	
�"���� ��	�	�� ���
���	������ ����� 
����� � �	���
	����	���� ���"���� � ����� ����	 A, ��	�	� ������	 
�
���"�& � ����� ����	. 

���	�	
	��	. �������� KA ����� � ����� ����	 �"&�	��� �
	-
�	� �
	��	� �
���"�& ��#�, ��#� ���� N��� ��#� ��
	������ � ���% 

0
lim limA cpB A AB

K K
AB� �


� � � . 

9���� �
��� "�� � �	�
����� ����	�	 ���
���� �
��	��	� 
��� y = f(x) � ������� f(x) ��		� �	�
	
&���% ���
�% �
��"�����%. 
��#� � �%��� ����	 �
����, #�	 ��+	����	� � �	�
	
&�� ���
� �
�-

�"����� 
2

2

d y
dx

, ��*�� �&������� �
���"�� �� ��
���	 

2

2

3/22

1

d y
dx

K
dy
dx

�
� �� ��� �� �� �� �� �

. 

C�	���, ��� �
� �&����	��� �
���"�& �
���� ��	��	� �
�� 
������ 
���	���	���	 (�. 	. ����*��	����	) "��	��	 ��
�� � "��	�-
�	�	, �� �� �
���"� ����� �� ��
	�	�	��% �	 ��*	� �&�� ��
��-
�	�����. 

����� 5.12. ?�
	�	���	 �
���"�� �
���& y2 = 2px:  
�) � 		 �
��"������� ����	 M(x, y); 
*) � ����	 M1(0, 0); 
�) � ����	 M2(p/2, p). 
�������. @����� �	
��% � ���
�% �
��"����&	 ������� 
2y px� : 
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2
dy p
dx px

� , 
� �

2 2

3/22 2
d y p
dx px

� � . 

9�������� �����	��&	 �&
*	��� � ��
���� �
���"�&, �������: 

�) 
� �

2

3/222

pK
px p

�
�

; 

*) 0, 0
1

x yK
p� � � ; 

�) /2,
1

2 2x p y pK
p� � � . 

���	�	
	��	. $	����� R, ��
��� �
���"�	 K ����� � ����� 
����	, �"&�	��� ������� �������� N��� ����� � 
����
��	��� 
����	: 

R = 1/K, ��� 

3/22

2

2

1 dy
dx

R
d y
dx

� �� ��� �� �� �� �� �� . 

������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. ?�
	�	�	��	 ������
�&� � �
����	���� ���	� �������. 
@����	 ������
�&	 � �
����	���	 ����� ������� 3 22 )1( �� xy .  

2. @����	 
0

1 coslim
ln(1 )x

x
x x�

�
�

.  

3. @����	 

3 2

20

1
6 2lim

cos 1
2

x

x

x xe x

xx
�

� � � �

� �
.  

4. 9�����	 ��
���& �	���
 ��� ������� f (x) � �	��
�� � ����	 
0x  � �������&� ��	��� � ��
�	 9	��. C��<��	 ��
���� �	���
 

��� ������� f (x) = x3 � �	��
�� � ����	 0x = 1.  

5. B"��*��	 ������% ctgxy �  �� ��	�	��� 
2
5

�x  �� ��	� 
3

2
�
�
�

�
�
� �

5x  ���%���	���� � �������&� ��	��� � ��
�	 9	��.  
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6. '��
����
���	 � ���*��	 ��������&	 ������� �&�������� 
� ��#������� �������. 9
��	���	 	#� � ����	�����% ������� 

xy 2cos�  � �
��	*���	 � �5;0 .  
7. 9�����	 ����� �	
	#��. '��
����
���	 ���������	 ������	 

����� �	
	#��. @ �������� �	�
	�& �
����"�
���	 ���	�	��	 

������� 
x

y 1
�  � 2

1
x

y �  � ����	 00 �x .  

6. 	//��
����	� �C�:+	D 	 ��/'����	� ����	:�� 

6. 1. ������"� ���&!�& � !�����" 

���	� �
	����#��, ��� ������� � ���	
��	 (a, b) (��� ��S	��-
�	��� ���	���#� ���� ���	
����) ��
	�	�	�&, �	�
	
&��& ��� ��	-
%� ���	���	 ����� ���	� 
"
&� � ����	
	���
�	�& ��� ��	%� ��<� 
���	���	 ����� ���	� 
"
&�, � ����
&� ������� �	 ����	��� ����	-

	���
�	���.  

1. J�����, ��������, ������������ #������ 
���	�	
	��	. E������ � = f (x) �"&�	��� �(���, 	��� f (–x) = f (x) 

��� ��	� � �" ������ ��
	�	�	��� �������.  
E������ � = f (x) �"&�	��� �	�(���, 	��� f (–x) = –f (x) ��� ��	� 

� �" ������ ��
	�	�	��� �������.  
=
��� �`���� ������� 
�����*	� ����	�
���� �������	���� 

��� ��. =
��� �	�`���� ������� 
�����*	� ����	�
���� ������-
�	���� ��� ���
����.  

���	�	
	��	. E������ � = f (x) �"&�	��� �	�����	���, 	��� 
��+	����	� ����� T, �������	 �� ����, ���	, ��� �&�����	��� 
�	���-
�� f (x ± /) = f (x) ��� ��	� � �" ������ ��
	�	�	��� �������. 9
� N��� 
���	��<		 �" ����*��	���&� ���	� T ����	��� �	
����� ������� f (x). 

2. L��!���� $��#��� #������ 
���	�	
	��	. 9
��� x = a �"&�	��� �	�����
��� ������-

�� #
��� ������� � = f (x), 	��� ���� �& ���� �" �
	�	��� 
0

lim ( )
x a

f x
� �

 

��� 
0

lim ( )
x a

f x
� �

 
�	� + 	 ��� – 	.  

���	�	
	��	. 9
��� y = k x + b �"&�	��� ���
��� ������-
�� #
��� ������� � = f (x) �
� x � + 	 	��� N� ������� �
	���-
��� � ���	 

f (x)= k x + b +  (x), #�	 lim ( ) 0
x

x
��	

� .  
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A��� ��+	����	� lim ( )
x

f x b
��	

� , �� #���
��, ��� � ������� � = f (x) 

��		��� �������
���� �������� y = b (��� ��� �������� ���-
����& k = 0).  

�	�	�� 6.1. (�������� ������������� ��������� ���!����) 
��� ��#� ����& �
��� y kx b� �  �&� �������� ��������� �	����-
���� � ���������, ����& ��+	������� �
	�	�&  

( )lim
x

f x k
x��	

� , � �lim ( )
x

f x kx b
��	

� � .  

>���#���� �������� ������	 �������� � #�
�"�������� ���-
����& #
��� ������� �
� x � – 	.  

3. 	����&��� ,�����!�! #������ 
9���� ������� � = f (x) ��
	�	�	� � �	����
�� ��
	������� ����� x0.  
�	�	�� 6.2. 9���� ������� f (x) ��
	�	�	� � �	�
	
&�� � ��-


	"�	 [a, b] � � �*��� ����	 [a, b] ��+	����	� f � (x). ��#�, ��� ��#�, 
����& f (x) �&� ��������� ��"
��%+	� (��&�%+	�) ������	� �	-
�������� � ���������, ����&  

2 x 
 [a, b] f � (x) � 0 (f � (x) � 0).  
 

���	�	
	��	. =���
��, ��� � ����	 x0 ������� � = f (x) ��		� 
-
��
���� �������� (
��
���� �������), 	��� ��+	����	� ��� ��-

	������� ����� x0, � ����
�� �
� x � x0 �&�����	��� �	
�	�����  

f (x) < f (x0) (�����	����	��� f (x) > f (x0)).  
����� �������#� ������� ��� ������� �"&�%��� ������ 

$����	���� �������. C��	��	 ������� � = f (x) � ����	 ������� 
(�������) �"&�%� ��������� (��������) �������, ��� $��-
��	���� �������.  

C��	��� 
#��	�� ������� � = f (x), �
� ����
&� �
��"����� 
������� 
��, ���% �"&�%��� ������������ ������. 

C��	��� 
#��	�� ������� � = f (x), �
� ����
&� ���� �
��"���-
�� ������� 
�� ���%, ���� �
��"����� �	 ��+	����	� �"&�%��� 
������	����� ������ �	��� ��� (��� ������ ��"��*��#� N��-
�
	���). 

�	�	�� 6.3. (+��*����!�� ������� ,�����!�!�) A��� ������� 
� = f (x) ��		� � ����	 x0 N���
	���, �� 		 �
��"����� � N��� ����	 
�-
� ���%, ��� �	 ��+	����	�.  

�	�	�� 6.4. ("����� ����������� ������ ,�����!�!�) 9���� x0 

– �
����	��� ���� �	�
	
&���� ������� f (x). A��� f � (x) �
� �	
	��-
�	 �	
	" ����� x0 �	��	� "�� � «+» � «�», �� x0 � ���� �������#� ��-
�����. A��� f � (x) �
� �	
	���	 �	
	" ����� x0 �	��	� "�� � «�» � 
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«+», �� x0 � ���� �������#� �������. A��� f � (x) �
� �	
	���	 �	
	" 
����� x0 �	 �	��	� "��, �� x0 �	 ����	��� ������ �������#� N���
	��-
�.  

�	�	�� 6.5. (7����� ����������� ������ ,�����!�!�) 9���� 
������� f (x) n 
" �	�
	
&��� ����	
	���
�	� � ����	 x0 � 

( 1) ( )
0 0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0, ( ) 0n nf x f x f x f x�� ��� � � � � . ��#� ��"��*�& ��	-

��%+�	 �
���&: 
) n = 2m – ������ ����� �  

	��� f (2m) (x0) < 0, �� � ����	 x0 – ������&� �������, 
	��� f (2m) (x0) > 0, �� � ����	 x0 – ������&� �������.  

�) n = 2m + 1 – �������� �����  
��#� � ����	 x0 �������#� N���
	��� �	�.  

4. +��������� ��������� � ����� ���$�*� $��#��� #������ 
9���� ������� � = f (x) ��		� � �*��� ����	 ���	
�� (a, b) ��-

�	���% �
��"�����%. ��#� � �*��� ����	 ) (x, f (x)), x 
 (a, b) #
��� 
������� � = f (x) ��		� ���	����%, �	 �
��	����% ��� Oy.  

���	�	
	��	. =
��� ����	
	���
�	��� ������� y = f (x) �"&�-
	��� �����
�� ���� ��� ��#���&� (�����
�� ��	�% ��� �&����&�) � 
���	
��	 (a, b), 	��� ��# �
���� 
�����*	� �&<	 (��*	) �%��� �-
��	�����, �
��	�	���� � #
���� N��� �������.  

�	�	�� 6.6. (����������� ������� ��������� ��$�������) A��� 
������� y = f (x) ��*�& ����	
	���
�	� � �	����
�� �
��	*���	 
(a, b), �
��	� f 7 (x) < 0) ��� �%��#� x 
 (a, b), �� � N��� �
��	*���	 
#
��� ������� �&����&�, 	��� f 7 (x) > 0, �� #
��� ������� ��#��-
�&� � �
��	*���	 (a, b).  

���	�	
	��	. ���� (x0, f (x0)) #
��� ������� y = f (x) �"&�	��� 
���� �	�	��&� �������, 	��� �� ���	��	� ������, #�	 ������� �&-
���� �� �����, #�	 ������� ��#���.  

�	�	�� 6.7. (+��*����!�� ������� ����� ���$�*�) A��� #
��� 
������� y = f (x) ��		� �	
	#�� � ����	 (x0, f (x0)) � ���
� �
��"����� 
f 7 (x) �	�
	
&�� � ����	 x0, �� f 7 (x0) = 0.  

�	�	�� 6.8. (����������� ������� ����� ���$�*�) A��� � �	��-
��
�� ��
	������� ����� x0 ��+	����	� ���
� �
��"����� ������� y = 
(x), �
��	� f 7 (x0) = 0, � � �
	�	�� N��� ��
	������� ��	� � ��
� �� 
����� x0 "��� f 7 (x) 
"����&, �� #
��� ������� ��		� �	
	#�� � ���-
�	 (x0, f (x0)).  

C��	��� 
#��	�� ������� � = f (x), �
� ����
&� ���� ���
� 
�
��"����� ������� 
�� ���%, ���� «�	 ��+	����	�» �"&�%��� 
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�
����	����� ������ ���
�#� 
�� (��� ��"��*�&�� ������ �	
	#�-
�).  

6. 2. �(E#& �)��# ��������#��& ��#$��# $*��%�� 

9
���
	�	��&	 ��&�� � ��
	�	�	��� ���	
���� ������������ 
�������, N���
	��� �������, ���	
���� �&�������� � ��#������� 
#
��� �������, 	#� ���	� �	
	#�� � ������� ��"����%� �
��	��� 
�����	 ����	�����	 ������� � ����
���� N���" #
��� �������, ��-
��
&�, ���� � �	 ���	� ��������� ����<�� ��������%, �� ��	 *	 ��� 
��"��*����� �����
	�� �
��	
�&	 ������� � ����	������ ����	��	-
��� �������.  

"�� ����! ������������! #������ �*���� ���!����� ��9���� 
����� �������: 

1. @��� ������ ��
	�	�	��� �������.  
2. ?��	���� (	��� ��� 	���) ����	������ ������� (�	
�����-

�����, �	������ � �	�	������) � ����� �	
	�	�	��� #
��� ������� � 
����� ���
����.  

3. A��� #
����&	 ����� ������ ��
	�	�	��� ������� �
���-
�	*� 	�, �� ���� "��	��� ������� � N��� �����, � �
������� ����	 
�&������ ���	�	��	 ������� � ��
	������� N��� ���	� (���%�� � �	-
������	��&	 ����� – 	 � + 	).  

4. @��� ������&	 �������& (�	
������&	 ��
	�	��%��� � 
�����	 3) ��� ��	������ � �� ����������.  

5. @��� y�. ?�
	�	���� ���	
��& ������������ (��"
����� � 
��&���� �������) � ������&	 N���
	���&.  

6. @��� y��. ?�
	�	���� ���	
��&, � ����
&� #
��� ������� 
�&����&� ��	
� (�&����&�) ��� �&����&� ���" (��#���&�) � ����� �	-

	#��.  

7. 9���
���� #
��� �������, ������"�� ��	 �����	��&	 
	-
"�����& ����	������.  

���	����	. A��� �����	��&� 
	"������� ����	������ ��*	��� 
�	���������, �� ��	��	� ���� 	+	 �	������� ���	� #
��� �������, 
������ �" 		 �
��	���.  

9���
�	��	 #
��� ������� �	�	����
"�� �&������� �� 	#� 
N�	�	���, ���	� " �&����	��	� ���	���&� ������� ����	������.  

@	 ��	#� ��*�� ����� ��	����� N��� ��	�	. $&����	��	 ����� 2 
����	������ �
	��	� 
	<	��� �
��	��� f (x) = 0 � ��*	� �&�� ���+	-
��, 	��� N�� 
	<	��	 �	��"� �������� N�	�	��
�&� ���	�.  
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6. 3. ������" 

����� 6.1. 9
��	��� �����	 ����	�����	 � ����
���� #
��� 

������� 2

3
4

xy
x

�
�

.  

�������.  
1. ?����� ��
	�	�	��� ������� D (y) = (–	; –2) 8 (–2; 2) 8 (2; 

+	).  
2. ?����� ��
	�	�	��� ����	�
��� �������	���� ��� ���
-

���� �  

2 2

3( ) 3( ) ( )
( ) 4 4

x xf x f x
x x
�

� � � � � �
� � �

.  

'�	����	����, ������� �	�	���, � 		 #
��� ����	�
��	� ����-
���	���� ��� ���
����.  

@��	� ����� �	
	�	�	��� #
��� ������� � ����� ���
����. 
9	
	�	�	��	 � ���% Ox:  

y = 0 / 
2

3 0
4

x
x

�
�

 / x = 0. 

9	
	�	�	��	 � ���% Oy:  
x = 0 / 

2

3 0 0
0 4

�
�

�
 / y = 0.  

'�	����	����, #
��� ������� �	
	�	�	� ��	 ���
�����&	 ��� 
� ���	 ���
���� � ����	 O (0; 0).  

3. E������ ��		� ��	 ����� 
"
&�: x = – 2 � x = 2. ?�
	�	��� 
��� 
"
&���: 

2 0 2 0

3 3( 2) 6lim ( ) lim ,
( 2)( 2) ( 2 0 2)( 2 0 2) 4( 0)x x

xf x
x x�� � �� �

� � � ��
� � � � �	� � � �� � � � � � � � �� � � �

2 0 2 0

3 3( 2) 6lim ( ) lim .
( 2)( 2) ( 2 0 2)( 2 0 2) 4( 0)x x

xf x
x x�� � �� �

� � � ��
� � � � �	� � � �� � � � � � � � �� � � �

 
����&�� ����	�
�% #
��� �������, �������	���� ��� ��-

�
���� ��� x = 2 �����	�  

2 0
lim ( )

x
f x

� �
� �	  � 

2 0
lim ( )

x
f x

� �
� �	 .  

!��, ����� x = – 2 � x = 2 ����� 
"
&� ���
�#� 
��, �
��&	 
x = – 2 � x = 2 – �	
������&	 �������& #
��� �������.  

!���	��	� ���	�	��	 ������� �
� x � – 	 � x � + 	: 

2

3 3lim ( ) lim lim 0.
( 2)( 2)x x x

x xf x
x x x��	 ��	 ��	

� � �
� �
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����&�� �	������ �������  
3lim ( ) lim 0

( 2)( 2)x x

xf x
x x��	 ��	

� �
� �

, 

��� �&������ 

2

3 3lim ( ) lim lim 0
( 2)( 2)x x x

x xf x
x x x��	 ��	 ��	

� � �
� �

.  

!��, y = 0 – #�
�"������� ������� #
��� ������� �
� 
x � �	.  

4. E������ ��
	�	�	� �
� ����� �#���� ����<�� x. '�	���-
�	����, ��"��*�� ��+	�������	 ������&� �������. !���	�����	 
���	�	��� ������� �
� x � �	 �
"� ��"����	� ���� #�
�"������&	 
�������& (����&� ����� �������� ��������� y = k x + b �
� k =0).  

5. @��	� �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� �	
��#� 

��. !�		�:  

2 2

2 2 2 2 2

3 ( 4) 2 3(4 )3
4 ( 4) ( 4)

x x x x xy
x x x

� � � � �� �� � � � �� �� � �� �
 / 

) y� � 0 �
� 2 x
 D (y); 
�) y� = 	 (�
��"����� «�	 ��+	����	�») �
� x = � 2 9 D (y).  
����� 
"
&� x = � 2 
"���%� ������ ��
	�	�	��� ������� � 

�
� ����. ?�
	�	��� "�� �
��"������ � �*��� �" ���. 9������: 

 
'�	����	����, ������� ��&�	� � ���	
��� (–	; –2), (–2; 2) � 

(2;+	). ���	� N���
	��� �	�.  
6. @��	� ���
�% �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� 

���
�#� 
��. !�		�: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2 3

3(4 ) 2 ( 4) (4 ) 2( 4) 2 6 (12 )3
( 4) ( 4) ( 4)

x x x x x x x xy
x x x

7
� �� � � � � � � ��� � � � � �� �� � �� �

/ 

) y�� = 0 �
� x = 0; 
�) y�� = 	 (���
� �
��"����� «�	 ��+	����	�») �
� x = � 2 9 D 

(y).  
�
����	��� ���� ���
�#� 
�� � ����� 
"
&� 
"���%� ��-

���� ��
	�	�	��� ������� � �	�&
	 ����. ?�
	�	��� "�� ���
�� 
�
��"������ � �*��� �" ���. 9������: 

– –– 

-2 2 

y� 

y 
x 
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'�	����	����, #
��� ������� �&����&� � ���	
��� (–	; –2) 

� (0;2), #
��� ������� ��#���&� � ���	
��� (–2; 0) � (2;+	). ���� 
�	
	#�� x = 0.  

7. @ �������� �
��	�	���#� ����	������ ��
��� ��	�� #
-
��� 
��. 24. 

 

���. 24. ���#�� #������ 2

3
4

xy
x

�
�

 

����� 6.2. 9
��	��� �����	 ����	�����	 � ����
���� #
��� 
������� 2 xy x e�� .  
�������.  

1. ?����� ��
	�	�	��� ������� D (y) =� .  
2. ?����� ��
	�	�	��� ����	�
��� �������	���� ��� ���
-

���� � 
� �2 ( ) 2( ) ( )x xf x x e x e f x� �� � � � � � .  

x 
2-

y 

88: :

+ – + – 

-2 2 

y�� 

y 
x 

 0 
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'�	����	����, ������� ��+	#� ���, � 		 #
��� �	 ����	��� ����	�-

���&� �������	���� ��� Oy ��� ��� ���
����. 

@��	� ����� �	
	�	�	��� #
��� ������� � ����� ���
����. 
9	
	�	�	��	 � ���% Ox:  

y = 0 / 2 0xx e� �  / x = 0.  
9	
	�	�	��	 � ���% Oy: 

x = 0 / 2 00 0e �  / y = 0.  
'�	����	����, #
��� ������� �	
	�	�	� ��	 ���
�����&	 ��� 

� ���	 ���
���� � ����	 O (0; 0).  
3. E������ �	 ��		� ���	� 
"
&�. 9�N���� �	
������&� 

������� � #
��� ������� �	�.  
!���	��	� ���	�	��	 ������� �
� x � – 	 � x � + 	: 

2

lim ( ) lim ,
0xx x

xf x
e��	 ��	

�	� �� � � �	� ��� �
 

� �
� �

� �

� �

22 2
lim ( ) lim lim lim 0.xx x x xx x

x xxf x
e e e

��	 ��	 ��	 ��	

� �
	� �� � � � �� � � �	� �

 

!��, y = 0 – #�
�"������� ������� #
��� ������� �
� 
x � +	.  

4. E������ ��
	�	�	� �
� ����� �#���� ����<�� x. '�	���-
�	����, ��"��*�� ��+	�������	 ������&� �������. !���	�����	 
���	�	��� ������� �
� x � + 	 ��"������ ���� #�
�"�������% 
��������.  

9
� x � – 	 ��		�: 
( )lim lim .

0xx x

f x x�
x e��	 ��	

�	� �� � � � �	� ��� �
 

'�	����	����, �������� �������& �
� x � – 	 �	�.  
5. @��	� �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� �	
��#� 


��. !�		�:  
22 ( 1) (2 )x x xy x e x e e x x� � �� � � � � � � � �  / 

) y� = 0 �
� x = 0, x = 2; 
�) y� ��%�� ��+	����	� � �	�
	
&�� 2 x 
� .  
���� ��
"��, �
����	����� ������ �	
��#� 
�� ����%��� ���-

�� x = 0, x = 2. �
����	���	 ����� 
"���%� ������ ��
	�	�	��� 
������� � �
� ����. ?�
	�	��� "�� �
��"������ � �*��� �" ���. 
9������: 
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'�	����	����, ������� ��&�	� � ���	
��� (–	; 0) � (2;+	), 

������� ��"
��	� � ���	
��	 (0; 2).  
���� x = 0 – ���� �������. ������� �������: y min = y (0) = 0.  
���� x = 2 – ���� �������. ������� �������: y max = y (2) = 4 e -

2.  
6. @��	� ���
�% �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� 

���
�#� 
��. !�		�: 

� �2 2 2(2 ( 1)(2 ) (2 2 ) ( 4 2);x x x xy e x x e x x e x e x x� � � ��
�� � � � � � � � � � � �  / 

) y�� = 0 �
� x1,2 = 2 2� ; 
�) y�� ��%�� ��+	����	� � �	�
	
&�� 2 x 
� .  
���� ��
"��, �
����	����� ������ �	
��#� 
�� ����%��� ���-

�� x1,2 = 2 2� .  
�
����	���	 ����� ���
�#� 
�� 
"���%� ������ ��
	�	�	��� 

������� � �
� ����. ?�
	�	��� "�� ���
�� �
��"������ � �*��� �" 
���. 9������: 

 
'�	����	����, #
��� ������� �&����&� � ���	
��	 

� �2 2;2 2� � , #
��� ������� ��#���&� � ���	
��� � �;2 2�	 �  

� � �2 2;� �	 . ����� �	
	#��  

� � � �2 2 22 2; 2 2A e� �� �� � �� �
� �

 � � � � �2 2 22 2; 2 2B e� �� �� � �� �
� �

.  

7. @ �������� �
��	�	���#� ����	������ ��
��� ��	�� #
-
��� 
��. 25. 

88 :

– + + 

22 �  22 �

y�� 

y 
x 

– +– 

0 2 

y� 

y 
x 
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���. 25. ���#�� #������ 2 xy x e��  

����� 6.3. 9
��	��� �����	 ����	�����	 � ����
���� #
��� 

������� 2 48y x x� � .  
�������.  

1. ?����� ��
	�	�	��� �������: 
8x2 – x4 � 0 / (8 – x2) � 0 / |x| � 2 2 .  

'�	����	����, D (y) = 2 2;2 2� �� ! .  

2. ?����� ��
	�	�	��� ����	�
��� �������	���� ��� ���
-
���� �  

2 4 2 4( ) 8( ) ( ) 8 ( )f x x x x x f x� � � � � � � � .  
'�	����	����, ������� �	���, � 		 #
��� ����	�
��	� ������-

�	���� ��� Oy.  
@��	� ����� �	
	�	�	��� #
��� ������� � ����� ���
����. 

9	
	�	�	��	 � ���% Ox:  
y = 0 / 2 48 0x x� �  / x = 0, 2 2x � � .  

9	
	�	�	��	 � ���% Oy: 
x = 0 / 2 48 0 0 0� � �  / y = 0.  

x 

22 �  22 �  2 

y 
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'�	����	����, #
��� ������� �	
	�	�	� ��	 ���
�����&	 ��� 
� ���	 ���
���� � ����	 O (0; 0) � �	
	�	�	� ��� Ox � ����� 

( 2 2;0)A �  � (2 2;0)B .  
3. 3 =
����&	 ����� ������ ��
	�	�	��� ������� �
	����-

��%� ����� ����� A ( 2 2� , 0) � B ( 2 2 , 0). E������ �	 ��		� ���	� 

"
&�.  

4. E������ �	 ��
	�	�	� �
� ����� �#���� ����<�� x. '�	���-
�	����, ������&� ������� � #
��� ������� �	�.  

5. @��	� �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� �	
��#� 

��. !�		�:  

� �
3

2 4

2 4 2 4

16 4 2 ( 2)( 2)8
2 8 8

x x x x xy x x
x x x x

� � � �� � � � � �
� �

 / 

) y� = 0 �
� x = 0, x = 2, x = – 2; 
�) y� = 	 (�
��"����� «�	 ��+	����	�») �
� 2 2x � � .  
���� ��
"��, �
����	����� ������ �	
��#� 
�� ����%��� ���-

�� x = 0, x = 2 � x = – 2. �
����	���	 ����� 
"���%� ������ ��
	�	-
�	��� ������� � �	�&
	 ����. ?�
	�	��� "�� �
��"������ � �*��� 
�" ���. 9������: 

 
'�	����	����, ������� ��&�	� � ���	
��� (– 2; 0) � (2;2 2 ), 

������� ��"
��	� � ���	
��� ( 2 2� ; – 2) � (0; 2).  
���� x = 0 – ���� �������.  
������� �������: y min = y (0) = 0.  
����� x = 2 � x = – 2 – ����� �������.  
������� �������: y max = y (2) = 4, y max = y (– 2) = 4.  
6. @��	� ���
�% �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� 

���
�#� 
��. !�		�: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2 3

3(4 ) 2 ( 4) (4 ) 2( 4) 2 6 (12 )3
( 4) ( 4) ( 4)

x x x x x x x xy
x x x

7
� �� � � � � � � ��� � � � � �� �� � �� �

/ 

) y�� = 0 �
� x = 0; 
�) y�� = 	 (���
� �
��"����� «�	 ��+	����	�») �
� x = � 2 9 D 

(y).  

22  

+ ––+

-2 2 

y� 

y 
x 

0 22�  
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�
����	��� ���� ���
�#� 
�� � ����� 
"
&� 
"���%� ��-
���� ��
	�	�	��� ������� � �	�&
	 ����. ?�
	�	��� "�� ���
�� 
�
��"������ � �*��� �" ���. 9������: 

 
'�	����	����, #
��� ������� �&����&� � ���	
��� (–	; –2) 

� (0;2), #
��� ������� ��#���&� � ���	
��� (–2; 0) � (2;+	). ���� 
�	
	#�� x = 0.  

 

���. 26. ���#�� #������ 2 48y x x� �  

7. @ �������� �
��	�	���#� ����	������ ��
��� ��	�� #
-
��� 
��. 26. 

����� 6.4. 9
��	��� �����	 ����	�����	 � ����
���� #
��� 
������� 2y x arctgx� � .  
�������.  

1. ?����� ��
	�	�	��� ������� D (y) =� .  
2. ?����� ��
	�	�	��� ����	�
��� �������	���� ��� ��-

�
���� � 
� �( ) 2 ( )f x x arctg x f x� � � � � � � .  

'�	����	����, ������� �	�	���, � 		 #
��� ����	��� ����	�
���&� 
�������	���� ��� ���
����. 

@��	� ����� �	
	�	�	��� #
��� ������� � ����� ���
����. 
9	
	�	�	��	 � ���% Ox:  

: :

– –

22� 22

y�� 

y 
x 

 0 

4 

x 

22  22�  

y 

-2 2 
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y = 0 / 2 0x arctgx� �  / 2x arctgx� .  
9	
	�	�	��	 � ���% Oy: 

x = 0 / 0 2 0 0arctg� �  / y = 0.  
'�	����	����, #
��� ������� �	
	�	�	� ��	 ���
�����&	 ��� 

� ���	 ���
���� � ����	 O (0; 0) � ��� Ox � ����	�
���&� ������-
�	���� ���� ����� x1,2, ����
&	 ��*�� ���� #
���	��� �" ����	�& 

,
2arctg .

y x
y x
�&

' �(
  

3. E������ �	 ��		� ���	� 
"
&�. 9�N���� �	
������&� 
������� � #
��� ������� �	�.  

!���	��	� ���	�	��	 ������� �
� x � – 	 � x � + 	: 
� � � �lim ( ) lim 2arctg ,

x x
f x x x

��	 ��	
� � � �	 � � �	5  

� � � �lim ( ) lim 2arctg ,
x x

f x x x
��	 ��	

� � � �	 � � �	5  

!��, #�
�"������&� ������� � #
��� ������� �	�.  
4. E������ ��
	�	�	� �
� ����� �#���� ����<�� x. '�	���-

�	����, ��"��*�� ��+	�������	 ������&� �������.  
9
� x � – 	 ��		�: 

1
( ) 2arctglim lim 1

x x

f x x x�
x x��	 ��	

�
� � � , 

� �1 1lim ( ) lim 2arctg .
x x

b f x k x x
��	 ��	

� � � � �5  

9
� x � + 	 ��		�: 

2
( ) 2arctglim lim 1

x x

f x x x�
x x��	 ��	

�
� � � , 

� �2 2lim ( ) lim 2arctg .
x x

b f x k x x
��	 ��	

� � � � � �5  

'�	����	����, y x� �5  �������� �������& �
� x � – 	 � y x� �5  
�������� �������& �
� x � + 	.  

5. @��	� �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� �	
��#� 

��. !�		�:  

2 2

2 2 2

2 1 2 11
1 1 1

x xy
x x x

� � �� � � � �
� � �

 / 

) y� = 0 �
� x = 1, x = –1; 
�) y� ��%�� ��+	����	� � �	�
	
&�� 2 x 
� .  
���� ��
"��, �
����	����� ������ �	
��#� 
�� ����%��� ���-

�� x = 1, x = –1. �
����	���	 ����� 
"���%� ������ ��
	�	�	��� 
������� � �
� ����. ?�
	�	��� "�� �
��"������ � �*��� �" ���. 
9������: 



 77

 
'�	����	����, ������� ��&�	� � ���	
��	(–1; 1), ������� ��"-


��	� � ���	
���(–	; -1) � (1;+	),  .  
���� x = 1 – ���� �������. ������� �������: 

min (1) 1
2

y y� � �
5 .  

���� x = –1 – ���� �������. ������� �������: 

max ( 1) 1
2

y y� � � � �
5 .  

6. @��	� ���
�% �
��"�����% ������� � �
����	���	 ����� 
���
�#� 
��. !�		�: 

� � � �
2 2 2

2 22 2 2

1 2 (1 ) 2 ( 1) 4
1 1 1

x x x x x xy
x x x

�� �� � � ��� � � �� ��� � � �
 / 

�) y�� = 0 �
� x = 0; 
#) y�� ��%�� ��+	����	� � �	�
	
&�� 2 x 
� .  
���� ��
"��, �
����	����� ������ �	
��#� 
�� ����%��� ���-

�� x = 0.  
�
����	���	 ����� ���
�#� 
�� 
"���%� ������ ��
	�	�	��� 

������� � ��	 ����. ?�
	�	��� "�� ���
�� �
��"������ � �*��� �" 
���. 9������: 

 
'�	����	����, #
��� ������� �&����&� � ���	
��	 � �;0�	 , 

#
��� ������� ��#���&� � ���	
��	 � �0;�	 . ���� O (0; 0) – ���� 
�	
	#�� #
��� �������. 

7. @ �������� �
��	�	���#� ����	������ ��
��� ��	�� #
-
��� 
��. 27. 

:

– +

0 

y�� 

y
x

8

+ ++ 

-1 1 

y� 

y 
x 
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���. 27. ���#�� #������ 2y x arctgx� �  

������" � �#�#��& ��& �#���������� 

1. @����	 �������& � ����
���	 #
��� ������� 
2 1xy
x
�

� .  

2. @����	 �������& #
��� ������� 2 4y x� �  � ����
���	 
	#�.  

3. @����	 N���
	���& ������� 
2

2
x

y xe
�

�  � ����
���	 		 #
-
���.  

4. @����	 ����� N���
	��� � ����� �	
	#�� #
��� ������� 
2

2

1x

x

ey
e
�

�  � ����
���	 #
���.  

5. @����	 ���	
��& ������������ � ����� �	
	#�� #
��� 

������� 
4

3

4
xy x� �  � ����
���	 	#�.  

6. @����	 ���	
��& ������������ � ���	
��& �&�������� � 

��#������� #
��� ������� 
xey

x
�  � ����
���	 #
���.  

 

x 
5 –1 

y 

–5 

–5 

5 

1 
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