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Обзор методов решения задач теплопроводности

Метод функций Грина

Метод Дюамеля (Дюамеля-Неймана)

Метод разделения переменных (метод Фурье)

Методы интегральных преобразований в конечных и
бесконечных пределах

Задачи
тепло-

проводности

Cтационарные Нестационарные Aвтомодельные

Постоянные
условия
на границе

С подвижными
границами

Сопряженные
задачи

Условия
на границе,
зависящие
от времени

С подвижными
источниками
тепла

ЛЕКЦИЯ 5

Точные
методы
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До сих пор мы рассматривали системы, в которых в результате теплопроводности
процессы изменения температуры во времени были завершены.  Но для
установления стационарного состояния с заданной точностью требуется некоторое
время. Кроме того, большинство технологических процессов обработки материалов
высокоэнергетическими источниками являются существенно нестационарными.
Поэтому на анализе некоторых нестационарных задач мы остановимся, не прибегая к
изучению теоретических основ точных аналитических методов.
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Пример

При измерении температуры термометром важно знать, насколько быстро
термометр реагирует на изменение температуры.

Полупериодом tП называют интервал времени, в пределах которого начальная
разность между истинной температурой и показаниями термометра сокращается
наполовину после внезапного изменения истинной температуры.

Определим этот полупериод для ртутного термометра, находящегося в потоке
воздуха. Пусть ртутный «шарик» имеет форму цилиндра мм. Коэффициент
теплопроводности ртути ккал/(м ч К). Коэффициент
температуропроводности м2/ч . Термическим сопротивлением тонкой
стеклянной стенки пренебрегаем. Коэффициент теплообмена для потока воздуха
есть Ккал/(м2ч К).
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Следовательно, можно полагать, что показания термометра
правильно отражают изменение истинной температуры, если это
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Пусть теперь граничные условия – функция времени. Примем, что температура
потока меняется со временем линейно
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Один из способов
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будет показан
дальше: слайд 11
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Простейшие краевые задачи

Пусть на поверхности «полубесконечного» тела поддерживается постоянная
температура . Это «выполняется», если размер образца Н много больше зоны
прогрева, которая формируется в образце за время обработки
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Такие задачи удобно решать операционным методом (т.е., методом интегральных
преобразований по Лапласу). Это один из самых эффективных методов решения
нестационарных задач теплопроводности
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Для ряда задач такой путь был бы весьма сложным, если бы не имеющиеся в настоящее
время таблицы интегральных преобразований и теоремы, существенно упрощающие ход
решения

Бейтмен Н.Г., Эрдейи А. Таблицы интегральных преобразований в двух томах.
Справочная математическая библиотека. Т.1. Преобразования Фурье, Лапласа, Меллина.
М.1969 г. Т.2. Преобразования Бесселя. Интегралы от специальных функций. М. 1970

В некоторых случаях перейти к оригиналам все же не удается. И тогда на помощь приходят
разнообразные приближенные методы и асимптотические разложения, позволяющие
построить приближенное решение изучаемой задачи, что очень важно для инженерных
приложений. Некоторые простые примеры мы далее рассмотрим.
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(25) в физических переменных:
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Подобные источники тепла часто
встречаются при обработке
поверхностей внешними
источниками энергии,

соответствующим потоком ионов,
электронов и т.п.
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Задача с граничными условиями третьего рода

Задача с граничными условиями третьего рода соответствует нагреву или охлаждению
полупространства или теплоизолированного с боковой поверхности стержня (слоя)
бесконечной длины в потоке газа или жидкости. На границе задается теплообмен с потоком
по закону Ньютона.

÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

l
¶
¶

=
¶
¶

r
x
T

xt
Tc

0TT:x =¥®

00 TT:t ==

( )0 e
Tx   T T
x

: ¶
= - l = a -

¶
0

0e

T T
T T

-
q =

-

;2

2

x¶

q¶=
t¶
q¶

;: 0=q¥®x

.: 00 =q=t

( )1¶q
- = - q
¶x

Bi0 :x =

( ) ( )p
p p

expq = -x
+

Bi
Bi

Решение задачи в пространстве
изображений

( )2

2

2
exp .

xæ ö
q = -ç ÷tè ø

xæ ö
- x + t t +ç ÷tè ø

erfc

Bi Bi erfc Bi

0,0 2,5 5,0 7,5
0,00

0,25

0,50

0,75

5

5

4

4

3

3

2

2

11

x

Q

( ) ( )21 expq = - t tBi erfc Bi0x =

На поверхности

2x =

пунктир

III.

19

( )
2

0 0 2

2

e
x xT T T T t

ct c

x                        t
c t

exp
é æ öa aæ ö= + - - + ×ê ç ÷ç ÷ ç ÷rlrlè øê è øë

ùæ öa
× + úç ÷ç ÷rl úè øû

er fc
a a

erf c
a

Асимптотические свойства:

( ) ( )0 00 1e
xT t T T T t

c c
, ex p

é ùæ ö æ öa a
= + - -ê úç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷rl rlê úè ø è øë û

erf c
a
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Почти
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температура
поверхности

Нагрев потоком
величины
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Найти решение задачи, используя операционный метод

1.Задача на дом:
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Для целого ряда нестационарных задач весьма удобным оказываетсяметод Дюамеля
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Полагаем v+= uT Введенные функции должны удовлетворять дифференциальному
уравнению той же формы, но более простым краевым условиям
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Решение задачи для u с граничными условиями (33) нам известно, вернее, легко может быть
получено из решения задачи (10) с г.у. I рода , записанного в размерных переменных:
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Теорема Дюамеля гласит
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Теорема Дюамеля может быть применена и к случаям конвективного теплообмена на поверхности,
когда твердое тело, имеющее однородную начальную температуру, внезапно подвергается
воздействию окружающей жидкости (газа), температура которой меняется со временем по
заданному закону.

Чтобы применить теорему Дюамеля, найдем решение , которое также содержится в (35)( )tx,j
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Если есть решение для изменения температуры в твердом теле, начальная температура
которого равна нулю, а поверхность поддерживается при температуре, равной единице, то
решение для случая, когда температура поверхности тела меняется со временем, т.е.,

, дается формулой

( )tx,j

( )tx,v
( ) 0v f t  x,= =

Для нахождения функции v нам потребуется теорема Дюамеля
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В результате решение для функции принимает вид:v
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Полное решение дается суммой величин v+u
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Найдем решение для линейного изменения температуры поверхности ( ) CtTtf += 0 (40)

Мы должны проинтегрировать уравнение (39)
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В третьем слагаемом проинтегрируем по частям 2
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Распределение температуры
вблизи нагреваемой
поверхности в различные
моменты времени показано
на рисунке. В расчетах
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Даже при линейном изменении температуры поверхности в точках, отличных от
температура меняется со временем нелинейно, что, естественно, связано с
процессом теплопроводности

0x = ,
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(42)

Граничные условия такого вида
встречаются в поршневых двигателях
внутреннего сгорания, циклических
регенераторах и наблюдаются в верхнем
слое земной поверхности в результате
ежедневно и ежегодно повторяющихся
вариаций температуры
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2. Задание на дом (или лаб.): Используя
теорему Дюамеля, найти решение задачи
(42) в физических переменных и построить
зависимость температуры от времени в
разных точках и для разных
теплофизических свойств в различные
моменты времени
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Примеры сопряженных задач
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Решаем задачу операционным методом
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Окружающая
среда

Предположим, что термическая обработка материала
тепловым потоком постоянной величины осуществляется
в среде, свойства которой отличны от свойств
обрабатываемого материала. Требуется оценить влияние
среды на величину температуры материала по сравнению
с его обработкой в вакууме.

Для сопряженных
задач операционный
метод практически
незаменим
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Качественное распределение температуры

Нагрев потоком, уменьшенным в раз:e+ K1

28

Термическая обработка материала с покрытием

Перейдем к безразмерным переменным
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и поверхностью -
идеальный
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Ход решения
1.Задача в пространстве изображений
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3.Используя условия в нуле и на границе раздела, находим систему уравнений для
определения постоянных интегрирования
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В результате решение задачи в пространстве изображений примет вид
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точное
решение
задачи
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Часто требуется знать решение в отдельных точках для ограниченных значений времени. В этом
случае можно получить приближенное решение в простой форме, что удобно для использования
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Ряд быстро сходится
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Следовательно,
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большие значения
комплексной
переменной
соответствуют
малым значениям
времени
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Быструю сходимость ряда в
решении иллюстрирует рисунок
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Сплошные линии соответствуют расчету по формуле (73) с удержанием 25 членов
ряда, а символы – расчету по формуле (75). Видно, что результаты практически
совпадают.
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Малость параметра можно использовать непосредственно
в пространстве изображений

Параметр , входящий в решение, можно трактовать как термическую толщину покрытия.
Это отношение реальной толщины покрытия к толщине теплового пограничного слоя,
формирующегося в материале покрытия за некоторое характерное время.
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Если покрытие является термически тонким,  мы можем воспользоваться асимптотическим
представлением известной нам функции .
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Задача с неидеальным тепловым контактом ,
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Неидеальный тепловой контакт может быть связан с
шероховатостью поверхностей; процессами
газификации…

Переход к безразмерным переменным и способ
решения – аналогичны предыдущему.

Граничное условие для температур на контакте в
безразмерных переменных принимает вид
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Решение в пространстве изображений по Лапласу, d=x
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Различие между
температурами с
течением времени

убывает
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