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1. Цели освоения дисциплины

Целями освоения дисциплины в области обучения, воспитания и развития, соответствующими целям ООП по направлению 03.03.02 «Физика», являются:

· изучение базовых понятий теории интегральных уравнений и вариационного исчисления; 

· освоение основных приемов решения практических задач по темам дисциплины;

· приобретение опыта работы с математической и связанной с математикой научной и учебной литературой; 

· развитие четкого логического мышления.
2. Место дисциплины в структуре ООП

Дисциплина «Интегральные уравнения и вариационное исчисление» относится к дисциплинам вариативной части и входит в междисциплинарный профессиональный модуль (М4). Эта дисциплина является необходимой для освоения дисциплин из модулей М4-М5.

Дисциплине «Интегральные уравнения и вариационное исчисление» предшествует освоение дисциплин (ПРЕРЕКВИЗИТЫ): 

· «Математика 1.1» (Б1.БМ2.1); 
· «Математика 2.1» (Б1.БМ2.2);
· «Математика 3.1» (Б1.БМ2.3);
· «Векторный и тензорный анализ» (Б1.БМ3.8).
Содержание разделов дисциплины «Интегральные уравнения и вариационное исчисление» согласовано с содержанием дисциплин, изучаемых параллельно (КОРЕКВИЗИТЫ): 

· «Атомная физика» (Б1.ВМ4.7);
· «Теоретическая физика» (Б1.БМ3.4).
3. Результаты освоения дисциплины

В соответствии с требованиями ООП освоение дисциплины направлено на формирование у студентов следующих компетенций (результатов обучения),  в т.ч. в соответствии с ФГОС:

Таблица 1 

Составляющие результатов обучения, которые будут получены при изучении данной дисциплины

	Результаты

обучения

(компетенции из ФГОС)
	Составляющие результатов обучения

	
	Код
	Знания
	Код
	Умения
	Код
	Владение

опытом

	Р3
(ОПК-2)
	З3.1

З3.6
З3.8
	Фундаментальные законы естественнонаучных дисциплин.

Основные понятия и методы математического анализа, аналитической геометрии, линейной алгебры, теории функции комплексного переменного, операционного исчисления, теории вероятности и математической статистики, дискретной математики.

Структуру научного познания, его методы и формы.
	У3.4
	Выбирать закономерность для решения задач, исходя из анализа условия.
	В3.4 В3.6 В3.7
	Владеть методами вычисления всех разделов высшей математики, в т.ч. для решения задач физики, химии и др. дисциплин.

Анализа результатов решения задач, выполненных лабораторных работ, правильного оформления и анализа графического материала, сравнения с известными процессами, законами, постоянными.

Оценки погрешности измерений, нахождения точных ответов на поставленные вопросы, использования компьютерных средств обработки информации.


В результате освоения дисциплины «Интегральные уравнения и вариационное исчисление» студентом должны быть достигнуты следующие результаты:

Таблица 2 

Планируемые результаты освоения дисциплины (модуля)

	№ п/п
	Результат

	РД1
	В результате освоения дисциплины магистрант должен знать: 

· определение функционала и его первой вариации;

· определение сильного и слабого экстремума функционала;

· необходимое условие экстремума функционала;

· основные леммы вариационного исчисления;

· классические задачи вариационного исчисления;

· уравнение Эйлера;

· необходимые и достаточные условия экстремума второго порядка;

· классификацию линейных интегральных уравнений;

· методы построения резольвенты уравнения Фредгольма;

· теоремы Фредгольма.

	РД2
	В результате освоения дисциплины магистрант должен уметь: 

· построить вариацию функционала и получить необходимое условие экстремума функционала для вариационной задачи с закрепленными концами и ее обобщений;

· решать основные типы вариационных задач на условный экстремум;

· исследовать функционал на экстремум, используя необходимые и достаточные условия;

· классифицировать линейные интегральные уравнения;

· сводить задачу Штурма-Лиувилля к интегральному уравнению;

· строить численное решение уравнение Фредгольма второго рода;

· использовать метод Тихонова регуляризации решения уравнения Фредгольма первого рода;

· использовать математический аппарат для освоения теоретических основ и практического использования физических методов.

	РД3
	В результате освоения дисциплины магистрант должен владеть (методами, приемами): 

· методами решения простейшей вариационной задачи и ее обобщений;

· методами исследования функционала на экстремум;

· методами решения интегральных уравнений Вольтерра и Фредгольма; 

· навыками использования математического аппарата для решения физических задач.


4. Структура и содержание дисциплины

Раздел 1. Вариационное исчисление 

Примеры задач, приводящих к постановке вариационных проблем. Функциональные пространства. Понятие функционала. Непрерывность функционала. Линейный функционал. Дифференцируемость функционала. Первая вариация функционала. Сильный и слабый экстремум. Необходимое условие экстремума функционала. Основная лемма вариационного исчисления. Лемма Дюбуа-Реймона. Вариационная задача с закрепленными границами. Уравнение Эйлера. Регулярные экстремали. Случаи понижения порядка уравнения Эйлера. Обобщения простейшей задачи вариационного исчисления: функционалы от нескольких функций, функционалы с производными высшего порядка, функционалы от функций многих переменных. Задача с подвижными границами.  Условия трансверсальности. Задача Лагранжа. Необходимые условия экстремума при наличии голономных и неголономных связей. Изопериметрическая задача. Квадратичный функционал. Вторая вариация функционала. Необходимые условия слабого и сильного экстремума: условие Лежандра, условие Якоби, условие Вейерштрасса. Поле экстремалей. Достаточные условия сильного и слабого экстремума. Понятие о прямых методах вариационного исчисления. Конечно-разностный метод Эйлера. Метод Ритца.  

Виды учебной деятельности:

Лекции:

1. Функционалы. Основные понятия и определения. 
2. Вариация и экстремум функционала.
3. Простейшая задача вариационного исчисления.
4. Обобщения простейшей задачи вариационного исчисления.
5. Задача с подвижными границами.
6. Задачи на условный экстремум.
7. Необходимые и достаточные условия второго порядка.
8. Прямые методы вариационного исчисления.
Практические занятия:

1. Функциональные пространства. Сильная и слабая окрестность. Расстояние между функциями.
2. Понятие функционала. Непрерывность функционала. Линейный функционал.
3. Дифференцируемость функционала. Первая вариация. Сильный и слабый экстремум. 
4. Вариационные задачи с неподвижными границами. Уравнение Эйлера. Случаи понижения порядка уравнения Эйлера.
5. Функционалы от нескольких функций. Функционалы с производными высшего порядка. Функционалы от функций многих переменных. Необходимые условия экстремума.
6. Вариационные задачи с подвижными границами. Условия трансверсальности.
7. Задача Лагранжа. Необходимые условия экстремума при наличии голономных и неголономных связей. Изопериметрическая задача.
8. Квадратичный функционал. Вторая вариация функционала. Поле экстремалей.
9. Достаточные условия сильного и слабого экстремума. 
10. Исследование функционалов на экстремум.
11. Прямые методы вариационного исчисления. Конечно-разностный метод Эйлера. Метод Ритца.
12. Контрольная работа по теме “Вариационное исчисление”.
Раздел 2. Интегральные уравнения
Классификация линейных интегральных уравнений. Примеры физических задач, приводящих к интегральным уравнениям. Линейные операторы в бесконечномерном евклидовом пространстве. Вполне непрерывный оператор. Теорема существования собственного значения и собственного вектора у симметричного вполне непрерывного самосопряженного оператора. Построение последовательности собственных значений и собственных векторов вполне непрерывного самосопряженного оператора. Однородное уравнение Фредгольма второго рода. Существование собственных значений и собственных функций у интегрального оператора с симметричным ядром. Вырожденные ядра. Теорема Гильберта-Шмидта. Неоднородное уравнение Фредгольма второго рода. Принцип сжатых отображений. Уравнение Фредгольма с "малым (". Уравнение Фредгольма с вырожденным и невырожденным ядром. Теоремы Фредгольма. Уравнение Вольтерра. Метод последовательных приближений. Понятие о корректно и некорректно поставленных задачах. Уравнение Фредгольма первого рода как пример некорректно поставленной задачи. Метод Тихонова регуляризации решения уравнения Фредгольма первого рода. Численные методы решения интегральных уравнений.   
Виды учебной деятельности:

Лекции:

1. Классификация линейных интегральных уравнений. Метрические, нормированные и евклидовы пространства.  
2. Элементы теории линейных операторов. Вполне непрерывный оператор. Самосопряженный оператор. Интегральный оператор Фредгольма.
3. Существование собственного значения вполне непрерывного самосопряженного оператора. Построение последовательности собственных значений и собственных векторов вполне непрерывного самосопряженного оператора.
4. Характеристические числа и собственные функции интегрального оператора Фредгольма с симметричным непрерывным ядром.
5. Теорема Гильберта-Шмидта.
6. Неоднородные уравнения Фредгольма второго рода с симметрическим непрерывным ядром.
7. Принцип сжимающих отображений. Теоремы о неподвижной точке. Уравнение Фредгольма 2-го рода с “малым” λ. Уравнение Вольтера 2-го рода.
8. Уравнения Фредгольма 2-го рода с вырожденным ядром. Теоремы Фредгольма.
Практические занятия:

1. Метрические, нормированные и евклидовы пространства.
2. Линейные операторы. Обратный оператор. Вполне непрерывный оператор. Самосопряженный оператор. Интегральный оператор Фредгольма.
3. Собственные значения и собственные векторы вполне непрерывного оператора самосопряженного оператора.
4. Принцип сжимающих отображений. Метод последовательных приближений для уравнения Фредгольма 2-го рода с “малым” λ.
5. Линейное уравнение Вольтера 2-го рода. Метод последовательных приближений.
6. Неоднородное уравнение Фредгольма 2-го рода. Метод определителей Фредгольма.
7. Уравнение Фредгольма с вырожденным ядром. Теоремы Фредгольма.
8. Интегральные уравнения Фредгольма с симметричным ядром. Теорема Гильберта-Шмидта.
9. Интегральные уравнения 1-го рода.
10. Применение интегральных преобразований к решению интегральных уравнений.
11. Численные методы решения интегральных уравнений.
12. Контрольная работа по теме “Интегральные уравнения”.
5. Образовательные технологии 

При изучении дисциплины «Интегральные уравнения и вариационное исчисление» следующие образовательные технологии:

Таблица 3 

Методы и формы организации обучения

	ФОО

Методы 
	Лекц.
	Лаб. раб.
	Пр. зан./

сем.,
	Тр.*, Мк**
	СРС
	К. пр.***

	IT-методы
	x
	
	
	
	
	

	Работа в команде
	
	
	
	
	x
	

	Case-study
	
	
	x
	
	
	

	Игра
	
	
	
	
	
	

	Методы проблемного обучения
	
	
	
	
	x
	

	Обучение 

на основе опыта
	x
	
	
	
	
	

	Опережающая самостоятельная работа
	x
	
	
	
	
	

	Проектный метод 
	
	
	
	
	
	

	Поисковый метод
	x
	
	
	
	
	

	Исследовательский метод
	
	
	x
	
	
	

	Другие методы
	
	
	
	
	
	


* – Тренинг, ** – мастер-класс, ***– командный проект

6. Организация и учебно-методическое обеспечение 

самостоятельной работы студентов

6.1. Виды и формы самостоятельной работы


Самостоятельная работа студентов включает текущую и творческую проблемно-ориентированную самостоятельную работу (ТСР).

Текущая СРС направлена на углубление и закрепление знаний студента, развитие практических умений и включает:

· работа с лекционным материалом, поиск и обзор литературы и электронных источников информации по индивидуально заданной проблеме курса;
· выполнение домашних заданий;
· изучение тем, вынесенных на самостоятельную проработку;
· подготовка к практическим и семинарским занятиям;
· опережающая самостоятельная работа;
· подготовка к контрольной работе и коллоквиуму, к зачету, экзамену.
Творческая самостоятельная работа включает:

· поиск, анализ, структурирование и презентация информации;
· исследовательская работа и участие в научных студенческих конференциях, семинарах и олимпиадах.
6.2. Содержание самостоятельной работы по дисциплине

Темы индивидуальных заданий:
· Вариационное исчисление.
· Интегральные уравнения.
Темы, выносимые на самостоятельную проработку:

· Канонический вид уравнений Эйлера: функция Гамильтона, канонические переменные. Принцип наименьшего действия в механике.

· Задача об отражении экстремалей.

· Задача Больца и задача Майера. Понятие о терминальном и смешанном целевых функционалах. Необходимые условия экстремума в элементарной задаче Больца.
· Инвариантный интеграл Гильберта и его свойства.

· Прямые методы вариационного исчисления.

· Билинейные и квадратичные формы.

· Линейные операторы в унитарных (евклидовых) пространствах.
6.3. Контроль самостоятельной работы


Оценка результатов самостоятельной работы организуется следующим образом:

· проверка индивидуальных домашних заданий;
· самоконтроль выполнения СРС со стороны студентов.
При выполнении самостоятельной работы рекомендуется использовать:

· материалы, размещенные на персональном сайте преподавателя:

 http://portal.tpu.ru/SHARED/s/...

· ресурсы в LMS Moodle.
7. Средства текущей и промежуточной оценки качества освоения дисциплины

Оценка качества освоения дисциплины производится по результатам следующих контролирующих мероприятий:
	Контролирующие мероприятия
	Результаты обучения по дисциплине

	Защита индивидуальных заданий
	РД1, РД2, РД3

	Контрольные работы
	РД1, РД2, РД3

	Экзамен
	РД1, РД2, РД3


Для оценки качества освоения дисциплины при проведении контролирующих мероприятий предусмотрены следующие средства (фонд оценочных средств):

1. Вопросы для самоконтроля
1) Записать уравнение Фредгольма первого (второго) рода. Какое уравнение называется однородным?
2) Записать уравнение Вольтерра первого (второго) рода. Какое уравнение называется однородным?
3) Сформулировать определение линейного (метрического, нормированного, евклидова) пространства.

4) Сформулировать определение сходимости последовательности элементов метрического (нормированного) пространства. Как перемножаются две матрицы? Свойства произведения матриц.

5) Сформулировать определение пространства C^k[a,b].

6) Сформулировать определение линейного оператора.

7) Сформулировать определение вполне непрерывного оператора.

8) Сформулировать определение самосопряженного (симметрического) оператора, действующего в евклидовом пространстве.

9) Сформулировать определение интегрального оператора Фредгольма с симметрическим ядром.

10) Сформулировать определение собственного значения линейного оператора.

11) Сформулировать определение собственного вектора линейного оператора.

12) Сформулировать определение собственной функции ядра интегрального оператора Фредгольма.

13) Сформулировать определение вырожденного ядра интегрального оператора Фредгольма.

14) Сформулировать теорему Гильберта-Шмидта.

15) Сформулировать определение резольвенты интегрального оператора.

16) Сформулировать альтернативу Фредгольма.

17) Записать метод последовательных приближений решений интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода с малым (.

18) Сформулировать теорему о разрешимости интегрального уравнения Вольтера 2-го рода.

19) Записать оператор Штурма-Лиувилля.

20) Описать свойства собственных значений и собственных функций задачи Штурма-Лиувилля.

21) Сформулировать определение функционала.

22) Сформулировать определение первой вариации функционала. 

23) Сформулировать постановку простейшей задачи вариационного исчисления.

24) Сформулировать определение сильного (слабого) экстремума функционала.

25) Сформулировать постановку задачи поиска экстремума простейшего функционала вариационного исчисления, считая, что один (оба) конца экстремали подвижны; записать необходимые условия экстремума в этой задаче. 

26) Сформулировать необходимые условия Лежандра (Якоби, Вейерштрасса) экстремума функционала в задаче с закрепленными концами.

27) Сформулировать достаточные условия Вейерштрасса слабого (сильного) экстремума функционала в задаче с закрепленными концами.
2. Индивидуальные задания
Образцы индивидуальных заданий
	Вариационное исчисление
1. Найти норму элемента 
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 в пространстве 
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2. Для функционала 
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3. Найти экстремали функционала, содержащего старшие производные: 
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4. Найти экстремали функционала, зависящего от нескольких функций 
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5. Найти экстремали функционала в задаче с подвижными границами 
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6. Найти функции 
[image: image15.wmf]1
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7. Найти функции, на которых может достигаться экстремум функционала в изопериметрической задаче 
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8. Проверить выполнение условия Лежандра для экстремали функционала 
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      проходящей через точки 
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9. Исследовать на экстремум функционал 
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10. Найти методом Ритца приближенное решение задачи об эстремуме функционала: 
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	Интегральные уравнения 

1. Найти резольвенту и решить интегральное уравнение 
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2. Решить интегральное уравнение 
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3. Найти итерированное ядро 
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 для уравнения Фредгольма с 
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4. Найти все характеристические числа и соответствующие собственные функции интегрального уравнения 


[image: image36.wmf]0
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5. С помощью преобразования Лапласа решить интегральное уравнение 


[image: image37.wmf]0
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6. Решить интегральные уравнения методом конечных сумм, либо методом моментов. В методе моментов использовать функции 
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3. Контрольные работы
Образцы контрольных заданий
Контрольная работа по теме «Вариационное исчисление»

Вариант № 1
1. Исследовать на экстремум функционал 
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2. Найти экстремали функционала
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3. Написать уравнение Остроградского для функционала
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4. Найти экстремали изопериметрической задачи 
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5. Найти приближенное решение задачи об экстремуме функционала.
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Вариант № 2
1. Исследовать на экстремум функционал 
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2. Найти экстремали функционала
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3. Написать уравнение Остроградского для функционала
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4. Найти экстремали изопериметрической задачи 
[image: image57.wmf]ò
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5. Найти приближенное решение задачи о минимуме функционала
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4. Вопросы и задания, выносимые на экзамен/зачет

Образцы экзаменационных билетов
	Билет 1

Теоретические вопросы

1. Функционал, линейный функционал. Вариация и экстремум функционала. 

2. Собственные значения и собственные функции интегрального оператора с симметричным ядром. Вырожденные ядра. Теорема Гильберта-Шмидта.

Задачи

1. Исследовать на экстремум функционал
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2. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра с ядром 
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3. Решить интегральное уравнение
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	Билет 2

Теоретические вопросы

1. Вариационные задачи с подвижными границами.

2. Метод А.Н. Тихонова регуляризации решения уравнения Фредгольма первого рода.

Задачи

1. Найти экстремали функционала
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2. Найти характеристические числа и собственные функции для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром
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3. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение
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8. Рейтинг качества освоения дисциплины (модуля)

Оценка качества освоения дисциплины в ходе текущей и промежуточной аттестации обучающихся осуществляется  в соответствии с «Руководящими материалами по текущему контролю успеваемости, промежуточной и итоговой аттестации студентов Томского политехнического университета», утвержденными приказом ректора № 77/од от  29.11.2011 г.

В соответствии с «Календарным планом изучения дисциплины»:

· текущая аттестация (оценка качества усвоения теоретического материала (ответы на вопросы и др.) и результаты практической деятельности (решение задач, выполнение заданий, решение проблем и др.) производится в течение семестра (оценивается в баллах (максимально 60 баллов), к моменту завершения семестра студент должен набрать не менее 33 баллов);

· промежуточная аттестация (экзамен, зачет) производится в конце семестра (оценивается в баллах (максимально 40 баллов), на экзамене (зачете) студент должен набрать не менее 22 баллов).

Итоговый рейтинг по дисциплине определяется суммированием баллов, полученных  в ходе текущей и промежуточной аттестаций. Максимальный итоговый рейтинг соответствует 100 баллам. 

9. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины

Основная литература:
1. Васильева А.Б., Тихонов А.Н. Интегральные уравнения. – М: Лань, 2009. – 160 с. 

2. Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление. – М.: Наука, 1969. – 424 с.

3. Ванько В.И., Ермошина О.В., Кувыркин Г.Н.  Вариационное исчисление и оптимальное управление. М.: Изд-во МГТУ, 1999. – 487 с.
4. Цлаф Л.Я. Вариационное исчисление и интегральные уравнения. – СПб.: лань, 2005. – 191 с.
5. Волков В.Т., Ягола А.Г. Интегральные уравнения. Вариационное исчисление. Курс лекций. – М.: Университет, 2008. – 140 с.
6. Багров В.Г., Белов В.В., Задорожный В.Н., Трифонов А.Ю. Методы математической физики. Уравнение математической физики. - Томск: Изд-во НТЛ, 2002. – 646 с.

7. Лаврентьев М.А., Люстерник Л.А. Курс вариационного исчисления. – М.: Изд-во технико-теоретической литературы, 1950. – 296 с.

8. Романко В.К. Курс дифференциальных уравнений и вариационного исчисления. – М.: Физматлит, 2002. – 344 с.
9. Гюнтер Н.М. Курс вариационного исчисления. – М.: Лань, 2009. – 308 с.
10. Ахиезер Н.И. Лекции по вариационному исчислению. – М.: Изд-во технико-теоретической литературы, 1955. – 248 с.
11. Гельфанд И.М., Фомин С.В. Вариационное исчисление. – М.: Физматгиз, 1961. – 228 с.
12. Краснов М.Л. Интегральные уравнения. Введение в теорию. – М.: Наука, 1975. – 303 с. 

13. Петровский И.Г. Лекции по теории интегральных уравнений. – М.: Физматлит, 2009. – 135 с.
Дополнительная литература:
1. Краснов М.Л., Макаренко Г.И., Киселев А.И. Вариационное исчисление. Задачи и упражнения. – М: Наука, 1973. – 191 с.
2. Васильева А.Б., Медведев Г.Н., Тихонов Н.А., Уразгильдина Т.А. Дифференциальные и интегральные уравнения. Вариационное исчисление в примерах и задачах. – СПб.: Лань, 2010. – 432 с.
3. Романко В.К., Агаханов Н.Х., Власов В.В., Коваленко Л.И. Сборник задач по дифференциальным уравнениям и вариационному исчислению. – М.: ЮНИМЕДИАСТАЙЛ, 2002. – 256 с.
4. Волков В.Т., Ягола А.Г. Интегральные уравнения. Вариационное исчисление. Методы решения задач. – М.: Университет, 2007. – 140 с.
5. Краснов М.Л., Макаренко Г.И., Киселев А.И. Интегральные уравнения. Задачи и упражнения. – М: Наука, 1968. – 192 с.
1. Пантелеев А.В. Вариационное исчисление в примерах и задачах. – М: высшая школа, 2006. – 272 с.
Internet–ресурсы:
http://www.edu.ru/ - Федеральный портал «Российское образование»;
http://www.lib.mexmat.ru - Электронная библиотека механико-математического факультета Московского государственного университета;

http://www.mathnet.ru/ - Общероссийский математический портал Math-Net.Ru — это современная информационная система, предоставляющая российским и зарубежным математикам различные возможности в поиске информации о математической жизни в России;
http://www.benran.ru/ - Библиотека по естественным наукам Российской Академии Наук.
10. Материально-техническое обеспечение дисциплины

Освоение дисциплины производится на базе учебных аудиторий кафедры ВММФ ФТИ (ауд. 307, 412, 421) 10 учебного корпуса ТПУ. Аудитории оснащены современным оборудованием (компьютер, видеопроектор), позволяющим проводить лекционные и практические занятия на высоком профессиональном уровне.
Программа составлена на основе Стандарта ООП ТПУ в соответствии с требованиями ФГОС по направлению и профилю подготовки 03.03.02 Физика. 

Программа одобрена на заседании кафедры

______ВММФ ФТИ ТПУ________________ 

(протокол № 186 от «29» августа 2015 г.).

Автор(ы) ___Мягкий А.Н.________________

Рецензент(ы) ____Цехановский И.А.____________
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