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Ââåäåíèå
Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, âûðàæàþùàÿ ïðèíöèï ðåëÿòèâèñòñêîé èí-

âàðèàíòíîñòè, ëåæèò â îñíîâå âñåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Ýòîò ïðèíöèï áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí À. Ýéíøòåéíîì â íà÷àëå XX âåêà è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíèìàåòñÿ êàê
îäèí èç âàæíåéøèõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòóëàòîâ.

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé òåîðèåé ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè (åñëè îòâëå÷üñÿ îò ãðàâèòàöèè) è òðàêòóåò âñå ôèçè÷åñêèå ÿâëå-
íèÿ êàê ñîáûòèÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, íàçûâàåìîì ïðîñòðàí-
ñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå âåëè-
÷èíû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò, ôîðìèðóþùèõ ãðóïïó Ëè. Èçó÷åíèå
ñâîéñòâ ýòîé ãðóïïû ïðîëèâàåò ñâåò íà ìíîãèå âàæíûå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Â ÷àñòíîñòè, âñå ýëåìåíòàðíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû (ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû)
äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû íåîäíîðîäíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (ãðóïïû Ïóàíêàðå). Êëàññèôèêàöèÿ íåïðèâîäèìûõ óíèòàð-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ
âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè, íàçûâàåìûìè ìàññîé è ñïèíîì ÷àñòèöû, à â ñëó÷àå,
åñëè ïàðàìåòð ìàññû ðàâåí íóëþ, òî äîïóñòèìûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè. Êðîìå òîãî, àíàëèç íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ãðóïïû Ïóàíêàðå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíà-
ìèêó ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Äàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü
ðåëÿòèâèñòñêèìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè.

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå áàçîâûõ
ïðèíöèïîâ ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè. Â ïåðâîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñûâàþòñÿ îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ãðóïïû Ëîðåíöà, ôîðìóëèðóåòñÿ ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ ãðóïï. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå êëàññèôèöèðóþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìàññîé è ñïèíîì ýëåìåíòàð-
íîé ÷àñòèöû, à â áåçìàññîâîì ñëó÷àå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïåöèôèöèðóòñÿ
ïàðàìåòðîì ñïèðàëüíîñòè. Âî âòîðîé ãëàâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëåé
è ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå
óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå àíàëèçà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
Ïóàíêàðå. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïî-
ëåé ñ íèçøèìè ñïèíàìè, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, Äèðàêà, Ìàêñâåë-
ëà è Ïðîêà, à òàêæå óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà. Îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ
óðàâíåíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè.

Ìàòåðèàë, âîøåäøèé â äàííîå ïîñîáèå, îñíîâûâàåòñÿ íà ñîâðåìåííûõ êóðñàõ
òåîðèè ãðóïï è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ýëå-
ìåíòîâ òåîðèè ãðóïï Ëè, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [1�5]. Îïèñàíèå ñâîéñòâ
ãðóïï Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå è èõ ïðåäñòàâëåíèé ñîäåðæèòñÿ â [5�11]. Òðåáîâàíèÿ
ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ñâîéñòâà óðàâíåíèé
Êëåéíà-Ãîðäîíà è Äèðàêà ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ â [8]. Âûâîä ðåëÿòèâèñòñêèõ âîë-
íîâûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå àíàëèçà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå
ïðèâîäèòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [8, 10]. Áàçîâûå àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíû â [9, 12].
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Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ
êóðñîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, à òàêæå äëÿ ñïåöèàëèñòîâ,
ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Îíî ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàíî â
êà÷åñòâå ââîäíîãî ðàçäåëà ïî êóðñó ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Èçëàãà-
åìûé ìàòåðèàë îñíîâàí íà ëåêöèÿõ È.Ë. Áóõáèíäåðà, ïðî÷èòàííûõ â ðàçëè÷íûõ
óíèâåðñèòåòàõ Ðîññèè è çà ðóáåæîì.
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Ãëàâà 1

ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÑÈÌÌÅÒÐÈß

1.1. Ãðóïïà Ëîðåíöà è ãðóïïà Ïóàíêàðå
Âñå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ïîýòîìó ïðî-

ñòðàíñòâî è âðåìÿ ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ ôèçèêè. Â îòñóòñòâèè
ãðàâèòàöèè ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ôîðìóëèðóþòñÿ â ðàìêàõ ñïåöèàëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ôèçè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ îáúåäèíÿþòñÿ â ÷å-
òûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî, òî åñòü â ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,
ïàðàìåòðèçîâàííîå êîîðäèíàòàìè xµ (µ = 0, 1, 2, 3) è ñíàáæåííîå ìåòðèêîé ds2 ñëå-
äóþùåãî âèäà1

ds2 = ηµνdxµdxν = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (1.1)

ãäå

ηµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 . (1.2)

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè, ìåòðèêà ds2 íàçûâàåò-
ñÿ èíòåðâàëîì. Êîîðäèíàòû xµ ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ
−∞ < xµ < ∞. Êîîðäèíàòà x0 íàçûâàåòñÿ âðåìåíí�îé, îíà îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê
x0 = ct, ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà, à t � âðåìÿ. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö, â
êîòîðîé c = 1, ò.å. x0 = t. Êîîðäèíàòû xi (i = 1, 2, 3) íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííû-
ìè, îíè îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå îáúåêòîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Èíòåðâàë ds2 (1.1) íå èìååò îïðåäåëåííîãî çíàêà è ïîýòîìó âîçìîæíû òðè âàðè-
àíòà:

1. ds2 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì.

2. ds2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì.

3. ds2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì èëè ñâåòîïîäîáíûì.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîîðäèíàòû xµ, â êîòîðûõ èíòåðâàë èìååò óêà-
çàííóþ ôîðìó (1.1), îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ðàññìîòðèì äâà ôèêñèðîâàííûõ ñî-
áûòèÿ, ðàçäåëåííûõ èíòåðâàëîì ds2. Ïóñòü èìååòñÿ äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò xµ è x′µ,
ïàðàìåòðèçóþùèõ ýòè äâà ñîáûòèÿ, â êàæäîé èç êîòîðûõ èíòåðâàë èìååò ôîðìó
(1.1), ò.å.

ds2 = ηµνdxµdxν è ds2 = ηαβdx′αdx′β. (1.3)
1Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì µ, ν, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàçíîì óðîâíå, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðî-

âàíèå. Äàëåå âåçäå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ýòî ïðàâèëî, åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå.
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû x′µ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç xµ ïîñðåäñòâîì ãëàäêèõ
ôóíêöèé

x′µ = x′µ(x). (1.4)
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà èíòåðâàëà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè ôèêñèðîâàííûõ ñî-
áûòèé, óðàâíåíèå íà ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

ηµνdxµdxν = ηαβdx′αdx′β. (1.5)
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèí-

êîâñêîãî
x′µ = Λµ

αxα + aµ, (1.6)
ãäå Λµ

α � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò, à aµ � âåêòîð ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.6) â (1.3), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíòû Λµ

ν

ηαβΛα
µΛβ

νdxµdxν = ηµνdxµdxν (1.7)

èëè
ηαβΛα

µΛβ
ν = ηµν . (1.8)

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèå (1.8) èìååò âèä

ΛTηΛ = η, (1.9)

ãäå ΛT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê Λ.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî (1.6), â êîòîðûõ ìàòðèöà

Λ ïîä÷èíåíà óðàâíåíèþ (1.9), íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëî-
ðåíöà. Ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (1.9), äëÿ êîòîðûõ aµ = 0, íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà.
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (1.9) è âû÷èñëèì äåòåðìèíàíò îò ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè

äàííîãî ðàâåíñòâà
(det Λ)2 det η = det η. (1.10)

Ïîñêîëüêó det η = −1 6= 0, ïîëó÷àåì

(det Λ)2 = 1 6= 0, (1.11)

ò.å. ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îáðàçóþò ãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñ ìàòðèöàìè Λ1, Λ2

x′µ = Λµ
1 νx

ν , x′′µ = Λµ
2 νx

′ν , (1.12)

òîãäà
x′′µ = Λµ

2 νΛ
ν
1ρx

ρ = (Λ1Λ1)
µ

ρx
ρ.

Ïðè ýòîì
(Λ2Λ1)

Tη(Λ2Λ1) = ΛT
1 ΛT

2 ηΛ2Λ1 = η, (1.13)
ò.å. ìàòðèöà Λ2Λ1 òàêæå îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.
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Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ãåíåðèðóåìîå åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I = (δµ
ν )

x′µ = δµ
ν xν = xµ,

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, ò.ê.

ITηI = η.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâûì. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñ ìàòðèöåé Λ èìååò âèä (1.9)

ΛTηΛ = η.

Îòñþäà
ΛTη = ηΛ−1 èëè η = (ΛT)−1ηΛ−1,

ñëåäîâàòåëüíî
(Λ−1)TηΛ−1 = η,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî Λ−1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ãðóïïû.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è

îïðåäåëèòü â íåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðåîáðà-
çîâàíèé, òî ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ñâîéñòâàì ýòî ìíîæåñòâî îáðàçóåò ãðóïïó.
Äàííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ëîðåíöà è îáîçíà÷àåòñÿ êàê L. Â òåîðèè ãðóïï
îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïñåâäîîðòîãàíàëüíûõ ìàòðèö è îáîçíà÷àåòñÿ O(3, 1).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïïû Ëîðåíöà.
Èç ðàâåíñòâà (1.11) (det Λ)2 = 1 ñëåäóåò, ÷òî

det Λ = ±1. (1.14)

Ýòî óñëîâèå ðàçáèâàåò ãðóïïó Ëîðåíöà íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñîñòîÿùèå
èç ìàòðèö ñ äåòåðìèíàíòîì, ðàâíûì +1 è −1. Äàííûå êîìïîíåíòû îáîçíà÷àþòñÿ
L+ è L− ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîíåíòà L+ ñîäåðæèò åäèíèöó ãðóïïû è ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé, îíà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ãðóïïîé Ëîðåíöà SO(3, 1). L− ïîäãðóïïîé íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (1.8) ïðè µ = 0, ν = 0:

1 = ηαβΛα
0 Λβ

0 èëè (Λ0
0)

2 = 1 +
3∑

i=1

(Λi
0)

2.

Ñëåäîâàòåëüíî, (Λ0
0)

2 ≥ 1, è ìû èìååì äâå âîçìîæíîñòè:

Λ0
0 ≥ 1, Λ0

0 ≤ −1. (1.15)

Ïîñêîëüêó îò ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ Λ0
0 ≥ 1, íåâîçìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïå-

ðåéòè ê ìàòðèöàì ñ Λ0
0 ≤ 1, òî ãðóïïà Ëîðåíöà äîïîëíèòåëüíî ðàçáèâàåòñÿ íà äâå

êîìïîíåíòû L↑ è L↓ ñîîòâåòñòâåííî. L↑ ñîäåðæèò åäèíèöó ãðóïïû Ëîðåíöà è ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäãðóïïîé, L↓ ïîäãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ. L↑ íàçûâàåòñÿ îðòîõðîííîé ãðóïïîé
Ëîðåíöà.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè

L = L↑+ ∪ L↑− ∪ L↓+ ∪ L↓−, (1.16)
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ãäå
L↑+ = {Λ| det Λ = 1, Λ0

0 ≥ 1},
L↑− = {Λ| det Λ = −1, Λ0

0 ≥ 1},
L↓+ = {Λ| det Λ = 1, Λ0

0 ≤ 1},
L↓− = {Λ| det Λ = −1, Λ0

0 ≤ 1}.
(1.17)

Êîìïîíåíòà L↑+ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ëîðåí-
öà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî L↑+ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, ò.å. äâà ëþáûõ åå ýëåìåíòà ìîæíî
ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû L↑+.

Êðîìå êîìïîíåíò L↑+, L+ = L↑+ ∪ L↓+, L↑ = L↑+ ∪ L↑− ïîäãðóïïîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî L↑+ ∪ L↓−.

Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ T è P êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ïî ïðàâèëó

Txµ =

{ −x0

xi , Pxµ =

{
x0

−xi . (1.18)

Ïðåîáðàçîâàíèå T íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ âðåìåíè, à ïðåîáðàçîâàíèå P �
îïåðàöèåé ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ. ßâíûé âèä ìàòðèö ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ëåãêî íàéòè:

T =




−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , P =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 . (1.19)

Î÷åâèäíî, îïåðàöèè T è P ïðèíàäëåæàò ãðóïïå Ëîðåíöà, ïðè÷åì

T ∈ L↓−, P ∈ L↑−, T · P ∈ L↓+.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

∀ Λ̃ ∈ L↓− ∃Λ : Λ ∈ L↑+, Λ̃ = TΛ,

∀ Λ̃ ∈ L↑− ∃Λ : Λ ∈ L↑+, Λ̃ = PΛ,

∀ Λ̃ ∈ L↓+ ∃Λ : Λ ∈ L↑+, Λ̃ = TPΛ.

Îïåðàöèè T è P íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñîáñòâåííûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, ëèáî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè ñîáñòâåí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è îäíîãî èç äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé T , P èëè TP .
Ïîýòîìó îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èìåííî ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà
Ëîðåíöà.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé (1.6)

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ,

ãäå ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ΛTηΛ = η, à aµ � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿí-
íûé âåêòîð. Êàê ìû âèäèì, íåîäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà çàäàþòñÿ ïàðîé
(Λ, a). Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà (Λ, 0) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà, à ïàðà
(I, a) çàäàåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå òðàíñëÿöèè íà âåêòîð a.
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Ïîêàæåì, ÷òî íåîäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îáðàçóþò ãðóïïó. Ñîâåð-
øèì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x′µ = Λµ
1νx

ν + aµ
1 , x′′µ = Λµ

2νx
′ν + aµ

2 .

Òîãäà ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò

x′′µ = Λµ
2ν(Λ

ν
1λx

λ + aν
1) + aµ

1 = (Λ2Λ1)
µ

λx
λ + Λµ

2νa
ν
1 + aµ

2 ,

òî åñòü
(Λ2, a2)(Λ1, a1) = (Λ2Λ1, Λ2a1 + a2). (1.20)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Λ2Λ1 ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, à Λ2a1 + a2

� íåêîòîðàÿ òðàíñëÿöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ëîðåíöà åñòü ñíîâà íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.

Åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò (I, 0).
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê (Λ, a) åñòü (Λ−1,−Λ−1a), ïîñêîëüêó

(Λ, a)(Λ−1,−Λ−1a) = (ΛΛ−1,−ΛΛ−1a + a) = (I, 0).

Ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ ýòèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé ãðóï-
ïîé Ëîðåíöà èëè ãðóïïîé Ïóàíêàðå.

Îòìåòèì âêðàòöå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïîñêîëüêó ãðóïïà
Ëîðåíöà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò, òî è ãðóïïà Ïóàíêàðå òàêæå ðàñïàäàåòñÿ â
ñóììó ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

P = P ↑
+ ∪ P ↑

− ∪ P ↓
+ ∪ P ↓

−,

ãäå êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ãðóïïû Ïóàíêàðå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïî-
íåíòû ãðóïïû Ëîðåíöà äîáàâëåíèåì òðàíñëÿöèé.

Åäèíèöà ãðóïïû ñîäåðæèòñÿ â êîìïîíåíòå P ↑
+, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé è

íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ïóàíêàðå.
Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî. Èç çàêîíà óìíî-

æåíèÿ (1.20) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (Λ, a) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

(Λ, a) = (I, a)(Λ, 0), (1.21)

òî åñòü ëþáîå íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òðàíñ-
ëÿöèé. Èç ôîðìóë (1.20, 1.21) ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû Ëîðåíöà íà ãðóïïó òðàíñëÿöèé.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (1.5) ïðè
ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1.4), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîñòü ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å.
îíè èìåþò âèä (1.6).

Çàäà÷à 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé

Λ = RΛx(ψ)R̃,

ãäå Λx � ñòàíäàðòíûé Ëîðåíöåâ áóñò â ïëîñêîñòè x0, x1, ò.å.

Λx(ψ) =




ch ψ sh ψ 0 0
sh ψ ch ψ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,
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à R è R̃ ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûìè ïîâîðîòàìè:

R =




1 0 0 0
0 R1

1 R1
2 R1

3

0 R2
1 R2

2 R2
3

0 R3
1 R3

2 R3
3


 , RTR = 1, det R = 1.

Òî åñòü R ∈ SO(3). Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ïîâîðîò R ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîâîðîòîâ âîêðóã êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé:

R = Rx(φ1)Ry(φ2)Rz(φ3),

ãäå

Rx(φ) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos φ sin φ
0 0 − sin φ cos φ


 , Ry(φ) =




1 0 0 0
0 cos φ 0 − sin φ
0 0 1 0
0 sin φ 0 cos φ


 ,

Rz(φ) =




1 0 0 0
0 cos φ sin φ 0
0 − sin φ cos φ 0
0 0 0 1


 .

1.2. Aëãåáðà Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëü-

íåéøåì.
1. Ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè g íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ëè, åñëè åå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ α = (α1, . . . , αn)

g = g(α).

Îïåðàöèÿ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(α) = g(β)g(γ),

ãäå β = (β1, . . . , βn), γ = (γ1, . . . , γn), ïðè÷åì ïàðàìåòðû α ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíê-
öèÿìè îò äâóõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ β è γ

α = α(β, γ).

Àíàëîãè÷íî îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà

g(α) = (g(β))−1

äîëæíà çàäàâàòüñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè

α = α(β).

2. Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå T ãðóïïû G â ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå X

∀g ∈ G T : g → T (g),
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òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

T (g1)T (g2) = T (g1g2) ∀g1, g2 ∈ G. (1.22)

3. Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíà îïåðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷àåìàÿ [a, b] è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì:

[a, b] = −[b, a],
[αa + βb, c] = α[a, c] + β[b, c], α, β = const,
[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

Ïîñêîëüêó àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, â íåé ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ {ei}, è ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó
áàçèñó

a = aiei.

Ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ [ei, ej] ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì àëãåáðû, ïîýòî-
ìó

[ei, ej] = Ck
ijek, (1.23)

ãäå Ck
ij = −Ck

ji � êîíñòàíòû, íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè àëãåáðû Ëè.
4. Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðà-

æåíèå Γ, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó a ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíûé îïåðàòîð
Γ(a), äåéñòâóþùèé â X

Γ : a → Γ(a),

ïðè÷åì óìíîæåíèþ Ëè ñîîòâåòñòâóåò êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ

Γ([a1, a2]) = [Γ(a1), Γ(a2)] = Γ(a1)Γ(a2)− Γ(a2)Γ(a1). (1.24)

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîðû Γi = Γ(ei) îáðàçóþò áàçèñ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî Γ(a) èìååì

Γ(a) = aiΓ(ei).

Îïåðàòîðû Γi íàçûâàþò ãåíåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè. Îíè òàêæå óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (1.23)

[Γi, Γj] = Ck
ijΓk.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ
(îäíàêî îíè çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà {ei}).

5. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ñ ýëåìåíòàìè g(α), ïàðàìåòðèçîâàííûìè êîîðäèíàòàìè
α = (α1, . . . , αn) òàêèì îáðàçîì, ÷òî g(0) = e. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè
ãðóïï Ëè ãëàñèò, ÷òî â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè T
ýòîé ãðóïïû âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

T (g) = eiαnΓn , (1.25)

ãäå Γn � îïåðàòîðû, îáðàçóþùèå áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè, äåéñòâóþùèå
â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû.

Ôàêòè÷åñêè çäåñü óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ëþáîé ãðóïïå Ëè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ
àëãåáðà Ëè, ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè åäèíèöû ãðóïïû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè è àë-
ãåáðû Ëè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ýêñïîíåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì. Òàêèì îáðàçîì,
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ýòà òåîðåìà ñâîäèò çàäà÷ó îá èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè ê îïèñàíèþ ïðåä-
ñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ýòîé ãðóïïå. Àëãåáðà Ëè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè, è çíà÷èò, ýòè ïîñòîÿííûå îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþò ñâîéñòâà ãðóïïû Ëè â îêðåñòíîñòè åäèíèöû.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïîñêîëüêó àëãåá-
ðà Ëè çàäàåòñÿ ñâîèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, íàéäåì êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ ýòîé àëãåáðû.

Ãðóïïà Ïóàíêàðå çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî
(1.6)

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, ΛTηΛ = η, aµ = const.

Â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä

δxµ = x′µ − xµ = Λµ
νx

ν − xµ + aµ.

Çàïèøåì ìàòðèöó Λµ
ν â âèäå

Λµ
ν = δµ

ν + ωµ
ν ,

òîãäà
δxµ = ωµ

νx
ν + aµ. (1.26)

Óñëîâèå ΛTηΛ = η íàêëàäûâàåò íà ïàðàìåòðû ωµ
ν ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèå

ηαβ(δα
µ + ωα

µ)(δβ
ν + ωβ

ν) = ηµν . (1.27)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ωµ
ν , óðàâíåíèå

(1.27) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

ωµν + ωνµ = 0. (1.28)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ωµν àíòèñèììåòðè÷íà è èìååò, ñëåäîâàòåëüíî, øåñòü íåçà-
âèñèìûõ êîìïîíåíò.

Ïàðàìåòðû ωµν óäîáíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ãðóïïå Ëî-
ðåíöà, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Λ(ω = 0) = I.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà � øåñòèïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ñîîòâåòñòâåííî
ãðóïïà Ïóàíêàðå � äåñÿòèïàðàìåòðè÷åñêàÿ, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè
åäèíèöû ìîæíî âûáðàòü â âèäå (ωµν , aµ).

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Ïóñòü T (Λ, a) � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå. Òàê êàê ëþáîé ýëå-

ìåíò ãðóïïû Ïóàíêàðå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (1.21)

(Λ, a) = (I, a)(Λ, 0),

òî æå ñàìîå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ

T (Λ, a) = T (I, a)T (Λ, 0).

Îáîçíà÷èì T (I, a) = T (a), T (Λ, 0) = T (Λ). Òåïåðü, ñîãëàñíî îáùåé òåîðåìå ãðóïï è
àëãåáð Ëè, îïåðàòîðû T ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

T (a) = eiaµPµ , T (Λ) = e
i
2
ωµνMµν , Mµν = −Mνµ,
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ãäå Pµ è Mµν � ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå. Îïåðàòîð
Pµ ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ xµ → xµ +aµ è íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ òðàíñëÿöèé. Ñîîòâåòñòâåííî, Mµν îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà è íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì Ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé (M0i � Ëîðåíöåâû áóñòû,
Mij � ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâîðîòû).

Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè
ãåíåðàòîðàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò

T (Λ1, a1)T (Λ2, a2) = T ((Λ1, a1)(Λ2, a2)) = T (Λ1Λ2, Λ1a2 + a1),

òîãäà â ñèëó T (Λ, a) = T (a)T (Λ) èìååì

T (a1)T (Λ1)T (a2)T (Λ2) = T (Λ1a2 + a1)T (Λ1Λ2). (1.29)

Ýòî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîììóòàòîðîâ ãåíåðàòîðîâ.
1. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (1.29) ïðè Λ1 = Λ2 = I:

T (a1)T (a2) = T (a1 + a2)

èëè
eiaµ

1 Pµeiaν
2Pν = ei(aµ

1+aµ
2 )Pµ . (1.30)

Áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû aµ
1 , aµ

2 ìàëûìè è ðàçëîæèì ýêñïîíåíòû â ðàâåíñòâå (1.30)
â ðÿä äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

(1+iaµ
1Pµ−1

2
aµ

1a
ν
1PµPν)(1+iaµ

2Pµ−1

2
aµ

2a
ν
2PµPν) = 1+i(aµ

1+aµ
2)Pµ−1

2
(aµ

1+aµ
2)(aν

1+aν
2)PµPν

èëè

1 + i(aµ
1 + aµ

2)Pµ − aµ
1a

ν
2PµPν − 1

2
aµ

1a
ν
1PµPν − 1

2
aµ

2a
ν
2PµPν =

= 1 + i(aµ
1 + aµ

2)Pµ − 1
2
aµ

1a
ν
1PµPν − 1

2
aµ

2a
ν
2PµPν − 1

2
(aµ

1a
ν
2 + aµ

2a
ν
1)PµPν .

Îòñþäà, ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì

aµ
1a

ν
2PµPν =

1

2
aµ

1a
ν
2(PµPν + PνPµ).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû Pµ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé

[Pµ, Pν ] = 0. (1.31)

2. Ïîäñòàâèì â (1.29) a1 = 0, a2 = 0, òîãäà

T (Λ1)T (a)T (Λ2) = T (Λ1a)T (Λ1Λ2).

Ïóñòü Λ1 = Λ, Λ2 = Λ−1, òîãäà

T (Λ)T (a)T−1(Λ) = T (Λa).

Îòñþäà
T (Λ)eiaµPµT−1(Λ) = eiΛµ

νaνPµ .
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Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

AeBA−1 = eABA−1

,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ A, B, òîãäà

eiaµT (Λ)PµT−1(Λ) = eiΛµ
νaνPµ

èëè
T (Λ)PµT

−1(Λ) = Λµ
νPµ.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Pµ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îïåðàòîðîì â
ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ è âåêòîðîì îòíîñèòåëüíî ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

T (Λ) = e
i
2
ωµνMµν , T−1(Λ) = e−

i
2
ωµνMµν , Λµ

ν = δµ
ν + ωµ

ν ,

òîãäà â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå (ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ωµν)

(1 + i
2
ωαβMαβ)Pµ(1− i

2
ωλσMλσ) = (δν

µ + ων
µ)Pν ,

i
2
ωαβMαβPµ − i

2
Pµω

λσMλσ = ων
µPν ,

i
2
ωαβ[Mαβ, Pµ] = ωαβηβµPα.

Â ðåçóëüòàòå
[Mαβ, Pµ] = i(ηαµPβ − ηβµPα). (1.32)

3. Ïîäñòàâèì â (1.29) a1 = a2 = 0, òîãäà

T (Λ1)T (Λ2) = T (Λ1Λ2)

èëè
T (Λ1)T (Λ2)T

−1(Λ1) = T (Λ1Λ2Λ
−1
1 ). (1.33)

Çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìå è óäåðæèì òîëü-
êî ÷ëåíû ∼ ω1ω2:

T (Λ1)T (Λ2)T
−1(Λ1) =

= (1 + i
2
ωαβ

1 Mαβ)(1 + i
2
ωµν

2 Mµν)(1− i
2
ωλσ

1 Mλσ) =

= 1 + i
2
ωµν

2 Mµν − 1
4
ωαβ

1 ωµν
2 [Mαβ,Mµν ] + . . . .

(1.34)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.33) èìååì:

(Λ1Λ2Λ
−1
1 )α

µ = (δα
β + ω1

α
β)(δβ

λ + ω2
β

λ)(δ
λ
µ − ω1

λ
µ) =

= δα
µ + ω2

α
µ + ω1

α
βω2

β
µ − ω2

α
βω1

β
µ + . . . ,

ïîýòîìó
T (Λ1Λ2Λ

−1
1 ) = 1 +

i

2
(ωαβ

2 + ω1
α

λω2
λβ − ω2

α
λω

λβ
1 )Mαβ + . . . . (1.35)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (1.34) è (1.35), ïîëó÷àåì

−1

4
ωαβ

1 ωµν
2 [Mαβ

, Mµν ] =
i

2
(ω1

α
λω2

λβ − ω2
α

λω
λβ
1 )Mαβ,
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ñëåäîâàòåëüíî,

ωαβ
1 ωµν

2 [Mαβ,Mµν ] = −2iωαβ
1 ωµν

2 (ηβµMαν − ηανMµβ)

èëè
[Mαβ,Mµν ] = i(ηανMµβ − ηβµMαν + ηαµMβµ − ηβνMµα). (1.36)

Èòàê, ñîáèðàÿ âìåñòå ñîîòíîøåíèÿ (1.31�1.36), ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû
Ïóàíêàðå èìååò ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[Pµ, Pν ] = 0,

[Mαβ, Pµ] = i(ηαµPβ − ηβµPα),

[Mαβ, Mµν ] = i(ηαµMβν − ηβµMαν + ηανMµβ − ηβνMµα). (1.37)

Ïî ïîâîäó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (1.37) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå-
÷àíèÿ:

• ãåíåðàòîðû ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé Pµ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ò.å. ýòà ãðóï-
ïà àáåëåâà;

• â êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà íå âõîäÿò
ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé, ò.å. ãðóïïà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå
Ïóàíêàðå;

• êîììóòàòîðû ìåæäó ìîìåíòàìè Mαβ è èìïóëüñàìè Pµ íå ðàâíû íóëþ, à âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé Pµ. Ýòî ñâîéñòâî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî
ãðóïïà Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ íå ïðÿìûì, à ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïû
Ëîðåíöà è ãðóïïû òðàíñëÿöèé.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü åñòü îïåðàòîð Sµ, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Ïóàíêàðå, êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåêòîð, è îïåðàòîð Sµν , ïðåîáðàçóþ-
ùèéñÿ òåíçîð. Ïîêàçàòü, ÷òî

[Mαβ, Sµ] = i(ηµνSβ − ηβµSα),
[Mαβ, Sµν ] = i(ηαµSβν − ηβµSαν + ηανSµβ − ηβνSµα).

Çàäà÷à 4. Ââåäåì Mi = 1
2
εijkMjk � ãåíåðàòîðû ïîâîðîòîâ âîêðóã i-îé îñè. Çäåñü

εijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×åâèòòû, ε123 = +1. Â ÿâíîì âèäå:
M1 = M23, M2 = M31, M3 = M12. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû Mi îáðàçóþò àëãåáðó
SO(3), ò.å.

[Mi,Mj] = −iεijkMk.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãåíåðàòîðû M01, M02, M12 îáðàçóþò àëãåáðó SO(1, 2).

1.3. Ãðóïïà Ëîðåíöà è ãðóïïà SL(2, C)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî èçó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé ñîáñòâåííîé ãðóïïû
Ëîðåíöà òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2, C), ò.å. ãðóïïû
êîìïëåêñíûõ 2× 2 ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ 2× 2 ìàòðèö X

X =

(
x11 x12

x21 x22

)
, X† = X. (1.38)

Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõìåðíî, â íåì ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ÷åòûðåõ ìàòðèö σµ = (σ0, σi)
ñëåäóþùåãî âèäà

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1.39)

Ìàòðèöû σ1, σ2, σ3, îïðåäåëåííûå â âûðàæåíèè (1.39), íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïà-
óëè. Ëþáóþ ìàòðèöó X âèäà (1.38) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (1.39)

X = Xµσµ, (1.40)

ãäå Xµ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó X è σµ ýðìèòîâû ìàòðèöû. Çàïèñûâàÿ
âûðàæåíèå (1.40) â ÿâíîì âèäå, èìååì

X = Xµσµ =

(
X0 0
0 X0

)
+

(
0 X1

X1 0

)
+

(
0 −iX2

iX2 0

)
+

(
X3 0
0 −X3

)
=

=

(
X0 + X3 X1 − iX2

X1 + iX2 X0 −X3

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

det X = (X0)2 − (X1)2 − (X2)2 − (X3)2 = ηµνX
µXν . (1.41)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó N ∈ SL(2, C) è ñîâåðøèì ñ åå ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèå
â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàòðèö ïî ïðàâèëó

X → X ′ = NXN †. (1.42)

Î÷åâèäíî, X ′ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé

X ′† = (NXN †)† = NX†N † = X ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, X è X ′ ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî îäíîìó è òîìó æå áàçèñó (1.37):

X = Xµσµ, X ′ = X ′µσµ,

ïðè÷åì èõ êîîðäèíàòû äîëæíû áûòü ñâÿçàíû íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì (ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå (1.42) ëèíåéíî)

X ′µ = Λµ
νX

ν ,

ãäå ÿâíûé âèä ìàòðèö Λ äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ âèäîì ìàòðèö N . Ïîêàæåì, ÷òî ìàò-
ðèöû Λ ïðèíàäëåæàò ãðóïïå Ëîðåíöà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìàòðèöû N è N †

óíèìîäóëÿðíû
det N = det N † = 1,

ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.42) ñîõðàíÿþò äåòåðìèíàíò ìàòðèö X

det X ′ = det N det X det N † = det X.
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Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó, èñïîëüçóÿ (1.41), èìååì

ηµνX
′µX ′ν = ηµνX

µXν èëè

ηµνΛ
µ

αΛν
βXαXβ = ηµνX

µXν ,

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Xµ, ñëåäóåò

ηµνΛ
µ

αΛν
β = ηαβ.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû Λ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1.8), êîòîðîå
îïðåäåëÿåò ãðóïïó Ëîðåíöà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå π : SL(2, C) → L, çàäàííîå ñëåäóþ-
ùèìè ïðàâèëàìè:

1. Êàæäîìó âåêòîðó ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè Xµ ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ 2×2 ýðìèòîâà ìàòðèöà X = Xµσµ. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷-
íûì. Ñêàëÿðíîìó êâàäðàòó âåêòîðà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (1.41). 2.
Êàæäîé ìàòðèöå N ∈ SL(2, C), îñóùåñòâëÿþùåé ïðåîáðàçîâàíèå

X ′ = NXN †,

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà èç ãðóïïû Ëîðåíöà, ñâÿçûâàþùàÿ êîîðäèíàòû X ′µ è Xµ

X ′µ = Λµ
νX

ν .

Ïîýòîìó áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü Λµ
ν = Λµ

ν(N).

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
1. Îòîáðàæåíèå π : SL(2, C) → L ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X ′ = N1XN †
1 è X ′′ = N2XN †

2 ,

ïðè ýòîì
X ′µ = Λµ

ν(N1)X
ν è X ′′µ = Λµ

ν(N2)X
′ν .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
X ′′ = N2N1XN †

1N
†
2 = N2N1X(N2N1)

†,

ñëåäîâàòåëüíî,
Λµ

ν(N2N1) = Λµ
ρ(N2)Λ

ρ
ν(N1),

ò.å. ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö èç SL(2, C) ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíèöà â ãðóïïå
SL(2, C) îòîáðàæàåòñÿ â åäèíèöó â ãðóïïå Ëîðåíöà

X ′ = IXI† = X ⇒ X ′µ = Xµ = δµ
ν Xν .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
2. ßäðî ãîìîìîðôèçìà π ñîñòîèò èç äâóõ ìàòðèö 1 è −1

Ker π = {1,−1}. (1.43)
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà π ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû
SL(2, C), êîòîðûå ïðè îòîáðàæåíèè ïåðåõîäÿò â åäèíèöó ãðóïïû L:

Ker π = {N ∈ SL(2, C) | Λµ
ν(N) = δµ

ν }.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (1.43).
Åñëè N ∈ Ker π, òî Λµ

ν(N) = δµ
ν è X ′µ = Xµ, ò.å.

X = NXN † ∀N ∈ Ker π, ∀X. (1.44)

Ïðè X = 1 èìååì

1 = NN † ⇒ N † = N−1, N ∈ Ker π.

Òîãäà óðàâíåíèå (1.44) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X = NXN−1

èëè
XN = NX. (1.45)

Âûðàæåíèå (1.45) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà N êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðèöàìè X.
Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îíà êðàòíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå

N =

(
λ 0
0 λ

)
.

Ïîñêîëüêó det N = λ2 = 1, èìååì λ = ±1, ñëåäîâàòåëüíî,

N = ±
(

1 0
0 1

)
, ⇒ Ker π =

{
±

(
1 0
0 1

)}
.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå π åñòü 2 → 1 ãîìîìîðôèçì, ò.å. ïðîîáðàç
ëþáîãî ýëåìåíòà Λµ

ν(N) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ N è −N

π−1[Λµ
ν(N)] = ±N.

3. Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà π ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà L↑+ (ñì. ðèñ.
1.1)

Im π = L↑+. (1.46)

Óòâåðæäåíèå, ÷òî Im π ⊂ L↑+, ò.å. SL(2, C) îòîáðàæàåòñÿ â ñîáñòâåííóþ ãðóïïó
Ëîðåíöà, îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ äâóõ ôàêòàõ:

• ãðóïïà SL(2, C) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé (îíà îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
det N = 1), à ïîñêîëüêó π � ãëàäêèé ãîìîìîðôèçì, òî îòîáðàæåíèå âåäåòñÿ â
ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ãðóïïû Ëîðåíöà;

• 1 ∈ Im π, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå âåäåòñÿ â ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, ñîäåðæà-
ùóþ åäèíèöó ãðóïïû, ò.å. â L↑+.
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Ðèñ. 1.1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îòîáðàæåíèÿ π. Ïðè äàííîì ãîìîìîðôèçìå ãðóï-
ïà SL(2, C) îòîáðàæàåòñÿ â ïîäìíîæåñòâî â ãðóïïå L, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ïåðåõîäèò â
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû Ëîðåíöà.

×òîáû äîêàçàòü èñõîäíîå óòâåðæäåíèå, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå âå-
äåòñÿ íà âñþ ñîáñòâåííóþ ãðóïïó Ëîðåíöà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóåò óáåäèòüñÿ,
÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó èç L↑+ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò èç SL(2, C). Íàéäåì
ÿâíûå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
åãî ïðîîáðàç. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà � ñâÿçíàÿ øåñòèïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà Ëè, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò øåñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï (3 âðàùåíèÿ
è 3 áóñòà), çàäàâàåìûõ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

Rx(φ) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos φ sin φ
0 0 − sin φ cos φ


 , Λx(ψ) =




ch ψ sh ψ 0 0
sh ψ ch ψ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

Ry(φ) =




1 0 0 0
0 cos φ 0 − sin φ
0 0 1 0
0 sin φ 0 cos φ


 , Λy(ψ) =




ch ψ 0 sh ψ 0
0 1 0 0

sh ψ 0 ch ψ 0
0 0 0 1


 ,

Rz(φ) =




1 0 0 0
0 cos φ sin φ 0
0 − sin φ cos φ 0
0 0 0 1


 , Λz(ψ) =




ch ψ 0 0 sh ψ
0 1 0 0
0 0 1 0

sh ψ 0 0 ch ψ


 .

Ëþáîé ýëåìåíò èç L↑+ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ øåñòè
ìàòðèö. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö íåîáõîäèìî óêàçàòü åå ïðîîáðàç â
ãðóïïå SL(2, C). Ýòè ïðîîáðàçû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

π−1[Rx(φ)] = ± exp(i
φ

2
σ1) = ±

(
cos φ

2
i sin φ

2

i sin φ
2

cos φ
2

)
,

π−1[Ry(φ)] = ± exp(i
φ

2
σ2) = ±

(
cos φ

2
sin φ

2

− sin φ
2

cos φ
2

)
,

π−1[Rz(φ)] = ± exp(i
φ

2
σ3) = ±

(
ei φ

2 0

0 e−i φ
2

)
,

π−1[Λx(ψ)] = ± exp(
ψ

2
σ1) = ±

(
ch ψ

2
sh ψ

2

sh ψ
2

ch ψ
2

)
,
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π−1[Λy(ψ)] = ± exp(
ψ

2
σ2) = ±

(
ch ψ

2
−i sh ψ

2

i sh ψ
2

ch ψ
2

)
,

π−1[Λz(ψ)] = ± exp(
ψ

2
σ3) = ±

(
e

ψ
2 0

0 e−
ψ
2

)
. (1.47)

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðèòü ôîðìóëû (1.47).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîñòðîåííûé 2 → 1 ãîìîìîðôèçì π îòîáðàæàåò

ãðóïïó SL(2, C) íà ñîáñòâåííóþ ãðóïïó Ëîðåíöà L↑+.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñâÿçè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2, C) è ñîáñòâåííîé
ãðóïïû Ëîðåíöà.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà

T : Λ −→ T (Λ), Λ ∈ L↑+.

Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûé âûøå ãîìîìîðôèçì π, àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû SL(2, C):

T̃ : N −→ T (Λ(N)), N ∈ SL(2, C).

Ïîñêîëüêó ãîìîìîðôèçì π îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Λ(−N) = Λ(N),

òî äëÿ ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíèÿ T̃ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî

T̃ (−N) = T̃ (N), N ∈ SL(2, C).

Îäíàêî íå âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2, C) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ñâîéñòâó. Ó
äàííîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò äðóãîé êëàññ ïðåäñòàâëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

T̃ (−N) = −T̃ (N).

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû SL(2, C) íå ñîîòâåòñòâóþò íèêàêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
π−1 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó Λ ∈ L↑+ äâà îïåðàòîðà

Λ −→ T̃ [π−1(Λ)] = ±T̃ (N),

â òî âðåìÿ, êàê, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ, êàæäîìó ýëåìåíòó ãðóïïû äîëæåí
ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî îäèí îïåðàòîð. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ, êîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó
ãðóïïû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâà îïåðàòîðà, à íå îäèí, ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê
äâóçíà÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï.

Ââåäåííîå çäåñü äâóçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè, èçâåñòíîé â òåîðèè ãðóïï êàê ïðåäñòàâëåíèÿ
óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ãðóïï,
êàñàþùèåñÿ ýòîãî âîïðîñà.

1. Ãðóïïà Ëè G íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáîé çàìêíóòûé ïóòü â íåé ìî-
æåò áûòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì ñòÿíóò â òî÷êó. Ïðèìåðû îäíîñâÿçíûõ ãðóïï è
ìíîãîîáðàçèé: Rn, ñôåðà Sn (n > 1), SU(2), SL(2, C). Íåîäíîñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ:
òîð T n, öèëèíäð S1 ×R1, R2 \ 0, SO(3), L↑+.
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Ðèñ. 1.2. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå (1.48) ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî çà ïðåäåëû îêðåñò-
íîñòè åäèíèöû ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ.

2. Äëÿ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï Ëè ñóùåñòâóåò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ïðåäñòàâëåíèåì ñàìîé ãðóïïû è åå àëãåáðû.

Ïðîêîììåíòèðóåì âòîðîå óòâåðæäåíèå áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü T (g) � íåêîòîðîå
ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû Ëè G, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå àëãåá-
ðû Ëè çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðàìè Γn. Òîãäà ñîãëàñíî ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå òåîðèè
ãðóïï Ëè, â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçàíû ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

T (g) = eiαnΓn . (1.48)
Äàëåå, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

T (g1g2) = T (g1)T (g2), g1, g2 ∈ O(e),

ìîæíî ðàñøèðèòü ñîîòâåòñòâèå (1.48), óâåëè÷èâàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû è ïîêðûâàÿ
âñþ ãðóïïó (åñëè ãðóïïà ñâÿçíàÿ).

Â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíò g íå èç îêðåñòíîñòè O(e) ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì
ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè åäèíèöû (ñì.
ðèñ. 1.2). Ïîýòîìó ïðè ðàñøèðåíèè îêðåñòíîñòè åäèíèöû êàæäîìó ýëåìåíòó g ìîãóò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû T (g). Åñëè ãðóïïà Ëè G îäíîñâÿçíà, òî T (g)
îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî äëÿ êàæäîãî g. Äëÿ íåîäíîñâÿçíûõ ãðóïï ýòî ñîîòâåòñòâèå
íåîäíîçíà÷íî, ÷òî ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìûì ìíîãîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì, êî-
ãäà êàæäîìó ýëåìåíòó g ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî îïåðàòîðîâ T (g).

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ãðóïïà SL(2, C) îäíîñâÿçíà, ïîýòîìó âñå åå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îäíîçíà÷íû. Ãðóïïà Ëîðåíöà íåîäíîñâÿçíà, ïîýòîìó ÷àñòü ïðåäñòàâëåíèé
åå àëãåáðû ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîçíà÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé âñåé ãðóïïû, à ÷àñòü � íåò.

3. Äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà) ãðóïïà Ëè G̃, íàçûâàåìàÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïîé
ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) G̃ îäíîñâÿçíà,
2) ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì ρ : G̃ → G, òàêîé, ÷òî G ' G̃/Kerρ, ãäå
Kerρ � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà â G̃.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Kerρ äèñêðåòíî, òî îòîáðàæåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
âçàèìîîäíîçíà÷íûì, ò. å. ρ � ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðû
Ëè ãðóïï G è G̃ èçîìîðôíû.

Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå äëÿ ãðóïïû Ëîðåíöà:
à) èìååòñÿ 2 → 1 ãîìîìîðôèçì π : SL(2, C) → L↑+,
á) SL(2, C) � îäíîñâÿçíà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SL(2, C) åñòü óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ äëÿ ñîáñòâåííîé
ãðóïïû Ëîðåíöà L↑+.
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ëî-
ðåíöà. Ïîñêîëüêó ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå sl(2, C), òî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ
àëãåáð äîëæíû áûòü ýêâèâàëåíòíû. Êàæäîìó ïðåäñòàâëåíèþ àëãåáðû sl(2, C) îä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2, C) â ñèëó îäíîñâÿç-
íîñòè ýòîé ãðóïïû. ×òî êàñàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà, òî ëèøü ÷àñòü
ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì L↑+, à îñòàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê äâóçíà÷íûå. Ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

ïðåäñòàâëåíèÿ sl(2, C)
exp−−−→ ïðåäñòàâëåíèÿ SL(2, C)∥∥∥

ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëîðåíöà exp−−−→
{

ïðåäñòàâëåíèÿ L↑+
äâóçíà÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ L↑+.

Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà ïîñòðîèì óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ äëÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå.

Âíîâü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ 2× 2 ìàòðèö
X = Xµσµ, X† = X,

ãäå σµ � ìàòðèöû Ïàóëè (1.39), è ââåäåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùåå ïðåîáðàçî-
âàíèå

X → X ′ = NXN † + b, N ∈ SL(2, C), b† = b = bµσµ.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ïàðîé (N, b). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ýòèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé îáðàçóåò ãðóïïó ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

(N2, b2)(N1, b1) = (N2N1, N2b1N
†
2 + b2).

Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó P̃ . Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû P̃ ãåíåðèðóåò ñëåäóþùåå ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò Xµ:

X ′µ = Λ(N)µ
νX

ν + bµ. (1.49)
Aíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ àëãåáðû Ëîðåíöà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
Λ(N) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, à bµ � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé
4-âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.49) îáðàçóþò ãðóïïó Ïóàíêàðå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ñëåäóþùèé 2 → 1 ãîìîìîðôèçì:
ϕ : P̃ → P↑+, ϕ[(N, b)] = (Λ(N), b).

ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà äèñêðåòíî
Kerϕ = {(I, 0), (−I, 0)}.

Î÷åâèäíî, ãðóïïà P̃ îäíîñâÿçíà, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-
åì ãðóïï SL(2, C) è R4. Ñëåäîâàòåëüíî, P̃ � óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïà
ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ïóàíêàðå P↑+.

1.4. Ñïèí-òåíçîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà è

ãðóïïû SL(2, C) è óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè ýòèõ ãðóïï. Âïîñëåä-
ñòâèè ìû âûäåëèì ñðåäè íèõ ïîëíûé íàáîð íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà
1. Âåêòîðíîå (ôóíäàìåíòàëüíîå) ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè êàæ-

äîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ìàòðèöà

Tv : Λ −→ Λ,

îñóùåñòâëÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â íåêîòîðîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

V µ −→ V ′µ = Λµ
νV

ν .

2. Êîâåêòîðíîå (êîíòðãðàäèåíòíîå) ïðåäñòàâëåíèå

Tcv : Λ −→ (ΛT )−1

çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ Vµ:

Vµ −→ V ′
µ = Λµ

νVν , (1.50)

ãäå Λµ
ν = ηµλΛ

λ
ρη

ρν . Ñîîòíîøåíèå (1.50) îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ Tv è Tcv ýêâè-
âàëåíòíû2.

3. Ïðåäñòàâëåíèÿ íà òåíçîðàõ âòîðîãî ðàíãà (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðåä-
ñòàâëåíèé) T 2

v = Tv ⊗ Tv îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îòîáðàæåíèåì

T 2
v (Λ) : V µν −→ V ′µν = Λµ

λΛ
ν
ρV

λρ.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì, ïîñêîëüêó èìåþòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà òåíçîðîâ ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè. Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ðàçëîæèòü ëþ-
áîé òåíçîð íà ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè

V µν = V (µν) + V [µν],
V (µν) = 1

2
(V µν + V νµ), V [µν] = 1

2
(V µν − V νµ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ èíâà-
ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà. Äàëåå, ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû áåññëåäîâîãî òåíçîðà è ñêàëÿðà (êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
ñëåäó ìàòðèöû V µν)

V (µν) = (V (µν) − 1

4
ηµνV ρ

ρ) +
1

4
ηµνV ρ

ρ.

Áåññëåäîâàÿ è ñêàëÿðíàÿ ÷àñòè òàêæå îáðàçóþò èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïî-
ñêîëüêó ηµν ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëîðåí-
öà.

4. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé

T n
v (Λ) = Tv ⊗ Tv ⊗ . . .⊗ Tv︸ ︷︷ ︸

n

: V µ1µ2...µn −→ V ′µ1µ2...µn = Λµ1
ν1Λ

µ2
ν2 . . . Λµn

νnV ν1ν2...νn .

2Ïóñòü åñòü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ T (g) è S(g) ãðóïïû G â ïðîñòðàíñòâàõ V è W . Ïðåäñòàâëåíèÿ T
è S íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìîîäíîçíà÷íûé îïåðàòîð A : V → W , ÷òî

S(g)A = A T (g), ∀g ∈ G.

Â íàøåì ñëó÷àå Λµ
ν = ηµλΛλ

ρη
ρν èëè Λµ

νηνρ = ηµλΛλ
κηκνηνρ = ηµλΛλ

ρ, ò.å. (ΛT )−1η = ηΛ.
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Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Äëÿ âûäåëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ñõåì Þíãà. Íàïðèìåð, äëÿ n = 2

⊗ = + =
T

+ + •,

äëÿ n = 3

⊗ ⊗ = + + + =

=
T

+
T

+
T

+ + •+ •+ •

è òàê äàëåå. Çäåñü îòäåëüíûå êâàäðàòèêè ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíè-
ÿì, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðîêà èç êâàäðàòèêîâ � ïðåäñòàâëåíèþ íà ñèììåòðè÷íûõ òåí-
çîðàõ, âåðòèêàëüíàÿ ñòðîêà èç êâàäðàòèêîâ � ïðåäñòàâëåíèþ íà àíòèñèììåòðè÷íûõ
òåíçîðàõ, íåëèíåéíàÿ ñõåìà Þíãà � ïðåäñòàâëåíèþ íà òåíçîðàõ ñìåøàííîé ñèì-
ìåòðèè, òî÷êà � ýòî îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, çíà÷îê �T � îçíà÷àåò áåññëåäîâîñòü.
Áîëåå ïîäðîáíî î ïðèìåíåíèè ìåòîäà ñõåì Þíãà ñì., íàïðèìåð, [1].

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2, C)

Êîìïîíåíòû ìàòðèö N ∈ SL(2, C) áóäåì îáîçíà÷àòü Na
b, a, b = 1, 2.

1. Ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ts : N −→ N, N ∈ SL(2, C)

çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö èç ãðóïïû SL(2, C), äåéñòâóþùèõ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ψa (a = 1, 2):

ψa −→ ψ′a = Na
bψb.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè, îáúåêòû ψa, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö
èç ãðóïïû SL(2, C), íàçûâàþòñÿ ëåâîñòîðîííèìè âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè, à ïðåä-
ñòàâëåíèå Ts � ëåâîñòîðîííèì ñïèíîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Îíî òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ
(1

2
, 0).
Î÷åâèäíî, Ts(−N) = −Ts(N), ò.å. Ts ñîîòâåòñòâóåò äâóçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì

ãðóïïû Ëîðåíöà.
Ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ Ts ïî

ïðàâèëó

T n
s = Ts ⊗ Ts ⊗ . . .⊗ Ts︸ ︷︷ ︸

n

: ψa1a2...an → ψ′a1a2...an
= Na1

b1 . . . Nan

bnψ′b1...bn
.

2. Êîíòðãðàäèåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ê Ts îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

Tcs : N −→ (NT )−1, ψa −→ ψ′a = ψb(N−1)b
a.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ Ts è Tcs ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
B, ÷òî (NT )−1 = BNB−1 ∀N ∈ SL(2, C). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òåíçîð εab, îïðåäå-
ëåííûé ñâîéñòâàìè

εab = −εba, ε12 = −1,

ò.å.
εab =

(
0 −1
1 0

)
.

Îáðàòíûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ òåíçîð

εab =

(
0 1
−1 0

)
,

îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè

εabεbc = δa
c, εab = −εba, ε12 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ëþáîé 2× 2 ìàòðèöû S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

det S = −1

2
εabε

cdSc
aSd

b.

Äëÿ ìàòðèö èç ãðóïïû SL(2, C) èìååì det N = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

−1

2
εabε

cdNc
aNd

b = 1.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà εmn è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

εmnεcd = −(δc
mδd

n − δc
nδd

m),

òîãäà
−1

2
εab(δ

c
nδd

m − δc
mδd

n)Nc
aNd

b = εmn.

Â èòîãå ïîëó÷àåì
Nm

aNn
bεab = εmn.

Aíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ îáðàòíûõ ìàòðèö

εab(N−1)a
m(N−1)b

n = εmn.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî εab ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû SL(2, C), ò.å. èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî ηµν ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Òåíçîð εab íàçûâàþò ñïèíîðíîé ìåòðèêîé. Èç ïîëó÷åííûõ
ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò:

εcmεmn = Nm
aNn

bεabε
cm,

ñëåäîâàòåëüíî,
(N−1)k

c = (N−1)k
nNm

aNn
bεabε

cm

èëè
(N−1)k

c = εcmNm
aεak.

Â ðåçóëüòàòå,
(N−1)T = εNε−1,
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ãäå ε = ||εmn||. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ Ts è Tcs ýêâèâàëåíòíû.
Ïîñêîëüêó εab � èíâàðèàíòíûé òåíçîð, ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî ïîäíèìàòü è îïóñ-

êàòü èíäåêñû ó ñïèíîðîâ:

ψa = εabψb, ψa = εabψ
b,

íàïðèìåð,
ψa =

(
ψ1

ψ2

)
, ψa =

(
ψ2

−ψ1

)
,

ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ψ1 = ε12ψ2 = ψ2, ψ2 = ε21ψ1 = −ψ1.

Èòàê, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèÿ Ts è Tcs ýêâèâàëåíòíû, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî îäíî èç íèõ, íàïðèìåð, Ts.

3. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû N ∈ SL(2, C) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè è äåéñòâóþò â
äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííîå ïðåäñòàâëåíèå

T̄S : N −→ N∗,

äåéñòâóþùåå â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòîâ ψα̇:

ψȧ −→ ψ′ȧ = N∗
ȧ

ḃψḃ, ȧ, ḃ = 1, 2. (1.51)

Îáúåêò, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ïî çàêîíó (1.51), íàçûâàåòñÿ ïðàâîñòîðîííèì âåéëåâñêèì
ñïèíîðîì, ïðåäñòàâëåíèå T̄s � ïðàâîñòîðîííèì ñïèíîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Îíî
îáîçíà÷àåòñÿ (0, 1

2
) è ðåàëèçóåò äâóçíà÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n ïðåäñòàâëåíèé T̄s îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

T̄ n
s = T̄s ⊗ T̄s ⊗ . . .⊗ T̄s︸ ︷︷ ︸

n

: ψȧ1ȧ2...ȧn → ψ′ȧ1ȧ2...ȧn
= N∗

ȧ1

ḃ1N∗
ȧ2

ḃ2 . . . N∗
ȧn

ḃnψḃ1ḃ2...ḃn
.

4. Ïðåäñòàâëåíèå, êîíòðãðàäèåíòíîå ê T̄s, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

T̄cs : N −→ (N †)−1, ψȧ −→ ψ′ȧ = ψḃ(N∗)−1
ḃ
ȧ.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ T̄s. Äîêàçàòü ýòî ìîæíî ïî àíà-
ëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ëåâîñòîðîííåãî ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò òåíçîð εȧḃ:

εȧḃ = −εḃȧ, ε1̇2̇ = −1,

εȧḃ = −εḃȧ, ε1̇2̇ = 1.

Ýòè òåíçîðû ïîäíèìàþò è îïóñêàþò èíäåêñû ó ïðàâîñòîðîííèõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ
ïî ïðàâèëó

ψȧ = εȧḃψḃ, ψȧ = εȧḃψ
ḃ.

5. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n ïðåäñòàâëåíèé Ts

è m ïðåäñòàâëåíèé T̄s

T n
s ⊗ T̄m

s = Ts ⊗ Ts ⊗ . . .⊗ Ts︸ ︷︷ ︸
n

⊗ T̄s ⊗ T̄s ⊗ . . .⊗ T̄s︸ ︷︷ ︸
m

:

ψa1...anḃ1...ḃm
→ ψ′

a1...anḃ1...ḃm
= Na1

c1 . . . Nan
cnN∗

ḃ1

ḋ1 . . . N∗
ḃm

ḋmψc1...cnḋ1...ḋm
.
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Îáúåêòû ψa1...anḃ1...ḃm
íàçûâàþòñÿ ñïèí-òåíçîðàìè, à ïðåäñòàâëåíèå � ñïèí-òåíçîð-

íûì.
Î÷åâèäíî, ñïèí-òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè n > 1 èëè m > 1 ïðèâîäèìî. Íà-

ïðèìåð,
ψab =

1

2
(ψab + ψba) +

1

2
(ψab − ψba) = ψ(ab) − 1

2
εabε

mnψmn,

ãäå ψ(ab) è ψ = εmnψmn ïðåîáðàçóåòñÿ íåïðèâîäèìî. Îñîáåííîñòüþ äðóìåðèè ÿâëÿ-
åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáîé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ðàíãà 3 è âûøå òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ

ψ[abc] = 0,

à àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ðàíãà 2 ïðîïîðöèîíàëåí εab

ψ[ab] = −1

2
εabψ, ψ = εmnψmn,

è, òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåò ñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçîâàíû òîëüêî ñèììåòðè÷íûìè ñïèí-òåíçîðàìè ïðîèç-
âîëüíîãî ðàíãà. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñåêòîðà òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ. Ïîýòîìó
ïðîèçâîëüíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò ðåàëèçîâàíî íà ñïèí-òåíçîðàõ

ψa1...anḃ1...ḃm
= ψ(a1...an)(ḃ1...ḃm),

ñèììåòðè÷íûõ ïî âñåì òî÷å÷íûì è íåòî÷å÷íûì èíäåêñàì. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îáî-
çíà÷àþò (m

2
, n

2
), îíî èìååò ðàçìåðíîñòü (n + 1)(m + 1) 3.

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèí-òåíçîðà ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè çàïèñàòü â âèäå

T (N) : ψ(n
2

, m
2

) → ψ′(
n
2

, m
2

) = (N)n(N∗)mψ(n
2

, m
2

).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ÷åòíîì (n+m) âûïîëíÿåòñÿ T (−N) = T (N), ñëåäîâàòåëüíî, òàêî-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåí-
öà. Êîãäà m + n � íå÷åòíî, èìååì T (−N) = −T (N), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóçíà÷íîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëîðåíöà.

Çàìåòèì, ÷òî ñïèí-òåíçîðû ψ(n
2

, m
2

) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè îáúåêòàìè, îíè ðåà-
ëèçóþò êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ â ôèçèêå ïðåäñòàâëÿþò
âåùåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîëó÷åíèè âåùåñòâåí-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2, C).

Ïóñòü ψa1...anḃ1...ḃm
� ñïèí-òåíçîð òèïà (n

2
, m

2
). Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ñïèí-òåíçîðîâ

îáîçíà÷èì V(n
2

, m
2

). Ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè èìååì:

Ĉ : V(n
2

, m
2

) −→ V(m
2

, n
2
),

ψa1...anḃ1...ḃm
−→ (ψa1...anḃ1...ḃm

)∗ = ψ̄b1...bmȧ1...ȧn .

Î÷åâèäíî, ÷òî Ĉ2 = 1. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ïðè n 6= m òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ìîæåò
áûòü âåùåñòâåííûì. ×òîáû ñâÿçàòü ñ íèì âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàññìîòðèì
ïðÿìóþ ñóììó ïðåäñòàâëåíèé

(
n

2
,
m

2
)⊕ (

m

2
,
n

2
),

3Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ó ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàíãà n â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíî
D(D+1)...(D+n−1)

n! . Â ÷àñòíîñòè, ïðè D = 2 îíî ðàâíî n + 1.
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äåéñòâóþùóþ â ïðîñòðàíñòâå V(n
2

, m
2

)⊕(m
2

, n
2
). Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Ĉ ïåðåâîäèò

ýòî ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäïðîñòðàíñòâî
V R

(n
2

, m
2

) ñïèíîðîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè Ĉ, ò.å.

Ĉ|V R
( n
2 , m

2 )
= 1̂.

Òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç ïàð âèäà

(ψa1...anḃ1...ḃm
, ψ̄b1...bmȧ1...ȧn).

Ñïèí-òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå â òàêîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò âåùåñòâåííûì.
Â ñëó÷àå, êîãäà n = m, âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ

âåùåñòâåííûå ñïèí-òåíçîðû

ψa1...anḃ1...ḃn
= ψ̄a1...anḃ1...ḃn

.

Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ñïèíîðîâ áóäåò èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû
SL(2, C) è áóäåò ðåàëèçîâûâàòü íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå.

Èòàê, ìû îïèñàëè ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà è ãðóïïû SL(2, C).
Èçó÷èì âîïðîñ î ñâÿçè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ìàòðèö èç ãðóïïû SL(2, C) â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ìàò-
ðèö

N : X → X ′ = NXN+, N ∈ SL(2, C), (1.52)
ãäå X � ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî áàçèñó,
ñîñòîÿùåìó èç ìàòðèö Ïàóëè (1.39): X = Xµσµ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (1.52)
ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíî

X ′µσµ = XµNσµN
†.

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû Xµ è X ′µ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà

X ′µ = Λµ
ν(N)Xν ,

ïîëó÷àåì
XνΛµ

ν(N)σµ = XµNσµN
†.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîîðäèíàò Xµ èìååì:

σµ = NσνN
+[Λ−1(N)]νµ. (1.53)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû σµ íåñóò ñïèíîðíûå èíäåêñû (σµ)aȧ, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè ñïèí-òåíçîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1

2
, 1

2
) ãðóïïû SL(2, C), òî ðàâåíñòâî (1.52)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(σµ)aȧ = Na
bN∗

ȧ
ḃ(σν)bḃΛ

−1(N)ν
µ. (1.54)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò (σµ)aȧ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ Ëîðåíöà, òàêæå êàê è òåíçîðû ηµν , εab. Âûðàæåíèå (1.54) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü
â âèäå

Λµ
ν(σ

ν)aȧ = Na
bN∗

ȧ
ḃ(σµ)bḃ,
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÷òî îçíà÷àåò, ÷òî (σµ)aȧ îñóùåñòâëÿþò ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì è
ïðåäñòàâëåíèåì (1

2
, 1

2
).

Ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ìàòðèöû σ̃µ ñ ïîäíÿòûìè ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè:

(σ̃µ)ȧa = εabεȧḃ(σµ)bḃ.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

σ̃µ = (12×2,−~σ). (1.55)

Äëÿ ìàòðèö σµ è σ̃µ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

(σµσ̃ν + σν σ̃µ)a
b = 2ηµνδ

b
a,

(σ̃µσν + σ̃νσµ)ȧ
ḃ = 2ηµνδ

ȧ
ḃ
,

tr σµσ̃ν = 2ηµν ,

(σµ)aȧ(σ̃µ)ḃb = 2δb
aδ

ḃ
ȧ.

(1.56)

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèå (1.55).
Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü ñâîéñòâà (1.56).
Ïîñêîëüêó ìàòðèöû σµ îñóùåñòâëÿþò ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè, òî îíè ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîíâåðòèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ èíäåêñîâ â ñïèíîðíûå è
íàîáîðîò:

Vµ −→ Vaȧ = (σµ)aȧVµ,
Vaȧ −→ Vµ = 1

2
(σ̃µ)ȧaVaȧ.

(1.57)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî êàæäûé ÷åòûðåõìåðíûé èíäåêñ µ ñîîòâåòñòâóåò ïàðå
ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ a, ȧ. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ (1.56) âñå âåêòîðíûå ñâåðòêè ìîãóò
áûòü ïåðåâåäåíû â ñïèíîðíûå è íàîáîðîò:

VµW
µ = ηµνVµWν =

1

4
(σ̃µ)ȧa(σ̃µ)ḃbVaȧWbḃ =

1

2
εabεȧḃWbḃVaȧ =

1

2
VaȧW

aȧ.

Â êà÷åñòâå ìåíåå òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà íàéäåì ñïèí-òåíçîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà hµν . Ñîãëàñíî ïðàâèëó (1.57) åìó ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ïðèâîäèìûé ñïèí-òåíçîð

habȧḃ = (σµ)aȧ(σ
ν)bḃhµν .

Ðàçëîæèì åãî íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû:

habȧḃ = h(ab)(ȧḃ) + h(ab)[ȧḃ] + h[ab](ȧḃ) + h[ab][ȧḃ] =

= h(ab)(ȧḃ) + εȧḃh(ab) + εabhȧḃ + εabεȧḃh,

ãäå
h(ab) = −1

2
εȧḃh(ab)[ȧḃ],

h(ȧḃ) = −1
2
εabh[ab](ȧḃ),

h = 1
4
εabεȧḃhabȧḃ.

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð hµν ðåàëèçóåò ñóììó ÷åòûðåõ íåïðèâîäèìûõ ñïèí-òåíçîðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåíçîð hµν ñèììåòðè÷åí, hµν = hνµ. Òîãäà èìååì

habȧḃ = (σµ)aȧ(σ
ν)bḃhµν = (σν)aȧ(σ

µ)bḃhµν = hbaḃȧ.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h(ab) = 0 è h(ȧḃ) = 0, è, òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
ðåàëèçóåò äâà íåïðèâîäèìûõ ñïèí-òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ

h(µν) ∼ h(ab)(ȧḃ) + εabεȧḃh.

Ïóñòü hµν òàêæå è áåññëåäîâûé ηµνhµν = 0, òîãäà

ηµνhµν =
1

4
ηµν(σ̃µ)ȧa(σ̃ν)

ḃbhabȧḃ =
1

2
εabεȧḃhabȧḃ = 2h = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå h(ab)(ȧḃ) ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîìó
áåññëåäîâîìó òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà, à êîìïîíåíòà h ñîîòâåòñòâóåò ñëåäó hµν .

Èññëåäóåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëó÷àé àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

hµν = −hνµ.

Â ýòîì ñëó÷àå
habȧḃ =

1

2
[(σµ)aȧ(σ

ν)bḃ − (σµ)bḃ(σ
ν)aȧ]hµν .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîíåíòû h(ab)(ȧḃ) è h ðàâíû íóëþ:

h(ab)(ȧḃ) = 1
8
[(σµ)aȧ(σ

ν)bḃ + (σµ)bȧ(σ
ν)aḃ + (σµ)aḃ(σ

ν)bȧ + (σµ)bḃ(σ
ν)aȧ−

−(σµ)bḃ(σ
ν)aȧ − (σµ)aḃ(σ

ν)bȧ − (σµ)bȧ(σ
ν)aḃ − (σµ)aȧ(σ

ν)bḃ]hµν = 0,

h = 1
8
εabεȧḃ[(σµ)aȧ(σ

ν)bḃ − (σµ)bḃ(σ
ν)aȧ]hµν =

= 1
8
[(σ̃µ)ḃb(σν)bḃ − (σ̃µ)ȧa(σν)aȧ]hµν = 1

4
(ηµν − ηµν)hµν = 0.

Ïðåæäå ÷åì âû÷èñëèòü îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû h(ab) è h(ȧḃ) ââåäåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ

(σµν)a
b = −1

4
(σµσ̃ν − σν σ̃µ)a

b,
(σ̃µν)ȧ

ḃ = −1
4
(σ̃µσν − σ̃νσµ)ȧ

ḃ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ìàòðèöû áåññëåäîâû

Trσµν = −1

4
(2ηµν − 2ηµν) = 0, Trσ̃µν = 0.

Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè σµν = −σνµ, ñðåäè íèõ èìååòñÿ òîëüêî øåñòü íåçàâèñè-
ìûõ.

Çàäà÷à 8. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ìàòðèö σµν èìååòñÿ øåñòü
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö.

Ñëåäîâàòåëüíî, σµν îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ìàò-
ðèö 2× 2 ñ íóëåâûì ñëåäîì.

Â äàëüíåéøåì áóäóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ìàòðèöû σµν ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
èíäåêñàìè:

(σµν)ab = εbc(σ
µν)a

c, (σµν)ab = εac(σµν)c
b,

(σ̃µν)ȧḃ = εȧċ(σ̃
µν)ċ

ḃ, (σ̃µν)ȧḃ = εḃċ(σ̃µν)ȧ
ċ.

(1.58)

Çàäà÷à 9. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû, ââåäåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (1.58), ñèììåòðè÷-
íû:

(σµν)ab = (σµν)ba, (σ̃µν)ȧḃ = (σ̃µν)ḃȧ.
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Âåðíåìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñïèí-òåíçîðíûõ êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

h(ab) = −1
2
εȧḃh(ab)ȧḃ =

= −1
8
εȧḃ[(σµ)aȧ(σ

ν)bḃ + (σµ)bȧ(σ
ν)aḃ − (σµ)bḃ(σ

ν)aȧ − (σµ)aḃ(σ
ν)bȧ]hµν =

= −1
8
[(σµσ̃ν)ab − (σν σ̃µ)ab − (σν σ̃µ)ab + (σµσ̃ν)ab]hµν =

= (σµν)abhµν .

Àíàëîãè÷íî

h(ȧḃ) = −1
2
εabhab(ȧḃ) =

= −1
8
εab[(σµ)aȧ(σ

ν)bḃ + (σµ)aḃ(σ
ν)bȧ − (σµ)bḃ(σ

ν)aȧ − (σµ)bȧ(σ
ν)aḃ]hµν =

= −1
8
[−(σ̃µσν)ȧḃ + (σ̃νσµ)ȧḃ + (σ̃νσµ)ȧḃ − (σ̃µσν)ȧḃ]hµν =

= −(σ̃µν)ȧḃhµν .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâó-
åò äâóì ñïèí-òåíçîðàì h(ab) è h(ȧḃ)

h[µν] ∼ εabh(ȧḃ) + εȧḃh(ab).

Ïîëó÷èì òàêæå îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó h[µν] è (hab, hȧḃ), ò.å. âûðàçèì h[µν]

÷åðåç ýòè ñïèí-òåíçîðû. Ïóñòü åñòü ñïèí-òåíçîð âèäà

habȧḃ = εȧḃh(ab) + εabhȧḃ.

Åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òåíçîð âòîðîãî ðàíãà

hµν = 1
4
(σµ)aȧ(σν)

bḃhabȧḃ =

= 1
4
(σµ)aȧ(σν)

bḃ(h(ab)εȧḃ + h(ȧḃ)εab) =

= 1
8
εȧḃ[(σµ)aȧ(σν)

bḃ + (σµ)bȧ(σν)
aḃ]h(ab) + 1

8
εab[(σµ)aȧ(σν)

bḃ + (σµ)aḃ(σν)
bȧ]h(ȧḃ) =

= 1
8
[−(σµσ̃ν)

ab + (σµσ̃µ)ab]h(ab) + 1
8
[(σ̃µσν)

ȧḃ − (σ̃νσµ)ȧḃ]h(ȧḃ) =

= 1
2
(σµν)

abh(ab) − 1
2
(σ̃µν)

ȧḃh(ȧḃ).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî hµν àíòèñèììåòðè÷åí, ïîñêîëüêó ìàòðèöû σµν

àíòèñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì µν.
Èòàê, ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå:

hab = (σµν)abhµν , hȧḃ = −(σ̃µν)ȧḃhµν ,

hµν = 1
2
(σµν)

abhab − 1
2
(σ̃µν)

ȧḃhȧḃ.

Ïîäâåäåì èòîã î ñâÿçè òåíçîðíûõ è ñïèí-òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà hµν â âèäå òàáëèöû

Òåíçîð Ñïèí-òåíçîð Ïðåäñòàâëåíèå
ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé h(µν) − 1

4
ηµνh

α
α h(ab)(ȧḃ) (1, 1)

ñëåä 1
4
hα

αηµν hεabεȧḃ (0, 0)
àíòèñèììåòðè÷íûé h[µν] εabh(ȧḃ) + εȧḃh(ab) (1, 0)⊕ (0, 1).
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Çàäà÷à 10. Aíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíûì,
åñëè

hµν =
i

2
εµνλκhλκ

è àíòèñàìîäóàëüíûì, åñëè
hµν = − i

2
εµνλκhλκ.

Óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òàêèìè òåíçîðàìè è íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíè-
ÿìè ãðóïïû Ëîðåíöà. Óêàçàíèå: äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ

εµνλκσλκ = −2iσµν , εµνλκσ̃λκ = 2iσ̃µν .

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûé òåíçîð ðàíãà s

hµ1...µs

ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó êîìïîíåíò, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (n
2
, m

2
) è

èõ ïðÿìûå ñóììû, ïðè÷åì m + n ≤ 2s (m + n = 0, 2, 4, . . . , 2s). Ïðåäñòàâëåíèÿ ñ
íå÷åòíûì (m + n) íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå Ëîðåíöåâûõ òåíçîðîâ, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èõ äâóçíà÷íîñòè.

Çàäà÷à 11. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ( s
2
, s

2
) ðåàëèçóåòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåò-

ðè÷íûì è áåññëåäîâûì òåíçîðîì ðàíãà s.

1.5. Îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñïèí-òåíçîðû, ñèììåòðè÷íûå ïî òî÷å÷íûì è

íåòî÷å÷íûì èíäåêñàì, äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû Ëîðåíöà è ãðóïïû SL(2, C). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåî-
ðèè ãðóïï.

Ïóñòü T (g) � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G ñ ýëåìåíòàìè g â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V . Ïóñòü Γi (i = 1, . . . , n) � ãåíåðàòîðû äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å.
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ñïðàâåäëèâî

T (g) = eαiΓi = 1̂ + αiΓi + . . . ,

ãäå αi � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ãåíåðàòîðû Γi îáðàçóþò áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè
äàííîé ãðóïïû.

Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ Cl (l = 1, . . . , k),
äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå V è êîììóòèðóþùèõ ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè Γi

[Cl, Γi] = 0, l = 1, . . . , k, i = 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîðû Cl êîììóòèðóþò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ
T (g). Òàêèå îïåðàòîðû Cl, êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè îïåðàòîðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ,
íàçûâàþò îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ãðóïïû Ëè G. Èç òåîðèè ãðóïï Ëè èçâåñòíî, ÷òî
÷èñëî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè ñîâïàäàåò ñ ðàí-
ãîì ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè.

Ñîãëàñíî ëåììå Øóðà ëþáîé îïåðàòîð Cl, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè ãåíåðàòî-
ðàìè Γi íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êðàòåí åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó

Cl = λl1̂, l = 1, . . . , k,
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ãäå λl � íåêîòîðûå ÷èñëà, 1̂ � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ðàçëè÷íûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-
íûå íàáîðû ÷èñåë {λl}, ïðè÷åì êàæäîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîé íàáîð. Åñëè äâóì ïðåäñòàâëåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò îäèí íàáîð {λa}, òî ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè âñå íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îïåðàòîðû Êàçèìèðà Cl è èçó÷èòü èõ
ñïåêòð.

Äàëåå ìû ïðèìåíèì ýòó ïðîöåäóðó äëÿ êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà è ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Ïóñòü T (g) � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà. Ïî ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó çàêîíó åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëîðåíöà

T (g) = e
i
2
ωµνMµν , (1.59)

ãäå Mµν = −Mνµ � ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëè â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè. Îíè äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[Mαβ, Mµν ] = i(ηαµMβν − ηβµMαν + ηανMµβ − ηβνMµα).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñïèíîðíûì îáîçíà÷åíèÿì è ïîëó÷èì êîììóòàöèîííûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ñïèíîðíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Mµν . Ïîñêîëüêó ωµν � àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð, òî åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðà ñèììåòðè÷íûõ ñïèí-òåíçîðîâ (ωab, ωȧḃ)

ωµν = 1
2
(σµν)

abωab − 1
2
(σ̃µν)

ȧḃωȧḃ,
ωab = (σµν)abωµν , ωȧḃ = −(σ̃µν)ȧḃhµν .

Â ðåçóëüòàòå
ωµνMµν =

1

2
(σµν)abMµνωab − 1

2
(σ̃µν)ȧḃMµνωȧḃ. (1.60)

Ââåäåì ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Mµν ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Mab =
1

2
(σµν)abMµν , Mȧḃ = −1

2
(σ̃µν)ȧḃMµν .

(Ýòè ôîðìóëû îòëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ òåí-
çîðà âòîðîãî ðàíãà). Ïîäñòàâëÿÿ (1.60) â (1.59), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ýëåìåíòà ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå

T (g) = e
i
2
(ωabMab+ωȧḃMȧḃ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Ëîðåíöà ãåíåðèðóåòñÿ äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè ñïèí-òåíçîðàìè
Mab,Mȧḃ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ øåñòü ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ãåíåðàòîðîâ,
êàê è äîëæíî áûòü äëÿ ãðóïïû Ëîðåíöà.

Âû÷èñëèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñâåðòîê ìàòðèö σµν , σ̃µν :

(σαβ)ab(σ
µν)cdηαµ = 1

16
(σασ̃β − σβσ̃α)ab(σ

µσ̃ν − σν σ̃ν)cdηαµ =
= 1

16
[(σα)aṅ(σ̃β)ṅ

b(σ
µ)cṁ(σ̃ν)ṁ

d − (σβ)aṅ(σ̃α)ṅ
b(σ

µ)cṁ(σ̃ν)ṁ
d−

−(σα)aṅ(σ̃β)ṅ
b(σ

µ)cṁ(σ̃ν)ṁ
d − (σβ)aṅ(σ̃α)ṅ

b(σ
ν)cṁ(σ̃µ)ṁ

d]ηαµ =
= 1

8
[εacεṅṁ(σ̃β)ṅ

b(σ
ν)ṁ

d − δṅ
ṁεbc(σ̃

β)aṅ(σµ)ṁ
d−

−δṁ
ṅ εda(σ

β)ṅ
b(σ

ν)cṁ + εṅṁεdb(σ
β)aṅ(σν)cṁ] =

= 1
8
[−εac(σ

βσ̃ν)bd − εbc(σ
βσ̃ν)ad − εad(σ

βσ̃ν)bc − εbd(σ
βσ̃ν)ac],

(σαβ)ab(σ
µν)cdηαµηβν = 1

4
[−εacδ

ṅ
ṅεdb − εbcδ

ṅ
ṅεda − εadδ

ṅ
ṅεcd − εbdδ

ṅ
ṅεca] =

= 1
2
[εacεbd + εbcεad + εadεbc + εbdεac] = εacεbd + εbcεad.
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Çàäà÷à 12. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

(σ̃αβ)ȧḃ(σ̃
µν)ċḋηαµ = 1

8
[εȧċ(σ

βσ̃ν)ḃḋ + εḃċ(σ
βσ̃ν)ȧḋ + εȧḋ(σ

βσ̃ν)ḃċ + εḃḋ(σ
βσ̃ν)ȧċ],

(σ̃αβ)ȧḃ(σ̃
µν)ċḋηαµηβν = −εȧċεḃḋ − εḃċεȧḋ,

(σαβ)ab(σ̃
µν)ċḋηαµ = 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êîììóòàòîð äëÿ ñïèí-òåíçîðíûõ êîìïîíåíò ìîìåí-
òîâ

[Mab,Mcd] =
1

4
(σαβ)ab(σ

µν)cd[Mαβ,Mµν ] =

=
i

4
(σαβ)ab(σ

µν)cd(ηαµMβν − ηβµMαν + ηανMµβ − ηβνMµα) =

=
i

4
[(σαβ)ab(σ

µν)cd − (σβα)ab(σ
µν)cd − (σαβ)ab(σ

νµ)cd + (σβα)ab(σ
νµ)cd]ηαµMβν =

= i(σαβ)ab(σ
µν)cdηαµMβν =

=
i

8
[−εac(σ

βσ̃ν)bd − εbc(σ
βσ̃ν)ad − εad(σ

βσ̃ν)bc − εbd(σ
βσ̃ν)ac]Mβν =

=
i

2
(εacMbd + εbcMad + εadMbc + εbdMac). (1.61)

Çàäà÷à 13. Ïîëó÷èòü îñòàëüíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[Mȧḃ,Mċḋ] =
i

2
(εȧċMḃḋ + εḃċMȧḋ + εȧḋMḃċ + εḃḋMȧċ), (1.62)

[Mab,Mċḋ] = 0. (1.63)

Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (1.61�1.63) âèäíî, ÷òî àëãåáðà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé äâóõ íåçàâèñèìûõ àëãåáð, îáðàçîâàííûõ ãåíåðàòîðàìè Mab è Mȧḃ.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ýòîé àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû

C1 = MabM
ab, C2 = MȧḃM

ȧḃ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíè êîììóòèðóþò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè Mab, Mȧḃ:

[C1,Mcd] = [MabMab,Mcd] = Mab[Mab,Mcd] + [Mab,Mcd],M
ab =

= i
2
Mab(εacMbd + εadMbc + εbcMad + εbdMac)+

+ i
2
(εacMbd + εadMbc + εbcMad + εbdMac)M

ab =
= i

2
(−Mc

bMbd −Md
bMbc −Mc

aMad −Md
aMac−

−MbdMc
b −MbcMd

b −MadMc
a −MacMd

a) =
= i(−Mc

dMbd −Md
bMbc + Md

bMbc + Mc
bMbd) = 0,

[C1,Mċḋ] = 0.

Àíàëîãè÷íî
[C2,Mab] = 0, [C2,Mȧḃ] = 0.

Èòàê, C1 è C2 � îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà. Èçó÷èì äåéñòâèå äàííûõ
îïåðàòîðîâ íà ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîãî ñïèí-òåíçîðíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-
íèè.
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Ïðåæäå âñåãî, íàéäåì äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ Mab, Mȧḃ íà ñèììåòðè÷íûå ñïèíîðû.
Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ψa −→ ψ′a = Na
bψb, N ∈ SL(2, C).

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó N â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå
N = eB,

ãäå B � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ det N = etr ln N èç óñëîâèÿ det N = 1
ñëåäóåò, ÷òî trB = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû B îáðàçóþò øåñòèìåðíîå ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî áåññëåäîâûõ êîìïëåêñíûõ äâóðÿäíûõ ìàòðèö. Â êà÷åñòâå áàçèñà
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü ìàòðèöû σµν

B =
1

2
ωµνσµν , N = e

1
2
ωµνσµν = e

i
2
ωµν(−iσµν),

ò.å. ωµν � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ãðóïïå SL(2, C). Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ìû
èìååì

ψ′a = (e
i
2
ωµνMµνψ)a,

òî, ñðàâíèâàÿ ýòè ôîðìóëû, çàìå÷àåì, ÷òî ãåíåðàòîðû ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èìåþò âèä

(Mµν)a
b = −i(σµν)a

b, (Mµνψ)a = −i(σµν)a
bψb.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñïèíîðíûå êîìïîíåíòû ãåíåðàòîðà Mµν â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè
(Mcd)a

b = 1
2
(σµν)cd(Mµν)a

b = − i
2
(σµν)cd(σµν)a

b = − i
2
(εacδ

b
d + εadδ

b
c),

(Mċḋ)a
b = −1

2
(σ̃µν)ċḋ(Mµν)a

b = i
2
(σ̃µν)ċḋ(σµν)a

b = 0,

ò.å.
(Mcdψ)a = − i

2
(εacψd + εadψc), (Mċḋψ)a = 0.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íåòî÷å÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî ñïèí-òåíçîðà ýòè ôîðìóëû
ëåãêî îáîáùàþòñÿ:

(Mcdψ)a1...an = − i
2

n∑
i=1

(εaicψda1...âi...an + εaidψca1...âi...an),

(Mċḋψ)a1...an = 0,
(1.64)

ãäå âi îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ ai îòñóòñòâóåò ó ýòîãî ñïèí-òåíçîðà.
Íàéäåì òåïåðü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà íà ñïèí-òåíçîðû

(C1ψ)a1...an = (M cdMcdψ)a1...an =

= − i
2

n∑
i=1

(εaicM
cdψda1...âi...an + εaidM

cdψca1...âi...an) =

= −i
n∑

i=1

εaicM
cdψda1...âi...an =

= −1
2

n∑
i=1

εaic{δd
dψ

c
a1...âi...an + δc

dψ
d
a1...âi...an+

+
n∑

j 6=i

(δc
aj

ψd
da1...âi...âj ...an + δd

aj
ψc

da1...âi...âj ...an)} =

= −1
2

n∑
i=1

(2ψa1...an + ψa1...an +
n∑

j 6=i

ψa1...an) =

= −1
2
(3n + n(n− 1))ψa1...an = −n(n+2)

2
ψa1...an ,

(C2ψ)a1...an = 0.
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Aíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà â ñåêòîðå òî÷å÷íûõ ñïè-
íîðîâ:

(C1ψ)ȧ1...ȧm = 0, (C2ψ)ȧ1...ȧm = −m(m + 2)

2
ψȧ1...ȧm .

Èòàê, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (n
2
, m

2
) èìååì:

(C1ψ)a1...anḃ1...ḃm
= −1

2
n(n + 2)ψa1...anḃ1...ḃm

,
(C2ψ)a1...anḃ1...ḃm

= −1
2
m(m + 2)ψa1...anḃ1...ḃm

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû Êàçèìèðà êðàòíû åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó â äàííîì
ïðåäñòàâëåíèè

C1|(n
2

, m
2

) = −1

2
n(n + 2)1̂, C2|(n

2
, m

2
) = −1

2
m(m + 2)1̂.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà çàäàþòñÿ ÷èñëàìè
m è n è èìåþò ðàçìåðíîñòü (n + 1)(m + 1). Èç òåîðèè ãðóïï èçâåñòíî, ÷òî ýòî ïîë-
íûé íàáîð íåïðèâîäèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL(2, C). Ïîäðîá-
íîå ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà äëÿ ãðóïïû SL(2, C) äàíî â êíèãå
[10].

1.6. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ
Ðàíåå ìû îïèñàëè âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà

L↑+. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì âîïðîñ î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîëíîé
ãðóïïû Ëîðåíöà L.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà L ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò

L = L↑+ ∪ L↑− ∪ L↓+ ∪ L↓−,

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà L↑+ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé P , T , TP , ãäå

P : xµ → x′µ = P µ
νx

ν = (x0,−x1,−x2,−x3),
T : xµ → x′µ = T µ

νx
ν = (−x0, x1, x2, x3),

||P µ
ν || = diag(1,−1,−1,−1), ||T µ

ν || = diag(−1, 1, 1, 1).

Ôàêòè÷åñêè, ïîëíàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà îòëè÷àåòñÿ îò L↑+ íàëè÷èåì ýòèõ äèñêðåòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé è ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû L ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç íåêîòîðîãî ýëå-
ìåíòà ãðóïïû L↑+ äåéñòâèåì îäíîãî èç îïåðàòîðîâ P , T èëè TP . Ïîýòîìó íåîáõîäèìî
èçó÷èòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ P , T , TP â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ òèïà (n

2
, m

2
).

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ îïåðàòîðà P . Ïóñòü åñòü U(Λ) � îïåðàòîðû íåêîòîðîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà, ò.å. äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

U(Λ1)U(Λ2) = U(Λ1Λ2),

ãäå Λ1, Λ2 ìàòðèöû èç ãðóïïû Ëîðåíöà. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì

P̂ = U(P ).
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðîèçâåäåíèå

U(P )U(Λ)U−1(P ) = U(PΛP−1) = U(PΛP ),

ãäå Λ � ñîáñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ïðåäñòàâèì åãî â èíôèíèòåçèìàëüíîé
ôîðìå, òîãäà

P̂ (1 +
i

2
ωµνMµν + . . .)P̂−1 = 1 +

i

2
ωµνPµ

αPν
βMαβ + . . . .

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ωµν èìååì

P̂MµνP̂
−1 = Pµ

αPν
βMαβ.

Çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ µ, ν è âîñïîëüçóåìñÿ
ÿâíûì âèäîì ìàòðèö Pµ

ν :

P̂MijP̂
−1 = Mij, i, j = 1, 2, 3,

P̂M0jP̂
−1 = −M0j.

Êðîìå òîãî, îïåðàòîð P̂ â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû Ëîðåíöà äîëæåí îáëàäàòü
ñâîéñòâîì

P̂ 2 = 1,

ïîñêîëüêó
P̂ 2 = U(P 2) = U(1).

Èòàê, â ïðîèçâîëüíîì (îäíîçíà÷íîì) ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû Ëîðåíöà îïåðàòîð
P̂ èìååò ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

P̂Mij −MijP̂ = 0, (1.65)
P̂M0j + M0jP̂ = 0. (1.66)

Óðàâíåíèÿ (1.65, 1.66) èìåþò ïðîçðà÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ñîîòíîøåíèå (1.65)
îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå îòðàæåíèå è ïîñëåäóþùèé ïîâîðîò ïðèâîäÿò ê òà-
êîìó æå ðåçóëüòàòó, ÷òî è ïîâîðîò ñ ïîñëåäóþùèì îòðàæåíèåì. Ñîîòíîøåíèå (1.66)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäÿò ïåðåõîä â ñèñòåìó îòñ÷åòà,
äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñî ñêîðîñòüþ ~V ñ ïîñëåäóþùèì îòðàæåíèåì, è
îòðàæåíèå ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì â ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ −~V .

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà,
âêëþ÷àÿ äâóçíà÷íûå (ñïèíîðíûå), ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ
áîëåå ïîäðîáíî. Íàéäåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ P̂ ñ ãåíåðàòîðàìè Mab,
Mȧḃ

P̂Mab = P̂ 1
2
(σµν)abMµν = P̂ 1

2
[2(σ0j)abM0j + (σij)abMij] =

= 1
2
[−2(σ0j)abM0j + (σijMij)]P̂ =

= 1
2
[2(σ̃0j)abM0j + (σ̃ij)abMij]P̂ = −MȧḃP̂ .

Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà σ-ìàòðèö

σ0j = −1
4
(σ0σ̃j − σjσ̃0) = −1

4
(−σ̃0σj + σ̃jσ0) = −σ̃0j,

σij = −1
4
(σiσ̃j − σjσ̃i) = σ̃ij.
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Aíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
P̂Mȧḃ = −MabP̂ .

Èòàê, â ïðîèçâîëüíîì ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð P̂ èìååò ñëåäóþ-
ùèå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè ìîìåíòîâ

P̂Mab + MȧḃP̂ = 0, P̂Mȧḃ + MabP̂ = 0, (1.67)

êðîìå òîãî, èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè: èç òîãî, ÷òî P 2 = 1, ñëåäóåò

P̂ 2 = 1̂ äëÿ îäíîçíà÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé,
P̂ 2 = ±1̂ äëÿ äâóçíà÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. (1.68)

Íà îñíîâå óðàâíåíèé (1.67) íàõîäèì:

P̂C1 = P̂MabM
ab = −MȧḃP̂Mab = MȧḃP̂ = C2P̂ ,

P̂C2 = P̂MȧḃM
ȧḃ = −MabP̂M ȧḃ = C1P̂ .

Ïóñòü ψ � ñïèí-òåíçîð, ðåàëèçóþùèé íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå (n
2
, m

2
), ò.å.

C1ψ = −n(n + 2)

2
ψ, C2ψ = −m(m + 2)

2
ψ.

Ïîäåéñòâóåì íà íåãî îïåðàòîðîì P̂

ψ′ = P̂ψ.

Ïðåîáðàçîâàííûé ñïèí-òåíçîð ψ′ áóäåò óæå ïðèíàäëåæàòü ïðåäñòàâëåíèþ (m
2
, n

2
),

ïîñêîëüêó
C1ψ

′ = C1P̂ψ = P̂C2ψ = P̂ (−m(m+2)
2

)ψ = −m(m+2)
2

ψ′,
C2ψ

′ = C2P̂ψ = P̂C1ψ = −n(n+2)
2

ψ′.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå m 6= n îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ P̂ íå ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïû
Ëîðåíöà, îí ïåðåìåøèâàåò äâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ

P̂ :
(n

2
,
m

2

)
¿

(m

2
,
n

2

)
.

Î÷åâèäíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå âñåé ãðóïïû Ëî-
ðåíöà (ñ ó÷åòîì äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé), íåîáõîäèìî âçÿòü ïðÿìóþ ñóììó ñïèí-
òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé (n

2
,
m

2

)
⊕

(m

2
,
n

2

)
. (1.69)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðè n = 1, m = 0 áóäåì èìåòü ïðåäñòàâëåíèå
(

1

2
, 0

)
⊕

(
0,

1

2

)
. (1.70)

Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò ÷åòûðå êîìïîíåíòû è ïîñòðîåí èç
äâóõ ñïèíîðîâ � òî÷å÷íîãî è íåòî÷å÷íîãî

Ψ =

(
ψa

χ̄ȧ

)
. (1.71)
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Òàêîé ñïèíîð Ψ íàçûâàåòñÿ äèðàêîâñêèì ñïèíîðîì, ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî ýëåìåíò
ïðåäñòàâëåíèÿ (1

2
, 0) ⊕ (0, 1

2
). Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà ñïèíîðû ψ, χ̄ ïðåîáðà-

çóþòñÿ ïî ïðàâèëó
δψa = 1

2
ωµν(σµν)a

bψb,

δχ̄ȧ = 1
2
ωµν(σ̃µν)

ȧ
ḃχ̄

ḃ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèðàêîâñêèé ñïèíîð èìååò ñëåäóþùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

δΨ =
1

2

(
σµν 0
0 σ̃µν

)(
ψ
χ̄

)
. (1.72)

Ââåäåì ÷åòûðåõðÿäíûå ìàòðèöû

γµ =

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
, (1.73)

êîòîðûå íàçûâàþò ìàòðèöàìè Äèðàêà Ðàññìîòðèì òàêæå èõ àíòèñèììåòðè÷íóþ
êîìáèíàöèþ

Σµν = −1

4
(γµγν − γνγµ) = −1

4

(
σµσ̃ν − σν σ̃µ 0

0 σ̃µσν − σ̃νσµ

)
=

(
σµν 0
0 σ̃µν

)
.

Òîãäà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà (1.72) èìååò âèä

δΨ =
1

2
ωµνΣµνΨ. (1.74)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö Äèðàêà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

γµγν + γνγµ =

(
σµσ̃ν + σν σ̃µ 0

0 σ̃µσν + σ̃νσµ

)
= 2ηµν14×4. (1.75)

Èç ÿâíîãî âèäà çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.74) ñëåäóåò, ÷òî ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ
(1.70) íà äèðàêîâñêèõ ñïèíîðàõ (1.71) èìåþò âèä

Mµν = −iΣµν =
i

4
(γµγν − γνγµ) =

i

2
(γµγν − ηµν14×4).

Äëÿ îïåðàòîðà ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé òåïåðü ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

[P̂ , M0j]+ = 0 ⇒ P̂ γ0γj + γ0γjP̂ = 0,

[P̂ , Mij] = 0 ⇒ P̂ γiγj − γiγjP̂ = 0.
(1.76)

Çàäà÷à 14. Ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.76) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

P̂ = λ1γ0 + λ2γ0γ5, (1.77)

ãäå λ1, λ2 � ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû, γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ìàòðèö
Äèðàêà (1.73) âûðàæåíèå (1.77) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

P̂ = λ1

(
0 1
1 0

)
+ λ2

(
0 1
−1 0

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïåðàöèþ âðåìåíí�îãî îòðàæåíèÿ. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî îíà îáëàäàåò òåìè æå êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ÷òî è P̂ :

[T̂ ,M0j]+ = 0, [T̂ , Mij] = 0,

è èìååò ñâîéñòâî
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T̂ 2 = 1 äëÿ îäíîçíà÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé
T̂ 2 = ±1 äëÿ äâóçíà÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèâîäèìûìè ñ ó÷åòîì îïåðàöèè T̂ áóäóò, ïî-ïðåæíåìó, ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âèäà (n

2
,
m

2

)
⊕

(m

2
,
n

2

)
, m 6= n

èëè ïðåäñòàâëåíèÿ
(

n
2
, n

2

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ T̂ P̂ êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè Mµν

[T̂ P̂ , Mµν ] = 0, (T̂ P̂ )2 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèÿ
(

n
2
, m

2

)
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî T̂ P̂ .

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ãðóïïû Ëîðåíöà íåïðèâîäèìûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

(
n
2
, m

2

)⊕ (
m
2
, n

2

)
.

Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì âîïðîñ î âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ

(
1
2
, 0

)⊕ (
0, 1

2

)
, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

äèðàêîâñêèå ñïèíîðû
Ψ =

(
ψa

χ̄ȧ

)
.

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïåðåâîäèò ñïèíîð ψa â ψ̄ȧ, ñïèíîð χ̄ȧ â χa. Îáúåäèíèì èõ
â ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð-ñòðîêó

Ψ̄ = (χa, ψ̄ȧ). (1.78)

Òàêîé ñïèíîð (1.78) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

δΨ̄ = −1

2
ωµνΨ̄Σµν .

Çàìåòèì, ÷òî Ψ̄ ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç Ψ

Ψ̄ = Ψ†γ0,

ò.å. ïðîèçâîäèòñÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå è çàòåì ïåðåñòàâëÿþòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûå
÷àñòè.

Òàêîé ñïèíîð Ψ̄, îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì (1.78), íàçûâàþò äèðàêîâñêè-ñîïðÿ-
æåííûì ê ñïèíîðó Ψ.

Îïðåäåëèì íà ñïèíîðàõ Ψ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ĉ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ĉ : Ψ =

(
ψa

χ̄ȧ

)
−→ Ψc =

(
χa

ψ̄ȧ

)
. (1.79)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïèíîð Ψc ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî è Ψ:

δΨc =
1

2
ωµνΣµνΨc.

ßâíàÿ ñâÿçü ñïèíîðîâ Ψc è Ψ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ψc = CΨ̄T , C =

(
εab 0

0 εȧḃ

)
.
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Îïåðàöèÿ Ĉ íàçûâàåòñÿ çàðÿäîâûì ñîïðÿæåíèåì, Ψc � çàðÿäîâî-ñîïðÿæåííûì ê
Ψ. Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáû÷íîãî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ òåí-
çîðîâ. Ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè ìû ïîëó÷àåì ñïèíîðû èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Èìåÿ àíàëîã êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, ìîæíî ââåñòè àíàëîã âåùåñòâåííûõ îáú-
åêòîâ äëÿ äèðàêîâñêèõ ñïèíîðîâ

Ĉ : ΨM −→ Ψ′
M = CΨ̄T

M , ΨM =

(
ψa

ψ̄ȧ

)
.

Òàêèå ñïèíîðû ΨM íàçûâàþòñÿ ìàéîðàíîâñêèìè ñïèíîðàìè. Îíè èìåþò äâå íåçà-
âèñèìûõ êîìïîíåíòû, à íå ÷åòûðå, õîòÿ è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó äèðàêîâñêèõ
ñïèíîðîâ

δΨM =
1

2
ωµνΣµνΨM .

Çàäà÷à 15. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé äèðàêîâñêèé ñïèíîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ñóììû äâóõ ìàéîðàíîâñêèõ:

Ψ =

(
ψa

χ̄ȧ

)
, Ψ = ΠM + iΛM ,

ãäå ñïèíîðû ΠM è ΛM èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû

πa =
1

2
(ψa + χa), λa =

1

2i
(ψa − χa).

1.7. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà ãðóïïû Ïóàíêàðå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîí-
íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[Pµ, Pν ] = 0, [Mαβ, Pµ] = i(ηαµPβ − ηβµPα),
[Mαβ, Mµν ] = i(ηαµMβν − ηβµMαν + ηανMµβ − ηβνMµα).

(1.80)

Äëÿ êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå òðåáóåòñÿ íàé-
òè îïåðàòîðû Êàçèìèðà è îïèñàòü èõ ñïåêòð.

Ïåðâûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ãåíåðàòîðà òðàíñëÿöèé

C1 = PµP
µ,

÷òî âûòåêàåò èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

[C1, Pα] = 0,
[C1,Mαβ] = [PµP

µ,Mαβ] = [Pµ,Mαβ]P µ + Pµ[P µ,Mαβ] =
= i(−ηαµPβ + ηβµPα)P µ + P µi(−ηαµPβ + ηβµPα) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âòîðîãî îïåðàòîðà Êàçèìèðà ââåäåì îïåðàòîð

Wβ = −1

2
εβαµνP

αMµν , (1.81)
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íàçûâàåìûé âåêòîðîì Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîãî îïå-
ðàòîðà.

1. Ïîðÿäîê çàïèñè îïåðàòîðîâ Pα è Mµν â âûðàæåíèè (1.81) íåñóùåñòâåíåí

Wβ = −1
2
εβαµνP

αMµν = −1
2
εβαµν(M

µν + [Pα,Mµν ]) =
= −1

2
εβαµνM

µνPα = −1
2
εβµναMµνPα.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.80).
2. Âåêòîðà Wµ è Pµ îðòîãîíàëüíû

WµP
µ = −1

2
εµναβP νMαβP µ = 0.

3. Îïåðàòîð Wµ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòåí

[Wµ, P
ν ] = −1

2
εµλαβP λ[Mαβ, P ν ] =

= −1
2
εµλαβP λi(ηανP β − ηνβPα) = 0.

4. Ïîñêîëüêó Wµ ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, òî îí äîëæåí èìåòü âåêòîð-
íûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

[Mµν , Wα] = i(ηµνWν − ηναWµ).

5. Êîìïîíåíòû Wµ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[Wα,Wβ] = −1
2
εαλµνP

λ[Mµν ,Wβ] = − i
2
εαλµνP

λ(δµ
βW ν − δν

βW µ) =

= − i
2
(εαλβνP

λW ν − εαλµβP λW µ) = iεαβλνP
λW ν .

Âòîðûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè

C2 = WµW
µ = −1

2
PαPαMµνM

µν + PαP βMαµMβµ.

Ýòî âûòåêàåò èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äàííîãî îïåðàòîðà ñ îïåðàòîðàìè
èìïóëüñîâ è ìîìåíòîâ

[C2, Pµ] = [Wα, Pµ]W α + W α[Wα, Pµ] = 0,
[C2,Mµν ] = [Wα,Mµν ]W

α + Wα[Wα,Mµν ] =
= i(−ηµαWν + ηναWµ)Wα + iW α(−ηµαWν + ηναWµ) = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà Ïóàíêàðå íå èìååò äðóãèõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà, ÿâëÿþùèõñÿ
ïîëèíîìàìè ãåíåðàòîðîâ Pµ è Mµν .

Äëÿ êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé èçó÷èì ñïåêòð îïåðàòîðîâ C1

è C2.
Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ V , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû |q〉, ãäå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ âåêòîðîâ, ïðèíÿòîå â êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿâíî îïðåäåëèòü
ïðîñòðàíñòâî V , íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áàçèñ â äàííîì ïðîñòðàíñòâå. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñêîëüêó âñå îïåðàòîðû Pµ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ

Pµ|q〉 = qµ|q〉.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè âåêòîðû áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà C1

C1|q〉 = PµP
µ|q〉 = qµq

µ|q〉 = m2|q〉,
ãäå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà C1 ìû îáîçíà÷èëè m2. Ýòî ÷èñëî m íàçûâàþò ìàñ-
ñîé íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Êàæäîìó çíà÷åíèþ m ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, ïîýòîìó âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñèìâîëîì

|q,m〉.
Êîìïîíåíòû qµ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îíè ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

qµqµ = q2
0 − q2

1 − q2
2 − q2

3 = m2. (1.82)
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîñêîëüêó

èìåííî îíè, â îñíîâíîì, èñïîëüçóþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè âèäà

U(Λ, a) = ei(aµPµ+ 1
2
ωµνMµν).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû Pµ è Mµν äîëæíû áûòü ñàìîñîïðÿæåííûìè. Èçâåñòíî,
÷òî ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû èìåþò ëèøü âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Òîãäà âñå âåëè÷èíû qµ è m2 âåùåñòâåííû è èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ

−∞ < qµ < ∞, −∞ < m2 < ∞.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íóìåðóþòñÿ íåïðåðûâíûì ïàðàìåò-
ðîì m2 (êâàäðàòîì ìàññû), èçìåíÿþùèìñÿ îò −∞ äî +∞.

Ñîîòíîøåíèå (1.82) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
q2
0 = m2 + ~q2

èëè
q0 = ±

√
~q2 + m2 = ±ε(~q), (1.83)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
ε(~q) =

√
~q2 + m2. (1.84)

Ïðè ýòîì íà òðåõìåðíûé âåêòîð ~q íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ïî-
ýòîìó êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ìàðêèðóåòñÿ òðåõìåð-
íûì âåêòîðîì ~q ñ ïðîèçâîëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
íåïðèâîäèìîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå áåñêîíå÷íîìåðíî.

Ñîîòíîøåíèÿ (1.82, 1.84) äîïóñêàþò ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ðàâåí-
ñòâî (1.82) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñâÿçü ìåæäó ÷åòûðå-èìïóëüñîì qµ è ìàññîé ðåëÿ-
òèâèñòñêîé ñèñòåìû m. Êîìïîíåíòà q0 îïèñûâàåò ýíåðãèþ ñèñòåìû, ïîñêîëüêó îíà
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà ýíåðãèè P0 (íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëü-
çóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà c = 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ
(1.83, 1.84) çàäàþò ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé ðåëÿòèâèñòñêîé ñèñòåìû è åå òðåõìåðíûì
âåêòîðîì èìïóëüñà ~q.

Ðàññìîòðèì âòîðîé îïåðàòîð Êàçèìèðà C2. Ïðîñòðàíñòâà |q,m〉 äîëæíû ðàçëî-
æèòüñÿ â ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì îïåðàòîðà C2 è èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå. Íàé-
äåì ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ýòîãî ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñî-
ñòîÿíèå |q,m〉

U(Λ, a)|q, m〉 = |q′,m〉,

44



â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âåêòîð, êîòîðûé ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü äðóãîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà èìïóëüñà

Pµ|q′,m〉 = PµU(Λ, a)|q,m〉 = U(Λ, a)U−1(Λ, a)|q, m〉 = U(Λ, a)Λµ
νPν |q, m〉 =

= Λµ
νqνU(Λ, a)|q,m〉 = Λµ

νqν |q′,m〉.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
q′µ = Λµ

νq
ν ,

èëè â áåñêîíå÷íî-ìàëîé ôîðìå

q′µ = qµ + ωµ
νq

ν .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, îñòàâëÿþùèõ âåêòîð qµ

íåèçìåííûì
ω̃µ

νq
ν = 0. (1.85)

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ïîäãðóïïó ãðóïïû Ëîðåíöà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ìàëîé ãðóïïîé âåêòîðà qµ (èëè ãðóïïîé ñòàáèëüíîñòè, ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé).

Çàäà÷à 17. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.85) â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò
îáùåå ðåøåíèå

ω̃µν = εµναβqαnβ, (1.86)
ãäå nβ � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé qµ. Ýòî çíà÷èò,÷òî òîëüêî òðè ïàðà-
ìåòðà èç ÷åòûðåõ ó âåêòîðà nβ íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó ïðè nβ ∼ qβ âñåãäà ω̃µν = 0
(òî åñòü âåêòîð nβ îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ nβ → n′β = nβ + γqβ).

C èñïîëüçîâàíèåì (1.86) ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ìàëîé ãðóïïû
èìååò âèä

Ũ = ei(aµPµ+ 1
2
εµναβP αMµνnβ) = ei(aµPµ+nµWµ),

ò.å. ìàëàÿ ãðóïïà ãåíåðèðóåòñÿ îïåðàòîðîì òðàíñëÿöèé Pµ è âåêòîðîì Ëþáàíñêîãî-
Ïàóëè Wµ è îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè aµ è òðåìÿ nµ. Âñïîìíèì, ÷òî
îïåðàòîð Êàçèìèðà C2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè C2 = W µWµ,
à çíà÷èò, ñïåêòð åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëíîñòüþ ôèêñèðóåòñÿ ìàëîé ãðóïïîé
âåêòîðà qµ.

Ðàññìîòðèì äàííóþ ñèòóàöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Îïåðàòîð C2 = W µWµ ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì Êàçèìèðà îäíîâðåìåííî è äëÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå è äëÿ ìàëîé ãðóïïû,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Ïðåäïîëîæèì, ìû íàøëè íåïðèâî-
äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû, îáðàçîâàííûå âåêòîðàìè |q, m, c2〉, ò.å.

C2|q, m, c2〉 = c2|q,m, c2〉.

Åñëè ñîâåðøèì íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, òî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ
|q, m, c2〉 ìîæåò ïåðåéòè â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî |q′,m, c′2〉:

|q, m, c2〉 → |q′, m, c′2〉 = U(Λ, a)|q,m, c2〉.

×òîáû íàéòè c′2, íàäî ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì C2 íà ýòî ïðåäñòàâëåíèå

C2|q′,m, c′2〉 = C2U(Λ, a)|q, m, c2〉 = U(Λ, a)U−1(Λ, a)C2U(Λ, a)|q, m, c2〉 =
= U(Λ, a)C2|q, m, c2〉 = c2U(Λ, a)|q, m, c2〉 = c2|q′,m, c′2〉. (1.87)
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Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî îïåðàòîð C2 = W µWµ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì

U−1(Λ, a)C2U(Λ, a) = C2.

Óðàâíåíèå (1.87) ïîêàçûâàåò, ÷òî
c′2 = c2,

ñëåäîâàòåëüíî, íåîäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà íå ïåðåìåøèâàþò íåïðèâîäè-
ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè îïå-
ðàòîðà Êàçèìèðà C2. Îíè ëèøü ïåðåâîäÿò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóï-
ïû âåêòîðà qµ â íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû âåêòîðà q′µ = Λµ

νq
ν , à

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ïðè ýòîì íå èçìåíÿþòñÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå, íóæíî âçÿòü
íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû âåêòîðà qµ è ðàññìîòðåòü ïðÿìóþ ñóììó
òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïî âñåì âåêòîðàì qµ, ñâÿçàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.

Î÷åâèäíî, èìååòñÿ ÷åòûðå êëàññà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ó ãðóïïû Ïóàí-
êàðå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì qµ, íå ïåðåâîäÿùèìñÿ äðóã â äðóãà ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè Ëîðåíöà:
I. q2 = m2 > 0,
II. q2 = m2 = 0, qµ 6= 0,
III. q2 = m2 < 0,
IV. qµ = 0.

Äëÿ êëàññà ïðåäñòàâëåíèé IV ãðóïïà Ïóàíêàðå ñâîäèòñÿ ê ãðóïïå Ëîðåíöà, ïîñêîëü-
êó îïåðàòîð P µ â ýòèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ äåéñòâóåò òðèâèàëüíî. Íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà èçó÷åíû â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Êëàññ ïðåäñòàâëåíèé
III íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó îí ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöàì ñ îòðèöà-
òåëüíûì êâàäðàòîì ìàññû. Ðàññìîòðèì êëàññû ïðåäñòàâëåíèé I è II áîëåå ïîäðîáíî.

1.7.1. Ìàññèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äîñòàòî÷íî âçÿòü îäèí

ïðåäñòàâèòåëü qµ èç ýòîãî êëàññà è ïîñòðîèòü ïî íåìó ìàëóþ ãðóïïó. Îñòàëüíûå
âåêòîðû ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà. Â êà÷åñòâå
ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà âåêòîðîâ q2 = m2 > 0 âûáåðåì

qµ = (m, 0, 0, 0),

ãäå m � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà C1.
Íàéäåì êîìïîíåíòû âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè, îòâå÷àþùåãî äàííîìó âåêòîðó

qµ:
Wµ = −1

2
εµναβMαβP ν = −m

2
εµ0αβMαβ = m

2
ε0µαβMαβ,

W0 = 0, Wi = m
2
ε0iαβMαβ = m

2
ε0ijkM

jk = m
2
εijkMjk.

Ââåäåì âåêòîð Si, äóàëüíûé ê Mij:

Si = −1

2
εijkMjk,

òîãäà
Wi = −mSi.
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Íàéäåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ Si, ãåíåðèðóþùèõ ìàëóþ ãðóï-
ïó

[Si, Sj] =
1

m2
[Wi,Wj] =

i

m2
εijλνP

λW ν =
i

m
εij0kW

k = − i

m
εijkWk = iεijkSk.

Èòàê,
[Si, Sj] = iεijkSk,

ìû ïîëó÷àåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû so(3). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåê-
òîðà qµ = (m, 0, 0, 0) ìàëîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ SO(3) � ãðóïïà âðàùåíèé òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, îðòîãîíàëüíîãî qµ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Êàçèìèðà C2 â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè:

C2 = W µWµ = −WiWi = −m2SiSi = −m2S2.

Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð S2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà ãðóïïû
SO(3)

[S2, Si] = 0.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà õîðîøî èçâåñòíû èç òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà
â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îíè ðàâíû s(s + 1), ãäå ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò ïîëóöåëûå
çíà÷åíèÿ

S2 = s(s + 1)1̂, s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . .

Ðàçìåðíîñòü êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ SO(3) ðàâíà (2s + 1), ïðè÷åì
öåëûì çíà÷åíèÿì s ñîîòâåòñòâóþò îäíîçíà÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, à ïîëóöåëûì � äâó-
çíà÷íûå.

Èòàê, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû âåêòîðà qµ = (m, 0, 0, 0) çàäà-
þòñÿ äèñêðåòíûì ïàðàìåòðîì s; îáîçíà÷èì èõ |q, m, s〉:

C2|q, m, s〉 = −m2s(s + 1)|q, m, s〉.
Ïàðàìåòð s íàçûâàåòñÿ ñïèíîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð pµ, p2 = m2 ïîëó÷àåòñÿ èç qµ = (m, 0, 0, 0) ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

|p,m, s〉 = U(Λ, a)|q, m, s〉.
Ñëåäîâàòåëüíî,

C2|p,m, s〉 = −m2s(s + 1)|p,m, s〉, C1|p,m, s〉 = m2|p,m, s〉.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: íåïðåðûâíûì m � ìàññîé è äèñêðåòíûì ïàðà-
ìåòðîì s � ñïèíîì.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîìåðíî, ïîñêîëüêó êàæäîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ ôèê-
ñèðîâàííûìè m è s ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íûé íàáîð íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ |p,m, s〉
ñ ðàçëè÷íûìè pµ, ëåæàùèìè íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè p2 = m2. Êàæäîìó íàáîðó
(pµ,m, s) ïðè ôèêñèðîâàííîì m ñîîòâåòñòâóåò (2s + 1) ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿ-
íèé (ñ ðàçëè÷íûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíà íà âåêòîð èìïóëüñà).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ïóàíêàðå âåêòîðû pµ, ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðõíåé è íèæíåé ïîëîñòè ãèïåðáîëîèäà p2 = m2, íå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äðóã
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Ðèñ. 1.3. Âåêòîðû pµ, ïîä÷èíåííûå ìàññîâîìó óñëîâèþ (1.82), îáðàçóþò ïîâåðõíîñòü äâóõ-
ïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Âåêòîðû ëåæàùèå
íà ðàçíûõ ïîëîñòÿõ ãèïåðáîëîèäà íå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè èç ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà.

â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà. ×òîáû ðàçëè÷àòü ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ, ìîæíî ââåñòè îïåðàòîð çíàêà ýíåðãèè

C3 = ε(P0) =
P0

|P0| =

{
1, p0 > 0
−1, p0 < 0,

êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ëèáî +1, ëèáî −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëîæè-
òåëüíà ýíåðãèÿ ñèñòåìû èëè îòðèöàòåëüíà. Äëÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå, âêëþ÷à-
þùåé îòðàæåíèÿ, îáå ïîëîñòè ãèïåðáîëîèäà ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ,
ïîñêîëüêó îòðàæåíèÿ ïåðåìåøèâàþò ýòè ñîñòîÿíèÿ ñ p0 > 0 è p0 < 0 (ñì. ðèñ. 1.3).

1.7.2. Áåçìàññîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé âàæíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëåíèé, äëÿ êîòîðûõ

C1 = P 2 = PµP
µ = 0.

Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîãî êëàññà âûáåðåì âåêòîð
qµ = (E, 0, 0, E), E > 0, q2 = E2 − E2 = 0.

Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè äëÿ òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ WµP

µ = 0 ñëåäóåò
W0P

0 + W3P
3 = 0 ⇒ E(W0 −W3) = 0 ⇒ W0 = W3,

ïîýòîìó îñòàåòñÿ èçó÷èòü òîëüêî àëãåáðó êîìïîíåíò W1, W2, W3. Èç îïðåäåëåíèÿ
âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè (1.81) ïîëó÷àåì

W1 = −1

2
ε1αµνP

αMµν = −E

2
2(ε1023M

23 − ε1302M
02) =

= E(M23 + M02) ≡ EP1,

W2 = −1

2
ε2αµνP

2Mµν = −1

2
2(ε2013M

13 − ε2301M
01) =

= −E(M13 + M01) ≡ −EP2,

W3 = −1

2
ε3αµνP

αMµν = −E

2
2ε3012M

12 = EM12.
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Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ
P1 = M23 + M02, P2 = M13 + M01.

Íàéäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ P1, P2, M12, ãåíåðèðóþùèõ
ìàëóþ ãðóïïó â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè

[P1,P2] = − 1

E2
[W1,W2] = − i

E2
(ε1203P

0W 3 + ε1230P
3W 0) =

= − i

E
(W 3 + W 0) = − i

E
(W0 −W3) = 0,

[P1,M12] =
1

E2
[W1,W3] =

i

E2
ε1302P

0W 2 =
i

E
W2 = −iP2,

[P2,M12] = − 1

E2
[W2,W3] = − i

E2
ε2301P

0W 1 =
i

E
W1 = iP1.

Èòàê,
[P1,P2] = 0, [M12,P1] = iP2, [M12,P2] = −iP1,

ìû ïîëó÷èëè àëãåáðó Ëè, èçîìîðôíóþ àëãåáðå Ëè ãðóïïû äâèæåíèÿ äâóìåðíîé
ïëîñêîñòè E(2). Ðàíã ýòîé àëãåáðû ðàâåí åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå èìååòñÿ
îäèí îïåðàòîð Êàçèìèðà P2

1 +P2
2 . Èìåííî ñ íèì ñâÿçàí îïåðàòîð Êàçèìèðà àëãåáðû

Ïóàíêàðå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè
C2 = WµW

µ = W 2
0 −W 2

1 −W 2
2 −W 2

3 = −E2(P2
1 + P2

2 ).

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû P1 è P2 êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü íà áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ |ρ1, ρ2〉:

P1|ρ1, ρ2〉 = ρ1|ρ1, ρ2〉,
P2|ρ1, ρ2〉 = ρ2|ρ1, ρ2〉.

Òîãäà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà C2 áóäåò
C2|ρ1, ρ2〉 = −E2(ρ2

1 + ρ2
2)|ρ1, ρ2〉 = −E2µ2|ρ1, ρ2〉,

ãäå µ ≥ 0 � íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð.
Çäåñü âîçìîæíû äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: µ2 > 0 è µ2 = 0. Â ïåðâîì

ñëó÷àå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíû, ïîñêîëüêó îíè îáðàçîâàíû
âñåâîçìîæíûìè âåêòîðàìè |ρ1, ρ2〉 ñ ρ1 è ρ2, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ρ2

1 + ρ2 =
µ2. ×àñòèöû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿìè, íàçûâàþòñÿ àíèîíàìè.
Ñëó÷àé, êîãäà µ2 = 0, ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.

Óñëîâèå µ2 = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ρ1 = ρ2 = 0, òî åñòü ìàëàÿ ãðóïïà ãåíåðèðóåò-
ñÿ îäíèì îïåðàòîðîì M12. Ýòî åñòü ãðóïïà SO(2) èëè U(1). Ïîñêîëüêó ýòà ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ Aáåëåâîé è êîìïàêòíîé, òî åå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû è õàðàêòåðèçó-
þòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ, êîòîðûé â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå
çíà÷åíèÿ. Åñòåñòâåííî âûáðàòü â êà÷åñòâå òàêîãî ïàðàìåòðà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
åäèíñòâåííîãî îïåðàòîðà M12

M12|λ〉 = λ|λ〉.
Îïåðàòîð M12 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì âðàùåíèÿ, ñïåêòð åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õî-
ðîøî èçâåñòåí. Äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà λ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå è
îòðèöàòåëüíûå öåëûå è ïîëóöåëûå ÷èñëà

λ = 0,±1

2
,±1,±3

2
,±2, . . . .
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Ïàðàìåòð λ íàçûâàþò ñïèðàëüíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Âûÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñïèðàëüíîñòè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà qµ = (E, 0, 0, E)

èìååì
W3|λ〉 = EM12|λ〉 = Eλ|λ〉 = λP3|λ〉,
W0|λ〉 = λP0|λ〉,
W1 = W2 = 0,
P1 = P2 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû Wµ è Pµ ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó ñ ïàðàìåòðîì λ

Wµ = λPµ.

Òàê êàê Wµ è Pµ � âåêòîðû, ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ êîîðäè-
íàòíûõ ñèñòåìàõ è íå çàâèñåòü îò âûáîðà âåêòîðà qµ, ò.å. λ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
ïàðàìåòðîì. Â ÷àñòíîñòè,

W0 = λP0 èëè λ = W0P
−1
0 .

Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè (1.81) èìååì

W0 = −1

2
ε0αβγP

αMβγ = −1

2
εijkP

iM jk = P iMi = (~P , ~M),

ãäå Mi = −1
2
εijkM

jk � êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà ~M . Ïîñêîëüêó P 2 =

0, òî P0 = ±|~P |, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü P0 = |~P |. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ
ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

λ =
(~P , ~M)

|~P |
,

òî åñòü, ñïèðàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ.

Èíîãäà ïàðàìåòð |λ| íàçûâàþò ñïèíîì áåçìàññîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîñêîëüêó
îí òàêæå ïðèíèìàåò öåëûå è ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, ïðè ýòîì íàäî ïîìíèòü,
÷òî ñïèí (ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà C2) äëÿ áåçìàññîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâåí
íóëþ.

Èòàê, â áåçìàññîâîì ñëó÷àå ìàëîé ãðóïïîé âåêòîðà qµ = (E, 0, 0, E) ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïà SO(2), åå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàðêèðóþòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ è îáîçíà÷àþòñÿ
êàê |q, 0, λ〉. Ïðîèçâîëüíûé èçîòðîïíûé âåêòîð pµ (pµp

µ = 0) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
âåêòîðà qµ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ñëåäîâàòåëüíî,

|p, 0, λ〉 = U(Λ, a)|q, 0, λ〉.
Âåêòîðû |p, 0, λ〉 ïðè ïðîèçâîëüíîì (èçîòðîïíîì) pµ, îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðà λ, îáðàçóþò íåïðèâîäèìûå áåçìàññîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Â çàêëþ÷åíèè ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî â áåçìàññîâîì ñëó÷àå òàêæå, êàê è â
ìàññèâíîì, ìîæíî ââåñòè îïåðàòîð çíàêà ýíåðãèè

ε(P0) =
P0

|P0| =

{
1, p0 > 0
−1, p0 < 0,

êîòîðûé áóäåò îòëè÷àòü ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èç ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà íå ïåðåìåøèâàþò ýòè ñîñòîÿíèÿ, îäíà-
êî äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî îòðàæåíèÿ ïåðåâî-
äÿò ýòè ñîñòîÿíèÿ äðóã â äðóãà.
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Ãëàâà 2

ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÂÎËÍÎÂÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

2.1. Ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ
Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî èëè íà

êàêîé-íèáóäü åãî îáëàñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëå â âèäå φ(x),
ãäå x = (xµ).

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèí-
êîâñêîãî

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (2.1)
ãäå ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ΛTηΛ = η è aµ � ïàðàìåòðû òðàíñëÿöèé.
Ìû áóäåì äàëåå ïîëàãàòü, ÷òî φ(x) èìååò ñïèíîðíûå èíäåêñû, ò.å.

φ(x) ≡ φa1...anȧ1...ȧm(x) ≡ φAnȦm
(x), (2.2)

ãäå An = (a1, . . . , an) � íàáîð âñåõ íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ, Ȧm = (ȧ1, . . . , am) � íàáîð
âñåõ òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ.

Íàçîâåì ïîëå φAn,Ȧm
ðåëÿòèâèñòñêèì, åñëè îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ

ãðóïïû Ïóàíêàðå, ò.å. èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

φ′
An,Ȧm

(x′) = T (N)BnḂm

AnȦm
φBnḂm

(x), (2.3)

ãäå êîîðäèíàòû x′µ è xµ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2.1). Çäåñü T (N)BnḂm

AnȦm
� ìàòðè-

öà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2, C), êîòîðàÿ, êàê ìû çíàåì, â ïðåäñòàâëåíèè ñïèí-
òåíçîðîâ òèïà (n

2
, m

2
) èìååò âèä

T (N)BnḂm

AnȦm
= Na1

b1 . . . Nan

bnN∗
ȧ1

ḃ1 . . . N∗
ȧm

ḃm ,

ãäå Na
b � ýëåìåíòû ìàòðèö ãðóïïû SL(2, C). Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ñîîòíîøåíèå (2.3)

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ′a1...anȧ1...ȧm
(Λx + a) = Na1

b1 . . . Nan

bnN∗
ȧ1

ḃ1 . . . N∗
ȧm

ḃmφb1...bnḃ1...ḃm
(x). (2.4)

Âûðàçèì x ÷åðåç x′ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1)

xµ = (Λ−1)µ
ν(x

′ν − aν). (2.5)

Ïîäñòàâèì (2.5) â ðàâåíñòâî (2.3) è çàòåì çàìåíèì x′ íà x

φ′
AnȦm

(x) = T (N)BnḂm

AnȦm
φBnḂm

(Λ−1(x− a)). (2.6)

Ýòî âûðàæåíèå çàäàåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ ïðè íåîäíîðîä-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ñîîòíîøåíèåì ðåëÿ-
òèâèñòñêîãî ïîëÿ.
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Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ (2.6). Â
áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå ìàòðèöà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èìååò âèä

(Λ−1)µ
ν = δµ

ν − ωµ
ν ,

ãäå ωµ
ν � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Â ñîîòíîøåíèÿõ

(2.3), (2.6) ìàòðèöà N � ýòî ýëåìåíò ãðóïïû SL(2, C), ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ìàò-
ðèöå Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå N çàäàåòñÿ òåìè æå ïàðàìåòðàìè,
÷òî è ìàòðèöà Λ. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

T (N)BnḂm

AnȦm
= (1̂)BnḂm

AnȦm
+

1

2
ωµν(Mµν)AnȦm

BnḂm , (2.7)

ãäå
(1̂)BnḂm

AnȦm
≡ δb1

a1
. . . δbn

an
δḃ1
ȧ1

. . . δḃm
ȧm

,

(Mµν)AnȦm

BnḂm ≡ (Mµν)a1...anȧ1...ȧm
b1...bnḃ1...ḃm .

Çäåñü Mµν � ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëîðåíöà â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ðå-
çóëüòàòå, ñîîòíîøåíèå (2.6) ïðèíèìàåò âèä

φAnȦm
(x) = (1̂ +

1

2
ωµνMµν)AnȦm

BnḂmφBnḂm
(x− a− ωx). (2.8)

Ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè (2.8) ðàçëîæèì â ðÿä ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïî
ìàëûì ïàðàìåòðàì aµ è ωµν , òîãäà ïîëó÷èì

φ′
AnȦm

(x) = (1̂ +
1

2
ωµνMµν)AnȦm

BnḂm [φBnḂm
(x)− aµ∂µφAnȦm

(x)− ωµ
νx

ν∂µφBnḂm
(x)] =

= φAnȦm
− aµ∂µφAnȦm

(x)− ωµ
νx

ν∂µφAnȦm
(x) +

+
1

2
ωµν(Mµν)AnȦm

BnḂmφBnḂm
(x),

ãäå ∂µ ≡ ∂
∂µ . Îáîçíà÷èì

δφAnȦm
(x) = φ′

AnȦm
(x)− φAnȦm

(x),

òîãäà

δφAnȦm
(x) = iaµi∂µφAnȦm

(x)+
1

2
ωµν [(xνi∂µ−xµi∂ν)(1̂)BnḂm

AnȦm
−i(Mµν)AnȦm

BnḂm ]φBnḂm
(x).

(2.9)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çíàåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå

çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì

U(a, Λ) = U(a)U(Λ) = eiaµPµe
i
2
ωµνMµν ,

êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïî çà-
êîíó

φ′ = U(a, Λ)φ

èëè â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå

δφ = iaµPµφ +
i

2
ωµνJµνφ. (2.10)
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Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.9) è (2.10), íàõîäèì ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ Pµ è Jµν â
ïðîñòðàíñòâå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëåé

(Pµ)AnȦm

BnḂm = (1̂)BnḂm

AnȦm
i∂µ, (2.11)

(Jµν)AnȦm

BnḂm = (1̂)BnḂm

AnȦm
(xνi∂µ − xµi∂ν)− i(Mµν)AnȦm

BnḂm ≡
≡ (Lµν)AnȦm

BnḂm + (Sµν)AnȦm

BnḂm , (2.12)
ãäå Lµν = xνi∂µ−xµi∂ν � òàê íàçûâàåìûé îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà-èìïóëüñà,
Sµν = −iMµν � îïåðàòîð ñïèíîâîãî ìîìåíòà-èìïóëüñà, Jµν � îïåðàòîð óãëîâîãî ìî-
ìåíòà èìïóëüñà, Pµ � ÷åòûðå-èìïóëüñ ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ
îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòîâ èìïóëüñà, à òàêæå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ (1.37), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

[Lµν , Lλσ] = i(ηµλLνσ + ηνσLµλ − ηµσLνλ − ηνλLµσ), (2.13)
[Sµν , Sλσ] = i(ηµλSνσ + ηνσSµλ − ηµσSνλ − ηνλSµσ). (2.14)

Çàìåòèì, òî â âåêòîð Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè, ïîñòðîåííûé ïî îïåðàòîðó óãëîâîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà, âõîäèò ëèøü òåíçîð Sµν :

Wµ = −1

2
εµνλκM

νλP κ = −1

2
εµνλκ(x

λP ν − xνP λ + Sνλ)P κ = −1

2
εµνλκS

νλP κ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû îïåðàòîðà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà íå âîéäóò â ñîñòàâ
îïåðàòîðà Êàçèìèðà C2 = W µWµ è íå áóäóò âëèÿòü íà åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2.2. Ïîíÿòèå ðåëÿòèâèñòñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
Ðåëÿòèâèñòñêèì âîëíîâûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè.

Ïóñòü φA(x) � íàáîð ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëåé, ãäå A � íåêîòîðûé íàáîð èíäåêñîâ.
Òîãäà ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùóþ îáùóþ ñòðóêòóðó

LA
B(∂µ)φB(x) = 0, (2.15)

ãäå LA
B(∂µ) � ìàòðè÷íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. ×òîáû

íàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â ÿâíîì âèäå íàäî, âî-ïåðâûõ, çàôèê-
ñèðîâàòü íàáîð ïîëåé φA(x) è, âî-âòîðûõ, êîíêðåòèçèðîâàòü ñòðóêòóðó îïåðàòîðà
LA

B(∂µ).
Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà LA

B(∂µ) îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèÿõ:
I. Óðàâíåíèå (2.15) äîëæíî ñîäåðæàòü ïðîèçâîäíûå íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.
II. Åñëè ïîëÿ φA(x) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåêîòîðîìó (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäèìîìó)

ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ïóàíêàðå, òî ïîëÿ LA
B(∂µ)φB(x) òàêæå äîëæíû ïðåîáðàçî-

âûâàòüñÿ ïî íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Îáñóäèì ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç ýòèõ òðåáîâàíèé. Òðåáîâàíèå II âûðàæàåò ÿâ-

íóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ (2.15). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìåííàÿ
êîîðäèíàòà íå âûäåëåíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñîãëàñèè ñ òðåáîâàíèåì I, óðàâíåíèå (2.15) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå ∂µ íå
âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà

LA
B(∂µ) = (aµν)A

B∂µ∂ν + (bµ)A
B∂µ + cA

B. (2.16)
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Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êîýôôèöèåíòû (aµν)A
B, (bµ)A

B, cA
B íå

çàâèñÿò îò êîîðäèíàò xµ è, çíà÷èò, ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ (aµν)A

B, (bµ)A
B, cA

B.
Ïðè ýòîì, â ñèëó ðåëÿòèâèñòñêîé êîâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà LA

B(∂µ), äàííûå êîýô-
ôèöèåíòû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî èç âûäåëåííûõ òåíçîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà,
ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòîé ãðóïïû. Ãðóïïà Ëîðåíöà èìå-
åò òîëüêî ñëåäóþùèå èíâàðèàíòíûå òåíçîðû

ηµν , εab, εȧḃ, (σµ)aȧ, (σ̃µ)ȧa, εαβγδ.

Â ðåçóëüòàòå, ñòðóêòóðà îïåðàòîðà (2.16) â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ôèêñèðîâàíà. Êðî-
ìå òîãî, ÿâíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ êîâàðèàíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ, åñëè φA åñòü íàáîð íåêî-
òîðîãî êîëè÷åñòâà ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé.

III. Óðàâíåíèå (2.15) îïèñûâàåò äèíàìèêó ïîëÿ ñ îïðåäåëåííûìè ìàññîé m è
ñïèíîì s èëè ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè λ â áåçìàññîâîì
ñëó÷àå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå äîëæíî îïèñûâàòü íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè â ìàññèâíîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà

P 2φA(x) = m2φA(x), (2.17)
W 2φA(x) = −m2s(s + 1)φA(x). (2.18)

Îïåðàòîðû P 2 è W 2 ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Pµ è Jµν , çàäàííûõ ñîîòíîøå-
íèÿìè (2.11, 2.12). Ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì (2.17, 2.18)
íàçûâàþòñÿ ìàññèâíûìè ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîëÿìè.

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïåðâîé ãëàâå, íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè, êîòîðûé èìååò ñìûñë
ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ

(~P , ~M)

|~P |
φA(x) = λφA(x). (2.19)

Ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (2.19), íàçûâàþòñÿ áåçìàññîâû-
ìè ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîëÿìè.

Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ A ó ðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ îçíà÷àåò íàáîð ñïèí-òåíçîðíûõ
èíäåêñîâ, ò.å. ðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå ðåàëèçóåò íåêîòîðîå ñïèí-òåíçîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðîâåäåííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå êëàññèôèêàöèåé
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ âîë-
íîâûõ óðàâíåíèé. Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà â ðàçäåëå 2.3. ìû ñëåäóåì êíèãå [10].

2.3. Ðåàëèçàöèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû Ïóàíêàðå

2.3.1. Ìàññèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå,

ðåàëèçîâàííûå íà ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîëÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû Êàçèìèðà â
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äåéñòâèè íà ýòè ïîëÿ êðàòíû åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó

C1φ = P 2φ = m2φ, (2.20)
C2φ = W 2φ = −m2s(s + 1)φ, (2.21)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, s � ñïèí.
Ðåàëèçàöèÿ îïåðàòîðîâ Pµ è Mµν íà ïîëÿõ áûëà íàéäåíà â ðàçäåëå (2.1). Â ñèëó

ðàâåíñòâà
Pµ = i∂µ

íàõîäèì
P 2 = −∂2.

Òîãäà èç óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè (2.20) ñëåäóåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå äîëæíî
ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ

(∂2 + m2)φ(x) = (∂2
0 − ~∂2 + m2)φ(x) = 0. (2.22)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ãîðäîíà.
Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.22) ïðèíèìàåò âèä

(−p2 + m2)φ(p) = 0.

Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû ïîëå φ(x) áûëî íåïðèâîäèìî îòíîñèòåëüíî âòîðîãî îïå-
ðàòîðà Êàçèìèðà, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå (2.21). Âñïîìíèì, ÷òî ðåëÿ-
òèâèñòñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñïèí-òåíçîðîì òèïà (n

2
, k

2
)

φ = φa1...anḃ1...ḃk
(x).

Óòâåðæäåíèå. Ðåëÿòèâèñòñêîå ïîëå φa1...anḃ1...ḃk
(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíè-

ÿì

(∂2 + m2)φa1a2...anḃ1ḃ2...ḃk
(x) = 0, (2.23)

∂aḃφaa1...an−1ḃḃ1...ḃk−1
(x) = 0, (2.24)

ðåàëèçóåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ñ ìàññîé m è ñïèíîì s =
n+k

2
. Çäåñü ∂aȧ = (σ̃µ)aȧ∂µ; åñëè n = 0 èëè k = 0, òî óñëîâèå (2.23) îòñóòñòâóåò.

Óðàâíåíèÿ (2.23, 2.24) ÿâíî êîâàðèàíòíû, ïîýòîìó èõ âèä íå çàâèñèò îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ó ôóíê-
öèè φ èìååòñÿ 2s + 1 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíå-
íèÿ (2.23, 2.24) èìåþò âèä

(−p2 + m2)φa1a2...anḃ1ḃ2...ḃk
(p) = 0, (2.25)

paḃφaa1...an−1ḃḃ1...ḃk−1
(p) = 0. (2.26)

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ, ò.å. pµ = (m, 0, 0, 0), òîãäà

paȧ = p2σµaȧ = mδaȧ.

Â ðåçóëüòàòå, óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè ïî ñïèíó (2.26) ñâåäåòñÿ ê

δaȧφaa1...an−1ḃḃ1...ḃk−1
= 0,
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÷òî äàåò (n− 1 + 1)(k − 1 + 1) = nk íåçàâèñèìûõ óñëîâèé íà êîìïîíåíòû ôóíêöèè
φ. Èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ (íå ïîä÷èíåííàÿ íèêàêèì óðàâíåíèÿì) èìååò (n + 1)(k + 1)
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, â ðåçóëüòàòå èç íèõ îñòàåòñÿ

(n + 1)(k + 1)− nk = n + k + 1 = 2s + 1

êîìïîíåíò, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ïî ñïèíó).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîëÿ φa1...anḃ1...ḃk

(x), ïîä÷èíåííûå óðàâíåíèÿì (2.23, 2.24),
äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóþò íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå. Âû÷èñ-
ëèì äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà íà òàêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ ýòîãî íàì
íåîáõîäèìî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà C2.

Çàäà÷à 18. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Êàçèìèðà C2 = WµW
µ â ïðåäñòàâëåíèè

ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé φa1...anḃ1...ḃk
(x) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

C2 = −1

2
(MȧḃM

ȧḃ + MabM
ab)∂2 −MabMȧḃ∂

aȧ∂bḃ. (2.27)

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè èìååò âèä

Wβ = −1

2
εβµναMµνPα. (2.28)

Çàïèøåì îïåðàòîð Mµν â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè

Mµν = σµν
abMab − σ̃µν

ȧḃMȧḃ

è ó÷òåì, ÷òî â äåéñòâèè íà âîëíîâûå ôóíêöèè îïåðàòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä

Pµ = i∂µ,

à òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ñàìîäóàëüíîñòè σ-ìàòðèö
1

2
εµνλκσ

λκ = iσµν ,
1

2
εµνλκσ̃µν = iσ̃µν .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè ïîëó÷àåì:

Wβ = − i

2
εβµνα∂α(σµν

abM
ab − σ̃µν

ȧḃM
ȧḃ) = ∂α(σβα

abMab − σ̃βα
ȧḃMȧḃ).

Ïåðåïèøåì âåêòîð Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè

Waȧ = σβ
aȧ∂

α(σβα
bcMbc − σ̃βα

ḃċMḃċ) =

= −1

4
σβ

aȧ(σβσ̃α − σασ̃β)bcMbc +
1

4
σβ

aȧ(σ̃βσα − σ̃ασβ)ḃċMḃċ)∂
α =

=

{
(−1

4
σβ

aȧσβ
b
ċσ

cċ
α +

1

4
σβ

aȧσα
b
ċσ

cċ
β )Mbc + (

1

4
σβ

aȧσβ
b
ċσ

cċ
α −

1

4
σβ

aȧσα
ḃ
cσ

cċ
β )Mḃċ

}
∂α =

=

{
(−1

2
δb
aεċȧσ

cċ
α +

1

2
δc
aδ

ċ
ȧσα

b
ċ)Mbc + (

1

2
δḃ
ȧεcaσ

cċ
α −

1

2
δc
aδ

ċ
ȧσα

ḃ
c)Mḃċ

}
∂α =

=

{
1

2
σαȧ

cMac +
1

2
σα

b
ȧMba − 1

2
σαa

ċMȧċ − 1

2
σα

ḃ
aMḃȧ

}
∂α =

= (σαȧ
cMac − σαa

ċMȧċ)∂
α =

= Mac∂ȧ
c −Mȧċ∂a

ċ.
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Âñïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð Êàçèìèðà C2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì âåêòîðà Ëþáàíñêîãî-
Ïàóëè, òîãäà

C2 = W 2 =
1

2
WaȧW

aȧ =
1

2
(Mac∂ȧ

c −Mȧċ∂a
ċ)(Mab∂ȧ

b −M ȧḃ∂a
ḃ) =

=
1

2
(MacM

ab∂ȧ
c∂ȧ

b + MȧċM
ȧḃ∂a

ċ∂a
ḃ −MȧċM

ab∂a
ċ∂ȧ

b −MacM
ȧḃ∂ȧ

c∂a
ḃ) =

=
1

2
(−δc

bMacM
ab∂2 − δċ

ḃ
MȧċM

ȧḃ∂2 −MȧċMab∂
aċ∂bȧ −MacMȧḃ∂

cȧ∂bḃ) =

= −1

2
(MabM

ab + MȧḃM
ȧḃ)∂2 −MabMȧḃ∂

aȧ∂bḃ.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñâîéñòâîì, ÷òî íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ∂2 = −m2, òîãäà ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè âûðàæåíèå (2.27) äëÿ
äàííîãî îïåðàòîðà Êàçèìèðà

C2 =
m2

2
(MabM

ab + MȧḃM
ȧḃ)−MabMȧḃ∂

aȧ∂bḃ.

Â ðåçóëüòàòå ìû âèäèì, ÷òî â âûðàæåíèå (2.27) äëÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà âõîäÿò
îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà. Â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðû
Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà èìåþò ñëåäóþùèé ñïåêòð:

MabM
ab = −n(n + 2)

2
, MȧḃM

ȧḃ = −k(k + 2)

2
.

Íàéäåì òåïåðü äåéñòâèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (2.27) íà ñïèí-òåíçîðíûå
ïîëÿ

∂aȧ∂bḃMabMȧḃφc1...cnċ1...ċk
= 2∂aȧ∂bḃMab

i
2

k∑
i=1

εċiȧφc1...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk
=

= i
2
2 i

2
∂aȧ∂bḃ

k∑
i=1

n∑
j=1

(εcjaεċiȧφbc1...ĉj ...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk
+ εcjbεċiȧφac1...ĉj ...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk

) =

= −1
2

k∑
i=1

n∑
j=1

(∂cj ċi
∂bḃφbc1...ĉj ...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk

+ ∂a
ċi
∂cj

ḃφac1...ĉj ...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk
).

(2.29)

Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâîäíûå âî âòîðîì ñëàãàåìîì âûðàæåíèÿ (2.29)

∂a
ċi
∂cj

ḃ = ∂aȧ∂cj ċεċiȧε
ḃċ = ∂aȧ∂cj ċ(δ

ḃ
ȧδ

ċ
ċi
− δḃ

ċj
δċ
ȧ) =

= ∂aḃ∂cj ċi
− δḃ

ċi
∂aȧ∂cj ȧ = ∂cj ċi

∂aḃ −m2δḃ
ċi
δa
cj

,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∂aȧ∂bḃMabMȧḃφc1...cnċ1...ċk
= −

k∑
i=1

n∑
j=1

∂cj ċi
∂bḃφbc1...ĉj ...cnḃċ1... ˆ̇ci...ċk

+

+m2

2

k∑
i=1

n∑
j=1

φc1...cnċ1...ċk
= kn

m2

2
φc1...cnċ1...ċk

.

(2.30)

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî, ÷òî ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.24)

∂aḃφaa1...an−1ḃḃ1...ḃk−1
(x) = 0.
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Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå ðåçóëüòàòû (2.27, 2.29, 2.30), ïîëó÷àåì

C2 = −m2

2

n(n + 2)

2
− m2

2

k(k + 2)

2
− m2

2
kn =

= −m2

4
(n2 + 2n + k2 + 2k + 2kn) = −m2

4
(2(n + k) + (n + k)2) =

= −m2

4
(n + k)(n + k + 2) = −m2n + k

2
(
n + k

2
+ 1) = −m2s(s + 1), (2.31)

ãäå s = n+k
2
. Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Êàçè-

ìèðà C2 ïðè äåéñòâèè íà ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîêàçàëè, ÷òî
ðåëÿòèâèñòñêèå ïîëÿ, ïîä÷èíåííûå óðàâíåíèÿì (2.23, 2.24), ðåàëèçóþò íåïðèâîäè-
ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèé îïåðàòîð

∆aȧ =
i

m
Paȧ = − 1

m
∂aȧ, (2.32)

êîòîðûé äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ñ ìàññîé m.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äàííûé îïåðàòîð îáðàòèì, ò.å. ñóùåñòâóåò (∆aȧ)

−1:

∆a
ȧ∆b

ȧ = 1
m2 ∂a

ȧ∂b
ȧ = 1

m2 (σ
µ)a

ȧ(σν)b
ȧ∂µ∂ν =

= i
m2 (−1

2
)(σµσ̃ν + σν σ̃µ)a

b∂µ∂ν = − 1
m2 δ

b
aη

µν∂µ∂ν = δb
a.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∆aȧ ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü òî÷å÷íûå èíäåêñû ñïèí-òåíçîðíûõ
ôóíêöèé â íåòî÷å÷íûå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

φa1...anḃ1...ḃn
(x) → φa1a2...anan+1ḃ1ḃ2...ḃk−1

(x) = ∆an+1

ḃkφa1a2...anḃ1ḃ2...ḃn
(x),

à ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà (∆aȧ)
−1 � íåòî÷å÷íûå èíäåêñû â òî÷å÷íûå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïèí-òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, s) φḃ1ḃ2...ḃ2s
, è ïîäåéñòâóåì íà

íåãî îïåðàòîðîì ∆aȧ n ðàç

φa1a2...anḃ1ḃ2...ḃk
= ∆a1

ḃk+1∆a2

ḃk+2 . . . ∆an

ḃk+nφḃ1ḃ2...ḃk+n
, (2.33)

ãäå k + n = 2s. Ïîëó÷åííûé ñïèí-òåíçîð (2.33) ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì ïî âñåì òî÷å÷íûì è íåòî÷å÷íûì èíäåêñàì è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòñÿ ê òèïó
(n

2
, k

2
). Êðîìå òîãî, äëÿ òàêîãî òåíçîðà âûïîëíåíî óñëîâèå (2.24)

∂a1ḃ1φa1a2...anḃ1ḃ2...ḃk
= 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂a1ḃ1φa1a2...anḃ1ḃ2...ḃk
= − 1

m
∂a1ḃ1∂a1

ḃk+1∆a2
ḃk+2 . . . ∆an

ḃk+nφḃ1...ḃn+k
=

= − 1
m

(σµ)a1ḃ1(σν)a1
ḃk+1∂µ∂ν∆a2

ḃk+2 . . . ∆an
ḃk+nφḃ1...ḃn+k

= 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì (σµ)a1ḃ1(σν)a1
ḃk+1 ∼ εḃ1ḃk+1 , â ÷åãî êîòîðîãî

ñâåðòêà ε-òåíçîðà ñ ñèììåòðè÷íîé ïî èíäåêñàì âîëíîâîé ôóíêöèåé äàåò íóëåâîé
ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð ∆aȧ îñóùåñòâëÿåò âçàèìî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ
îäíèì ñïèíîì, íî ðàçíûìè n è k

(0, s) → (
1

2
, s− 1

2
) → (1, s− 1) → . . . → (s, 0).
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Ñïèí-òåíçîðû òèïà (0, s) è (s, 0) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îáúåêòàìè è èìåþò 2s+1
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Äëÿ íèõ íèêàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ òèïà (2.24) íå
òðåáóåòñÿ. Íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèé (n

2
, k

2
), n 6= 0, k 6= 0, îáåñïå÷èâàåòñÿ çà

ñ÷åò óñëîâèÿ (2.24), êîòîðîå ñíèæàåò êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ó ñïèí-
òåíçîðà.

Â èòîãå äëÿ êàæäîãî ñïèíà s ïîëó÷àåì íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé íà
ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëÿõ, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñëîì òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ èíäåê-
ñîâ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåñêîëüêî íèçøèõ ñïèíîâ:

• s = 0. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëÿ òèïà (0, 0) áåç èíäåêñîâ
ϕ(x). Åäèíñòâåííîå óñëîâèå � âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà

(∂2 + m2)ϕ(x) = 0.

Ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà åäèíèöå (â êàæäîé òî÷êå);
• s = 1/2. Ñóùåñòâóåò äâà âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (0, 1

2
) è (1

2
, 0), êîòîðûå

ðåàëèçóþòñÿ ïîëÿìè âèäà ψa(x) èëè ψȧ(x). Íèêàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ,
êðîìå óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, íå òðåáóåòñÿ. Ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà
äâóì;

• s = 1. Èìååòñÿ òðè âîçìîæíîñòè: (0, 1), (1
2
, 1

2
), (1, 0), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò

ïîëÿ âèäà Aȧḃ, Aaḃ, Aab. Ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 2s + 1 = 3. Äëÿ íåïðè-
âîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé (0, 1) è (1, 0) äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà èíäåêñû
íå òðåáóåòñÿ, ýòè âîëíîâûå ôóíêöèè èìåþò òðè íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû â ñèëó
ñèììåòðèè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1

2
, 1

2
) âîçíèêàåò óðàâíåíèå

∂aȧAaȧ(x) = 0,

êîòîðîå èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò îñòàâëÿåò òîëüêî òðè íåçàâèñèìûõ. Ïîñêîëüêó òàêîé
ñïèí-òåíçîð ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó Aµ(x) = 1

2
(σµ)aȧAaȧ(x), òî ýòî óðàâíåíèå çàïèñû-

âàåòñÿ
∂µAµ(x) = 0. (2.34)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà ñ åäèíè÷íûì ñïèíîì è ìàññîé m ìîæåò áûòü îïèñàíà âåê-
òîðíûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèÿì

(∂2 + m2)Aµ = 0, ∂µAµ = 0. (2.35)

Óñëîâèå (2.34) íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêîé äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Îíî òàê-
æå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïîïåðå÷íîñòè âåêòîðà Aµ. Ðàññìîòðèì ýòî óñëîâèå áîëåå
ïîäðîáíî. Ââåäåì ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû

P⊥
µ

ν = δν
µ − ∂µ∂

ν 1

∂2
, P ‖

µ
ν = ∂µ∂

ν 1

∂2
. (2.36)

Çàäà÷à 19. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ (2.36) âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà ïðîåê-
öèîííûõ îïåðàòîðîâ

P⊥
µ

νP⊥
ν
λ = P⊥

µ
λ, P ‖

µ
νP ‖

ν
λ = P ‖

µ
λ,

P⊥
µ

λP ‖
ν
λ = 0, P⊥

µ
ν + P ‖

µ
ν = δν

µ.

Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïðîåêòîðîâ ìîæíî ëþáîé âåêòîð Aµ(x) ðàçëîæèòü â ñóììó äâóõ
ñîñòàâëÿþùèõ

Aµ(x) = A⊥
µ (x) + A

‖
µ(x),

A⊥
µ (x) = P⊥

µ
νAν(x), A

‖
µ(x) = P ‖

µ
νAν(x).
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Ôóíêöèÿ A⊥
µ (x) íàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà Aµ, A

‖
µ(x) � ïðîäîëü-

íîé ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ ôóíêöèè A⊥
µ (x) ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè

∂µA⊥
µ = ∂µAµ − ∂µ∂µ∂

ν 1

∂2
Aν = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò òðè íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòû. Ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
A
‖
µ ìîæåò áûòü âñåãäà âûðàæåíà ÷åðåç ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

A‖
µ(x) = ∂µϕ(x),

â ðåçóëüòàòå, îíà èìååò òîëüêî îäíó íåçàâèñèìóþ êîìïîíåíòó.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèíà 1 ðåàëèçóåòñÿ

ïîïåðå÷íûì âåêòîðîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà;
• s = 3

2
. Äëÿ äàííîãî ñïèíà èìååòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû

Òèï ïðåäñòàâëåíèÿ (0, 3
2
) (1

2
, 1) (1, 1

2
) (3

2
, 0)

Ïîëå φḃ1ḃ2ḃ3
(x) φaḃ1ḃ2

(x) φa1a2ḃ(x) φa1a2a3(x)
×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò 4 6 6 4

Ïðåäñòàâëåíèÿ (0, 3
2
) è (3

2
, 0) ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè, à äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé

òèïà (1
2
, 1), (1, 1

2
) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂aḃφacḃ, ∂aḃφaḃċ = 0,

êîòîðûå ñíèæàþò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñ øåñòè äî ÷åòûðåõ;
• Äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ñïèíà s àíàëèç ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñïèí-òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé èíâàðèàíòíûìè òåíçîðàìè

ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû εab, εȧḃ, ηµν , σµ
aȧ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðíûõ èíäåê-
ñîâ â âåêòîðíûå è äëÿ ïîäíÿòèÿ-îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ. Ïîñêîëüêó óíèòàðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî

φ = φ(xµ),

ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé èíâàðèàíòíûé òåíçîð ∆aȧ = − 1
m

∂aȧ = − 1
m

σµ
aȧ∂µ, êîòîðûé îáåñïå-

÷èâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ
èíäåêñîâ, íî îäèíàêîâûì ñïèíîì.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé è ïîëó÷èì óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ñïèíà s. Ñðåäè ïðåäñòàâëåíèé öåëîãî ñïèíà âñåãäà ñóùåñòâóåò
ïðåäñòàâëåíèå òèïà ( s

2
, s

2
) ñ ðàâíûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ è íåòî÷åí÷ûõ èíäåêñîâ

φa1...as,ḃ1...ḃs
(x).

Äëÿ òàêîãî ñïèí-òåíçîðà âñå ñïèíîðíûå èíäåêñû ìîæíî êîíâåðòèðîâàòü â âåêòîð-
íûå:

φµ1...µs(x) =
1

2s
σa1ḃ1

µ1
. . . σasḃs

µs
φa1...asḃ1...ḃs

(x).

Ïî ïîñòðîåíèþ ýòîò òåíçîð ñèììåòðè÷åí è áåññëåäîâ

φµ1...µs(x) = φ(µ1...µs)(x), φµ
µµ1...µs−2 = 0.
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Óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè ïî ìàññå è ñïèíó ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

(∂2 + m2)φa1...asḃ1...ḃs
(x) = 0 ⇒ (∂2 + m2)φµ1...µs(x) = 0,

∂aḃφaa1...as−1ḃḃ1...ḃs−1
(x) = 0 ⇒ ∂µφµµ1...µs−1(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå öåëîãî ñïèíà ðåàëèçóåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì áåññëåäîâûì òåíçîðîì, ïîïåðå÷íûì ïî âñåì èíäåêñàì.

Çàäà÷à 20. Ïîêàçàòü, ÷òî ó ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïî âñåì
èíäåêñàì òåíçîðà ðàíãà s â ÷åòðûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ 2s + 1 íåçàâèñè-
ìûõ êîìïîíåíò.

Â ñëó÷àå ïîëóöåëîãî ñïèíà s èç âñåâîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà
(n

2
, k

2
), êàê ïðàâèëî, ïðèíÿòî âûáèðàòü ëèáî (n+1

2
, n

2
), ëèáî (n

2
, n+1

2
), ïðè ýòîì s = n+ 1

2
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ñïèí-òåíçîð âèäà

φaa1...a1ḃ1...ḃn
(x).

Ó äàííîãî ñïèí-òåíçîðà ìîæíî êîíâåðòèðîâàòü n ïàð ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ â âåêòîð-
íûå

φaµ1...µn(x) = (1
2
)nσa1ḃ1

µ1
. . . σanḃn

µn
φaa1...a1ḃ1...ḃn

(x).

Òàêîé îáúåêò èìååò n âåêòîðíûõ è îäèí ñïèíîðíûé èíäåêñ. Ïî âñåì âåêòîðíûì
èíäåêñàì îí ñèììåòðè÷åí è áåññëåäîâ, à ïî ñïèíîðìíîìó σ-áåññëåäîâ:

φaµ1...µn = φa(µ1...µn),
φaµ

µ
µ1...µn−2 = 0,

(σµ)aḃφaµµ1...µs−1 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå áåññëåäîâîñòü ñëåäóåò èç σ-áåññëåäîâîñòè:

0 = σν
cḃ
(σµ)aḃφaµνµ1...µn−2 = δa

c η
µνφaµνµ1...µn−2 = φcµ

µ
µ1...µn−2 .

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè ïî ñïèíó (2.24) ïðèâîäèò ê ïîïåðå÷íîñòè
äàííîãî ñïèí-òåíçîðà ïî âñåì âåêòîðíûì èíäåêñàì

∂aḃφaa1...anḃḃ1...ḃn−1
(x) = 0 ⇒ ∂µφaµµ1...µn−1(x) = 0.

Èòàê, ÷àñòèöà ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì s = n + 1
2
îïèñûâàåòñÿ îáúåêòîì φaµ1...µn ñ

îäíèì ñïèíîðíûì èíäåêñîì è n âåêòîðíûìè èíäåêñàìè, îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè
ñèììåòðèè, σ-áåññëåäîâîñòè, ïîïåðå÷íîñòè è óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ Êëåéíà-
Ãîðäîíà

φaµ1...µn(x) = φa(µ1...µn)(x), (σµ)aḃφaµµ1...µn−1(x) = 0,
∂µφaµµ1...µn−1(x) = 0, (∂2 + m2)φaµ1...µn(x) = 0.

(2.37)

Çàäà÷à 21. Ïîêàçàòü, ÷òî îáúåêò, îïðåäåëåííûé óðàâíåíèÿìè (2.37), èìååò 2s+1
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò.

Ïðåäñòàâëåíèþ òèïà (n
2
, n+1

2
) ñîîòâåòñòâóåò ñïèí-òåíçîð âèäà

φa1...anḃḃ1...ḃn
(x),

ïî êîòîðîìó ìîæíî ïîñòðîèòü îáúåêò ñ îäíèì òî÷å÷íûì è n-âåêòîðíûìè èíäåêñàìè

φḃµ1...µn
(x) = (1

2
)nσa1ḃ1

µ1
. . . σanḃn

µn
φa1...anḃḃ1...ḃn

(x).
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Åãî íåïðèâîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèÿìè

φḃµ1...µn
= φḃ(µ1...µn), (σµ)aḃφµµ1...µn−1(x) = 0,

∂µφḃµµ1...µn−1
(x) = 0, (∂2 + m2)φḃµ1...µn

(x) = 0.
(2.38)

Îí òàêæå èìååò 2s + 1 = 2(n + 1) íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà (n

2
, k

2
) ðåàëèçóþòñÿ êîì-

ïëåêñíûìè ñïèí-òåíçîðíûìè ïîëÿìè è ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Èçó÷èì âîïðîñ î
ïîñòðîåíèè âåùåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå òàêæå èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå
â ôèçèêå. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïåðåâîäèò ïðåäñòàâëåíèÿ (n

2
, k

2
) è (k

2
, n

2
) äðóã â

äðóãà
Ĉ : φa1...anḃ1...ḃk

↔ φ∗b1...bkȧ1...ȧn
,

ò.å. â ñëó÷àå n 6= k ýòà îïåðàöèÿ íå îïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðÿìóþ ñóììó
ïðåäñòàâëåíèé

(n
2
, k

2
)⊕ (k

2
, n

2
),

òîãäà îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ íå áóäåò âûâîäèòü èç ïðîñòðàíñòâà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ðàçìåðíîñòü â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì òðåáóåòñÿ
äëÿ íåïðèâîäèìîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå òðåáóåòñÿ âûäåëèòü èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà
ñ íóæíîé ðàçìåðíîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü òåîðèþ, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî äèñ-
êðåòíûõ ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâåííîãî è âðåìåííîãî îòðàæåíèÿ, òî òàêæå íåîáõî-
äèìî ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ ñóììó ïðåäñòàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íà ïðèìåðå ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíà 1
2
. Âåùåñòâåííîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ðåàëèçóåòñÿ íà ïðÿìîé ñóììå (1
2
, 0) ⊕ (0, 1

2
), ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

÷åòûðåõêîìïîíåíòíûìè äèðàêîâñêèìè ñïèíîðàìè

Ψ(x) =

(
ψa(x)
χȧ(x)

)
. (2.39)

Äëÿ âûäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îïåðàòîðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñîïðÿ-
æåíèÿ è ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Âñïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ îïåðàòîð ∆aȧ, çàäàííûé âûðàæåíèåì (2.32), äåéñòâóþ-
ùèé â ïðîñòðàíñòâå ñïèí-òåíçîðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷å÷íûå è íåòî-
÷å÷íûå èíäåêñû äðóã â äðóãà. Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

∆a
ȧ∆b

ȧ = δb
a, ∆a

ȧ∆a
ḃ = δȧ

ḃ
,

∆aȧ∆
bȧ = −δb

a, ∆aȧ∆aḃ = −δȧ
ḃ
.

Ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå äàííîãî îïåðàòîðà äëÿ äèðàêîâñêèõ ñïèíîðîâ:

∆ : Ψ → ∆Ψ = −i

(
∆bȧχ

ȧ

∆aḃψa

)
,

òî åñòü
∆ = −i

(
0 ∆bȧ

∆aḃ 0

)
.
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Êâàäðàò ýòîãî îïåðàòîðà ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå

∆2 = (−i)2

(
0 ∆bċ

∆cḃ 0

)(
0 ∆cȧ

∆aċ 0

)
= −

(
∆bċ∆

aċ 0

0 ∆cḃ∆cȧ

)
=

(
δa
b 0

0 δḃ
ȧ

)
= 1.

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ∆ êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé çàðÿäîâîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ (1.79)

Ĉ∆Ψ = ∆ĈΨ = ∆Ψc.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ

Π1 =
1 + ∆

2
, Π2 =

1−∆

2
. (2.40)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ (2.40) âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ïðîåêöèîí-
íûõ îïåðàòîðîâ

Π2
1 = 1

4
(1 + 2∆ + ∆2) = 1+∆

2
= Π1, Π2

2 = 1
4
(1− 2∆ + ∆2) = 1−∆

2
= Π2,

Π1Π2 = 1
4
(1−∆2) = 0, Π1 + Π2 = 1.

Çàïèøåì äàííûå îïåðàòîðû â ÿâíîì âèäå:

∆ = −i

(
0 − 1

m
∂bȧ

− 1
m

∂aḃ 0

)
=

i

m

(
0 (σµ)bȧ

(σ̃µ)aḃ 0

)
∂µ =

i

m
γµ∂µ,

Π1 =
1

2m
(iγµ∂µ + m), Π2 =

1

2m
(−iγµ∂µ + m). (2.41)

Äàëåå, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äàííàÿ ñïèí-òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàä-
ëåæàëà îäíîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûå ïðîåêòèðóþò îïåðàòîðû (2.41)

Π2Ψ = 0, Π1Ψ = Ψ. (2.42)

Ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ (2.41) ïîëó÷àåì ÷òî ïîëå Ψ äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0. (2.43)

Óðàâíåíèå (2.43) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà. Â ñóùíîñòè, ýòî óðàâíåíèå îáåñ-
ïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (1

2
, 0)⊕ (0, 1

2
), çàäàííîãî íà ïîëÿõ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ äèðàêîâñêèìè ñïèíîðàìè (2.39).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Äèðàêà (2.43) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

(γµpµ −m)Ψ(p) = 0. (2.44)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.44) â ñèñòåìå ïîêîÿ, êîãäà pµ = (m, 0, 0, 0),

(mγ0 −m)Ψ = 0 èëè (γ0 − 14×4)Ψ = 0.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íîì âèäå
[(

0 σ0

σ0 0

)
−

(
12×2 0

0 12×2

)]
Ψ =

( −12×2 +12×2

+12×2 −12×2

)(
ψa

χȧ

)
=

( −ψa + χȧ

ψa − χȧ

)
= 0.

(2.45)
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Èç óðàâíåíèÿ (2.45) ñëåäóåò

ψ1 = χ1̇, ψ2 = χ2̇,

â ðåçóëüòàòå, èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà Ψ îñòàåòñÿ òîëüêî äâå
íåçàâèñèìûõ (êîìïëåêñíûõ) êîìïîíåíòû, êàê è òðåáóåòñÿ äëÿ íåïðèâîäèìîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ Ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà (2.43). Ïîäåé-
ñòâóåì íà îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðîì (iγµ∂µ + m)

(iγµ∂µ + m)(iγν∂ν −m)Ψ = 0.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà γ-ìàòðèö (1.75), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(iγµ∂µ+m)(iγν∂ν−m) = (−γµγν∂µ∂ν−m2) = −(
1

2
(γµγν+γνγµ)∂µ∂ν+m2) = −(∂2+m2).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëå Ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà

(∂2 + m2)Ψ = 0.

Äàííîå ñâîéñòâî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ìû ïîäðàçóìåâàåì âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ
Êëåéíà-Ãîðäîíà, êîãäà èñïîëüçóåì ñâîéñòâà ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ (2.36).

Îáîáùèì òåïåðü äàííûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî-
ëóöåëîãî ñïèíà è ïîñòðîèì âåùåñòâåííûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Êàê îòìå-
÷àëîñü â ðàçäåëå 1.6., ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ïðåäñòàâëåíèÿ (n+1

2
, n

2
) è (n

2
, n+1

2
)

ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ïðÿìîé ñóììû
ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé (

n + 1

2
,
n

2

)
⊕

(
n

2
,
n + 1

2

)
.

Ýëåìåíòàìè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû, àíàëîãè÷íûå äèðàêîâñêèì
ñïèíîðàì

Ψµ1...µn =

(
ψaµ1...µn

χȧ
µ1...µn

)
. (2.46)

Äëÿ íåïðèâîäèìîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñïèíîð (2.46) áûë
ñèììåòðè÷íûì, γ-áåññëåäîâûì è ïîïåðå÷íûì

Ψµ1...µn = Ψ(µ1...µn), γµΨµµ1...µn−1 = 0, ∂µΨµµ1...µn−1 = 0, (2.47)

à òàêæå ÷òîáû îí óäîâëåòâîðÿë óðàâíåíèþ Äèðàêà

(iγµ∂µ −m)Ψµ1...µn(x) = 0. (2.48)

Ñïèíîð (2.46), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (2.47,2.48), îïèñûâàåò ìàññèâíóþ ÷àñòè-
öó ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì s = n + 1

2
.
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2.3.2. Áåçìàññîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ
Äëÿ áåçìàññîâûõ ïðåäñòàâëåíèé, êàê âèäíî èç (2.20, 2.21), îáà îïåðàòîðà Êàçè-

ìèðà ðàâíû íóëþ
C1 = 0, C2 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé îïåðàòîð Êàçèìèðà (~P , ~M)

|~P | (ñïèðàëüíîñòü),
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ïî
àíàëîãèè ñ ìàññèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áóäåì ñòðîèòü ÿâíî êîâàðèàíòíóþ ðåàëè-
çàöèþ ïðåäñòàâëåíèé íà ñïèí-òåíçîðàõ òèïà (n

2
, k

2
)

φa1...anḃ1...ḃk
(x). (2.49)

Óòâåðæäåíèå. Áåçìàññîâûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ñïèí-
òåíçîðíûìè ïîëÿìè âèäà (2.49), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

∂cċφca1...an−1ḃ1...ḃk
(x) = 0, (2.50)

∂cċφa1...anċḃ1...ḃk−1
(x) = 0. (2.51)

Åñëè n = 0 èëè k = 0, òî îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî èç äàííûõ óðàâíåíèé. Ïðè n 6= 0 èëè
k 6= 0 íåò íåîáõîäèìîñòè íàêëàäûâàòü óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè
ïî ìàññå ∂2φ = 0, ïîñêîëüêó îíî ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (2.50, 2.51). Äåéñòâèòåëüíî,
ïðîäèôôåðåíöèðóåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (2.50)

∂anċ∂
cċφca1...an−1ḃ1...ḃk

= δc
an

∂2φca1...an−1ḃ1...ḃk
= ∂2φa1...anḃ1...ḃk

= 0,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåïðèâîäèìîñòü ðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ ïî ìàññå. Â ñëó÷àå
n = k = 0 åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, êîòîðîìó äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðåëÿòèâèñòñêîå
ïîëå, åñòü ∂2φ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.50)

∂cċφca1...an−1ḃ1...ḃk
= εcd∂d

ċφca1...an−1ḃ1...ḃk
=

1

2
εcd(∂d

ċφca1...an−1ḃ1...ḃk
− ∂c

ċφda1...an−1ḃ1...ḃk
).

(2.52)
Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà Tab âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

εabTab = 0,

òî àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ

T[ab] = 0.

Äâóìåðíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð T[ab] èìååò òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó T12 =
−T21, â ðåçóëüòàòå

0 = ε12T12 + ε21T21 = T12 − T21 = 2T12,

òî åñòü Tab = Tba. Òîãäà èñïîëüçóÿ (2.52), óðàâíåíèÿ (2.50, 2.51) ìîæíî çàïèñàòü â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

∂cċφa1...anḃ1...ḃk
= ∂aiċφca1...âi...anḃ1...ḃk

, (2.53)
∂cċφa1...anḃ1...ḃk

= ∂cḃi
φ

a1...anċḃ1...
ˆ̇
bi...ḃk

. (2.54)
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Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ (2.50,2.51) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

pcċφca1...an−1ḃ1...ḃk
(p) = 0, (2.55)

pcċφa1...anċḃ1...ḃk−1
(p) = 0. (2.56)

Â ñèñòåìå ïîêîÿ, ãäå pµ = (E, 0, 0,−E), èìååì

pcċ = (σµ)cċpµ = [(σ0)cċ − (σ3)cċ]E = E

[(
1 0
0 1

)
−

(
1 0
0 −1

)]
= 2E

(
0 0
0 1

)
.

Òîãäà èç óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè (2.55, 2.56) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ó ñïèí-òåíçîðà φa1...anḃ1...ḃk

õîòÿ áû îäèí èíäåêñ ðàâåí 2 èëè 2̇, òî òàêàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà íóëþ. Â èòîãå îñòàåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà

φ
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

1̇ . . . 1̇︸ ︷︷ ︸
k

,

÷òî è ãàðàíòèðóåò íåïðèâîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äîêàæåì òåïåðü íåïðèâîäèìîñòü äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÿâíî âû÷èñëèâ ñîîò-

âåòñòâóþùèé îïåðàòîð Êàçèìèðà

Wcċφa1...anḃ1...ḃk
(x) = (∂d

ċMcd − ∂c
ḋMċḋ)φa1...anḃ1...ḃk

=

= i
2
∂d

ċ(
n∑

i=1

εaicφda1...âianḃ1...ḃk
+

n∑
i=1

εaidφca1...âi...anḃ1...ḃk
)−

− i
2
∂c

ḋ(
k∑

i=1

εḃiċ
φ

a1...anḋḃ1...
ˆ̇
bi...ḃk

+
k∑

i=1

εḃiḋ
φ

a1...anċḃ1...
ˆ̇
bi...ḃk

) =

= i
2

n∑
i=1

(εaic∂
d
ċφda1...âianḃ1...ḃk

+ ∂aiċφca1...âi...anḃ1...ḃk
)−

− i
2

k∑
i=1

(εḃiċ
∂c

ḋφ
a1...anḋḃ1...

ˆ̇
bi...ḃk

+ ∂cḃi
φ

a1...anċḃ1...
ˆ̇
bi...ḃk

) =

= i
2

n∑
i=1

∂cċφa1...anḃ1...ḃk
− i

2

k∑
i=1

∂cċφa1...anḃ1...ḃk
=

= i
2
(n− k)∂cċφa1...anḃ1...ḃk

= n−k
2

pcċφa1...anḃ1...ḃk
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëàìè (1.64) äëÿ çàïèñè äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ëî-
ðåíöåâûõ ìîìåíòîâ íà ñïèíîðû, à òàêæå óñëîâèÿìè íåïðèâîäèìîñòè (2.50, 2.51). Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íà äàííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ âåêòîð Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè
ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó èìïóëüñà ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

λ =
n− k

2
, (2.57)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî
äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (2.50, 2.51) îáåñïå÷èâàþò íåïðèâîäèìîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèé.

Îòìåòèì ðàçëè÷èå ìåæäó ìàññèâíûìè è áåçìàññîâûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, êîòî-
ðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.57). Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñïèðàëüíîñòè λ
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ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé ïðåäñòàâëåíèé ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì òî-
÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ. Íàïðèìåð,

• ïðè λ = 0, êðîìå î÷åâèäíîé ñêàëÿðíîé ðåàëèçàöèè ∂2φ(x) = 0, èìååòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé íà ñïèí-òåíçîðàõ òèïà (n

2
, n

2
)

φa1...anḃ1...ḃn
(x),

ãäå n � ëþáîå öåëîå;
• ïðè λ = 1

2
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ íà ñïèí-òåíçîðàõ òèïà (n+1

2
, n

2
). Íàïðè-

ìåð, ïðåäñòàâëåíèå (1
2
, 0) çàäàåòñÿ ïîëåì ψa, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ Âåéëÿ

∂aȧψa = 0 èëè (σµ)aȧ∂µψa = 0; (2.58)

ïðè λ = −1
2
èìååì ïðåäñòàâëåíèå òèïà (n

2
, n+1

2
). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëÿ òèïà (0, 1

2
)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂aȧχ

ȧ = 0 èëè (σµ)aȧ∂µχ
ȧ = 0, (2.59)

êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Âåéëÿ;
• ïðè λ = 1 èìååì â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñïèí-òåíçîð Fab, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâ-

íåíèþ
∂aȧFab(x) = 0; (2.60)

• ïðè λ = −1 íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ
ñïèí-òåíçîðîì Fȧḃ, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ

∂aȧFȧḃ(x) = 0. (2.61)

Ïî ñïèí-òåíçîðàì Fab, Fȧḃ ìîæíî ïîñòðîèòü àíòèñèììåòðè÷íûé ëîðåíöåâ òåíçîð

Fµν = 1
2
(σµν)

abFab(x)− 1
2
(σ̃µν)

ȧḃFȧḃ(x),
Fab = (σµν)abFµν(x), Fȧḃ(x) = (σ̃µν)ȧḃFµν(x),

êîòîðûé äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

∂µFµν(x) = 0, εµνλκ∂νFλκ(x) = 0. (2.62)

Óðàâíåíèÿ (2.62) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì óðàâíåíèé (2.60, 2.61). Åñëè íå òðåáîâàòü âåùåñòâåííîñòè äàííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, òî òåíçîð Fµν îïèñûâàåò äâå ÷àñòèöû ñî ñïèðàëüíîñòÿìè +1 è −1, èíà÷å ýòî
îäíà ÷àñòèöà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ñïèðàëüíîñòè.

Çàäà÷à 22. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (2.62) ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé
(2.60, 2.61).

Èòàê, â äàííîé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû
îïèñûâàòü êâàíòîâóþ äèíàìèêó ñâîáîäíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì.

2.4. Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà
Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäíà

(∂2 + m2)ϕ(x) = 0 (2.63)
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îïèñûâàåò ðåëÿòèâèñòñêóþ ÷àñòèöó ñ ìàññîé m è íóëåâûì ñïèíîì. Çäåñü ϕ(x) �
ñêàëÿðíîå ïîëå. Áîëåå ïîäðîáíî óðàâíåíèå (2.63) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
+ m2

)
ϕ(t, x, y, z) = 0. (2.64)

Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è ñêî-
ðîñòü ñâåòà ðàâíÿëèñü åäèíèöå

~ = 1, c = 1.

Åñëè âîññòàíîâèòü ðàçìåðíîñòè ýòèõ êîíñòàíò, òî óðàâíåíèå (2.63) çàïèøåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (

∂2 +
m2c2

~2

)
ϕ(x) = 0, (2.65)

ãäå ∂2 = 1
c2

∂2

∂t2
−∆ � îïåðàòîð Äàëàìáåðà.

Èñòîðè÷åñêè óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê
èçâåñòíî, â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì Øðåäèíãåðà

i~
∂

∂t
ϕ(t, ~x) = Ĥϕ(t, ~x), (2.66)

ãäå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Äëÿ ñâîáîäíîé áåçìàññîâîé ÷àñòèöû óðàâíåíèåØðå-
äèíãåðà (2.66) èìååò âèä

i~
∂

∂t
ϕ(t, ~x) = − ~

2

2m
∆ϕ(t, ~x). (2.67)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîðû ýíåðãèè è èìïóëüñà îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèÿìè

Ê = i~
∂

∂t
, ~̂P = i~

∂

∂~x
, (2.68)

òî óðàâíåíèå (2.67) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýíåðãèåé è èì-
ïóëüñîì íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

E =
P 2

2m
. (2.69)

Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû èìïóëüñ ñâÿçàí ñ ýíåðãèåé ðåëÿòèâèñò-
ñêèì ñîîòíîøåíèåì4

E2

c2
= ~P 2 + m2c2. (2.70)

Òîãäà, åñëè ôîðìàëüíî ïîäñòàâèòü â (2.70) âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ýíåðãèè è
èìïóëüñà (2.68), òî ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà

(
−Ê2

c2
+ P̂ 2 + m2c2

)
ϕ = 0.

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, ìû áóäåì ðàáîòàòü â ñèñòåìå åäèíèö, â êîòîðîé ~ = 1,
c = 1.

4×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ýíåðãèè èìïóëüñà ñâÿçàí ñ òðåõìåðíûì êàê Pµ = (E
C , ~P ), Pµ = (E

C ,−~P ),
ñëåäîâàòåëüíî, P 2 = PµPµ = E2

c2 − ~P 2.
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Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà
1. Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî

ïîðÿäêà (ïî ïåðåìåííîé t). Ïîýòîìó äëÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íåîá-
õîäèìî äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ

ϕ(x)|t=0 = ϕ1(~x),
∂ϕ(x)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ϕ2(~x).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïîñêîëüêó äëÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà äîñòàòî÷íî çàäàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ϕ(x)t=0 = ϕ(~x),

è ýòî ïîçâîëèò íàéòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.
2. Ââåäåì âåêòîð òîêà äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà ïî ïðàâèëó

jµ =
i

2m
(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ

∗), (2.71)

ãäå ϕ∗(x) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ê ϕ(x). Ïîêàæåì, ÷òî íà
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà âåêòîð òîêà ñîõðàíÿåòñÿ

∂µjµ = 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂µjµ =
i

2m
(∂µϕ∗∂µϕ + ϕ∗∂2ϕ− ∂ϕ∂µϕ

∗ − ϕ∂2ϕ∗) =

=
i

2m
(ϕ∗(∂2 + m2)ϕ− ϕ(∂2 + m2)ϕ∗) = 0.

Âûäåëèì èç ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà òîêà óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.71) íó-
ëåâóþ è òðåõìåðíóþ êîìïîíåíòû jµ = (ρ,~j):

ρ = j0 =
i

2m
(ϕ∗∂0ϕ− ϕ∂0ϕ

∗), ~j =
i

2m
(ϕ∗~∂ϕ− ϕ~∂ϕ∗).

Åñëè ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà ýíåðãèè

P0ϕ = i∂0ϕ = εϕ,

òî ïðè ε = m ïîëó÷àåì, ÷òî
ρ = ϕ∗ϕ,

ò.å. íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå, êîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ϕ è ∂0ϕ
ïðîèçâîëüíû, âåëè÷èíà ρ íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà
ââîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

〈ϕ|χ〉 = i

∫

σ

dσµ(ϕ∗∂µχ− ∂µϕ
∗χ), (2.72)

ãäå ϕ, χ � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, σ � íåêîòîðàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíàÿ ïîâåðõíîñòü, ò.å. âåêòîð íîðìàëè nµ(x) ê äàííîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 2.1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ äåôîð-
ìèðóåòñÿ ìàëûì îáðàçîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè xµ.

âðåìåíèïîäîáíûì âî âñåõ òî÷êàõ n2 = nµn
µ > 0. Íàïðèìåð, åñëè ïîâåðõíîñòü îïðå-

äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x0 = const, òî nµ = (1, 0, 0, 0).
Ïîêàæåì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.72) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîâåðõíîñòè

σ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ïîâåðõíîñòè
σ

〈ϕ|χ〉σ = F [σ].

Äåôîðìèðóåì òåïåðü ïîâåðõíîñòü σ ìàëûì îáðàçîì âáëèçè òî÷êè xµ, σ → σ′ òàê,
÷òîáû îáå ïîâåðõíîñòè σ è σ′ áûëè ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè. Óñëîâèå ìàëîñòè
äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè σ îçíà÷àåò, ÷òî îáúåì Ω(x) ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè σ è σ′

ÿâëÿåòñÿ ìàëûì (ñì. ðèñ. 2.1). Òîãäà íåçàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îò
ïîâåðõíîñòè σ îçíà÷àåò, ÷òî âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà F [σ] ðàâíà
íóëþ

δF [σ]

δσ(x)
= 0.

Çàïèøåì äàííûé ôóíêöèîíàë â âèäå

F [σ] =

∫

σ

dσµFµ(x),

ãäå F (x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà îïðåäåëåíèå âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé çàïè-
øåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

δF [σ]

δσ(x)
= lim

Ω(x)→0

F [σ′]− F [σ]

Ω(x)
= lim

Ω(x)→0

∫
σ′ dσµFµ(x)− ∫

σ
dσµFµ(x)

Ω(x)
= lim

Ω(x)→0

∮
Σ

dσµFµ(x)

Ω(x)
,

ãäå Σ � ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùàÿ îáúåì Ω(x). Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé
Ãàóññà ÷òîáû ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè Σ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî
îáúåìó Ω(x)

δF [σ]

δσ(x)
= lim

Ω(x)→0

∫
Ω

d4x∂µFµ(x)

Ω(x)
= ∂µFµ(x). (2.73)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó î ñðåäíåì, â ñèëó êîòîðîé èíòåãðàë ïî îáúåìó Ω îò
ôóíêöèè ∂µFµ(x) ðàâåí çíà÷åíèþ ýòîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå âíóòðè ïîâåðõ-
íîñòè Σ, óìíîæåííîìó íà âåëè÷èíó ýòîãî îáúåìà.

Ïðèìåíèì òåïåðü ñâîéñòâî âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé (2.73) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ (2.72)

δ

δσ(x)
〈ϕ|χ〉 =

δ

δσ(x)
i

∫
dσµ(ϕ∗∂µχ− ∂µϕ

∗χ) =

= i∂µ(ϕ∗∂µχ− ∂µϕ
∗χ) = i(∂µϕ∗∂µχ + ϕ∗∂2χ− (∂2ϕ∗)χ− ∂µϕ

∗∂µχ) =
= i(ϕ∗(∂2 + m2)χ− χ(∂2 + m2)ϕ∗) = 0.

(2.74)
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Ñîîòíîøåíèå (2.74) äåìîñòðèðóåò íåçàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îò âû-
áîðà ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ σ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿ-
ìè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîâåðõ-
íîñòü, îïðåäåëåííóþ óðàâíåíèåì x0 = const. Òîãäà

dσµ = nµd3x, dσ0 = d3x, dσi = 0

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2.72) ïðèíèìàåò âèä

〈ϕ|χ〉 = i

∫
d3x(ϕ∗∂0χ− ∂0ϕ

∗χ).

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ñêàëÿðíûé êâàäðàò âîëíîâîé ôóíêöèè

〈ϕ|ϕ〉 = i

∫
d3x(ϕ∗∂0ϕ− ∂0ϕ

∗ϕ)

íå âñåãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.
4. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.
Ïåðåéäåì ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñîâåðøèâ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå

ϕ(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipxϕ̃(p), (2.75)

ϕ̃(p) =

∫
d4xeipxϕ(x). (2.76)

Çäåñü ϕ̃(p) � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ϕ(x). Ïîäñòàâèì òåïåðü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ϕ(x)
â âèäå (2.75) â óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.63)

∫
d4p

(2π)4
e−ipx(p2 −m2)ϕ̃(p) = 0. (2.77)

Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ôóðüå ïîëó÷àåì

(p2 −m2)ϕ̃(p) = 0. (2.78)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.78) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
{

ϕ̃(p) = 0, åñëè p2 6= m2

ϕ̃(p) = ϕ(~p), åñëè p2 = m2,
(2.79)

ãäå ϕ(~p) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà. Íà óðàâíåíèè
p2 = m2 ìîæíî âñåãäà âûðàçèòü íóëåâóþ êîìïîíåíòó ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà
÷åðåç òðåõìåðíûé èìïóëüñ

p0 = ±
√

~p2 + m2 = ±ε(~p), ãäå ε(~p) =
√

~p2 + m2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (2.79) ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ϕ̃(p) = δ(p2 −m2)ϕ(~p). (2.80)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà

δ(p2 −m2) = δ(p2
0 − ~p2 −m2) = δ(p2

0 − ε2(~p)) =
1

2ε(~p)
(δ(p0 − ε(~p)) + δ(p0 + ε(~p))) ,

òîãäà ìîæíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî dp0 â èíòåãðàëå (2.75)

ϕ(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−ipxδ(p2 −m2)ϕ(~p) =

=
1

(2π)4

∫
d3~p

∫
dp0e

−i~p~xe−ip0x0

ϕ(~p)
1

2ε(~p)
(δ(p0 − ε(~p)) + δ(p0 + ε(~p))) =

=
1

2(2π)4

∫
d3~p

e−i~p~x

ε(~p)

[
e−iε(~p)x0 − eiε(~p)x0

]
ϕ(~p) =

= ϕ+(x) + ϕ−(x),

ãäå

ϕ±(x) =
1

2(2π)4

∫
d3~p

e−i~p~x

ε(~p)
e±iε(~p)x0

ϕ(~p) =

=

∫
d4p

(2π)4
e−ipxδ(p2 −m2)θ(±p0)ϕ(~p).

Ôóíêöèè ϕ+ è ϕ− ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì ðåøåíèÿì ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöà-
òåëüíîé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü ϕ(~p) = ε(~p)δ3(~p− ~k),
òî ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí

ϕ±(x) =
1

2(2π)4
e−i~k~x∓iε(~k)x0

.

Ïëîñêèå âîëíû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà ýíåðãèè P̂0 = i ∂
∂x0

P̂0ϕ±(x) = ±ε(~k)ϕ±(x).

Îêàçûâàåòñÿ, â ïîäïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ϕ+ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíî

〈ϕ+(x)|ϕ+(x)〉 = i

∫
d3~x(ϕ∗+(x)∂0ϕ+ − ϕ+∂0ϕ

∗
+) =

= i
4(2π)8

∫
d3~xd3~pd3~p′

1

ε(~p)ε(~p′)

[
ei~p~xeiε(~p)x0

ϕ∗(~p)e−i~p′~xe−iε(~p′)x0

ϕ(~p′)(−iε(~p′))−
−e−i~p′~xe−iε(~p′)x0

ϕ(~p′)ei~p~xeiε(~p)x0
iε(~p)ϕ∗(~p)

]
=

= i
4(2π)8

∫
d3~pd3~p′

ε(~p)ε(~p′)

[
−iε(~p′)ϕ∗(~p)ϕ(~p′)ei(ε(~p)−ε(~p′))x0−

−iε(~p)ei(ε(~p)−ε(~p′))x0
ϕ∗(~p)ϕ(~p′)

] ∫
d3xei~x(~p−~p′) =

= 2
4(2π)5

∫
d3p

1

ε(~p)
ϕ∗(~p)ϕ(~p) ≥ 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèåì äåëüòà-ôóíêöèè
∫

d3xei~x(~p−~p′) = (2π)3δ3(~p− ~p′).
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Aíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîäïðîñòðàíñòâå âîëíî-
âûõ ôóíêöèé ϕ− îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíî

〈ϕ−(x)|ϕ−(x)〉 ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåííàÿ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëåé-
íà-Ãîðäîíà, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ðåøå-
íèé ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò áûòü
ëåãêî óñòðàíåí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàòü âîëíîâóþ ôóíê-
öèþ òàê, ÷òîáû íå áûëî ñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, òîãäà, î÷åâèäíî, è âî
âñå ìîìåíòû âðåìåíè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ϕ−(x) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðè âêëþ-
÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèìè ïîëÿìè ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿ.

5. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.63) â âèäå

(ηµν∂µ∂ν + m2)ϕ(x) = 0. (2.81)

Èçâåñòíî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî
ìèíèìàëüíûì îáðàçîì, ò.å. ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïðîèçâîäíîé ∂µ íà êîâàðèàíòíóþ
ïðîèçâîäíóþ

∂µ −→ Dµ = ∂µ − ieAµ(x),

ãäå e � çàðÿä, Aµ � ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òîãäà óðàâíåíèå Êëåéíà-
Ãîðäîíà (2.81) çàïèøåòñÿ

(DµDµ + m2)ϕ(x) = 0 (2.82)
èëè

(∂2 + m2 − 2ieAµ∂µ − ie(∂µAµ)− e2A2)ϕ(x) = 0. (2.83)
Çàïèøåì òàêæå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

(∂2 + m2 + 2ieAµ∂µ + ie(∂µAµ)− e2A2)ϕ∗(x) = 0. (2.84)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.84) ïîëó÷àåòñÿ èç (2.83) ñ ïîìîùüþ çàìåíû çíàêà ó
çàðÿäà e → −e. Îòñþäà âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ϕ∗ îïèñûâàåò
÷àñòèöû ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì çàðÿäà.

Ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì âûðàæåíèå äëÿ ñîõðàíÿþ-
ùåãîñÿ òîêà (2.71) ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

jµ =
i

2m
(ϕ∗Dµϕ− ϕ(Dµϕ)∗) =

i

2m
(ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ

∗ − 2ieAµϕ
∗ϕ). (2.85)

Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2.72) äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà
â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïðèíèìàåò âèä

〈ϕ|χ〉 = i

∫

σ

dσµ(ϕ∗Dµχ−Dµϕ
∗χ). (2.86)

Çàäà÷à 23.Ïîêàçàòü, ÷òî òîê (2.85) ñîõðàíÿåòñÿ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-
Ãîðäîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
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Ðåøåíèå.
∂µjµ = i

2m
(∂µϕ∗∂µϕ− ∂µϕ∂µϕ

∗ + ϕ∗∂2ϕ− ϕ∂2ϕ∗−
−2ie∂µAµϕ

∗ϕ− 2ieAµϕ
∗∂µϕ− 2ieAµϕ∂µϕ∗) =

= i
2m

(ϕ∗(∂2 − 2ieAµ∂µ − ie∂µAµ − e2A2 + m2)ϕ−
−ϕ(∂2 + 2ieAµ∂µ + ie∂µAµ − e2A2 + m2)ϕ∗) =

= i
2m

[ϕ∗(DµDµ + m2)ϕ− ϕ((DµDµ + m2)ϕ)∗] = 0.

Ââåäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìèíèìàëüíûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñïî-
ñîáîì âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè. Îíî âîçíèêàåò ïðè
ëîêàëèçàöèè ãðóïïû U(1)-ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, êîòîðàÿ äåéñòâó-
åò íà âîëíîâûå ôóíêöèè ïî ïðàâèëó

ϕ −→ eieϕ, (2.87)

ãäå e � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ìîäèôèöèðóåì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.87) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

ϕ(x) −→ eieξ(x)ϕ(x), (2.88)
ãäå ξ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, e � íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà. Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.63) íå áóäåò èíâàðèàíòíûì ïðè òàêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ (2.88), ïîñêîëüêó

∂µϕ
′(x) = ∂µe

ieξ(x)ϕ(x) = eieξ(x)(∂µϕ + ieϕ∂µξ) 6= eieξ(x)∂µ(x)ϕ(x).

×òîáû âîññòàíîâèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (2.88), íåîá-
õîäèìî âìåñòî ïðîèçâîäíîé ∂µ èñïîëüçîâàòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂µ −→ Dµ = ∂µ − ieAµ(x),

ãäå ïîëå Aµ(x) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó

Aµ(x) −→ A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µξ(x). (2.89)

Ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (2.88, 2.89) ïîëó÷àåì

Dµϕ → D′
µϕ

′ = (∂µ − ieA′
µ(x))eieξ(x)ϕ(x) =

= eieξ(x)(∂µϕ + ieϕ∂µξ(x)− ieAµϕ− ie(∂µξ)ϕ) = eieξ(x)Dµϕ(x),

ò.å. ïðîèçâîäíàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Dµϕ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó, ÷òî è
ñàìà ôóíêöèÿ ϕ(x). Âñëåäñòâèå ýòîãî åå íàçûâàþò êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Òîãäà
î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (2.88, 2.89) óðàâíåíèå (2.82) ñîõðàíÿåòñÿ:

(D′
µD′µ + m2)ϕ′(x) = eieξ(x)(DµDµ + m2)ϕ(x) = 0 ⇒ (DµDµ + m2)ϕ(x) = 0.

Ïîëÿ Aµ(x) íàçûâàþò êîìïåíñèðóþùèìè èëè êàëèáðîâî÷íûìè.

2.5. Óðàâíåíèå Äèðàêà
Óðàâíåíèå Äèðàêà, ïîëó÷åííîå â ðàçäåëå 2.3.1. íà îñíîâå àíàëèçà ðåëÿòèâèñòñêîé

ñèììåòðèè, èìååò âèä
(iγµ∂µ −m)Ψ(x) = 0, (2.90)
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ãäå Ψ =

(
ψa

χȧ

)
� äèðàêîâñêèé ñïèíîð, γµ =

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
� γ-ìàòðèöû Äèðàêà (2.91),

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

γµγν + γνγµ = 2ηµν . (2.91)

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2.91) îïðåäåëÿþò òàê íàçûâàåìóþ àëãåáðó Êëèôôîð-
äà. Ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (2.91), ðàâíà
÷åòûðåì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî γ-ìàòðèöû, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (2.91), çà-
äàíû íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî (óíèòàðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîâåðøèì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîé (óíèòàðíîé) ìàòðèöû S ïðåîá-
ðàçîâàíèå γ-ìàòðèö è âîëíîâîé ôóíêöèè

γµ −→ γ′µ = SγµS−1, (2.92)
Ψ(x) −→ Ψ′(x) = SΨ(x), (2.93)

òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö γ′µ áóäóò èìåòü òà-
êîé æå âèä (2.91), ÷òî è äëÿ ìàòðèö γ, à âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ′ áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ
óðàâíåíèþ Äèðàêà

(iγ′µ∂µ −m)Ψ′(x) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ÷åòûðåõðÿäíûå γ-ìàòðèöû èìåþò 16 ýëåìåíòîâ, áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ìàòðèö ñîñòîèò èç 16 ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 24. Ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå γ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå 16 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö

Γ = {14×4, γ
µ, γ5, γµγ5, Σµν = −1

4
(γµγν − γνγµ)}, (2.94)

ãäå γ5 = − i
4!
εµνλκγ

µγνγλγκ = −iγ0γ1γ2γ3.

Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Äèðàêà
1. Óðàâíåíèå Äèðàêà, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-

íèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è Êîøè íåîáõîäèìî òîëüêî îäíî óñëîâèå

Ψ(t, x)|t=0 = Ψ̃(x).

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ãäå äëÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà òàêæå íåîáõîäèìî òîëüêî îäíî íà÷àëüíîå óñëîâèå.

2. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ äèðàêîâñêè-ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà. Ðàññìîòðèì äè-
ðàêîâñêè-ñîïðÿæåííûé ñïèíîð

Ψ̄ = Ψ†γ0, ãäå γ0 =

(
0 σ0

σ̃0 0

)
=

(
0 12×2

12×2 0

)
.

Îí ñîñòîèò èç äâóõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ

Ψ̄ = (χa, ψ̄ȧ), Ψ† = (ψ∗a, χ
∗ȧ).

Ïîäåéñòâóåì ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì íà óðàâíåíèå Äèðàêà (2.90)

(∂µΨ†(−i)(γµ)† −mΨ†) = 0,
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è äîìíîæèì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñïðàâà íà γ0

(i∂µΨ†γ0γ0(γµ)†γ0 + mΨ†γ0) = 0. (2.95)

Çäåñü ìû âñòàâèëè ìåæäó âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ† è ìàòðèöåé γµ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó
14×4 = γ0γ0. Óðàâíåíèå (2.95) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ íà äèðàêîâñêèé
ñïèíîð

(i∂µΨ̄γ0(γµ)†γ0 + mΨ̄) = 0. (2.96)
Çàäà÷à 25. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ γ-ìàòðèö Äèðàêà âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

γ0(γµ)†γ0 = γµ. (2.97)

Ðåøåíèå. Äëÿ ìàòðèöû γ0 âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (2.97) òðèâèàëüíî:

γ0(γ0)†γ0 = γ0γ0γ0 = γ0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå äëÿ ìàòðèö γi, ãäå i = 1, 2, 3.

(γi)† =

(
0 σi

σ̃i 0

)†
=

(
0 (σ̃i)†

(σi)† 0

)
=

(
0 σ̃i

σi 0

)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýðìèòîâîñòüþ σ-ìàòðèö Ïàóëè. Äàëåå, èç ÿâíîãî âèäà
äëÿ ìàòðèöû γ0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

γ0(γi)†γ0 = γi.

Â ðåçóëüòàòå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (2.97), óðàâíåíèå (2.96) ñâîäèòñÿ ê óðàâ-
íåíèþ íà äèðàêîâñêè-ñîïðÿæåííûé ñïèíîð

(i∂µΨ̄γµ + mΨ̄) = 0. (2.98)

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñïèíîðîâ Ψ, Ψ̄ ìîæíî ñòðîèòü ñêàëÿðíûå êîâàðèàíòíûå
âåëè÷èíû âèäà Ψ̄Ψ, Ψ̄γµΨ.

3. Âåêòîð òîêà äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì âûðàæå-
íèåì

jµ = Ψ̄γµΨ. (2.99)
Èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ γ-ìàòðèö (2.91), âåêòîð òîêà (2.99) ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç âåéëåâñêèå ñïèíîðû

jµ = (χa, ψ̄ȧ)

(
0 (σµ)aḃ

(σ̃µ)ȧb 0

)(
ψb

χ̄ḃ

)
= χa(σµ)aḃχ̄

ḃ + ψ̄ȧ(σ̃
µ)ȧbψb. (2.100)

Ïîêàæåì, ÷òî íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Äèðàêà äàííûé âåêòîð òîêà ñîõðàíÿåòñÿ

∂µj
µ = ∂µΨ̄γµΨ + Ψ̄γµ∂µΨ = (∂µΨ̄γµ − imΨ̄)Ψ + Ψ̄(γµ∂µΨ + imΨ) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íóëåâóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà òîêà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

ρ = j0 = Ψ̄γ0Ψ = Ψ†Ψ. (2.101)
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Èç çàïèñè âûðàæåíèÿ (2.101) â êîìïîíåíòàõ

ρ = χ1χ̄1̇ + χ2χ̄2̇ + ψ̄1̇ψ1 + ψ̄2̇ψ2 = χ1(χ1)∗ + χ2(χ2)∗ + ψ1(ψ1)
∗ + ψ2(ψ2)

2 ≥ 0

çàêëþ÷àåì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà íå âîçíèêàåò
ïðîáëåì ñ âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèåé.

4. Äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫

σ

dσµΨ̄1γµΨ2, (2.102)

ãäå σ � íåêîòîðàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíàÿ ïîâåðõíîñòü. Aíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.74), ïîêàæåì, ÷òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (2.102) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîâåðõíîñòè σ:

δ

δσ(x)
〈Ψ1|Ψ2〉σ = ∂µ(Ψ̄1γ

µΨ2) = (∂µΨ̄1γ
µ − imΨ̄1)Ψ2 + Ψ̄1(γ

µ∂µΨ2 + imΨ2) = 0.

Äàëåå, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îò âûáîðà ïîâåðõíîñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ, âûáåðåì ïîâåðõíîñòè σ â âèäå

x0 = const, (2.103)

òîãäà èíòåãðèðîâàíèå â (2.102) áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî âñåìó òðåõìåðíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó

〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫
d3xΨ̄1γ

0Ψ2 =

∫
d3xΨ†

1Ψ2. (2.104)

Ïðè òàêîì âûáîðå ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (2.103) î÷åâèäíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî

〈Ψ|Ψ〉 =

∫
d3xΨ†Ψ ≥ 0.

5. Óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå, àíàëîãè÷íîì óðàâíåíèþ
Øðåäèíãåðà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.90) ñëåäóþùèì îáðàçîì

(iγ0∂0 + iγi∂i −m)Ψ = 0

èëè
iγ0∂0Ψ = (−iγi∂i + m)Ψ.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñëåâà íà ìàòðèöó γ0

i∂0Ψ = (−iγ0γi∂i + mγ0)Ψ. (2.105)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.105) èìååò ôîðìó óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i∂0Ψ = ĤΨ (2.106)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì
Ĥ = −iγ0γi∂i + mγ0 = i~α~∇+ mβ, (2.107)
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ãäå αi = γ0γi, β = γ0. Äàííûé ãàìèëüòîíèàí Ĥ èìååò ìàòðè÷íûé âèä.
6. Ïîëó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Â êà÷åñòâå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ðåøå-

íèé ìîæíî âûáðàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ íàáîðà êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

{Ĥ, ~̂P = i~∂},

ò.å.

~̂PΨ = i~∂Ψ = ~pΨ, (2.108)
ĤΨ = (α ~̂P + mβ)Ψ = E~pΨ. (2.109)

Äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèÿì (2.108, 2.109), óðàâíåíèå (2.106) çà-
ïèñûâàåòñÿ

i∂0Ψ = E~pΨ. (2.110)
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.108�2.110) èìååò âèä ïëîñêèõ âîëí

Ψ~p(x) = e−iE~pt−ipixiΦ~p, (2.111)

ãäå Φ~p � ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð-ñòîëáåö, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

(~α + mβ)Φ~p = E~pΦ~p. (2.112)

Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ~p è E~p ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
Φ~p.

Âåðíåìñÿ ê êîâàðèàíòíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (2.112)

(γµpµ −m)Φ~p = 0. (2.113)

Â áëî÷íîé ôîðìå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò âèä
( −m12×2 σµpµ

σ̃µpµ −m12×2

)
Φ~p = 0. (2.114)

Óðàâíåíèå (2.114) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òîëüêî åñëè äåòåðìèíàíò îïåðàòî-
ðà äàííîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ

det

( −m12×2 σµpµ

σ̃µpµ −m12×2

)
= 0. (2.115)

Âûðàæåíèå (2.115) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
E~p. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì äëÿ íàõîæäåíèÿ äåòåðìèíàíòà áëî÷íîé
ìàòðèöû

det

(
A B
C D

)
= det(A−BD−1C) det B,

òîãäà ïîëó÷àåì

det

( −m12×2 σµpµ

σ̃µpµ −m12×2

)
= det(−m12×2 + σνpν

12×2

m
σ̃µpµ) det(−m12×2) =

= det(−m2 + σµσ̃νpµpν) = det(−m2 + p2) = (p2 −m2)2.
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Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.115) ïðèíèìàåò âèä

(p2 −m2)2 = 0.

Îòñþäà íàõîäèì

E2
~p − ~p2 −m2 = 0 ⇒ E~p = ±ε(~p) = ±

√
~p2 + m2,

ïðè÷åì îáà êîðíÿ E~p = ±ε(~p) äâóêðàòíî âûðîæäåíû. Äàííûì ÷åòûðåì çíà÷åíèÿì
ýíåðãèè E~p ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðå ðåøåíèÿ

Ψ
(+)
~p (x) = e−iε(~p)t−i~p~xΦ

(+)
~p , (2.116)

Ψ
(−)
~p (x) = eiε(~p)t−i~p~xΦ

(−)
~p , (2.117)

ãäå ñïèíîðû Φ
(±)
~p îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

(~α~p + mβ)Φ
(±)
~p = ±ε(~p)Φ

(±)
~p . (2.118)

Äâóêðàòíàÿ âûðîæäåííîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ñâÿçàíà ñ äâóìåðíîñòüþ
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ñïèíó, ò.å. âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè ñïèíà, êîòîðûå îòâå÷àþò îäíîé è òîé æå ýíåðãèè. ×òîáû ñíÿòü âû-
ðîæäåíèå ïî ñïèíó íåîáõîäèìî íàéòè îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ Ĥ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñïèíà

Si = −1

2
εijkSjk,

ãäå Sjk � ãåíåðàòîðû âíóòðåííåãî ìîìåíòà èìïóëüñà

Sµν = −iΣµν =
i

4
(γµγν − γνγµ).

Ñïðîåöèðóåì âåêòîð ñïèíà ~S íà íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå ~n (~n2 = 1)

S = (~S, ~n) = − i

4
εijkniγjγk.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð S êîììóòèðóåò ñ ãàèìëüòîíèàíîì

Ĥ = iγ0γi∂i + mγ0 = γ0γipi + mγ0.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû

[εijkniγjγk, γ0] = εijkni(γjγkγ0 − γ0γjγk) = 0,

[εijkniγjγk, γ0γmpm] = εijknipm(γjγkγ0γm − γ0γmγjγk) =
= εijknipm(γ0γjγkγm − γ0γmγjγk) = εijknipm(−2γ0γjδkm − 2γ0γkδjm) =
= −2εijk(γ0γjnipk + γ0γknipj) = 0.

Ïðè âû÷èñëåíèè äàííûõ êîììóòàòîðîâ ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñî-
îòíîøåíèÿìè äëÿ γ-ìàòðèö (2.91). Èç ïîëó÷åííûõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò

[S, Ĥ] = 0,
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ïîýòîìó ñïèíîð Φ ìîæíî âûáðàòü ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà S

SΦ
(±)
~p,λ = λΦ

(±)
p,λ . (2.119)

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êâàäðàò îïåðàòîðà S

S2 = − 1

16
εijkniγjγkεmnlnmγnγl. (2.120)

Çàäà÷à 26. Ïîêàçàòü, ÷òî
S2 =

1

4
. (2.121)

Ðåøåíèå.
S2 = − 1

16
εijkniγjγkεmnlnmγnγl =

= − 1
16

∣∣∣∣∣∣

δim δjm δkm

δin δjn δkn

δil δjl δkl

∣∣∣∣∣∣
ninmγjγkγnγl =

= − 1
16

(δimδjnδkl + δjmδknδil + δkmδinδjl − δilδjnδkm−
−δinδjmδkl − δimδjlδkn)ninmγjγkγnγl =
= − 1

16
(n2γnγkγnγk + ninmγmγkγkγi + ninkγnγkγiγn − ninmγnγmγnγi−

−ninmγmγkγiγk − n2γnγkγkγn).

Çäåñü ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Êîãäà èíäåêñû
n, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ γ-ìàòðèö (2.91)
èìåþò âèä

γkγn + γnγk = −2δkn,

ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

γkγk = −3, γkγn = −γnγk − 2δkn, ninkγiγk = −ninkδik = −1.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êâàäðàòà ïðîåêöèè ñïèíà ïîëó÷àåì

S2 = − 1
16

(−γnγnγkγk − 2γnγkδnk − 3ninmγmγi − γnγn + 2ninmδnmγnγi+
+ninmγmγnγnγi + 2ninmδkiγmγk + ninmγmγiγkγk + 3γnγn) =
= − 1

16
(−9 + 6 + 3 + 3− 2 + 3− 2 + 3− 9) = 1

4
.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì S íà îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.119) è âîñïîëüçóåìñÿ ðå-
çóëüòàòîì äàííîé çàäà÷è, ïîëó÷èì

S2Φ
(±)
~p,λ = λ2Φ

(±)
p,λ =

1

4
Φ

(±)
~p,λ .

Îòñþäà ïîëó÷àåì
λ = ±1

2
,

ò.å. λ ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè è èì-
ïóëüñà. Ïîñêîëüêó âåêòîð ~n ìû äî ñèõ ïîð ñ÷èòàëè ïðîèçâîëüíûì, âûáåðåì åãî â
âèäå ~n = ~p

|~p| , òîãäà îïåðàòîð S ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ. Èíòåðïðåòàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = ±1

2
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñïèí

ìîæåò áûòü íàïðàâëåí ëèáî ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, ëèáî â ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó.
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Èòàê, ââîäÿ îïåðàòîð S ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ = ±1
2
, ìû ñíèìàåì âûðîæ-

äåíèå è ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå íà ñïèíîð Φ èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ, íóìåðóåìûå
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ïðîåêöèè ñïèíà íà íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ

Φ
(+)

~p, 1
2

, Φ
(+)

~p,− 1
2

, Φ
(−)

~p, 1
2

, Φ
(−)

~p,− 1
2

,

à áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

Ψ
(±)
~p,λ (x) = e∓iε(~p)t−i~p~xΦ

(±)
~p,λ , (2.122)

ãäå λ = 1
2
,−1

2
. Ïåðåéäåì ê áîëåå óäîáíûì îáîçíà÷åíèÿì, ââåäÿ ñïèíîðû u, v

Φ
(+)

~p, 1
2

= u−~p, 1
2
, Φ

(+)

~p,− 1
2

= u−~p,− 1
2
,

Φ
(−)

~p, 1
2

= v~p, 1
2
, Φ

(−)

~p,− 1
2

= v~p,− 1
2
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà çàïèøåòñÿ â âèäå ñóììû (èíòå-
ãðàëà) ïî âñåì èíäåêñàì îò ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (2.122) ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè
a(−~p, λ), b(~p, λ):

Ψ(x) =

∫
d3p

∑

λ=± 1
2

{−a(−~p, λ)e−iε(~p)t+i~p~xu−~p,λ + b(~p, λ)eiε(~p)t+i~p~xv~p,λ} =

=
∑

λ=± 1
2

∫
d3p{a(~p, λ)u~p,λe

−ipµxµ + b(~p, λ)v~p,λe
ipµxµ}, (2.123)

ãäå p0 = ε(~p). Èç âûðàæåíèÿ (2.123) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòíûõ ÷àñòåé.

7. Ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå óðàâíåíèå Äèðàêà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Äèðàêà
ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì Âåéëÿ äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ.

Ââåäåì ìàòðèöó

γ5 =
i

4
εµναβγµγνγαγβ = iγ0γ1γ2γ3 =

= −i

(
0 σ0

σ̃0 0

)(
0 σ1

σ̃1 0

)(
0 σ2

σ̃2 0

)(
0 σ3

σ̃3 0

)
=

= −i

(
σ0σ̃1σ2σ̃3 0

0 σ̃0σ1σ̃2σ3

)
= −i

(
12×2 0

0 −i12×2

)
=

=

(
12×2 0

0 −12×2

)
. (2.124)

Èç ÿâíîãî âèäà äëÿ ìàòðèöû γ5 (2.124) ñëåäóåò

γ2
5 = 14×4,

ò.å. γ2
5 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ïðè÷åì äàííîå çàêëþ÷åíèå íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî

âûáîðà ðåàëèçàöèè γ-ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó γ5 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ

PR =
1

2
(14×4 + γ5), PL =

1

2
(14×4 − γ5). (2.125)
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ (2.125) âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ïðîåêöèîííûõ îïå-
ðàòîðîâ

PR + PL = 14×4, PRPR = PR, PLPL = PL, PLPR = 0.

Ïðîåêòîðû PR, PL íàçûâàþòñÿ êèðàëüíûìè ïðîåêòîðàìè. Ëþáîé äèðàêîâñêèé ñïè-
íîð ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ñ ïîìîùüþ äàííûõ ïðîåêòîðîâ â ñóììó äâóõ ñïèíîðîâ ñ
ðàçëè÷íîé êèðàëüíîñòüþ

Ψ = ΨR + ΨL, ΨR = PRΨ, ΨL = PLΨ.

Òàêèå ñïèíîðû ΨR è ΨL íàçûâàþòñÿ êèðàëüíûìè, â ÷àñòíîñòè, ΨR � ñïèíîð ñ ïðàâîé,
ΨL � ñïèíîð ñ ëåâîé êèðàëüíîñòÿìè.

Â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè γ-ìàòðèö (2.91) ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû (2.125)
èìåþò âèä

PR =
1

2

((
12×2 0

0 12×2

)
+

(
12×2 0

0 −12×2

))
=

(
12×2 0

0 0

)
, (2.126)

PL =
1

2

((
12×2 0

0 12×2

)
−

(
12×2 0

0 −12×2

))
=

(
0 0
0 12×2

)
. (2.127)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà Ψ =

(
ψ
χ̄

)
íàõîäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå

êèðàëüíûå ïðîåêöèè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ΨR =

(
ψ
0

)
, ΨR =

(
0
χ̄

)
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà γ5 àíòèêîììóòèðóåò ñî âñåìè γ-ìàòðèöàìè

γ5γµ = −γµγ5,

÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (2.124). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ
PR, PL ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñ γ-ìàòðèöàìè

γµPR = PLγµ, γµPL = PRγµ. (2.128)

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü äàííûìè ïðîåêòîðàìè íà óðàâíåíèå Äèðàêà (iγµ∂µ −m)Ψ = 0,
ñ ó÷åòîì (2.128) ïîëó÷èì

iγµPL∂µΨ−mPRΨ = 0,

iγµPR∂µΨ−mPLΨ = 0

èëè

iγµ∂µΨL −mΨR = 0,

iγµ∂µΨR −mΨL = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè m 6= 0 êîìïîíåíòû ðàçíîé êèðàëüíîñòè ïåðåìåøàíû â óðàâíå-
íèè Äèðàêà, à ïðè m = 0 óðàâíåíèå Äèðàêà ñâîäèòñÿ ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíå-
íèÿì Âåéëÿ äëÿ êîìïîíåíò ðàçíîé êèðàëüíîñòè

iγµ∂µΨR = 0, iγµ∂µΨL = 0.
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Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ îíè èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä

iσµ∂µψ = 0, iσ̃µ∂µχ̄ = 0.

8. Ðàññìîòðèì ââåäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Aíàëîãè÷-
íî óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü ó÷òåíî ìèíèìàëüíûì
îáðàçîì, ò.å. ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïðîèçâîäíîé ∂µ íà êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ Dµ

∂µ −→ Dµ = ∂µ − ieAµ(x),

ãäå e � çàðÿä, Aµ(x) � ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå, óðàâíåíèå
Äèðàêà (2.90) ïðèíèìàåò âèä

(iγµDµ −m)Ψ = 0 (2.129)

èëè
(iγµ(∂µ − ieAµ)−m)Ψ = 0. (2.130)

Ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

Ψ(x) −→ Ψ′(x) = eieξ(x)Ψ(x), (2.131)
Aµ(x) −→ A′

µ(x) = Aµ(x) + ∂µξ(x) (2.132)

óðàâíåíèå Äèðàêà (2.129) îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì

(iγµDµ −m)Ψ = 0 −→ (iγµD′
µ −m)Ψ′ = 0.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ (2.131, 2.132) ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå, êàê è ñàìà ôóíêöèÿ

D′
µΨ′ = eieξ(x)DµΨ.

Çàäà÷à 27. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå (2.129)

(iγµDµ −m)Ψ = 0 −→ (iγνDν + m)(iγµDµ −m)Ψ = 0

äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

(D2 − eΣµνFµν + m2)Ψ = 0, (2.133)

ãäå Fµν = ∂µAν − ∂νAµ � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìàòðèöû Σµν îïðåäåëåíû
â âûðàæåíèè (2.94).

Ðåøåíèå.
(iγνDν + m)(iγµDµ −m) = iγνγνDµDν −m2 =
= −1

2
(γµγν + γνγµ)DµDν − 1

4
(γµγν − γνγµ)[Dµ,Dν ]−m2 =

= −D2 + iΣµν [Dµ,Dν ]−m2.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî êîììóòàòîð êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîïîðöèîíàëåí òåí-
çîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

[Dµ,Dν ] = [∂µ − ieAµ, ∂ν − ieAν ] = −ie(∂µAν − ∂νAµ) = −ieFµν .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (2.133)

(DµDµ − eFµνΣ
µν + m2)Ψ = 0.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Σµν ñîîòâåòñòâóþò ñïèíó ýëåêòðîíà, èç âûðàæåíèÿ (2.133)
âèäíî, ÷òî ÷ëåí ΣµνFµν îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

9. Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Âíîâü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Äèðàêà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (2.130)

(iγµ∂µ + eγµAµ −m)Ψ = 0. (2.134)

Ïîëó÷èì èç íåãî óðàâíåíèå äëÿ äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà, êîòîðûé îïðå-
äåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ĉ : Ψ → Ψc = CΨ̄T = C(Ψ†γ0)T = C(γ0)T Ψ∗,

ãäå C =

(
εab 0

0 εȧḃ

)
� ìàòðèöà çàðÿäîâîãî ñïðÿæåíèÿ. Ïîäåéñòâóåì îïåðàöèåé ýð-

ìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ íà óðàâíåíèå (2.134)

−i∂µΨ†(γµ)† + eΨ†(γµ)†Aµ −mΨ† = 0

è óìíîæèì ñïðàâà íà γ0

−i∂µΨ̄γ0(γµ)†γ0 + eΨ̄γ0(γµ)†γ0Aµ −mΨ̄.

Â ñèëó ñâîéñòâà γ-ìàòðèö γ0(γµ)†γ0 = γµ äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

i∂µΨ̄γµ − eΨ̄γµAµ + mΨ̄ = 0. (2.135)

Òðàíñïîíèðóåì óðàâíåíèå (2.135)

i(γµ)T ∂µΨ̄T − e(γµ)T Ψ̄T Aµ + mΨ̄T = 0

è óìíîæèì ñëåâà íà ìàòðèöó C

iC(γµ)T C−1∂µΨc − eC(γµ)T C−1ΨcAµ + mΨc = 0. (2.136)

Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ïîÿâèëàñü êîíñòðóêöèÿ C(γµ)T C−1. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâî

C(γµ)T C−1 = −γµ. (2.137)
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ìàòðèöû γµ, (γµ)†, C, C−1 èìåþò âèä

γµ =

(
0 (σµ)aḃ

(σµ)bȧ 0

)
, (γµ)T =

(
0 (σµ)bȧ

(σµ)aḃ 0

)
,

C =

(
εab 0

0 εȧḃ

)
, C−1 =

(
εab 0
0 εȧḃ

)
,

ïîëó÷àåì

C(γµ)T C−1 =

(
εac 0
0 εȧċ

)(
0 (σµ)cḋ

(σµ)dċ 0

)(
εdb 0
0 εḋḃ

)
=

=

(
0 εacεḋḃ(σ

µ)cḋ

εȧċεdb(σµ)dċ 0

)
=

(
0 −(σµ)aḃ

−(σµ)bȧ 0

)
= −γµ.
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Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà (2.137) óðàâíåíèå (2.135) ïðèíèìàåò âèä

−iγµ∂µΨc + eγµAµΨc + mΨc = 0

èëè
(iγµ∂µ − eγµAµ −m)Ψc = 0. (2.138)

Óðàâíåíèå (2.138) îòëè÷àåòñÿ îò (2.134) ëèøü çíàêîì çàðÿäà, ò.å. ïîëó÷àåòñÿ â ðå-
çóëüòàòå çàìåíû

Ψ −→ Ψc, e −→ −e.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.138) îïèñûâàåò äèíàìèêó ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì −e, ò.å.
ïîçèòðîíà. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Äèðàêà (2.134) íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå

Ψ −→ Ψc, e −→ −e, Aµ −→ −Aµ,

î÷åâèäíî, ÷òî ïîçèòðîí â ïîëå −Aµ âåäåò ñåáÿ òàê æå êàê è ýëåêòðîí â ïîëå Aµ.
Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò Aµ = 0, òî ïðè çàðÿäîâîì ñîïðÿæåíèè

óðàâíåíèå Äèðàêà ïåðåõîäèò â ñåáÿ, ò.å. âîëíîâûå ôóíêöèè Ψ è Ψc ðåàëèçóþò ýêâè-
âàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñíèìàåò äàííîå âûðîæäåíèå.

Åñëè ÷àñòèöà èìååò íóëåâîé çàðÿä e = 0, ò.å. íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîëåì, òî äëÿ
íåå ôóíêöèè Ψ è Ψc ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó óðàâíåíèþ. Òàêóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ
ìîæíî âûáðàòü â âèäå ìàéîðàíîâñêîãî ñïèíîðà Ψ = Ψc.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Äèðàêà îïèñûâàåò êàê ýëåêòðîíû, òàê è èõ àíòè÷à-
ñòèöû � ïîçèòðîíû.

10. Îáñóäèì ñìûñë ðåøåíèé ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîíà, òàêæå êàê è äëÿ ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ãîðäîíà, âûïîë-
íÿåòñÿ ìàññîâîå óñëîâèå

E2

c2
− p2 = m2c2 èëè E = ±

√
p2c2 + m2c4.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ êàê ñ ïîëîæèòåëüíîé,
òàê è îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé
ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé mc2 ìîæåò ïåðåéòè ñêà÷êîì â ñîñòîÿíèå −mc2, èç-
ëó÷èâ ïðè ýòîì ýíåðãèþ 2mc2, à çàòåì � â ñîñòîÿíèå ñ áåñêîíå÷íîé îòðèöàòåëüíîé
ýíåðãèåé, èçëó÷èâ ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè (ñì. ðèñ. 2.2). Îäíàêî,
ýëåêòðîí ÿâëÿåòñÿ ôåðìèîíîì, ò.å. ÷àñòèöåé ñî ñïèíîì 1

2
, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ

ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè: â êàæäîì ñîñòîÿíèè, çàäàâàåìîì ïîëíûì íàáîðîì êâàíòî-
âûõ ÷èñåë, ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû ïîëóöåëîãî ñïèíà.

Äèðàê ïðåäïîëîæèë, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé â ïðèðîäå çà-
ïîëíåíû ýëåêòðîíàìè è ïîýòîìó ÷àñòèöû íå ìîãóò ïåðåõîäèòü â ýòè ñîñòîÿíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âàêóóì íå ïóñò, à çàïîëíåí ÷àñòèöàìè ñî ñïèíîì 1

2
ñ îòðèöàòåëüíîé

ýíåðãèåé. Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñîñòîÿíèÿõ ñ îòðè-
öàòåëüíîé ýíåðãèåé èìååòñÿ �äûðêà� � íå çàíÿòîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé −|E|. Òîãäà
ýëåêòðîí ñ ýíåðãèåé |E| ìîæåò ïåðåéòè â ýòî ñîñòîÿíèå èçëó÷èâ ïðè ýòîì ýíåðãèþ
2|E| è âîññòàíîâèâ âàêóóì

e− + äûðêà −→ ýíåðãèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, �äûðêà� ýôôåêòèâíî îáëàäàåò çàðÿäîì +e è ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãè-
åé. Ïîýòîìó ñ÷èòàþò, ÷òî �äûðêà� è åñòü ïîçèòðîí, ò.å. àíòè÷àñòèöà äëÿ ýëåêòðîíà.
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Ðèñ. 2.2. Ïðè ïåðåõîäå ýëåêòðîíà ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé â ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé
ýíåðãèåé, îí èçëó÷àåò ýíåðãèþ 2mc2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ Äèðàêà ïðåäñêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå àíòè÷àñòèö êî âñåì
÷àñòèöàì ñî ñïèíîì 1

2
(ýëåêòðîí, ïðîòîí, íåéòðîí, íåéòðèíî, ...), à òàêæå ïðîöåññû

ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìû èçíà÷àëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàëè îäíî÷àñòè÷íóþ òåîðèþ, íå ïðåäïîëàãàþùóþ ïðîöåññû ðîæäåíèÿ-óíè÷-
òîæåíèÿ ÷àñòèö. Îäíàêî ýòó òåîðèþ ìîæíî âïîëíå ïðèìåíÿòü äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøå-
íèé ñ ýíåðãèåé E ¿ 2mc2, ò.å. äëÿ ñëàáûõ ïîëåé, êîãäà íå ïðîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòû
ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ.

2.6. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è Ïðîêà
Â äàííîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ñâîéñòâà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è Ïðîêà. Îòìå-

òèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîÿâëÿþòñÿ â áåçìàññîâîì ïðåäåëå óðàâíåíèé Ïðî-
êà, ïîýòîìó ìû óäåëèì ãëàâíîå âíèìàíèå èçó÷åíèþ óðàâíåíèé Ïðîêà, à óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà áóäåì îòìå÷àòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòèõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå Aµ(x) ñïèíà 1, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íå-
ïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ òèïà (1

2
, 1

2
). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåé ãëàâû,

íåïðèâîäèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.23, 2.24), êîòîðûå â
äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

(∂2 + m2)Aµ(x) = 0, ∂µAµ(x) = 0. (2.139)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâåñòè ïàðó óðàâíåíèé (2.139) ê îäíîìó óðàâíåíèþ,
èç êîòîðîãî ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò ñëåäîâàòü. Äàííîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü ðåëÿòè-
âèñòñêè êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ

(∂2 + m2)Aµ, ∂µ∂
αAα. (2.140)

Âîçüìåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äàííûõ îáúåêòîâ è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ

(∂2 + m2)Aµ + c∂µ∂
αAα = 0, (2.141)

ãäå c � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå óðàâíå-
íèÿ (2.141). Ïîäåéñòâóåì íà íåãî îïåðàòîðîì ∂µ è ïðîèçâåäåì ñâåðòêó ïî èíäåêñó
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µ
(∂2 + m2)∂µAµ + c∂2∂αAα = 0. (2.142)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2.142) ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü c = −1.
Â ðåçóëüòàòå, ïîñêîëüêó m2 6= 0, èìååì

∂µAµ = 0, (2.143)

ò.å. óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè (2.143) áóäåò äèôôåðåíöèàëüíûì ñëåäñòâèåì (2.141).
Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

∂2Aµ − ∂µ∂
νAν + m2Aµ = 0, (2.144)

êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Ïðîêà. Äàííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ïàðå óðàâíåíèé (2.139), ïîñêîëüêó îíè
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óðàâíåíèÿ Ïðîêà.

Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ïðîêà
1. Èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ Ïðîêà â âèäå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ââåäåì òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî
ñòàíäàðòíîìó ïðàâèëó

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.145)
Èç îïðåäåëåíèÿ (2.145) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

∂2Aν − ∂ν∂
µAµ = ∂µFµν . (2.146)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.145, 2.146), óðàâíåíèå Ïðîêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂µFµν −m2Aν = 0, (2.147)
Fµν − ∂µAν + ∂νAµ = 0. (2.148)

2. Ïîëó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïðîêà. Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç ñèñòå-
ìû (2.139), ò.å. óðàâíåíèå óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåéíà-
Ãîðäîíà èçó÷àëîñü â ðàçäåëå 2.4.. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ðåçóëüòàòîì è çàïèøåì ðå-
øåíèå ïðèìåíèòåëüíî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ(x) â âèäå ñóììû ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòíûõ ÷àñòåé

Aµ(x) = A
(+)
µ (x) + A

(−)
µ (x),

A
(±)
µ (x) = 1

2(2π)4

∫
d3~p

e−i~p~x

ε(~p)
e±iε(~p)x0

Ãµ(~p),
(2.149)

ãäå Ãµ(~p) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõìåðíîãî âåêòîðà èìïóëüñà. Âûðàæåíèå
(2.149) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî â âèäå

Aµ(x) =
1

2(2π)4

∫
d3~p[e−ipµxµAµ(~p) + eipµxµAµ(−~p)], (2.150)

ãäå ìû âêëþ÷èëè ôàêòîð 1
ε(~p)

â ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ

Aµ(~p) =
Ãµ(~p)

ε(~p)
.
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå (2.150) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

(∂2 + m2)e±ipµxµ = (−pµpµ + m2)e±ipµxµ = (m2 + ~p2 − ε2(~p))e±ipµxµ = 0,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ε(~p) =
√

~p2 + m2.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Aµ(~p) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì,

çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò òðåõìåðíîãî èìïóëüñà. Êàê ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ýòó
ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç ÷åòûðåõ âåêòîðîâ eλ(~p), λ =
0, 1, 2, 3

Aµ(~p) =
3∑

λ=0

aλ(~p)eµ
λ(~p), (2.151)

ãäå aλ(~p) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè îò òðåõìåðíûõ èì-
ïóëüñîâ.

Áàçèñíûå âåêòîðû eλ(~p) � ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ÷åòûðåõìåðíûå
âåêòîðû. Çàôèêñèðóåì äàííûå âåêòîðû èç ñîîáðàæåíèÿ óäîáñòâà. Ïîëîæèì

eµ
0(~p) = nµ, (2.152)

ãäå nµ � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, íå çàâèñÿùèé îò èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ,

nµnµ = 1.

Äàëåå, çàôèêñèðóåì âåêòîð e3(~p) â âèäå

eµ
3(~p) =

pµ − nµ(pνn
ν)

pαnα
. (2.153)

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé âåêòîð e3(~p), çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì (2.153), îðòîãîíàëåí âåê-
òîðó nµ

eµ
3(~p)nµ = 0.

Íàêîíåö, âûáåðåì âåêòîðû e1(~p), e2(~p) òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì

eµ
λ(~p)eλ′µ(~p) = −δλλ′ , (2.154)

eµ
λ(~p)pµ = 0, (2.155)

eµ
λ(~p)nµ = 0, (2.156)

ãäå λ, λ′ = 1, 2. Ñîîòíîøåíèÿ (2.154�2.156) îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîðû e1,2(~p) îðòîãîíàëü-
íû äðóã äðóãó, à òàêæå âåêòîðàì e0(~p) è e3(~p).

Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì (2.152�2.156), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
îðòîíîðìèðîâàííîñòè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

eµ
λ(~p)eλ′µ(~p) = ηλλ′ = diag(1,−1,−1,−1), (2.157)

ãäå λ, λ′ = 0, 1, 2, 3.
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð íîðìàëè nµ äî ñèõ ïîð îñòàâàëñÿ ïðîèçâîëüíûì åäèíè÷íûì

âåêòîðîì. Çàôèêñèðóåì åãî â âèäå

nµ = (1, 0, 0, 0). (2.158)
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Òîãäà èç óðàâíåíèé (2.152�2.156) äëÿ âåêòîðîâ eλ(~p) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæå-
íèÿ

eµ
0(~p) = (1, 0, 0, 0), (2.159)

eµ
3(~p) = (0,

~p

ε(~p)
), (2.160)

eµ
1,2(~p) = (0,~e1,2(~p)), (2.161)

ãäå ~e1,2(~p) � ïðîèçâîëüíûå òðåõìåðíûå âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå äðóã äðóãó è âåêòîðó
~p

~eλ(~p) · ~eλ′(~p) = δλλ′ , ~eλ(~p) · ~p = 0, λ, λ′ = 1, 2. (2.162)
Ïðè òàêîì âûáîðå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2.159�2.161) êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

aλ(~p) â (2.151) ïðèîáðåòàþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: êîìïîíåíòà a0(~p) ñîîòâåò-
ñòâóåò Ôóðüå-îáðàçó ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà A0(x), ôóíêöèÿ a3(~p) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëü-
íîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà ~A(~p), ôóíêöèè a1,2(~p) ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûìè êîìïîíåí-
òàìè âåêòîðà ~A(~p).

Ïîäñòàâèì òåïåðü ðàçëîæåíèå (2.151) â âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.150)

Aµ(x) =
1

2(2π)4

∫
d3~p

3∑

λ=0

eµ
λ(~p)[e−ipµxµaλ(~p) + eipµxµaλ(−~p)]. (2.163)

Çàìåòèì, ÷òî aλ(~p) � ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ôóíêöèÿìè îò èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ,
íà êîòîðûå íå íàëîæåíî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî, ìû äî ñèõ ïîð íå ó÷ëè âòîðîå
óðàâíåíèå èç ïàðû (2.139), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Aµ(x) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∂µA
µ(x) =

1

2(2π)4

∫
d3~p

3∑

λ=0

eµ
λ(~p)[−ipµe

−ipµxµaλ(~p) + ipµe
ipµxµaλ(−~p)] = 0. (2.164)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2.164) äîñòàòî÷íî ÷òîáû ôóíêöèè aλ(~p) óäîâëåòâîðÿëè
ñîîòíîøåíèþ

3∑

λ=0

eµ
λ(~p)pµaλ(~p) = 0. (2.165)

Ó÷òåì, ÷òî êîãäà áàçèñíûå âåêòîðû âûáðàíû â âèäå (2.159�2.161), äëÿ íèõ âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

eµ
3pµ = − ~p2

ε(~p)
, eµ

0pµ = ε(~p), eµ
1,2pµ = 0.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.165) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ôóíêöèþ a0(~p) ÷åðåç a3(~p)

a0(~p) =
~p2

~p2 + m2
a3(~p). (2.166)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òîëüêî òðè èç ÷åòûðåõ ôóíê-
öèé aλ(~p) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàññèâíîå âåêòîðíîå ïîëå Aµ(x)
èìååò òðè íåçàâèñèìûå ïîëÿðèçàöèè.
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Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïðîêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (2.163), ãäå äëÿ ôóíêöèé
aλ(~p) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.165).

3. Áåçìàññîâûé ñëó÷àé. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Â ïðåäåëå íóëåâîé ìàññû m → 0 óðàâíåíèÿ Ïðîêà, çàïèñàííûå â âèäå (2.147, 2.148),
ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

∂µFµν = 0, (2.167)
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.168)

Óðàâíåíèå (2.168) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, ãäå ïðè-
ñóòñòâóåò òîëüêî ñàìî ïîëå íàïðÿæåííîñòè

∂µFνλ + ∂νFλµ + ∂λFµν = 0

èëè
εµνλκ∂νFλκ = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå çàïèñè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

∂µFµν = 0, (2.169)
εµνλκ∂νFλκ = 0. (2.170)

Íàïîìíèì, ÷òî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Fµν ñîîòâåòñòâóåò ïðåä-
ñòàâëåíèþ òèïà (1, 0) ⊕ (0, 1) � êîìïîçèöèè äâóõ ñîñòîÿíèé ñî ñïèðàëüíîñòÿìè 1 è
−1.

Âåðíåìñÿ ñíîâà ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèé Ïðîêà â âèäå (2.139) è ïîäñòàâèì â
ýòè óðàâíåíèÿ m = 0:

∂2Aµ(x) = 0, ∂µAµ(x) = 0. (2.171)
Óðàâíåíèÿ (2.171) òîæå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, çàïèñàííûìè äëÿ âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà. Â òàêîì âèäå îíè áîëåå óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (2.171) èìååòñÿ êàëèáðîâî÷íûé
ïðîèçâîë

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µf(x),

ãäå ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ
Äàëàìáåðà ∂2f(x) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ Fµν(x) = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

F ′
µν(x) = ∂µA

′
ν(x)− ∂νA

′
µ(x) = ∂µAν(x) + ∂µ∂νf(x)− ∂νAµ(x)− ∂ν∂µf(x) =

= ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) = Fµν(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü äàííûé êàëèáðîâî÷íûé ïðîèçâîë äëÿ âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà è ýòî íèêàê íå ïîâëèÿåò íà âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòåé. Â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A0(x) = 0, (2.172)
îäíàêî äàííîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ Ëîðåíö-èíâàðèàíòíûì. Áîëåå òîãî, èçâåñò-
íî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî äðóãîãî êîâàðèàíòíîãî êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, êðîìå êàëèáðîâêè Ëîðåíöà ∂µAµ(x) = 0, òàêîãî, ÷òîáû ýòî
áûëî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òàêîå íà-
ðóøåíèå Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íûì äëÿ íàñ, åñëè ìû õîòèì
èçó÷àòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
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Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Ïðîêà, ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.171) çàïèøåòñÿ â âèäå (2.163),
ãäå ìû äîëæíû ó÷åñòü óñëîâèå êàëèáðîâêè (2.172):

A0(x) = 1
2(2π)4

∫
d3~p

3∑

λ=0

e0
λ(~p)[e−ipµxµaλ(~p) + eipµxµaλ(−~p)] =

= 1
2(2π)4

∫
d3~p[e−ipµxµa0(~p) + eipµxµa0(−~p)] = 0.

(2.173)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ÿâíûì âûðàæåíèåì äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2.159�2.161).
Ïî ñâîéñòâó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàâåíñòâî íóëþ âûðàæåíèÿ (2.173) âîçìîæíî
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

a0(~p) = 0. (2.174)
Äàëåå, ñ ó÷åòîì (2.166) (ãäå ìàññó ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ), ïîëó÷àåì òàêæå

a3(~p) = 0. (2.175)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ïîëÿðè-
çàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ òîëüêî äâå a1,2(~p), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì
e1,2(~p). Äàííûå âåêòîðû, ñîãëàñíî (2.162), îðòîãîíàëüíû âåêòîðó èìïóëüñà, ïîýòîìó
ãîâîðÿò, ÷òî áåçìàññîâîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò òîëüêî äâå ïîïåðå÷íûõ ïîëÿðèçàöèè.
Â èòîãå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~A(x) =
1

2(2π)4

∫
d3~p

∑

λ=1,2

~eλ(~p)[e−ipµxµaλ(~p) + eipµxµaλ(−~p)]. (2.176)

Äàííûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè Fµν(x),
êîòîðîå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (2.169, 2.170).

2.7. Óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà
Ïîëå ñïèíà 2 îïèñûâàåòñÿ ñïèí-òåíçîðîì òèïà (1, 1), ò.å. ñïèí-òåíçîðîì ñ äâóìÿ

íåòî÷å÷íûìè è äâóìÿ òî÷å÷íûìè èíäåêñàìè habȧḃ(x). Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå
(2.3.1.), äëÿ íåïðèâîäèìîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (â ìàññèâíîì ñëó÷àå) äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèÿ

(∂2 + m2)habȧḃ(x) = 0,
∂aȧhabȧḃ = 0.

(2.177)

Êîíâåðòèðóåì ñïèíîðíûå èíäåêñû â âåêòîðíûå ñ ïîìîùüþ σ-ìàòðèö:

habȧḃ(x) → hµν(x) =
1

4
σaȧ

µ σbḃ
ν habȧḃ(x). (2.178)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà σ-ìàòðèö (1.56), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé òåíçîð hµν ÿâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷íûì è áåññëåäîâûì

hµν = hνµ, ηµνhµν = 0. (2.179)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.177) äëÿ ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçîðà hµν ïðè-
ìóò âèä

(∂2 + m2)hµν(x) = 0, (2.180)
∂µhµν(x) = 0. (2.181)
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Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü îäíî óðàâíåíèå íà òåíçîð hµν , èç
êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (2.180, 2.181). Äàííîå óðàâíåíèå
äîëæíî áûòü ëîðåíö-èíâàðèàíòíûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íå
âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî òîëüêî èç ñëåäó-
þùèõ èç îáúåêòîâ

(∂2 + m2)hµν , ∂µ∂
αhαν , ηµν∂

α∂βhαβ. (2.182)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âûðàæåíèé
(2.182) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

(∂2 + m2)hµν + c1(∂µ∂
αhαν + ∂ν∂

αhαµ) + c2ηµν∂
α∂βhαβ = 0. (2.183)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ (2.183). Ïîäåéñòâóåì íà íåãî
îïåðàòîðîì ∂µ∂ν è ïðîèçâåäåì ñâåðòêó ïî èíäåêñàì µ, ν

(∂2 + m2)∂µ∂νhµν + 2c1∂
2∂α∂νhαν + c2∂

2∂α∂βhαβ = 0. (2.184)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïåðåä ñëàãàå-
ìûì âèäà ∂2∂α∂βhαβ ðàâíÿëñÿ íóëþ, òî åñòü

1 + 2c1 + c2 = 0. (2.185)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèå (2.184) çàïèñûâàåòñÿ

m2∂µ∂νhµν = 0.

Ïîñêîëüêó m2 6= 0, òî
∂µ∂νhµν = 0. (2.186)

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü îïåðàòîðîì ∂µ íà èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.183) è ïðîèçâåäåì
ñâåðòêó ïî èíäåêñó µ, òîãäà ñ ó÷åòîì (2.186) ïîëó÷àåì

(∂2 + m2)∂µhµν + c1∂
α∂2hαν = 0. (2.187)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.188) íåîáõîäèìî

c1 = −1. (2.188)

Ïîñêîëüêó m2 6= 0, èç (2.187) ñëåäóåò

∂µhµν = 0. (2.189)

Â ðåçóëüòàòå, ïðè c1 = −1, c2 = 1 ïðåäëîæåííîå âûøå óðàâíåíèå (2.183) ïðèíèìàåò
âèä

(∂2 + m2)hµν(x)− (∂µ∂
αhαν(x) + ∂ν∂

αhαµ(x)) + ηµν∂
α∂βhαβ(x) = 0. (2.190)

Óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè (2.181) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ñëåäñòâèåì óðàâíå-
íèÿ (2.190). Î÷åâèäíî, ÷òî êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.181), óðàâíåíèå (2.190)
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2.180). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.190)
ýêâèâàëåíòíî ïàðå óðàâíåíèé (2.180,2.181) è îïèñûâàåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëå-
íèå ñïèíà 2. Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ ìàññèâíîãî
ïîëÿ ñïèíà 2.
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Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.190) áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òåíçîð hµν

ÿâëÿåòñÿ áåññëåäîâûì. Îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î
ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ hµν ñ íåíóëåâûì ñëåäîì, íî òàêîå, èç
êîòîðîãî óñëîâèå áåññëåäîâîñòè âûòåêàëî áû êàê ñëåäñòâèå. Èòàê, ïóñòü hµν � ïðî-
èçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, ó êîòîðîãî ñëåä íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí íóëþ. Îáî-
çíà÷èì

h(x) = ηµνhµν(x). (2.191)
Â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå îáúåêòîâ (2.182), äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùèå êîíñòðóêöèè

∂µ∂νh(x), ηµν(∂
2 + γm2)h(x), (2.192)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Äîáàâèì ñëàãàåìûå (2.192) ê óðàâíåíèþ (2.183) ñ
íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè c4 è c5

(∂2 + m2)hµν + c1(∂µ∂
αhαν + ∂ν∂

αhαµ) + c2ηµν∂
α∂βhαβ + c4∂µ∂νh + c5(∂

2 + γm2)h = 0.
(2.193)

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèþ (2.183), ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì ∂µ∂ν è ïðîèçâåäåì ñâåðòêó
ïî µν

(∂2 + m2)∂µ∂νhµν + (2c1 + c2)∂
2∂α∂νhαν + c2∂

2∂2h + c4∂
2(∂2 + γm2)h = 0. (2.194)

Äëÿ îòñóòñòâèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûé â äàííîì óðàâíåíèè ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü

1 + 2c1 + c2 = 0, c3 + c4 = 0. (2.195)

Â ðåçóëüòàòå, ïîñêîëüêó m2 6= 0, èìååì

∂µ∂νhµν = −γc4∂
2h. (2.196)

Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (2.193) îïåðàòîðîì ∂µ è ïðîèçâåäåì ñâåðòêó ïî µ, òîãäà
ñ ó÷åòîì óæå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé (2.195,2.196) ïîëó÷àåì

(∂2 + m2)∂µhµν + c1∂
2∂αhαν − γc4(c1 + c2)∂ν∂

2h + γc4m
2∂νh = 0. (2.197)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.197) íåîáõîäèìî

c2 = 1, c1 = −1, (2.198)

è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì
∂µhµν = −γc4∂νh. (2.199)

Ïîäñòàâèì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè (2.195, 2.198) â èñõîäíîå
óðàâíåíèå

(∂2 + m2)hµν − (∂µ∂
αhαν + ∂ν∂

αhαµ) + ηµν∂
α∂βhαβ − c4∂µ∂νh + c4ηµν(∂

2 + γm2)h = 0.
(2.200)

Äàëåå ìû ìîæåì âûïîëíèòü ñâåðòêó ïî èíäåêñàì µν â óðàâíåíèè (2.200), òîãäà ñ
ó÷åòîì (2.196, 2.200) ïîëó÷àåì

(1 + 3c4 − 2γc4)∂
2h + m2(1 + 4γc4)h = 0. (2.201)
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×òîáû îáðàòèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (2.201) â íóëü, íåîáõîäèî

c4 =
1

2γ − 3
, (2.202)

ãäå γ îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì è íå ôèêñèðóåòñÿ äàííîé ïðîöåäóðîé.
Îáû÷íî èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ γ

γ = 1. (2.203)

Â ðåçóëüòàòå èç (2.202) ïîëó÷àåì

c4 = −1, c3 = 1. (2.204)

Ïðè òàêîì âûáîðå êîíñòàíò ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (2.201) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ
ñêàëÿðà h

h = 0. (2.205)
Èç óðàâíåíèÿ (2.199) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îäíî èç óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè òåíçîðà
hµν

∂µhµν = 0. (2.206)
Èòàê, ó÷èòûâàÿ âñå íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò (2.198, 2.203, 2.204), ìû

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà ñèììåòðè÷íûé òåíçîð
hµν

(∂2 +m2)hµν− (∂µ∂
αhαν +∂ν∂

αhαµ)+ηµν∂
α∂βhαβ +∂µ∂νh−ηµν(∂

2 +m2)h = 0. (2.207)

Çàìåòèì, ÷òî íà òåíçîð hµν íå íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå áåññëåäîâîñòè. Ýòî óñëîâèå
âîçíèêàåò êàê äèôôåðåíöèàëüíîå ñëåäñòâèå èç äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå,
óðàâíåíèå (2.207) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (2.190) è òàêæå îïèñûâàåò äèíàìèêó ïî-
ëÿ ñî ñïèíîì 2. Óðàâíåíèå (2.207) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïàóëè-Ôèðöà.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ
Îñíîâíûå âîïðîñû

1. Ãðóïïà Ëîðåíöà è ãðóïïà Ïóàíêàðå.

2. Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.

3. Ãðóïïà Ëîðåíöà è ãðóïïà SL(2, C).

4. Ñïèí-òåíçîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2, C).

5. Ìàòðèöû σµ è ñâÿçü ìåæäó ÷åòûðåõìåðíûìè è äâóìåðíûìè òåíçîðàìè.

6. Îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû SL(2, C) â ñïèí-òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

7. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ.

8. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå: îáùèé àíàëèç.

9. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå: ñëó÷àé m2 6= 0.

10. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå: ñëó÷àé m2 = 0.

11. Ôîðìóëèðîâêà ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé.

12. Ðåàëèçàöèÿ ìàññèâíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå íà ïî-
ëÿõ.

13. Ðåàëèçàöèÿ áåçìàññîâûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå íà
ïîëÿõ.

14. Óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà.

15. Óðàâíåíèå Äèðàêà: îáùèå ñâîéñòâà, ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí.

16. Óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå.

17. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è Ïðîêà, èõ ñâîéñòâà.

18. Óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà.

Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû
• Çàïèñàòü íåîäíîðîäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.
• Çàïèñàòü ñïåöèàëüíûå, îðòîõðîííûå è ñîáñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.
• Çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â áåñêîíå÷íî-ìàëîé ôîðìå.
• Çàïèñàòü ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ïóàíêàðå.
• Çàïèñàòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.
• Çàïèñàòü ìàòðèöû σµ è èõ ïåðå÷èñëèòü èõ ñâîéñòâà.
• Äàòü îïðåäåëåíèå ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ.
• Çàïèñàòü âèä íåïðèâîäèìûõ ñïèíîðîâ òèïà (n/2,m/2).
• Ïðèâåñòè ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó 2- è 4-òåíçîðàìè.
• Çàïèñàòü ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû.
• Ïåðå÷èñëèòü îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû SL(2, C) (ãðóïïû Ëîðåíöà).
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• Çàïèñàòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà íà ñïèíîðàõ òèïà (n/2,m/2).
• Äàòü îïðåäåëåíèå äèðàêîâñêèõ ñïèíîðîâ.
• Çàïèñàòü γ-ìàòðèöû è èõ ñâîéñòâà.
• Äàòü îïðåäåëåíèå äèðàêîâñêè-ñîïðÿæåííûõ ñïèíîðîâ.
• Äàòü îïðåäåëåíèå ìàéîðàíîâñêèõ ñïèíîðîâ.
• Çàïèñàòü âåêòîð Ëþáàíñêîãî-Ïàóëè.
• Äàòü îïðåäåëåíèå ìàëîé ãðóïïû.
• Ïðèâåñòè êëàññèôèêàöèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå.
• Çàïèñàòü ñïåêòð îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå.
• Çàïèñàòü îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè.
• Îáúÿñíèòü ðîëü ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé.
• Äàòü îïðåäåëåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî ïîëÿ.
• Äàòü îïðåäåëåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
• Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ïóàíêàðå íà ïîëÿõ.
• Çàïèñàòü îïåðàòîðû èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà â ðåàëèçàöèè íà ïîëÿõ.
• Çàïèñàòü îðáèòàëüíûé ìîìåíò, ñïèíîâûé ìîìåíò â ðåàëèçàöèè íà ïîëÿõ.
• Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ ìàññèâíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàí-

êàðå íà ïîëÿõ.
• Ïðèâåñòè ïðèìåðû ïðåäñòàâëåíèé ñïèíà s = 0, 1/2, 1, 3/2.
• Çàïèñàòü ðàçáèåíèå âåêòîðà íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ ÷àñòè.
• Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ ïðåäñòàâëåíèé ñ öåëûì ñïèíîì íà ñïèíîðàõ òèïà (s/2, s/2).
• Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ ïðåäñòàâëåíèé ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì íà ñïèíîðàõ òèïà

(n + 1/2, n/2), (n/2, n + 1/2).
• Çàïèñàòü ðåàëèçàöèþ íåïðèâîäèìûõ áåçìàññîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïó-

àíêàðå íà ïîëÿõ.
• Ïðèâåñòè ïðèìåðû ïðåäñòàâëåíèé ñïèðàëüíîñòè λ = 0, 1/2, 1.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà.
• Çàïèñàòü âåêòîð òîêà óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.
• Çàïèñàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëåéíà-

Ãîðäîíà.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Äèðàêà.
• Çàïèñàòü âåêòîð òîêà äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
• Çàïèñàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ äèðàêîâñêè-ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà.
• Ïðèâåñòè âèä óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ çàðÿäîâî-ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è Ïðîêà.
• Çàïèñàòü âèä ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è Ïðîêà.
• Çàïèñàòü êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.
• Çàïèñàòü óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà.

96



Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

[1] Áàðóò À., Ðîí÷êà Ð. �Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï è åå ïðèëîæåíèÿ�. Â 2-õ ò. -
Ì.: Ìèð, 1980.

[2] Íàéìàðê Ì.À. �Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï�, Ì.: Íàóêà, 1976.

[3] Õàìåðìåø Ì. �Òåîðèÿ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèå ê ôèçè÷åñêèì ïðîáëåìàì�, Ì.:
Ìèð, 1966.

[4] Ãþðøè Ô. �Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï� / �Òåîðèÿ ãðóïï è ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû�,
Ì.: Ìèð, 1967.

[5] Àìèíîâ Ë.Ê. �Òåîðèÿ ñèììåòðèè�, Ì.: ÈÊÈ, 2002.

[6] Ãåëüôàíä È.Ì., Ìèíëîñ Ð.À., Øàïèðî Ç.ß. �Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé
è ãðóïïû Ëîðåíöà�. Ì.: Ôèçìàòãèç. 1953.

[7] Fonda L., Ghirardi G.C. �Symmetry Principles in Quantum Physics�, New York:
Marcel Deccer, inc., 1970.

[8] Øâåáåð Ñ. �Ââåäåíèå â ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ�. Ïåð. ñ àíãë.
Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1963.

[9] Áîãîëþáîâ Í.Í., Ëîãóíîâ À.À., Òîäîðîâ È.Ò. �Îñíîâû àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõî-
äà â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ�, Ì.: Íàóêà, 1969.

[10] Buchbinder I.L., Kuzenko S.M. �Ideas and Methods of Supersymmetry and
Supergravity�, Bristol and Philadelphia: IOP Publ., 1998, 656p.

[11] Íîâîæèëîâ Þ.Â. �Ââåäåíèå â òåîðèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö�, Ì.: Íàóêà, 1972.

[12] Ðàéäåð Ë. �Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ�, Ì.: Ìèð, 1978.

97


